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TD 3 - Espaces complets

1 Généralités, suites de Cauchy

Exercice 1
On se place dans un espace métrique (X, d).

1. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
2. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

3. Montrer que toute suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence est convergente (la
suite posséde alors une seule valeur d’adhérence : sa limite).

Exercice 2
On rappelle qu'une série réelle ) -, an est dite absolument convergente si la série ), - |as|

est convergente.

1. Montrer que toute série réelle absolument convergente est convergente (indication : montrer
que la suite des sommes partielles est une suite de Cauchy).

2. En déduire que pour tout z € R, la série ano < converge.

3. On munit M,(R) de la norme || - || définie par

e e
Al =
serm\{0} 1172
(out || - ||2 désigne la norme euclidienne).
a) Vérifier que || - || est bien une norme, qui de plus satisfait ||AB| < || A|||B]-
b) Montrer que pour tout A € M,(R), la série >, -, ‘2—? converge (pour la distance issue
de la norme || - ||). Sa limite est appelée exponentielle de la matrice A.

Exercice 3

Soient (X, d) un espace métrique et (zy,)nen une suite d’éléments de X. Pour tout £ € N, on
définit Xy = {x, | n < k}. Prouver I'équivalence entre les conditions suivantes :

1. La suite (z)nen est de Cauchy.

2. La suite (6(X,))nen converge vers 0 (ot 0(A) désigne le diamétre de la partie A C X).

Exercice 4
Soient d, D deux distances équivalentes sur un ensemble non vide X, et (z,)nen une suite

d’éléments de X.
1. Montrer que (z,)nen est de Cauchy dans (X, d) si et seulement si elle est de Cauchy dans
(X, D).
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2. En déduire que (X, d) est complet si et seulement si (X, D) est complet.

Exercice 5 (Théoréme des fermés emboités)

Soit (X, d) un espace métrique. On considére la propriété suivante : toute suite (F),)p>0 dé-
croissante de fermés non-vides de X dont le diameétre tend vers 0 (ce qui sous-entend que le
diametre de F, est fini a partir d’un certain rang) a une intersection non-vide. Montrer que
(X, d) est complet si et seulement si cette propriété est vérifiée.

Exercice 6
Soit (X, d) un espace métrique, et (r,)neN une suite de X vérifiant

1
Vn € N,Vp € N,d(zpn, Tpip) < o

Montrer qu’elle est de Cauchy.

Exercice 7 (Théoréme de prolongement)

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. On suppose que (Y, dy) est complet, et on

considére une partie A C X dense dans X. Soit f: A — Y une fonction uniformément continue.
Montrer qu’il existe une unique fonction continue g: X — Y qui prolonge f, et vérifier que

g est uniformément continue.

2 Exemples d’espaces complets, ou pas

Exercice 8
En utilisant la suite (x,)pen définie par

v

107

montrer que Q (muni de la distance issue de la valeur absolue) n’est pas complet.

Exercice 9
Soit £*° le R-espace vectoriel des suites bornées muni de la distance uniforme, définie de la
facon suivante : pour z = (x(k))ren et y = (y(k))ren dans £°°, on pose

d(z,y) = sup |z(k) = y (k).

On note les éléments de £*° comme des fonctions de N dans R, pour clarifier les notations
concernant les suites de suites.

1. Pour tout entier n > 0, on pose

Ty = <1,

Autrement dit, z,, € > est définie par z,,(k) = £ si k < n, et ,,(k) = 0 sinon. Montrer que
la suite (z,,)n>0 est convergente, et donner sa limite.

N | =
Wl =
3 |

=
)
~_

2. Montrer que (¢°°,d) est complet.

3. Soit ¢g le sous-espace de £*° formé des suites qui convergent vers 0. Montrer que ¢g est fermé
dans £°°, puis que cg est complet.

4. Soit cgg le sous-espace de £°° formé des suites qui n’ont qu'un nombre fini de termes non
nuls. Est-il complet ?
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Exercice 10
Soit (X, dx) un espace métrique et (E,dp) un espace complet.

1. Montrer que 'espace B(X, FE), formé des fonctions bornées de X dans F, et muni de la
distance

d(f,g) = sup dx (f(x),g(x))

est complet.

2. Montrer que CE(X, E), formé des fonctions continues et bornées de X dans F, est un sous-
espace fermé de B(X, F) pour d (et est donc complet).

3 Théoréme du point fixe de Picard

Exercice 11
Soit (X, d) un espace métrique complet et f: X — X une application telle qu’il existe k €]0, 1]
et p > 1 tels que fP soit k-lipschitzienne. Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 12

Soient f : I — R une fonction de classe C'! sur un intervalle ouvert I et a € I un point fixe de

I

1. On suppose que |f'(a)] < 1. Montrer qu’il existe un intervalle fermé J stable par f et
contenant a tel que, pour tout xy € J, la suite définie par ug = x¢ et up+1 = f(u,) pour
n > 1 converge vers a.

2. Sous les hypotheéses de la question précédente, on suppose de plus que f/ ne s’annule pas sur
J. Montrer que si xg # a, alors u,, # a pour tout n € N et que u,y1 —a ~ f'(a)(u, — a).

4 Théoréme de Baire

Exercice 13
Traduire le théoréme de Baire en termes d’union de fermés. En déduire que R n’est pas
dénombrable.

Exercice 14
Un nombre réel z est appelé nombre de Liouwville s'il est irrationnel et possede la propriété que
pour tout entier n > 0 il existe des entiers p et ¢ tels que ¢ > 1 et

1. Montrer que le nombre
1
Z 10k:!
n>1
est un nombre de Liouville.

2. Ecrire 'ensemble I = R\ Q des irrationnels comme une intersection dénombrable d’ouverts
denses.

3. Montrer que I’ensemble £ des nombres de Liouville est une intersection dénombrable d’ou-
verts denses. En déduire que tout intervalle contient une infinité de nombres de Liouville.
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