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1 Introduction

Ce document est issu d’un stage effectué durant l’été 2009 au laboratoire
Jean Leray à Nantes, sous la direction de Georgi Popov.

Ce stage a commencé par une “mise à niveau” en géométrie différentielle,
topologie différentielle et géométrie symplectique, présentée dans les deux
premiers chapitres de ce rapport, suivie par l’étude des théorèmes de la
forme normale de Birkhoff présentés dans [2], [3] et [4] ainsi que de leur
démonstration, et par la rédaction des démonstrations, parfois elliptiques,
de [4], pour finir par utiliser la méthode de cet article pour obtenir une forme
normale de Birkhoff “d’ordre infini”, similaire à celle de [6].

Le théorème de la forme normale de Birkhoff assure que si l’on considère
un hamiltonien près d’un point d’équilibre elliptique, avec une condition de
non-résonance à un ordre arbitraire r, on sait qu’à changement de coor-
données locales près, celui-ci ne dépendra que des variables d’action dans
ses termes d’ordre plus petit que r. L’optimisation de cet ordre r permet
d’obtenir une stabilité effective des solutions du système hamiltonien, i.e.
un confinement dans une boule “petite” pendant des temps exponentiel-
lement longs en la taille des données initiales. D’autre part le théorème
de la forme normale de Birkhoff “d’ordre infini” assure que sous les hy-
pothèses du théorème précédant, avec une non-résonnance pour tout ordre,
toujours à changement de coordonnées près, le hamiltonien ne dépendra que
des variables d’action pour tout ordre, en contrepartie il perd son caractère
analytique pour se retrouver dans une classe de Gevrey.

Je tiens à remercier bien évidemment mon mâıtre de stage Georgi Popov
qui a accepté de me prendre comme stagiaire malgré un emploi du temps
chargé, et qui a fait preuve de beaucoup d’attention, mais aussi toute l’équipe
du laboretoire Jean Leray et plus particulièrement François Laudenbach
pour toutes les réponses judicieuses qu’il a fournies à mes diverses questions,
Benôıt Grébert, ausssi bon conseiller qu’il fut (et reste) un agréable voisin,
son thésard Rafik Imékraz pour m’avoir accueilli chaleureusement ainsi que
les bibliothécaires souriants et aimables ( !) du laboratoire.
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2 Géométrie symplectique

Le cadre naturel du formalisme hamiltonien est celui de la géométrie sym-
plectique. Nous en donnons la définition et quelques propriétés essentielles.
Nous commencerons par le cadre vectoriel, puis généraliserons aux variétés.
Une étude détaillée est faite dans [2].

2.1 Cadre vectoriel

Comme la géométrie euclidienne, la géométrie symplectique étudie les es-
paces vectoriels munis d’une forme bilinéaire, qui confère à l’espace son ca-
ractère géométrique ; la différence se situe dans le fait que la forme considérée
est antisymétrique, et non symétrique.

Définition 1 Un espace vectoriel symplectique (E,ω) est un espace vecto-
riel réel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire antisymétrique non
dégénérée ω i.e.

∀u, v ∈ E, ω(u, v) = −ω(v, u)

∀u 6= 0, ∃v : ω(u, v) 6= 0

Un exemple fondamental d’espace vectoriel symplectique est fourni par le
doublet (R2n, ω0), avec ω0 défini par :

∀u, v ∈ R2n, ω0(u, v) = 〈Ju, v〉

Et J définie par blocs :

J =
(

0 In
−In 0

)
Par la suite on aura tendance à différencier les n premières coordonées des n
dernières : de par la forme de J , elles joueront des rôles “antisymétriques”.
Ainsi on notera, pour z ∈ R2n :

z = (p1, q1, . . . , pn, qn)

pj (resp. qi) étant la projection sur la j-ième coordonnée (resp la n+i-ème
coordonnée).

Théorème 1 Tout espace vectoriel symplectique (E,ω) est de dimension
paire, de plus il existe une base dans laquelle on a :

∀u, v ∈ E, ω(u, v) = 〈Ju, v〉 = ω0(u, v)

Par la suite, on notera (E,ω) un espace vectoriel symplectique, le théorème
1 permet de l’identifier à R2n.
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Définition 2 (“pull-back”) Soit φ : E → E un difféomorphisme de E.
On définit la forme φ∗ω par :

∀u, v, z ∈ E, (φ∗ω)z(u, v) = ω(dφ(z).u,dφ(z).v)

Définition 3 Un difféomorphisme φ : E → E est dit symplectique s’il vérifie
φ∗ω = ω

On montre que le jacobien de telles applications est toujours constant égal
à un.
Un bon exemple de difféomorphisme symplectique est fourni par les flots des
champs de vecteurs hamiltoniens.

Définition 4 Soit f : R2n → R. Son champ de vecteurs hamiltonien Xf est
défini par :

∀ z ∈ R2n, Xf (z) = J∇f(z)

On obtient une définition équivalente en demandant que :

∀ z, a ∈ R2n, ω0(Xf (z), a) = −df(z).a

Définition 5 Soit X un un champ de vecteurs sur E. On définit φt le flot
du champ X comme un ensemble de solutions de problèmes de Cauchy :

d
dtφ

t(z) = X(φt(z))

φ0(z) = z

(1)

Cette définition va se révéler capitale. En effet, les EDPs étudiées par la
suite seront toutes du type (1).
On peut vérifier que le flot d’un champ de vecteurs hamiltonien est un dif-
féomorphisme symplectique pour tout t fixé.

2.2 Cadre général

Définition 6 Une variété symplectique (E,ω) est une variété muni d’une
2-forme ω telle que :
(i) dω = 0 i.e. ω , est fermée
(ii) ω est non dégénérée

Par la suite on prendra (V, ω) une variété symplectique.
Évidemment, un espace vectoriel symplectique a une structure de variété
symplectique. Inversement, le théorème de Darboux affirme qu’une variéte
symplectique peut être vue localement comme un espace vectoriel symplec-
tique.

Théorème 2 (Darboux) Pour tout x ∈ V , il existe un système de coor-
données locales en x (U,ϕ) telles que ϕ∗ω = ω0.
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3 Forme normale de Birkhoff

3.1 Idées générales

Considérons une application analytique d’un espace vectoriel symplectique
de dimension n vers R, pour laquelle l’origine est un point d’équilibre ellip-
tique, i.e. :

H(z) =
n∑
j=1

ωj
p2
j + q2

j

2
+Hr(z) = H2(z) +Hr(z) (2)

Avec Hr l’ensemble des termes de plus haut ordre dans le développement
en série au voisinnage de 0. Cette application est appellée hamiltonien. Le
théorème de la forme normale de Birkhoff cherche à simplifier son expression.
Plus précisément il va donner à Hr une forme facilement intégrable à un
ordre arbitrairement grand.

Théorème 3 (Forme normale de Birkhoff) Supposons que le n-uplet
ω
.= (ω1, · · · , ωn) correspondant à H2 soit non-résonnant d’ordre r i.e.

〈ω, j〉 6= 0 ∀j ∈ Zn, 0 < ‖j‖ ≤ r

Où l’on a posé ‖j‖ =
∑n

i=1 |ji|.
Alors il existe une transformation symplectique τ (r), dite canonique, telle
que H ◦ τ (r) soit une forme normale de Birkhoff à l’ordre r, c’est-à-dire que
dans un voisinage de l’origine :

H(r) .= H ◦ τ (r) = H2 + Z(r) +R(r)

Avec Z(r) un polynôme de degré
⌊
r
2

⌋
en les polynômes

Ij
.=
p2
j + q2

j

2

tel que
{
H2, Z

(r)
}

= 0 ; et R(r) un reste “petit” : R(r) = O(‖z‖r+1).

La démonstration de ce théorème se fait par récurrence sur le degré de Z.
Nous en donnons ici les idées essentielles.
En effet, supposons que le hamiltonien est déjà sous une forme normale à
l’ordre m− 1. On peut alors écrire

H(m) = H2 +H3 + · · ·+Hm−1 +Hm + . . .

Avec H2 + · · ·+Hm−1 vérifiant les propriétés énoncées dans le théorème.
Soit alors P un polynôme homogène de degré m en les coordonnées de z ;
considérons le champ de vecteurs hamiltonien HP et son flot φt. Posons τ
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sa valeur en t = 1. On a alors, en faisant un développement en zéro de φt

selon t :
τ(z) = z + J∇P (z) + o(zm)

Il y a bien sûr du travail à faire pour transformer le o(t) en o(zm). Cela
donne :

(H ◦ τ)(z) = H2(z) + · · ·+Hm(z) + dH2(z).XP (z)

Définissons le crochet de Poisson sur l’ensemble des fonctions à valeurs réelles
tel que pour toutes fonctions f, g, {f, g} .= ω(Xf , Xg). On trouve donc

H ◦ τ = H2 + · · ·+Hm − {H2, P}

On voit là tout l’intérêt d’avoir pris un polynôme de valuation m : l’applica-
tion τ ne modifie alors que les termes de degrés plus grands que m dans le
développement de H, sa contribution vaut alors {H2, P}. Cela nous ammène
à nous intéresser à l’opérateur

LH2 : E → E

F 7→ {H2, F}

Il est possible de le diagonaliser dans la base “complexe” composé des vec-
teurs suivants :

ξk =
1√
2

(pk + iqk), ηk =
1√
2

(pk − iqk), k ∈ [[0, n]]

Une base de l’ensemble des polynômes homogènes de degré m est alors

ξJηL
.= ξJ1

1 ξJ2
2 . . . ξJnn ηL1

1 ηL2
2 . . . ηLnn ,

n∑
k=1

Lk + Jk = m

Un calcul montre alors que pour toutes familles J et L, le monôme ξJηL

est vecteur propre de L, de valeur propre associée i ω · (L − J). On peut
alors décomposer l’espace des polynômes homogènes de degré m en somme
directe du noyau et de l’image de LH2 . Mais on a supposé que ω est non-
résonnant d’ordre r, donc le noyau de LH2 est composé des monômes ξJηL,
avec L = J . De par cette décomposition en somme directe, on peut prendre
P de manière à ce que Hm−{H2, P} soit dans le noyau de LH2 . Alors H ◦ τ
est alors sous forme normale à l’ordre m, ce qui termine la récurrence.
L’utilité de ce théorème réside dans le fait que si un hamiltonienH ne dépend
que des Ij , le système hamiltonien est intégrable. En effet, on peut passer
en coordonnées polaires :

ξj =
√
Ije

iθj

8



On remarque qu’alors H ne dépend pas des angles θj . L’équation (1) du
système hamiltonien s’écrit alors, dans ce système de coordonnées :

ϕ̇tθ = ∇IH(ϕt)

ϕ̇tI = −∇θH(ϕt)

Ce qui s’intègre facilement en :

ϕt(I, θ) = (I, θ + tω)

Ayant posé ω = ∇IH(I).
Ainsi le système hamiltonien mis sous une forme canonique grâce à l’aide
du théorème de la forme normale de Birkhoff est “presque” intégrable.
Il est possible de raffiner ce théorème, par exemple dans [3], D. Bambusi
l’étend, sous certaines conditions, à la dimension infinie ; et dans [4] sont
données des estimations sur la transformation canonique.

3.2 Cas analytique et applications

Dans [4], les auteurs utilisent une méthode différente de celle exposée supra
pour démontrer le théorème de la forme normale de Birkhoff : ils définissent
une transformation canonique sur l’ensemble des applications analytiques
de E dans R, Tχ, dépendant de la forme linéaire analytique χ comme suit :
pour f =

∑
k≥1 fk, avec fk polynôme homogène de degré k (notation reprise

par la suite), on pose :
Tχf =

∑
k≥1

Fk

Avec

Fk =
k∑
l=1

fl,k−l

Et

∀l, k, fl,0 = fl, fl,k =
k∑

m=1

m

k
Lχ2+mfl,k−m

On montre dans [4] que cette transformation définit bien une application
(convergence des séries dans un voisinage de l’origine) ; de plus elle préserve
les produits et le crochet de Poisson (voir [8]). Définission une norme sur l’en-
semble des polynômes homogènes de degré k arbitraire pour P =

∑
i Pix

i,
‖P‖ =

∑
i |Pi| On a alors un théorème de la forme normale de Birkhoff

semblable au précédant :

Théorème 4 (Forme normale de Birkhoff) Supposons que le n-uplet ω
correspondant à H0 soit non-résonnant d’ordre r, alors il existe une fonction
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génératrice polynômiale d’ordre r, χ(r) =
∑r

k=3 χk, avec χk ne dépendant pas
de l’ordre r, telle que Tχ(r)H soit une forme normale de Birkhoff à l’ordre
r.
De plus, si pour des constantes réelles c et d on a ‖Hk‖ ≤ ck−2d (il en
existe car le hamiltonien est analytique) et si on a l’estimation |ν.ω| ≥ αr
pour tout ν vérifiant 1 ≤ |ν| ≤ r, on obtient une estimation sur les normes
des polynômes homogènes composant χ(r) :

‖χk‖ ≤
cd

αk

(
6c
(

1 +
d

αk

))k−3

(k − 2)!

La transformation induite par χ(r) converge dans toute boule de rayon R <
R∗r, avec

R∗r =
[(

9 +
32
5
r

)
d

αr
+ 1 +

32
5
r

]−1

c−1

Démonstration : en annexe.
L’estimation sur χ permet d’obtenir un théorème de “quasi-stabilité” que
l’on appelle stabilité effective : pour des conditions initiales assez proches
de l’origine, la solution reste confinée dans une boule centrée à l’origine
pendant des temps exponentiellement longs. On se place dans l’hypothèse
diophantienne à savoir qu’on peut prendre αr = C2

rm−1 .

Théorème 5 (Quasi-stabilité) Soit H =
∑

k≥2Hk un hamiltonien ana-
lytique dont 0 est un point d’équilibre elliptique de n-uplet corrrespondant
ω. Supposons que ‖Hk‖ ≤ ck−2d pour c et d des réels positifs donnés, et que
pour tout entier non nul r on ait |ν.ω| ≥ αr, ∀ν ∈ Zn, 0 < |ν| ≤ r. Posons :

δ =
√

2
3(em − 1)

C3 =
4d
3c

(1− e−m)−2

R̂ = (1 + δ)
C2

M

σ0 =
1 + δ

1− δ
Avec la constante M définie en annexe. Alors pour toutes données initiales
(q, p)(0) ∈ DR0, la trajectoire de la solution du système hamiltonien reste
confinée dans le disque DσR0 pour tous les temps |t| ≤ T , où on a posé

T = T0 exp
(
m
⌊
C1

(
σR0

)−1/m
⌋)

avec

T0 = R0 e
σ2 − σ2

0

2σσ0

C3(1− δ)

(
R̂

σR0

)1/m
−1
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pourvu que

σ > σ0 et R0 ≤
R̂

σ(3e)m

Démonstration : en annexe.

4 Forme normale de Birkhoff et classes de Gevrey

4.1 Classes de Gevrey

Définition 7 Soit ρ ≥ 1 et D une partie ouverte bornée de Rn. On dit que
f est dans la classe de Gevrey d’ordre ρ, notée Gρ(D), si f ∈ C∞(D) et si :

∃C > 0 : ∀α .= (α1, . . . , αn) ∈ Nn, ∀x ∈ D, |∂αf(x)| ≤ C |α|+1(α!)ρ (3)

Où on a posé |α| =
∑n

i=1 αi et α! =
∏n
i=1 αi!

On remarque ( !) que la suite des classes de Gevrey pour ρ croissant est
croissante au sens de l’inclusion, et que l’ensemble G1(D) correspond à l’en-
semble des fonctions analytiques 1 sur l’ouvert D. Ainsi, on peut les voir
comme des classes de fonctions intermédiaires entre celle des fonctions infi-
niement différentiables et celle des fonctions analytiques.
Exemple : la fonction f définie par :

f : [−1, 1] → R

x 7→
{
e−1/x si 0 ≤ x ≤ 1

0 si −1 ≤ x ≤ 0

n’est pas analytique. En effet sa série de Taylor en 0 est nulle, alors qu’elle
est non nulle au voisinage de 0. Néamoins elle est dans une classe de Gevrey,
en l’occurence G2([−1, 1]) (preuve en annexe).
Par la suite nous aurons besoin du théorème de Borel appliqué aux classes
de Gevrey :

Théorème 6 (Borel) Soit (an)n∈N une suite de réels vérifiant une inéga-
lité du type Gevrey :

∃C > 0 : ∀n ∈ N, |an| ≤ Cn−1(n!)ρ

Alors il existe une fonction g ∈ Gρ(R) telle que pour tout entier n, g(n)(0) =
aα.

1. Cela se vérifie aisément par double inclusion : l’une est fournie par le fait que le
rayon de convergence de la série est non nul, l’autre s’obtient par majoration du reste de
Taylor.
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Ce théorème montre bien toute la différence entre les fonctions Gevrey et les
fonctions analytiques : il existe une fonction de G2(R) ayant pour dérivées
successives en 0 les un = (n!)2, mais la série

∑
n≥0 n!xn a un rayon de

convergence nul.
Remarque : Soit f ∈ Gρ(D), où D est un voisinage connexe de 0, avec
∂αf(0) = 0 pour tout α ∈ Nn. Si ρ = 1 on sait que dans ce cas f ≡ 0. Si
ρ > 1, par la formule de Taylor d’ordre m en x = 0, on obtient pour tout
α ∈ Nn et m ∈ N :

|∂αf(x)| ≤ AC |α|+m α! ρm! ρ−1|x|m ,

avec A > 0. En utilisant la formule de Stirling, on minimise la partie de
droite par rapport à m ∈ N. Un choix optimal de m est :

m ∼ (C|x|)−
1
ρ−1 .

On obtient alors une majoration exponentielle des dérivées successives de
f :

|∂αf(x)| ≤ AC |α| α! ρ exp
(
− (C|x|)−

1
ρ−1

)
(4)

pour tout α ∈ Nn et x ∈ D.

4.2 Forme normale de Birkhoff “infinie”

On cherche à améliorer le théorème de la forme normale de Birkhoff en
l’étendant à l’ordre infini, i.e. à mettre le hamiltonien sous forme d’une
fonction ne dépendant que des variables d’action, modulo un reste “petit”.
Ledit reste sera une fonction Gevrey ; ainsi le hamiltonien perd son caractère
analytique lorsqu’on passe à une forme normale d’ordre infini. Pour cela, on
va utiliser les estimations sur la fonction génératrice obtenues dans [4].
On se place dorénavant dans l’hypothèse diophantienne à savoir :

αr ≤
C2

rm−1

Avec des constantes C2 > 0 et m ≥ 1. On obtient alors l’estimation des χk :

‖χk‖ ≤
cd

αk

(
6c
(

1 +
d

αk

))k−3

(k − 2)!

=
cd

C2
km−1

(
6c
(

1 +
dkm−1

C2

))k−3

(k − 2)! car αk =
C2

km−1

≤ cd

C2
km−1(6c)k−3

(
1 +

d

C2

)k−3(
km−1

)k−3
(k − 2)!

=
cd

C2
km−1−3(m−1)

(
6c
(

1 +
d

C2

))k−3(
kk
)m−1

(k − 2)!

≤ ABk−3
(
kk
)m−1

(k − 2)!
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Avec
A =

cd

C2
et B = 6c

(
1 +

d

C2

)
= 6(c+ a)

Or la formule de Stirling donne :

nn ≤ e
1

12n
en√
2πn

n!

Donc

‖χk‖ ≤ ABk−3

(
e

1
12

√
2π
ekk!

)m−1

≤ A′B′k
(
k!
)m

Où on a posé :

A′ = AB−3

(
e

1
12

√
2π

)m−1

et B′ = B em−1

On a donc trouvé une inégalité du type Gevrey d’ordre m + 1 pour les
coefficients des χ(r) successifs, et cela en les variables p et q. Le théorème
de Borel assure alors l’existence de χ∞ ∈ Gm+1(R2n) dont les dérivées en 0
cöıncident avec celles des χ(r) pour tout r assez grand.
Or on sait que χ(r) et Tχ(r) vérifient l’équation de changement de coordonnées
de (p, q) vers (P,Q) [8] :

Tχ(r),p(p, q) = P

Tχ(r),q(p, q) = ∇P χ(r)(P, q)
p = ∇q χ(r)(P, q)

(5)

Où les indices p et q dénotent une projection. On dit alors que χ(r) est
une fonction génératrice de Tχ(r) . Partant du χ∞ obtenu par le théorème de
Borel, on va chercher un T∞ vérifiant une équation similaire, ce qui revient
à résoudre : 

T∞,p(p, q) = P
T∞,q(p, q) = ∇P χ∞(P, q)

p = ∇q χ∞(P, q)
(6)

La dernière équation fournit la fonction p(P, q), inversible dans un voisinage
de 0 car le premier terme non nul du développement de Taylor dans χ∞
est d’ordre 3. Par le théorème des fonctions implicites dans les Gevrey (voir
l’appendice de [7]), il existe une fonction P (p, q) définie dans un voisinage
de l’origine qui de plus appartient à Gm+1(R2n). On en déduit l’existence
des fonctions T∞,p et T∞,q dans Gm+1(R2n)
De par les propriétés du système d’équations (4), T∞ est une transformation
symplectique (voir [1]). De plus T∞(0) = 0 et dT∞(0) = Id ; par conséquent
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T∞ est une transformation canonique. Or on a vu que pour k ∈ N le terme
d’ordre k dans χ(r), Tχ(r) et ϕ(r) ne change pas lorsqu’on fait varier r pourvu
que r ≥ k. Ainsi le terme d’ordre k dans T∞ est le même que dans Tχ(r) pour
tout r ≥ k, donc le terme d’ordre k dans T∞H est celui de Tχ(r)H. Toujours
par les propriétés de composition dans les Gevrey, T∞H ∈ Gm+1(R2n) et
peut s’écrire, dans un voisinage de l’origine :

T∞H(p, q) = H0(I) +R(p, q)

Avec H0 analytique, R ∈ Gm+1(R2n) et :

∀α, β, ∂R

∂pα∂qβ
(0) = 0

∂H0

∂Iα
=
∂H(r)

∂Iα
∀r ≥ |α|

Par (4) la fonction R est une fonction très plate en 0, exponentiellement
petite près de l’origine.

5 Conclusion et perspectives

Récemment T. Mitev et G. Popov ont trouvé dans [6] une forme normale de
Birkhoff de classe de Gevrey près d’un tore lagrangien convenable. Rappe-
lons leur resultat.
Soit H ∈ Gρ(Tn × D) un hamiltonien de classe de Gevrey ρ ≥ 1 dans
Tn × D, où Tn := Rn/Zn et D est un domaine de Rn contenant 0. On se
place toujours dans la condition diophantienne, avec C2 > 0 et m > n. Alors
le tore Tn0 := Tn×{0} est invariant par rapport au flot hamiltonien ϕt de H
et la restriction de ϕt à Tn0 est donnée par ϕt(θ, 0) = (θ+ tω, 0). Le résultat
principal de [6] est le suivant :

Théorème 7 Dans les hypothèses énoncées ci-dessus, on pose µ = ρm+ 1.
Alors il existe un voisinage D′ de 0 dans Rn et une fonction génératrice
g ∈ Gρ,µ(Tn × D′), g(θ, I) = O(|I|2) d’une transformation canonique χ ∈
Gρ,µ(Tn ×D′,Tn ×D), tels que

H(χ(ϕ, I)) = H0(I) +R0(ϕ, I) (7)

Où H0 ∈ Gµ(D′,R), R0 ∈ Gρ,µ(Tn ×D′,R), et ∂αI R
0(θ, 0) = 0 ∀α ∈ Nn.

Il serait possible de raffiner le résultat obtenu en travaillant directement
en variables polaires I et θ comme dans [6], théorème 7 ; le changement de
variables est donné par :

∀j,
{
xj =

√
Ie−iθj

yj = −i
√
Ieiθj
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On obtiendrait alors un hamiltonien appartenant à G1,m+1(Tn ×D), ce qui
le rendrait “analytique” par rapport aux variables d’angle et Gevrey d’ordre
m+1 par rapport aux variables d’action. Plus génŕalement, si H est de classe
de Gevrey Gρ avec ρ ≥ 1 on obtiendrait une forme normale dans la classe
Gρ,ρm+1(Tn ×D).
Un autre problème intéresant serait de trouver une forme normale de Bir-
khoff dans les classes de Gevrey près d’un tore isotrope Tn0 := Tn × {0} de
A := Tn × Rn × R2d de la forme

H(θ, r, p, q) = 〈ω, r〉+
n∑
j=1

Ωj(p2
j + q2

j ) + H̃(θ, r, p, q),

où H̃(θ, r, p, q) = O(|r|2 + |p|3 + |q|3) et Ω := (Ω1, . . . ,Ωd) ∈ Rd si (ω,Ω)
vérifie la condition diophantienne. Récement G. Popov a travailé sur ce
problème. Il serait très intéresant de trouver une forme normale de Birkhoff
de classe de Gevrey près d’un tore isotrope dans le cas de dimension infinie
(EDPs non lineaires, [3]).
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A Annexes

Sont présentées ici les preuves les plus délicates, pour les plus faciles se
référer à [4]

A.1 Preuve du théorème de la forme normale de Birkhoff

On va montrer ici que sous les conditions du théorème 7, il existe une fonction
géneratrice χ(r) =

∑r
k=3 χk telle que tχ(r)H

.= Z(r) soit une forme normale
à l’ordre r, avec :

Z2 = H2

lH2χk + Zk = Fk ∀k ≥ 3

Où

F3 = H3

Fk =
k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

Zk−l +
k−2∑
l=1

H2+l,k−l−2 ∀k ≥ 4 (8)

Passons à la preuve en elle-même. Pour toute fonction χ, on a par définition :

TχH =
∑
k≥1

Hk =
∑
k≥1

k∑
l=1

Hl,k−l

Avec

Hl,k =
k∑

m=1

m

k
Lχ2+mHl,k−m (9)

Or H1 = 0, donc ∀j, H1,j = 0. On en déduit que :

TχH =
∑
k≥2

k∑
l=2

Hl,k−l =
∑
k≥2

k−2∑
l=0

Hl+2,k−l−2

Or Hl+2,k−l−2 ∈ Ek, donc le terme d’ordre k dans TχH est

Zk =
k−2∑
l=0

Hl+2,k−l−2 (10)

On va montrer par récurrence que Zk ne dépend que des variables d’action
I1 . . . In pour un χk bien choisi. Puisque H2 est déjà sous une forme normale,
on peut prendre Z2 = H2. D’autre part pour k = 3 on a Z3 = H2,1 +H3,0 =
Lχ3H2,0+H3,0 par la définition de l’opérateur T . L’écriture LH2χ3+Z3 = H3

laisse apparâıtre une décomposition selon le noyau et l’image de LH2 (on sait
par les propriétés de cet opérateur que ceux-ci sont en somme directe dans
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l’ensemble des polynômes homogènes de degré k). Prenant χ3 de manière
à ce que LH2χ3 = pImLH2

(H3), on a Z3 ∈ KerLH2 , qui ne dépend que des
variables d’action (toujours par les propriétés de LH2 , en l’occurence le fait
qu’il soit diagonalisable ; son sous-espace propre correspondant à la valeur
propre 0 est engendré par les vecteurs de la forme xlyl). Reste à montrer
l’hérédité.
On a comme supra

Zk =
k−2∑
l=0

Hl+2,k−l−2 =
k−2∑
l=1

Hl+2,k−l−2 +H2,k−2

Or

H2,k−2 =
k−2∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

H2,k−2−l =
k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

H2,k−2−l + LχkH2

On isole le terme en LχkH2 car c’est celui-ci que l’on est encore libres de
faire varier. Ainsi

Zk + LH2χk =
k−2∑
l=1

Hl+2,k−l−2 +
k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

H2,k−2−l

On voit là encore une décomposition suivant le noyau et l’image de LH2 . Il
ne nous reste plus qu’à retrouver l’expression de Fk dans le 2nd terme de
l’équation précédente. De par les expressions de Zk et Hi,j dans respective-
ment (10) et (9), on a :

Fk =
k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

k−l−2∑
j=0

H2+j,k−l−j−2


+
k−3∑
l=1

l

k − 2

k−l−2∑
j=1

j

k − l − 2
Lχ2+jH2+l,k−j−l−2

+Hk

Où Hk correspond au terme en l = k− 2 dans la 2de somme. Par la suite on
isole le terme en j = 0 dans la 1ère somme.
Or on a la permutation des sommes

k−3∑
l=1

k−l−2∑
j=1

=
k−3∑
j=1

k−j−2∑
l=1

En échangeant le nom des variables j et l dans la 1ère somme on obtient :

Fk =
k−3∑
l=1

k−l−2∑
j=1

j

k − 2
Lχ2+jH2+l,k−j−l−2 +

k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

H2,k−l−2

+
k−3∑
l=1

l

k − 2

k−l−2∑
j=1

j

k − l − 2
Lχ2+jH2+l,k−j−l−2

+Hk
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Et puisque

j

k − 2
+

jl

(k − l − 2)(k − 2)
= j

k − l − 2 + l

(k − l − 2)(k − 2)
=

j

k − l − 2

on a

Fk =
k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

H2,k−l−2 +
k−3∑
l=1

k−l−2∑
j=1

j

k − l − 2
Lχ2+jH2+l,k−j−l−2 + Hk

=
k−3∑
l=1

l

k − 2
Lχ2+l

H2,k−l−2 +
k−2∑
l=1

H2+l,k−l−2

Où on a reconnu l’expression de H2,k−l−2 dans l’équation (9). On a retrouvé
l’égalité demandée.
C.Q.F.D.

A.2 Preuve des estimations obtenues sur χ

On sait par le théorème de la forme normale que LH2χk+Zk = Fk, la somme
étant directe orthogonale, ainsi ‖LH2χk‖ ≤ ‖Fk‖ et ‖Zk‖ ≤ ‖Fk‖. D’autre
part on se place dans le cas où la déformation induite par χk est la plus
faible possible, c’est-à-dire que χk ∈ ImLH2 . On peut alors écrire

χk =
∑
|l+m|=k
l 6=m

χl,m x
lym, l,m ∈ Nn

Ce qui implique

LH2χk =
∑
|l+m|=k
l 6=m

iω(l −m)χl,m xlym

D’où
‖LH2χk‖ =

∑
|l+m|=k
l 6=m

|ω(l −m)| |χl,m| ≥ ‖χk‖αr

Où on a posé, pour f ∈ Ek, ‖f‖ =
∑

l,m fl,m. On en déduit que

‖χk‖ ≤
1
αr
‖Fk‖

Il ne reste “plus” qu’à majorer ‖Fk‖. On va chercher des nombres η1, . . . , ηr−2

et θl,0, . . . , θl,l−r−2, 0 ≤ l ≤ r−2 tels que ‖H2+l,k‖ ≤ θl,kcd et ‖F2+k‖ ≤ ηkcd.
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Comme Hl,0 = Hl et F3 = H3, on peut prendre θl,0 = cl−1 et η1 = 1. Or par
(9),

‖H2+l,k‖ ≤
k∑
j=1

j

k
‖Lχ2+jH2+l,k−j‖

≤
k∑
j=1

j

k
(2 + j)(2 + l + k − j)‖χ2+j‖‖H2+l,k−j‖

Par le lemme 2.3 de [4]. Par conséquent

‖H2+l,k‖ ≤
(cd)2

kαr

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j)ηjθl,k−j

Car χ2+j ≤ 1
αr
‖F2+j‖. D’autre part on a par (8) :

‖F2+k‖ ≤
k−1∑
l=1

l

k
‖Lχ2+l

Zk−l+2‖+
k∑
l=1

l

k
‖H2+l,k−l‖

≤
k−1∑
j=1

j

k
(2 + j)(2 + k − j)‖χ2+j‖‖Zk−j+2‖+

k∑
j=1

j

k
‖H2+j,k−j‖

≤ (cd)2

kαr

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + k − j)ηjηk−j + cd

k∑
j=1

j

k
θj,k−j

Quitte à se placer dans le cas d’égalité ‖F2+k‖ = ηkcd et ‖H2+l,k‖ = θl,kcd,
on peut donc supposer que

θl,k ≤
cd

kαr

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j)ηjθl,k−j

ηk ≤
cd

kαr

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + k − j)ηjηk−j +
1
k

k∑
j=1

jθj,k−j

Pour obtenir les estimations voulues des suites (θl,k)l,k et (ηk)k, nous avons
besoin de suites auxiliaires. Définissons al,k et bk par al,0 = b1 = 1 et les
relations de récurrence :

al,k =
1
k

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j)bjal,k−j (11)

bk =
1
k

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + k − j)bjbk−j +
1
k
a1,k−1

On a alors le lemme :
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Lemme 1 Posant c1 = d/αr et c2 = 1 + c1, on a les estimations suivantes,
pour l ≥ 0, k ≥ 1 :

θl,k ≤
c1

c2
ck2c

l+k−1al,k

ηk ≤ ck−1
2 ck−1bk

Pour cela on va établir plusieurs résultats intermédiaires.
Pour s ≥ 1, on a :

bs = a1,s−1 (12)

Cela se montre par récurrence : c’est vrai pour s = 1 : b1 = a1,0 = 1.
Supposons que (12) soit vrai pour tout s ∈ [[1, k − 1]]. De par la définition
de a1,k−1 et de bk on a, en utilisant l’hypothèse de récurrence :

a1,k−1 =
1

k − 1

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + k − j)a1,j−1a1,k−j−1

bk =
1

k − 1

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + k − j)a1,j−1a1,k−j−1 +
1
k
a1,k−1

D’où
bk =

k − 1
k

a1,k−1 +
1
k
a1,k−1 = a1,k−1

D’autre part, comme tout les termes dans les sommes de (11) sont positifs,
on peut affirmer que

a1,k ≥
1
k

(
3(2 + k)a1,k−1b1 + 3k(2 + k)a1,0bk

)
Où l’on n’a gardé que le 1er et le dernier terme de la somme. On en déduit,
par (12), que :

a1,k ≥
3(k + 1)(k + 2)

k
a1,k−1 (13)

Montrons par récurrence que ∀l ≥ 1, s ≥ 0, on a :

al,s
al−1,s

≤ l + s+ 1
l + 1

(14)

Cela est vrai pour s = 0 et pour tout l. Supposons que ce soit vrai pour tout
s ∈ [[0, k − 1]]. Alors on a, par (11) :

al,k ≥
1
k

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j) bj
k + l − j + 1

l + 1
al−1,k−j

≥ 1 + l + k

l + 1
1
k

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j) bj al−1,k−j

=
1 + l + k

l + 1
al−1,k
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Ce qui achève la récurrence.
Finalement on montre par récurrence que :

∀k ≥ 2, a1,k−1 ≥
k∑
j=2

jaj,k−j

Cela est vrai pour k = 2, car a1,1 = 3× 3 b1 a1,0 = 9 ≥ 2 = 2 a2,0.
Supposons la propriété vraie pour un k ∈ N et montrons qu’elle est vraie
au rang k + 1. On a par hypothèse a1,k−1 ≥

∑k
j=2 j aj,k−j donc 2 a1,k−1 ≥∑k

j=1 j aj,k−j . On se sert alors de (13) et (14) pour augmenter les indices
d’une unité :

a1,k ≥
3(k + 1)(k + 2)

2k

k∑
j=1

jaj,k−j par la précédente égalité et (13)

≥ 3(k + 1)(k + 2)
2k

k∑
j=1

j
2 + j

2 + k
aj+1,k−j par (14)

=
3(k + 1)

2k

k+1∑
j=2

(j − 1)(j + 1) aj,k+1−j

≥
k+1∑
j=2

j aj,k+1−j

car j + 1 ≥ j et 3(k+1)
2k (j − 1) ≥ 1 pour j ≥ 2. On a alors montré l’hérédité.

Définissons alors θl,k et ηk par :

θl,k =
c1

c2
ck2 c

l+k−1al,k

ηk = ck−1
2 ck−1bk

Ce sont ces quantités qui vont servir à majorer θl,k et ηk. On a alors, par
(11) :

θl,k =
c1

c2
ck2 c

l+k−1 1
k

k∑
j=1

(
j(2 + j)(2 + l + k − j) ηj

cj−1 cj−1
2

θl,k−j

(c1

c2
ck−j2 cl+k−j−1

)−1
)

=
c2 c

k

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j) ηj θl,k−j

De même on obtient

ηk =
c2 c

k

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + k − j) ηj ηk−j +
1
k

c2

c1
θ1,k−1
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Par (5.10) on a
c2

c1
θ1,k−1 ≥ (c2c)k−1

k∑
j=2

j aj,k−j

Or

(c2c)k−1j aj,k−j = j θj,k−j (c2c)k−1 c2

c1
cj−k2 c−j−k+j−1

= j θj,k−j
cj2
c1

Par conséquent

c2

c1
θ1,k−1 ≥

k∑
j=2

j
c2

c1
cj−1

2 θj,k−j ≥
k∑
j=2

j θj,k−j

car c2 ≥ c1 et c2 ≥ 1. Utilisant de nouveau c2 ≥ c1 et l’équation précédente
pour la 2de équation on obtient :

θl,k ≥
c1c

k

k∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j) ηj θl,k−j

ηk ≥
c1c

k

k−1∑
j=1

j(2 + j)(2 + l + k − j) ηj ηk−j +
1
k

k∑
j=2

j θj,k−j

Or c1c
k = cd

kαr
, on peut en déduire par récurrence que θl,k ≤ θl,k et ηk ≤ ηk

∀l, k puisque θl,0 = θl,0 et η1 = η1, l’hérédité étant issue des inégalités
précédantes.
Nous aurons besoin d’un 2nd lemme :

Lemme 2
∀k ≥ 1, bk ≤ 6k−1 k!

On va montrer que cette inégalité est vérifiée pour tout k > 8, le cas k ≤ 8
étant réglé par le calcul direct. En effet on a, en utilisant l’expression de a1,k

dans (5.5) et en remplaçant les a1,j par les bj+1 :

bk+1 =
1
k

k∑
j=1

j(2 + j)(3 + k − j) bj bk−j+1

Le calcul donne alors :
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valeur approchée
j bj 6j−1 j! à 10−3 de 6j−1 j!/bj
1 1 1 1
2 9 12 1,333
3 162 216 1,333
4 4104 5184 1,263
5 128790 155520 1,208
6 23514624/5 5598720 1,190
7 964079172/5 235146240 1,220
8 303755194368/35 11287019520 1,301

Passons maintenant à la preuve en elle-même.
Supposons que ∀j ≤ k, bj ≤ 6j−1 j! Alors

bk+1 ≤
6k−1

k

k∑
j=1

j(2 + j)(3 + k − j) j! (k − j + 1)!

Séparons les cas k pair/k impair. si k est pair posons m = k/2. Alors

bk+1 ≤
6k−1

k

m∑
j=1

(
j(2 + j)(3 + k − j) j! (k − j + 1)!

+ (k − 1− j)(3 + k − j)(2 + j) (k + 1− j)! j!
)

Où on a regroupé chaque j avec k + 1− j. Par conséquent

bk+1 ≤
6k−1

k

m∑
j=1

(j + k − 1− j)(2 + j)(3 + k − j) j! (k + 1− j)!

=
6k−1 (k + 1)

k

m∑
j=1

(2 + j)(3 + k − j) j! (k + 1− j)!

Pour k impair, posons m = k−1
2 . On obtient de même :

bk+1 ≤
6k−1 (k + 1)

k

m∑
j=1

(2 + j)(3 + k − j) j! (k + 1− j)!

+
6k−1

k
m(2 +m)(3 + k −m)m! (k + 1−m)!

Or

m(2 +m)(3 + k −m)m! (k + 1−m)! ≤ k + 1
2

(m+ 3)2
(
(m+ 1)!

)2
En effet cela équivaut à :
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m(2 +m)(4 +m)m! (m+ 2)! ≤ (m+ 1)(m+ 3)2
(
(m+ 1)!

)2
⇐⇒ m(2 +m)2(4 +m)(m+ 1) ≤ (m+ 1)3(m+ 3)2

⇐⇒ m(2 +m)2(4 +m) ≤ (m+ 1)2(m+ 3)2

⇐⇒ m4 + 8m3 + 20m2 + 16m ≤ m4 + 8m3 + 22m2 + 24m+ 9
⇐⇒ 0 ≤ 2m2 + 8m+ 9

Ce qui est bien vérifié pour m ≥ 0.
Définissons pour j ∈ [[1,m− 1]] les quantités :

lj = (2 + j)(3 + k − j) j! (k + 1− j)! et lj =
lj
lj+1

On a alors
∀j ∈ [[1,m− 1]], lj ≥ 1

En effet,

lj =
(2 + j)(3 + k − j)(k + 1− j)

(3 + j)(2 + k − j)(j + 1)

avec k + 1− j ≥ k + 2−m = m+ 3 ≥ j + 4 > j + 3 on obtient

lj >
(2 + j)(3 + k − j)
(1 + j)(2 + k − j)

≥ 1

Par conséquent la suite (lj) est décroissante pour j ≤ m. Or l2 = 4(k+1)(k−1)
15k ,

d’où
l2
k

=
4
15

k2 − 1
k2

=
4
15

(
1− 1

k2

)
≥ 1

4

Pour tout k ≥ 4.
Ainsi ∀j ≥ 3, lj ≤ l3 ≤ l2 4

k . Donc, pour k pair on a la majoration :

bk+1

6k−1
≤ k + 1

k

(
l1 + · · ·+ lm

)
≤ k + 1

k

(
3(k + 2) k! + 8(k + 1)(k − 1)!

(
1 +

4
k

(k
2
− 2
)))

= 3(k + 1)!
k + 2
k

(
1 +

8
3k

(
1 +

4
k

(k
2
− 2
)))

Car k+1
k 8(k + 1)(k − 1)! ≤ 3(k + 1)!k+2

k
8
3k i.e. (k + 1)2 ≤ (k + 1)(k + 2).

Pour k impair on remarque que

1
2
lm =

1
2

(2 +m)(3 + k −m)m! (k + 1−m)!

=
1
2

(2 +m)(4 +m)m! (m+ 2)!

≥ 1
2

(m+ 3)2
(
(m+ 1)!

)2
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En effet, la dernière inégalité est équivalente à :

(2 +m)2(4 +m)(m+ 1) ≥ (m+ 3)2(m+ 1)2

⇐⇒ (1 +m′)2(3 +m′) ≥ (2 +m′)2m′2

⇐⇒ m′3 + 5m′2 + 7m′ + 3 ≥ m′3 + 4m′2 + 4m′

Où on a posé m′ = m+ 1. La dernière inégalité est vraie pour tout m′ ≥ 0.
Alors on a :

bk+1

6k−1
≤ k + 1

k

(
l1 + · · ·+ lm +

1
2
lm
)

≤ 3(k + 1)!
k + 2
k

(
1 +

8
3k

(
1 +

4
k

(
m− 2 +

1
2
)))

ce qui est la même majoration que pour le cas pair. Or pour k ≥ 9 on a

k + 2
k

(
1 +

8
3k

(
1 +

4
k

(
m− 2 +

1
2
)))

≤ 2

En effet on a :

k + 2
k

(
1 +

8
3k

(
1 +

4
k

(
m− 2 +

1
2
)))

=
k + 2
k

(
1 +

8
3k2

(
3k − 8

))
La fonction k 7→ k+2

k est décroissante sur R∗+ et la fonction k 7→ 3k−8
k2 est

décroissante sur [16/3,+∞[. Par positivité de tous les termes, il suffit pour
avoir la majoration d’évaluer l’expression en k = 9 ; on obtient 1, 987 à 10−3

près. Le lemme est démontré.
La finalisation de la preuve est alors aisée. On a

‖χk‖ ≤
1
αr
‖Fk‖

≤ cd

αr
ηk−2

≤ cd

αr
(c2c)k−3bk−2

≤ cd

αr
(c2c)k−36k−3(k − 2)!

Ce qui est la formule donnée par le théorème.
C.Q.F.D.

A.3 Estimation de la variation des variables d’action

Soit ϕ une solution du système hamiltonien issu de H(r), et I(r) sa compo-
sante selon les variables d’action. Alors on a :

İ
(r)
j =

∂

∂θl
H(r)(I, θ) =

∂

∂θl
R(r)(I, θ)
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Car Z(r) ne dépend pas de θ. Par changement de coordonnées on obtient :

İ
(r)
j =

n∑
l=1

(
∂X

(r)
l

∂θl

∂R(r)

∂X
(r)
l

(I, θ) +
∂Y

(r)
l

∂θl

∂R(r)

∂Y
(r)
l

(I, θ)

)

Et puisque X(r)
l =

√
I

(r)
j e−iθl et Y (r)

l =
√
I

(r)
j eiθl , il vient :

İ
(r)
j = iY

(r)
j

∂R(r)

∂Y
(r)
j

− iX(r)
j

∂R(r)

∂X
(r)
j

On cherche alors à majorer les dérivées du reste. Pour cela considérons un
terme quelconque du reste hl,mX(r)lY (r)m , sa contribution à İ(r)

j est

i(mj − lj)hl,mX(r)lY (r)m . On se sert ensuite de la dernière inégalité de la
preuve de la proposition 3.3 de [4] appliquée à la majoration ‖Hk ≤ ck−1d/c‖
qui fournit une estimation du reste :∣∣∣R(r)

k (x, y)
∣∣∣ ≤ ( R

R∗r

)k
R∗r

d

c

On en déduit que ‖İ(r)‖ ≤ (d/c)R∗r
∑

j≥r j(R/R
∗
r)
j . La sommation conduit

à l’inégalité demandée ; en effet posant x = R/R∗r , on doit obtenir∑
j≥r jx

j = xr+1(r + 1− rx)(1− x)−2

⇐⇒
∑

j≥r jx
j−1 = xr(r + 1− rx)(1− x)−2

On reconnâıt à gauche une dérivée, on peut alors identifier les termes par
comparaison des primitives.

A.4 Preuve du théorème de quasi-stabilité

Définissons tout d’abord la constante M .
M est un majorant de c

(
d(9/r+32/5)+αr(1/r+32/5)

)
, si bien que R∗r ≥ αr

rM .
Pour cela, puisque r ≥ 3 et αr < 1, on peut prendre

M =
47d+ 34

5
c

Pour tout r ∈ N, on se place dans le système de coordonnées défini par
les variables X(r) et Y (r), et dans une boule centrée en l’origine de rayon
R < R∗r . L’idée de base de la preuve est d’utiliser l’inégalité des accroisse-
ments finis appliquée à I(r) pour majorer le rayon au temps final T . Pour
cela, on va optimiser la majoration de |İ(r)| obtenue dans la proposition 6.1.
Tout d’abord on se place dans un disque DR de rayon assez petit, on de-
mande par exemple que R/R∗r ≤ 1/2. Puisqu’en plus

R∗r ≥
C2

rmM
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les termes

R, r + 1− r R
R∗r

et
(

1− R

R∗r

)−2

sont linéaires en r ; on se ramène à optimiser le terme non-linéaire à savoir(
R

R∗r

)r
≤
(
RrmM

C2

)r
= rrm

(
R

R̃

)r
où on a posé R̃ = C2/M . On considère alors la fonction d́finie sur R∗+

f : r 7→ rrmβr = exp
(
rm ln r + r lnβ

)
pour un β > 0. Elle est dérivable sur R∗+ de dérivée

f ′(r) =
(
m ln r +m+ lnβ

)
rrmβr

Alors

f ′(r) > 0 ⇐⇒ m(1 + ln r) + lnα > 0 ⇐⇒ r >
( 1
α

)1/m 1
e

f atteint donc son minimum en r =
(

1
α

)1/m
1
e . On pose alors

ropt =

1
e

(
R̃

R

)1/m


La condition ropt ≥ 3 utilisée pour calculer M implique que R ≤ R̃/(3e)m.
De plus, R∗r ≥ αr

rM = R̃r−m, par conséquent R/R∗ ≤ e−m (on retrouve bien
la condition R/R∗ ≤ 1/2 réclamée au début), et 1 + 1/ropt − R/R∗r < 4/3.
On peut alors calculer un majorant de |İ(ropt)| à savoir

|İ(ropt)| ≤ C3Rropte
−mropt

Où on a posé

C3 =
4d
3c

(1− e−m)−2

On charche alors un α > 1 tel que si (X(ropt), Y (ropt))(0) ∈ DR/α, alors
(X(ropt), Y (ropt))(t) ∈ DR pour tout |t| ≤ T pour un T bien choisi. Ainsi, en
utilisant les inégalités de (6.3) ainsi que l’inégalité des accroissements finis,
on a :

R(T ) ≤ R
⇐= I(T ) ≤ R2/2
⇐= Φ(T ) ≤ R2/2
⇐= Φ(T )− Φ(0) ≤ R2/2− R2

2α2

⇐= ‖Φ̇‖∞[0,T ] T ≤ R2/2
(

1− 1
α2

)
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Utilisant la majoration de |İ(ropt)| obtenue supra, on pose

T ≤ R

C3ropt

α2 − 1
2α2

emropt

Et cela implique que la trajectoire reste confinée dans la boule DR pour
t < T . Pour finaliser la preuve, il suffit de prendre en compte le déformation
induite par χ(ropt). Une majoration de cette déformation est fournie par la
proposition 3.4 de [4], appliquée à

a =
12roptc

5

(
1 +

d

αropt

)
, b =

3cd
αropt

et ρ = em

Ce qui donne :

(1− δ)|(X,Y )| ≤ |(x, y)| ≤ (1 + δ)|(X,Y )|

Avec

δ =
(

1 +
8a
9b

)−1 √2
ρ− 1

Or
8a
9b

=
8
9

12rc
5

(
1 +

d

αropt

)
αropt
3cd

≥ 32
45
ropt ≥ 2ropt

Donc, puisque ropt ≥ 3,

δ ≤
√

2
3(em − 1)

.= δ

D’autre part on pose
α =

σ

σ0
> 1

Selon les hypothèses du théorème, les conditions initiales doivent se trouver
dans la boule DR0 en les variables initiales, et on a établi un résultat pour
des conditions initiales dans la boule DR/α en les variables (X(ropt), Y r(opt)).
Ainsi on obtient la condition sur R0 :

R0 ≤ (1− δ)R
α
≤ (1− δ)

α

R̃

(3e)m
=

R̂

σ(”‘e)m

Finalement le “temps de confinement” T est donné en remplaçant α par
σ/σ0, R par σ/(1 + δ)R0 et ropt par son expression obtenue supra :

T = T0 exp

m
1
e

(
R̂

σR0

)1/m


Avec

T0 = R0 e
σ2 − σ2

0

2σσ0

(
C3(1− δ)

(
R̂

σR0

))−1
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A.5 Preuve que f ∈ G2(R)

On se place dans le cas x positif. On montre par récurrence que la dérivée
n-ième de f est de la forme

f (n)(x) = Pn(x)e−1/x

avec Pn un polynôme en la fraction rationnelle 1
x de degré 2n. En effet, si

on suppose que c’est vrai au rang n, on a :

f (n+1)(x) =
(

1
x2
Pn(x) + P ′n(x)

)
e−1/x

Soit alors la fonction auxilliaire

gn : x 7→ 1
xn
e−1/x

Elle est dérivable de dérivée égale à

g′n(x) =
(

1
xn+2

− n

xn+1

)
e−1/x2

Ainsi
g′n(x) = 0 ⇐⇒ x =

1
n

et donc gn atteint son maximum en x = 1
n .

Montrons par récurrence que

∀x, |f (n)(x)| ≤ (Qnf)(x)

avec la suite de polynômes en 1
x Qn définie par :

Q0 = 1, Qn+1 =
1
x2
Qn −Q′n

Pour cela on peut montrer que tous les coefficients de Pn sont inférieurs
en norme à ceux de Qn. On voit facilement que cela est vrai pour n = 0.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Alors on a tous les coefficients
de Pn inférieurs à ceux de Qn. Or

Pn+1 =
1
x2
Pn(x) + P ′n(x) et Qn+1 =

1
x2
Qn −Q′n

avec tous les coefficients de Q′n positifs. La propriété est donc vérifiée au
rang n+ 1.
Montrons par récurrence que Qnf ∈ G2([−1, 1]). On a f(x) ≤ 1∀x, donc

|(Q0f)(x)| ≤ C0+1(0!)2 ∀C ≤ 1
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Supposons que pour un n ∈ N on a

|Qnf(x)| ≤ Cn+1(i!)2

Alors

(Qn+1f)(x) =
(

1
x2
Qn(x)−Q′n(x)

)
e−1/x

le polynôme en 1
x devant l’exponentielle étant de degré 2n + 2. De par le

résultat obtenu sur les gn, et le fait que tous les termes soient positifs, on
en déduit que cette fonction atteint son maximum en un x ≥ 2n+ 2. Ainsi

‖Qnf‖[0,1]
∞ = ‖Qnf‖[1/(2n+2),1]

∞

≤ sup
x

[(
(2n+ 2)2Qn(x) + 2n(2n+ 2)Qn(x)

)
e−1/x

]
≤ 8(n+ 1)2‖Qnf‖∞ ≤ Cn+2

(
(n+ 1)!

)2
Pour tout C ≥ 8. De par la majoration ‖f (n)‖∞ ≤ ‖Qnf‖∞, on obtient le
résultat demandé.
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