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Introduction

Qu’est-ce que l'aire d’une surface 7 Le volume d’un objet ? En mettant de coté les formes
élémentaires (rectangles, triangles. . .) pour lesquelles la réponse est communément connue,
si 'on dessine une courbe fermée dans le plan, que signifie précisément I’ aire délimitée par
cette partie 7 Et surtout : comment la calcule-t-on 7 Ces questions naturelles sont au cceur
de la théorie de l'intégration, qui offre un outil permettant de généraliser le concept de
moyenne arithmétique pondérée au cas d’une somme « continue » (en un certain sens) ou
la pondération se fait par la taille (la longueur, 1’aire, le volume) d’éléments infinitésimaux.

Rome ne s’est pas faite un jour... la théorie de 'intégration non plus! Il a fallu plus
de 200 ans entre la définition d’intégrale par Newton et Leibniz a la fin du XviI® siecle
et la formalisation rigoureuse en 1902 par Lebesgue de lintégrale qu’on utilise encore
aujourd’hui! et que I'on se propose de présenter dans ce cours.

La notion d’intégrale peut s’aborder selon des points de vues complétement différents,
qui viennent eux-méme des différents aspects du concept de fonction.

1. L’aspect algébrique ou calculatoire : une fonction est une expression faisant intervenir
des opérations élémentaires (additions, multiplications. . .), des fonctions élémentaires
(exponentielle, sinus, logarithme), des séries etc.

2. L’aspect géométrique ou graphique : une fonction est une courbe.

3. L’aspect ensembliste : une fonction est un objet qui a certaines quantités x associe
une autre quantité y.

Si le troisieme aspect est celui par lequel on définit de nos jours ce qu’est une fonction,
ce sont les deux premiers qui, historiquement, sont apparus les premiers. Le point de vue
(3), le plus général, n’est devenu prépondérant qu’a partir de la fin du X1x® siecle avec
la croissance de la formalisation et ’émergence de la construction axiomatique. Il ne faut
pas s’imaginer que la recherche de la bonne définition de fonction a hanté les nuits des
mathématiciens pendant tout ce temps : pour la pratique des mathématiques de I’époque,
ils n’avaient simplement pas besoin d’une définition aussi abstraite.

Ces différents points de vue sur 'objet mathématique fonction amenent chacun a des
définitions différentes d’intégrale (ou de primitive).

1. La primitive d’une fonction est définie algorithmiquement. Cela pose bon nombre

de problemes puisqu’il y a beaucoup de primitives de fonctions simples n’admettant
pas d’expression a 'aide des fonctions usuelles.

2. L’intégrale d’une courbe est simplement aire (algébrique 2) de la région délimitée par
la courbe et I'axe des abscisses. On voit la le lien étroit entre les notions d’intégrale
et de mesure des ensembles.

3. L’intégrale est une opération sur les fonctions vérifiant une certaine liste de proprié-
tés. On y retrouve la définition de I'intégrale (ou la primitivation) comme opération
inverse de la dérivation, mais aussi la définition axiomatique que nous adopterons
dans ce cours.

1. L’histoire ne s’arréte néanmoins pas avec Lebesgue : viendront ensuite les intégrales de Kurzweil-
Henstock, Daniell. . .

2. Cela signifie que 'aire associée & une portion de courbe située sous I’axe des abscisses est comptée
négativement
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Les différents aspects de I'intégrale ont été tres vite compris, mais la premiere définition
rigoureuse d’intégrale date du milieu du X1X¢ siecle avec les travaux de Cauchy puis de
Riemann. Seulement, 'intégrale de Riemann ne se comporte pas tres bien lors de passages
a la limite sous l'intégrale, et c’est en cela ’apport fondamental de la théorie de Lebesgue :
un énoncé de convergence dominée (Théoreme 2.13).

La maniere classique de définir ces intégrales est du type (2) (géométrique) : Paire sous
la courbe est calculée via la théorie de la mesure de Borel et Lebesgue, grande avancée
du début du XX°¢ siecle qui compte parmi ses autres applications la formalisation des
probabilités pour des variables & densité (Définition 1.55) ainsi que la théorie ergodique,
pendant probabiliste de la théorie du chaos qui vise a mesurer a quel point des systemes
déterministes ont des comportements aléatoires 3.

Malheureusement, la définition rigoureuse de 'intégration de Lebesgue demande beau-
coup de travail : a la fois des notions de théorie de la mesure, et la construction “a la main”
de la mesure de Lebesgue. Ces notions, habituellement vues en L3, dépassent largement
le contenu de ce cours, c’est pourquoi nous adopterons une démarche inverse : a la ma-
niere du point (3), nous commencerons par définir de maniere axiomatique 'intégrale de
Lebesgue ® pour ensuite en déduire les propriétés de la mesure de Lebesgue.

Notons que cette théorie de I'intégration ne permet pas de donner un sens a l'intégrale
de n’importe quelle fonction : elle a comme objet I’ensemble des fonctions mesurables, qui
contient toutes les fonctions raisonnables auxquelles on peut penser. Il existe néanmoins
des fonctions non mesurables dont ’existence amene a des énoncés contre-intuitifs comme
le paradoxe de Banach-Tarski.

3. Par exemple, la trajectoire d’un dé est déterministe, mais on peut raisonnablement dire que le résultat
qu’il donne est aléatoire.

4. C’est-a-dire qu’on supposera ’existence d’un objet appelé intégrale qui vérifie une liste de propriétés,
et qu’on ne démontrera pas l’existence de cet objet.
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Préliminaires : relations d’équivalence

Les relations d’équivalence permettent de ranger les éléments d’un ensemble dans ce
qu’on appelle des classes. L’exemple le plus trivial de relation d’équivalence est celle de
I’égalité, mais on en rencontre dans la vie de tous les jours, avec par exemple la relation
« avoir la méme couleur ». L’ensemble des classes forme une partition de 1’ensemble (Pro-
position 0.6); on a en fait une correspondance complete entre relation d’équivalence et
ensemble des classes d’équivalence : il revient au méme de définir la relation « avoir la
méme couleur » ou de définir, pour chaque couleur, la classe des objets de cette couleur.

Les relations d’équivalences se retrouvent un peu partout en mathématiques parce
qu’elles amenent a la notion d’ensemble quotient, défini comme étant I’ensemble des classes
d’équivalence d’une relation donnée. Dans ’exemple qu’on vient de voir, I’ensemble quo-
tient est l’ensemble des couleurs. En mathématiques, « passer au quotient » ou bien
« quotienter » permet de faire comme si certains objets sont identiques. Par exemple,
on peut définir 'ensemble Q des nombres rationnels comme étant ’ensemble des couples
(p,q) € Z x N*, quotienté par la relation (p,q) ~ (p',¢') <= pq¢ = p'q (ce qui correspond
au critere d’égalité p/q = p’/q’). Dans ce cours, nous définirons les espaces de Lebesgue
L'(R) et L?(R) par passage au quotient par la relation d’égalité presque partout (Cha-
pitre 3).

Définition 0.1

N Une relation d’équivalence R sur un ensemble E est une relation binaire vérifiant :
1. reflexivité : pour tout z € E, on a zRzx;
2. symétrie : si xRy, alors yRz ;

3. transitivité : si xRy et yRz, alors xRz.

Exemple 0.2
Les relations suivantes sont des relations d’équivalence.
1. Pour une application f : X — Y, la relation sur X définie par xRz’ < f(z) =
f@).
2. La congruence modulo n sur Z : xRy < x =y mod n.

3. La relation de parallélisme sur ’ensemble des droites du plan.

Définition 0.3
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. La classe d’équivalence de x € E

est
Cy={y € E|yRx}.

L’ensemble quotient de R, noté E/R, est 'ensemble des classes d’équivalence de tous
les éléments de F.

Notez bien que I’ensemble quotient est bien I’ensemble et non la liste des classes d’équi-
valence. Le mieux est d’illustrer ca sur un exemple.
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Exemple 0.4
Pour tout ensemble FE, il y a deux relations d’équivalence tres simples.

— On vérifie facilement que la relation R définie par xRy <= xz,y € E (au-
trement dit tout le monde est équivalent & tout le monde) est une relation
d’équivalence. Dans ce cas, la classe d’équivalence de tout x € E est C, = F.
Ainsi, 'ensemble quotient est E/R = {C, |z € E} ={E |z € E} = {E};en
particulier il ne contient qu'un seul élément.

— De méme, il est facile de voir que la relation R définie par xRy <= = = y est
une relation d’équivalence. Ici, pour tout € E, on a C, = {x}, et ’ensemble
quotient est E/R = {C; | x € E} = {{z} | * € E}, autrement dit ’ensemble
des singletons de E.

Voyons ce que ¢a donne sur les exemples, moins triviaux, de 0.2.
Exemple 0.5

1. Les classes d’équivalence sont les ensembles préimages de singletons par f.

2. Les classes d’équivalence sont les C, = {y € Z | z = y mod n}. On peut
les indexer par {0,...,n — 1} : par division euclidienne, tout nombre entier est
congruent modulo n & un et un seul nombre entre 0 et n — 1. Ainsi, ’ensemble
quotient, noté Z/nZ, est de cardinal n.

3. On voit que deux droites sont paralleles si et seulement si elles font le méme angle,
modulo 7, avec I’axe des abscisses (il faut bien voir que I’angle entre deux droites
est bien défini modulo 7 et non 27!). L’ensemble quotient peut donc s’écrire

{Eg|0<0 <7} ou Egz{DdroitedeR2|D/,aL‘:9}.
Proposition 0.6
L’ensemble quotient E/R forme une partition de E.

Dé

Remarquons que cette propriété est bien vérifiée par les deux exemples de 0.4.

monstration: Pour montrer que ’ensemble quotient forme une partition de F, il faut mon-
trer que tout élément x € E appartient & une et une seule classe d’équivalence.

Tout d’abord, pour tout « € F, on a xRz (réflexivité) et donc x € C,.. En particulier,

x appartient a au moins une classe d’équivalence.

Ensuite, si on suppose que y € E appartient a la fois & C,, et a C,,. On veut montrer
que Cy, = C,, (attention, ce n'est pas vrai en général que x1 = x3!). Soit donc z € Cy,.
Alors on a zRxq mais aussi x1 Ry et o Ry. Par symétrie et transitivité, cela implique que
zRy puis que zRzy. Ainsi, z € C, et donc Cy, C Cy,,. Par symétrie des rdles joués par z;
et x9, on a aussi Cp, C Cy,, et donc C, = C,,, ce qu’on voulait démontrer. ]

Remarque 0.7

On peut retrouver la relation R & partir de ’ensemble E/R en définissant la relation
x ~1y <= zetysont dans la méme classe d’équivalence. Plus généralement, cette idée
permet de construire naturellement une relation d’équivalence a partir d’une partition
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d’un ensemble : se donner une relation d’équivalence ou bien se donner une partition,
¢a revient au méme.






Chapitre 1

L’intégrale de Lebesgue

Un défaut facheux de l'intégrale de Riemann est sa portée : elle ne s’applique qu’a
un ensemble de fonctions « suffisamment régulieres ». Cela se constate anecdotiquement
sur des exemples spécifiques (comme la fonction 1q valant 1 sur les rationnels et 0 au-
trement) et beaucoup plus sérieusement lorsque 1’on souhaite passer a la limite dans une
intégrale : en général on ne sait pas donner un sens a l'intégrale d’une fonction obtenue
comme limite simple. Cette question est réglée de maniere spectaculaire par 'intégrale
de Lebesgue puisque celle-ci est définie pour pratiqguement® toutes les fonctions. C’est cet
objet mathématique que nous nous proposons d’introduire dans ce chapitre.

La construction de l'intégrale de Lebesgue vient habituellement en deux morceaux :
dans un premier temps on construit la mesure éponyme pour ensuite lui associer ’objet
intégrale. Afin de produire un cours digérable en un semestre, nous adoptons ici un point
de vue axiomatique ol toute la premiere étape de la théorie est admise. Plus précisément,
nous prenons pour acquise une liste d’axiomes concernant 'intégrale de Lebesgue (qui sont
autant de propriétés normalement démontrées lors de sa construction) pour en déduire tous
les résultats importants la concernant, mais aussi en dégager des intuitions concernant la
mesure de Lebesgue.

Les axiomes seront présentés dans le cadre des fonctions positives (Section 1.1). A
partir de ces axiomes, nous « devinerons » la définition de la mesure de Lebesgue et pré-
senterons quelques une de ses propriétés (Section 1.2). Nous étendrons ensuite la définition
de l'intégrale aux fonctions de signe quelconque, voire complexes (Section 1.3). L’intégra-
tion de Lebesgue recouvre celle de Riemann : nous établirons rapidement ce lien dans la
Section 1.5.

1. Nous reviendrons sur la signification de ce terme.

7



CHAPITRE 1. I’ INTEGRALE DE LEBESGUE

Résumé :

On admet 'existence d’une classe de fonctions — appelées fonctions mesurables
— qui contient toutes les fonctions usuelles. C’est parmi cette classe qu’on peut
définir une intégrale.

L’intégrale de Lebesgue se définit d’abord sur les fonctions mesurables positives
(Enoncé 1.5).

o A partir de la notion d’intégrale on déduit celle de mesure de Lebesgue.

e On ne peut pas définir 'intégrale de n’importe quelle fonction mesurable, mais
celle des fonctions intégrables, qui sont celles dont I'intégrale du module est
finie (Définition 1.31).

L’intégrale d’une fonction intégrable réelle est définie a I’aide des parties positive
et négative (Enoncé 1.39). Pour une fonction complexe on considere les parties
réelle et imaginaire.

L’intégrale de Riemann est un autre procédé d’intégration défini pour toute
fonction continue par morceaux (Enoncé 1.62) ; les intégrales de Riemann et
Lebesgue coincident pour les fonctions continues par morceaux sur un segment
de R (Enoncé 1.67).




1.1. INTEGRALE DE FONCTIONS MESURABLES POSITIVES 9

1.1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Pour toute la suite, on fixe un entier d > 1 qui sera la dimension de I’espace ambiant.
Commencons par quelques définitions préliminaires.

Définition 1.1 (Droite achevée)

On note R la droite réelle étendue par R = {—oco}URU{+c} et Ry = {z € R,z > 0}
I’ensemble des nombres réels positifs, auquel on ajoute +oc.

On étend de maniere évidente les opérations 4, x et > de R & R, lorsque c’est pos-
sible. L’indétermination 0 x +oo est définie par convention comme étant égale a 0, et
I'indétermination co — 0o est fixée comme étant égale a 0.

Définition 1.2

Pour tout ensemble A, on note 14 la fonction indicatrice de A, définie par

1 size A

1A(x):{ 0 sizé¢ A

Définition 1.3

Un ensemble de fonctions définies sur R? est dit universellement stable s’il Pest par
limite simple, somme, produit, composition & droite par des applications affines et
par division ou passage aux bornes supérieures/inférieures dénombrables (lorsque ces
opérations sont définies!).

Exemples 1.4

L’ensemble de toutes les fonctions définies sur R? & valeurs dans R (resp. Ry ) est uni-
versellement stable. L’ensemble des fonctions réelles continues ne I'est pas (pourquoi 7),
celui des indicatrices non plus (bis?).

Enoncé indispensable 1.5 (Propriétés de l’intégrale)

Il existe un ensemble universellement stable .# de fonctions & valeurs dans R dites
mesurables contenant €°(R?) et {1p : O ouvert} et muni d’une unique application
appelée I'intégrale de Lebesgue définie sur 'ensemble .4+ fonctions mesurables sur R¢
a valeurs dans R

M — Ry
g [

que 'on peut aussi noter

/Rdf, ou /Rdf(x)dx,

obéissant aux propriétés suivantes.
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1. Linéarité positive : pour f et g mesurables positives, et pour \,;u € R, on a

/(M1f+u29)zul/f+u2/g.

2. Normalisation : pour a1 < by, - ,aq0 < bg € R, on a
/1]a1,b1[><---><]ad,bd[ = (bl - al) X X (bd - ad)'

3. Le Théoréme de Beppo-Levi ou de convergence croissante : si (f,)neN
est une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors

A fo= i f g
Cette application vérifie de plus une propriété d’approximation : pour toute fonction
f mesurable positive telle que [ f < 400 et tout € > 0, il existe ¢ € €°(R%;R.y) nulle
en dehors d’un compact, telle que
/ |f —¢l <e.

Remarques 1.6

e La stabilité universelle est une propriété tres forte. Dans notre cadre, ou 1’on
travaille sur R¢ avec I'intégrale de Lebesgue, on peut sans trop de risque consi-
dérer que toutes les fonctions sont mesurables. En réalité, I'existence de tels
objets est une question liée aux fondements de la théorie des ensembles (voir
I’Annexe A.6).

e Attention! La remarque précédente semble suggérer que la mesurabilité est une
notion sans grand intérét. Il ne s’agit ici que d’un cas (trés spécifique) d’un
concept omniprésent en théorie des probabilités et dans laquelle la mesurabilité
de telle ou telle fonction peut a la fois étre un résultat difficile a établir et un
outil de modélisation tres puissant. Mais cela concerne d’autres espaces que R?
et (donc) des intégrales et mesures bien différentes de celles de Lebesgue.

e L’ensemble .# des fonctions mesurables n’est pas défini par cet énoncé. En
pratique, on aura juste besoin de ses propriétés : il contient un ensemble de
fonctions raisonnables (les fonctions continues et les indicatrices d’ouverts) et
est stable par toutes les opérations courantes sur les fonctions. Ces propriétés
permettent de démontrer que toutes les fonctions qu’on aura a étudier sont
mesurables. Le lecteur désirant avoir une définition précise de cet ensemble .#
pourra se référer a I’Annexe A.1.

e Les fonctions constantes sont continues, et a ce titre sont dans ’ensemble .Z .
Celui-ci étant stable par produit, il est aussi stable par multiplication par un
scalaire : multiplier par u € R, ¢’est la méme chose que multiplier par la fonction
constante égale a
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e La propriété de normalisation exprime que le volume d’un parallélépipede rec-
tangle est égal au produit des longueurs de ses arétes.

e Notons que |f — ¢| = max(f — ¢,0) + max(p — f,0) est bien mesurable posi-
tive. L’intérét de la propriété d’approximation se mesure a 'aune de la taille
considérable de .Z : f peut étre incroyablement biscornue, on arrivera toujours
a approcher le volume qu’elle délimite par une fonction continue.

e Le Théoreme de Beppo-Levi est la grande nouveauté de 'intégrale de Lebesgue.
Il est parfois appelé théoreme de convergence monotone, seulement il devient
faux si on suppose la suite de fonctions décroissante. .. Gare a cette terminolo-
gie!

La linéarité et la positivité de 'intégrale permettent d’en déduire sa croissance.

Proposition 1.7 (Croissance de l’intégrale)

Si f < g sont deux fonctions mesurables positives, alors [ f < [ g.

Démonstration: Il suffit de poser h = g — f. Alors h est une fonction mesurable positive,
par stabilité universelle. Donc [ h existe par I'Enoncé 1.5 et est positif, et par linéarité

Jo=[f+[h=>]F. |

Cette proposition assure que la limite de droite dans I’énoncé du Théoreme de Beppo-
Levi existe bien, en tant que limite (dans R ) d’une suite croissante de nombres positifs.
Remarquons que la fonction intégrée a gauche de I’égalité (a savoir lim f,,) existe bien elle
aussi, en tant que limite croissante de fonctions positives.

On peut facilement adapter le Théoreme de Beppo-Levi aux séries de fonctions.
Corollaire 1.8

Si (gk)kenN est une suite de fonctions mesurables positives, alors

+o00 +o0o
/ Z gk = Z / k-
k=0 k=0

Démonstration: Il suffit d’appliquer le théoreme de Beppo-Levi a la suite de fonctions f,, =
ZZ:() 9k- |

Cette version permet (déja) de calculer certaines intégrales.

/1Q=0.
R

En effet, on sait que Q est dénombrable (exercice : pourquoi ?), on peut donc écrire
Q = {zo, x1,x2,...}. Ainsi, 1q = Z;:O?) 144,3- Or par la propriété de normalisation on
a [ 1y = J 1z, 2] = Tk — T = 0. Par conséquent, par le corollaire précédent,

fi1a-3 >
1q = /11,: 0=0.
R k=0"R el k=0

Exemple 1.9
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Ll
W=
N[

FIGURE 1.1 — La fonction f de I'exemple 1.10.

Exemple 1.10

Soit la fonction f(z) = 1),1)(x) Ll}ch (voir la Figure 1.1). Alors

En effet, pour tout n > 1, ona f(r) =1/nsil/(n+1) <z < 1/n. Ainsi, f = 37,51 fa,
avec fp = %1}1 /(n+1),1/n]- Alnsi, par le corollaire précédent, on obtient

[1- /an—z/fn

_Zrlz(rlL_n—i-l) Z Z n—|—1

n=1
_71'2 io(l )_772 1
6 —\n n+1) 6 ’

ou la derniere égalité s’obtient par téléscopage.

On a pour l'instant tres peu de moyens pour calculer explicitement des intégrales.
On verra au chapitre suivant le lien entre intégrale et primitive, qui permet de calculer
une bonne quantité d’intégrales, surtout lorsqu’on lui adjoint les outils — qui en sont des
conséquences — d’intégration par parties et de changement de variables.

1.2 Ensembles mesurables et mesure de Lebesgue

Dans cette section, nous déduisons de la définition que nous avons vue de l'intégrale de
Lebesgue les propriétés de la mesure de Lebesgue. C’est un objet qui permet de mesurer
la taille des sous-ensembles de R?, et qui coincide avec les notions intuitives de longueur
(d = 1), aire (d = 2), volume (d = 3), pour de nombreux ensembles simples (segments,
disques, polygones. ..). De la méme maniére que pour ce qui concerne l'intégrale ou 'on se
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borne a étudier des fonctions mesurables, il faut se restreindre a une sous-classe de parties
R< pour lesquelles la mesure est bien définie.

Définition 1.11

On dit qu’un sous-ensemble A de R? est mesurable si sa fonction indicatrice 14 est
mesurable.
L’ensemble des sous-ensembles mesurables de R? sera noté £(R).

Proposition 1.12
L’ensemble L(R?) des mesurables de R% est :
1. non vide;
2. stable par complémentaire : si A € L(R%), alors A € L(R?) ;

3. stable par union dénombrable : si (A,)nen est une suite d’éléments de L(RY),
alors Upen An € L(RY).

II contient de plus tous les ouverts et tous les fermés de RY.

Démonstration: L’ensemble £(R%) est non vide car il contient tous les pavés (Enoncé 1.5). TI
est stable par passage au complémentaire : si A € £L(R?), alors la fonction 14 est mesurable,
et donc la fonction 1 4,6 = 1 — 14 Dest aussi, donc AL € £L(R9).
Si (An)nen € A, alors 1, 4, = sup,, 14, est une fonction mesurable, et donc U, A,, €
L(RY). Enfin, I’Enoncé 1.5 assure que tous les ensembles ouverts sont mesurables, et comme
on vient de voir que £(R?) est stable par passage au complémentaire, cela implique aussi
que tout ensemble fermé est mesurable. |

De la preuve de cette proposition on retiendra les correspondances suivantes entre les
opérations sur les ensembles et celles sur leurs fonctions indicatrices :

Ensembles Fonctions indicatrices
A mesurable 14 mesurable
AC lo=1-14
ANB 1anp =141 =inf(14,1p)
AUB laup=14+1p— 1415 =sup(la,1p)
ACB 14<1p

Exercice 1.13

Montrer que si f : R — R est mesurable, alors pour tout a € R, les ensembles
{f <a} et {f <a} le sont également.

La proposition précédente exprime en fait que ’ensemble des mesurables de R? forme
une tribu, selon la définition suivante.

Définition 1.14 ( Tribus)

Soit X un ensemble. Une tribu, ou o-algébre?, sur X est un ensemble A de parties?
de X qui vérifie les propriétés 1. a 3. de la Proposition 1.12. Si (X,.A) est (Y, B) sont
des ensembles munis de o-algebres, on dit qu’une fonction f : X — Y est mesurable si
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A € B implique f~1(A) € A.

Maintenant que nous avons défini les ensembles mesurables, nous pouvons passer a la

définition de la mesure de Lebesgue.

Enoncé indispensable 1.15 (La mesure de Lebesgue)

La mesure de Lebesgue sur R® est I’application — notée ici A — définie sur I’ensemble
L(R?) des mesurables sur R? par

VAe A, AA) = 14.
RA
Elle vérifie les propriétés suivantes :

1. I’ensemble vide est mesurable et de mesure nulle : \(&) = 0;

2. si (Ap)nen est une famille dénombrable d’ensembles mesurables, deux a deux

disjoints*, alors
A ( U An> = > A(4n).

neN neN

Remarques 1.16

e La mesure de Lebesgue dépend de la dimension : en toute rigueur il faudrait la
noter \g;

e (C’est ce A\ qui intervient dans une notation que 'on rencontre parfois pour
I'intégrale de Lebesgue

[ fax).

il indique alors que l'intégrale est prise par rapport a la mesure de Lebesgue.
e Voir ’Annexe A.1 pour une autre définition de la mesure de Lebesgue, sans
I’aide de la construction de l'intégrale de Lebesgue.

Démonstration :

1. On a bien

A(@):/Rd1g:/Rd0:0.

2. Si (A, )nen une famille dénombrable d’ensembles mesurables, deux & deux disjoints,
alors 1y, A, = D nen La,, si bien que, par le Corollaire 1.8,

A(U An> :/RdluneNAn:/RdzlA”: Z/RdlAn: S A(Ay).

neN neN neN neN [

2. Lire “sigma-algebre”.
3. Ce qui signifie que A est une collection de sous-ensembles de X.
4. C’est-a-dire que si n # m, alors A, N A, = &.
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Exercice 1.17

Que vaut la mesure de Lebesgue de R. ? Montrer que dans R?, la mesure de Lebesgue
de I'ensemble R x {0} est nulle.

Les propriétés de I’Enoncé 1.15 indiquent que la mesure de Lebesgue est un objet
raisonnable pour mesurer des longueurs, des aires, des volumes (suivant la valeur qu’on
prend pour d). .. Le fait d’isoler ces propriétés qui font d’une application un outil pertinent
de mesure amene a la définition abstraite suivante.

Définition 1.18

Soit A une tribu sur un ensemble X . Une mesure sur A est une application u : A — Ry
vérifiant les deux propriétés de I’Enoncé 1.15. Dans ce cas, on appelle le triplet (X, A, )
un espace mesuré. Dans le cas ou u(X) = 1, on parle d’espace probabilisé et de mesure
de probabilité.

Exercice 1.19

Montrer que sur tout ensemble X, ’ensemble P(X) des parties de X est une tribu, et
que 'application P(X) 5 A — card(A) est une mesure, appelée mesure de comptage.

Voici quelques propriétés simples vérifiées par les mesures, et donc en particulier la
mesure de Lebesgue.
Proposition 1.20

Si (X, A, p) est un espace mesuré, alors
1. si A,B € A, alors p(AUB) + u(AN B) = u(A) + u(B) ;
2. si (Ap)nen € AN, alors

3. si AC BeA,alors p(B\ A) + u(A) = u(B), en particulier (A) < u(B) (c’est
la croissance de la mesure) ;

4. pour toute famille (B,)nen d’ensemble mesurables, croissante pour l'inclusion
(i.e. pour tout n, on a B, C Bp4+1), on a

H < U Bn) = HEI_POON(Bn)-

neN

Démonstration: 1. On commence par remarquer qu’en prenant A, = & & partir d’un certain
rang, la seconde propriété de la définition d’une mesure est aussi vraie pour une famille
finie de mesurables deux & deux disjoints. On pose alors 4g = A\ B, 41 = B\ A
et Ay = AN B. Alors (Ag, A1, As) est une famille finie de mesurables, deux a deux
disjoints, et de plus AU B = Ag U A; U As. La seconde propriété de la définition de
mesure implique alors que

#(AU B) = p(Ag) + p(Ar) + p(Az). (1.1)
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Or, AgU Ay = A et Ay U Ay = B. Ainsi, appliquant de nouveau la seconde propriété,
H(A) = p(Ao) + () et pu(B) = p(Ay) + p(As) (1.2)
En additionnant p(As) & (1.1) et en utilisant (1.2), on obtient
u(AU B) + pu(Az) = p(A) + pu(B),

ce qu’il fallait démontrer.

. Pour tout n > 0, on pose

B, =A,\ | Ai-
<n

Alors les ensembles B,, sont deux-a-deux disjoints. En effet, si on suppose qu’il existe
r € B, N By, avec n < m, alors x € B, C Ay, mais puisque x € By, & U, ,, A
et en particulier = ¢ A,,, ce qui est une contradiction.

De plus, U,en Bn = Upen An- En effet, une inclusion découle immédiatement du
fait que B,, C A, ; d’autre part, si z € UHGN A, alors il existe ng € N tel que x € A,
mais ¢ ¢ A; pour tout i < ng (on considére le premier indice n tel que = € A,,), et
donc x € By,.

Ainsi, en utilisant la propriété 2. d’une mesure,

u(U An>=u<U Bn>=2u(3n)SZu(An)

neN neN neN neN

(ou la derniere inégalité découle de I'inclusion B, C Ay).

. On procede de méme que pour le point 1. en notant que B est alors I'union disjointe

de A et de B\ A; la croissance se déduit de la positivité de la mesure.

. Commencons par écarter le cas trivial ou 'un des ensembles B,, est de mesure infinie.

En effet, dans ce cas (en utilisant la croissance démontrée dans le point précédent),
tous les ensembles suivants sont également de mesure infinie et 'union des (B,),
également : la formule est vérifiée. Autrement, si u(B,) < oo pour tout n € N,
posons A, = B, \ Bn—1 (avec la convention B_; = ). Alors (A, )nen est une famille
dénombrable d’ensembles mesurables deux a deux disjoints ; on peut donc appliquer
la seconde propriété des mesures :

7 ( U An) = > (A

neN neN

Or

U= U Bun\B) = | Ba.

neN neN neN

et (remarquant qu’on a une somme télescopique)

N N
%M(An) = NEIEOO;'U)(B” \ Bn—l) = Ngliloo; <,U(Bn) - ,U(Bn—l))

= i (n(Bw) —n(B) =l p(Bn) .
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Exercice 1.21

Soit (By,)n une suite décroissante (pour l'inclusion) d’ensembles mesurables d’un espace
mesuré (X, A, u). Montrer qu’en général (N, By,) # lim, u(B,,) ; fournir cependant une
condition suffisante qui assure 1’égalité.

Passons a une propriété spécifique a la mesure de Lebesgue : par la propriété de nor-
malisation de l'intégrale (Enoncé indispensable 1.5), la mesure de Lebesgue d’'un pavé est
égale a ce qu’on définit usuellement comme son volume :

)\([al,bl] X oo X [ad,bd]) = (bl — al) X oo X (bd — ad).

On a en fait un peu mieux que ¢a : la mesure de Lebesgue est invariante par découpage,
déplacement et recollement. Autrement dit, si on a un ensemble mesurable A qu’on découpe
en une quantité dénombrable de morceaux mesurables, et si on déplace chacun de ces
morceaux a l’aide d’une isométrie, alors I’ensemble obtenu aura la méme mesure que
I’ensemble de départ. Cette propriété se déduit de la proposition suivante, qui est une
version linéaire du théoreme de changement de variables (Théoreme 2.36).

Proposition 1.22 (Lebesgue et applications affines)

Si A C R? est un ensemble mesurable, et L : R® — R® est une application affine de
partie linéaire M € My(R) i.e. L(x) = L(0) + Mx. Alors

A(L(A)) = | det(M)[A(A).

Exercice 1.23
Le but de I'exercice est de démontrer la proposition précédente.

1. En utilisant I'unicité de 'intégrale de Lebesgue (Enoncé indispensable 1.5), mon-
trer qu’il suffit de démontrer cette égalité dans le cas ou A est un pavé.

2. Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante par translation : pour tout
u € RY et tout mesurable A C R%, A(A+u) = A\(A). On suppose donc dorénavant
L(0) = 0.

3. Montrer qu’il suffit de prouver I'identité \(MC) = |det M| ot C := [0,1]? est
Phypercube unité.

4. Montrer que toute matrice de M s’écrit comme le produit d’une matrice diagonale
avec des matrices de transposition Iy + oE;; (i # j) et conclure.

Exemple 1.24

Si on déforme la boule unité de R? par une opération linéaire diagonale valeurs propres
A1, A2, Az le volume de Dellipsoide obtenu est [A\j AgA3| ¥ %7’[‘.

Terminons cette section par quelques considérations autour de la notion d’ensemble
négligeable.
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Définition 1.25

On dit qu’une partie mesurable de R? est négligeable si sa mesure de Lebesgue est
nulle (on peut aussi dire « de mesure nulle »).

Une propriété est vraie presque partout (en abrégé « p.p. ») si elle est satisfaite en
dehors d’'un ensemble négligeable.

Exemple 1.26

Un sous-ensemble dénombrable de R? est toujours négligeable (car tout singleton est
négligeable, et toute union dénombrable d’ensemble négligeables 1’est aussi).

Remarque 1.27

La tribu de Borel mentionnée a la Remarque A.1 présente un défaut : il existe des
ensembles n’appartenant pas a cette tribu et toutefois inclus dans un ensemble de me-
sure nulle (on aurait sacrément envie de pouvoir les négliger!). La tribu de Lebesque
L(R™) D B(R™) consiste grossiérement a ajouter ces ensembles manquants & la tribu
de Borel. Un ensemble Lebesgue mesurable est ainsi défini comme une réunion BU N
avec B un Borelien et N un ensemble inclus dans un Borelien de mesure de Borel-
Lebesgue nulle. La collection d’ensembles alors obtenue (et les fonctions indicatrices
associées) correspond aux parties mesurables que 1'on utilise dans ce cours. Les fonc-
tions f : R? — R qui sont mesurables pour les tribus de Lebesgue sont les fonctions
mesurables utilisées dans ce cours. Dans ce cadre spécifique, ’obtention d’un ensemble
non mesurable ne peut se faire que par un acte volontaire qui remonte aux fondements
de la théorie des ensembles (voir par exemple ’annexe A.6). Comme nous 'avons déja
souligné dans les Remarques 1.6, c’est le prisme euclidien par lequel nous regardons la
notion de mesurabilité qui la vide de son essence. La théorie des probabilités fournit
de nombreux exemples d’ensembles dont il est naturel de questionner la mesurabilité,
sans avoir recours a un axiome supplémentaire de théorie des ensembles.

Remarque 1.28

Les terminologies « négligeables » et « presque partout » sont employées pour d’autres
mesures que la mesure de Lebesgue. Une petite exception demeure dans le cas particu-
lier d’une mesure de probabilité, ou I’on utilise traditionnellement ’expression « presque
surement » a la place de « presque partout ».

Exemple 1.29

Etant données deux fonctions f,g: R* — C, si M{z € R%| f(x) # g(x)} = 0, on dira
que « f = g presque partout ». Ainsi, 1q = 0 presque partout (eh oui!).

Il est assez clair (par axiome de linéarité) que la fonction nulle a une intégrale nulle.
Pour une fonction positive, 'inverse est « presque » vrai : c’est I’objet de la proposition
suivante.

Proposition 1.30
I

Une fonction mesurable positive est d’intégrale nulle si et seulement si elle est nulle
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presque partout.

Démonstration: Soit f : RY — R, mesurable, et supposons que A4 := {x € R? : f(x) > 0}
est de mesure nulle. Posons g = cola > f, et (gn)n := (nla),. Puisque g, converge
simplement en croissant vers g, le Théoreme de Beppo-Levi assure que

/gnnﬁm/g

Mais par définition de g, on a [ g, = nA(4) = 0, on en déduit la nullité de [ g, puis
celle de [ f qui découle des inégalités 0 < [ f < [g (par la croissance de l'intégrale,
Proposition 1.7).

Réciproquement si g : R — R positive mesurable est d’intégrale nulle, posons

A, ={z€ R | g(z) > 1/n}.
Alors la suite d’ensembles mesurables (A, ),>0 est croissante, et son union est

A:UAn:{xERd|g(x)>0}.

n>0

Le but est donc de montrer que A(A) = 0. On peut appliquer le point 3) de la Proposi-
tion 1.20 : la suite ()\(An))n est croissante, de limite A(A). Or, puisque 14, < ng, par

croissance de l'intégrale,
)\(An)z/lAn Sn/g:O.

Ainsi, A(A4,) =0, et donc A(A4) = lim,, A(4,,) = 0. |

1.3 Extension de ’intégrale aux fonctions complexes

Maintenant que 'on a a notre disposition l'intégrale des fonctions positives, on peut
s’attaquer a la définition de I'intégrale de fonctions & valeurs réelles ou complexes.

Malheureusement, on ne peut pas espérer intégrer toutes les fonctions : quel sens
pourrait-on donner & [ cos?

La solution, dans le cas de l'intégration de Lebesgue, consiste & ne considérer que les
fonctions dont le module (ou la valeur absolue dans le cas réel) est intégrable.

Définition 1.31

On dit qu’une fonction mesurable f : R? — C est intégrable (ou sommable) si

[ 1< +oc.

On note £ (R%) I’ensemble des fonctions f : RY — C intégrables.

Remarque 1.32

On utilise le méme terme pour parler des fonctions mesurables f : R* — R, d’intégrale
finie.
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Attention, la terminologie est un peu trompeuse : les fonctions mesurables positives
ont une intégrale bien définie (par I’Enoncé indispensable 1.5) mais ne sont pas toujours
“intégrables” car leur intégrale peut étre infinie.

Ainsi, pour étre intégrable, une fonction doit étre mesurable. Par ailleurs, comme nous
Pavons déja remarqué, si f est a valeurs réelles, la fonction |f| = max(f,0) + max(—f,0)
est bien mesurable positive : on peut parler de son intégrale. Si f est & valeurs complexes,
la fonction | f| est mesurable comme composée de fonctions mesurables, car |-|: C — R4
est continue, donc mesurable.

Exercice 1.33

Montrer que si f : R — R est d’intégrale finie, alors elle est finie presque partout.
La réciproque est-elle vraie ?

Dans la pratique, si on veut montrer qu’une fonction est intégrable, on utilisera la
croissance de 'intégrale (Proposition 1.7) en majorant la valeur absolue de la fonction par
une autre fonction qui elle est positive et intégrable.

Exemple 1.34

Attention, une fonction intégrable sur R ne tend pas forcément vers 0 en +oo. Par
exemple, la fonction
> Lnnta-n)

n>0

est mesurable positive et d’intégrale >, ~, 27" = 2, mais ne tend pas vers 0 en +oo.

Exemple 1.35

Si f : R — C est mesurable, on peut approcher sa valeur absolue |f| par la suite
croissante de fonctions mesurables positives f,, = 1[_n7n]d| f|- Le théoréeme de Beppo-
Levi permet donc de montrer que f est intégrable si et seulement si la limite

[ =1 [ £,

est finie. Par exemple, la fonction constante 1 = 14 n’est pas intégrable car dans ce
cas, cette limite vaut

/1Rd = li7§1(2n)d = 00.

Exemple 1.36

La fonction f(z) = sin(z) n’est pas intégrable sur R. En effet, |sin| est m-périodique
et on voit sur son graphe que son intégrale (aire sous le graphe) est une somme infi-
nie de termes non nuls tous égaux, donc qu’elle est infinie. Donnons maintenant une
démonstration plus précise de cet énoncé intuitif. La fonction |sin | est continue, stric-
tement croissante sur [0, 7/2] et strictement décroissante sur [7/2, 7] et son graphe est
symétrique par rapport a m/2 sur [0,7]. On peut donc la minorer, sur [0, 7] par la
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fonction g = sin(7/4)1 (/4 3+ /4], qui est non nulle au voisinage de 7/2 (dessiner le petit
rectangle correspondant sous le graphe de |sin |). Ainsi, par Beppo-Levi et périodicité,

fin=3 [fo=([0) 5=~

car la normalisation et la linéarité positive donnent

/O " g = sin(r/4)(37 /4 — 7/4) = sin(r/4)7/2 > 0.

La définition de l'intégrale d’une fonction intégrable repose sur la notion de partie
positive/négative.
Définition 1.37
Soit f : R? — R. La partie positive (respectivement partie négative) de f est la
fonction
f+ =max(f,0) respectivement f_ = max(—f,0).

Exercice 1.38

Démontrer les égalités

A+ f
-

-1

I+ 2

/- et f=f i/

Ces propriétés permettent d’exprimer la fonction f comme la différence de deux fonc-
tions positives. De plus, chacune de ces fonctions est intégrable. En effet, on a f <|f]| et
f- < |f], et donc

/11df+5/m‘f’<°0 ot /Rdf_s/m\fy@o.

Pour les fonctions a valeurs réelles f, ces remarques permettent de définir I'intégrale
de f a partir de celles des fonctions positives fi et f_, dont l'intégrale a été définie au
paragraphe précédent. Pour les fonctions a valeurs complexes f, il suffit de savoir intégrer
les fonctions Re f et Im f, mais celles-ci sont intégrables par croissance de l'intégrale, grace

aux inégalités
[ Resi< [l e [ i< [ g
R4 R4 R4 R4

Enoncé indispensable 1.39 (Définition de l’intégrale)

Soit f : R — R une fonction mesurable, intégrable et a valeurs réelles. L’intégrale
de la fonction f est définie par

L= p= ] 1

L’intégrale d’une fonction f : R® — C mesurable, intégrable et & valeurs complexes
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[r= [ rersi[ s

est définie par

Remarquons qu’ici, contrairement & ce que nous avons fait pour l'intégration des fonc-
tions positives, aussi bien 'intégrande que l'intégrale ne peuvent prendre des valeurs infi-
nies.

Bien sir, cette définition d’intégrale donne le méme résultat que la précédente pour les
fonctions a valeurs réelles positives. En effet, dans ce cas la partie imaginiare de la fonction
est nulle, ainsi que sa partie négative. Cela implique en particulier la normalisation de
I'intégrale a valeurs complexes. De I’Enoncé indispensable 1.5, on déduit aussi la linéarité
de l'intégrale pour les fonctions a valeurs complexes.

Proposition 1.40 (Linéarité)

Soient f et g deux fonctions intégrables de R¢ dans C, et pour A\, u € C, la fonction
Af + pg est intégrable et on a

Jossng=x[r+ufq

Démonstration: L’idée de la preuve est de se ramener au cas de fonctions positives, dans
lequel on a la linéarité par ’Enoncé indispensable 1.5. Sans perte de généralité, il suffit
bien str de traiter u = 1. L’intégrabilité s’obtient en notant, par inégalité triangulaire, que
IAf + g| < |AIF|+ |g], qui est effectivement une fonction positive d’intégrale finie.

On commence par montrer que [(Af) = A [ f pour A € R et f & valeur réelles. Si
A > 0, cela vient du fait que (Af)+ = Afy et (Af)— = Af—, qui implique, par linéarité

positive,
Jon=[oni= [on-= [or- for=x[r-x[r=x 1
Si en revanche A < 0, on a (Af)y = —Af_ et (A\f)_ = —Afy, si bien que

Jon=[an-[on-= [eam- [ear =0 [1-en [ fo=a [ 1

Montrons maintenant que si f et g sont & valeurs réelles, alors [(f+g)= [f+ [g.
Pour cela on utilise ’égalité

fro=fi—f-+tgr—9-=(+9)+—(f+9)-,

qui donne
fe+gr+(f+9)-=(f+9)++f-+9g-,

et en intégrant chacun des membres on obtient (par la linéarité dans le cas des fonctions

ositives)
- [t [as [vo-= [trans [+ [0
[t [+ for=[o= [G4ai- [0

si bien que
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ce qui équivaut & [ f+ [g= [(f+g).
Dans le cas général ou f et A sont complexes, on pose A = a+14b. On a alors, en utilisant
la linéarité dans le cas réel,

Jon = [rers)+i [ 1)
:/(aRef—bImf)+i/(aImf+bRef)

a/Ref—b/Imf+ia/Imf+ib/Ref

:(a+ib)(/Ref+i/Imf>

:)\/f.

Enfin, si on considere deux fonctions intégrables f et g a valeurs complexes, on a
[+ = [Re(+g)+i [ 17 +9)
:/(Ref+Reg)+i/(Imf+Img) :/Ref+/Reg+i/Imf+i/Img

i fa _

L’intégrale de Lebesgue possede aussi les propriétés de croissance et d’inégalité trian-
gulaire.

Proposition 1.41 (Croissance de l’intégrale, 2)

Pour toutes fonctions f,g € Z1(R?) & valeurs réelles, si f < g, alors [ f < [g.

Démonstration: Par les définitions des parties positive et négative d’une fonction, on voit que
f+ = max(f,0) < max(g,0) = g+ et f— = max(—f,0) > max(—g,0) = g_ A1ns1

I R A S S N .

Proposition 1.42 (Inégalité triangulaire)

Pour toute f € £ (R) (a valeurs complexes), on a

A< ] n

Démonstration: Commencgons par le cas ol f est a valeurs réelles. Des inégalités f < |f] et
—f <|f] on déduit, a I'aide de la croissance de l'intégrale, que [ f < [|f|let — [ f < [|f],

diou| ] f1 < [11]. |
Dans le cas ou f est a valeurs complexes, on écrit fRd f=re? avecr = |fRd f]; on
cherche donc a majorer r. Mais

et [ = [ e [ Rl i | )
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si bien que [, Im(e™f) =0 (car r € R). Par conséquent, puisque r > 0,

r= Re(e ™ f) = ‘ Re(e " f)
R4 R4

)

et donc, par I'inégalité triangulaire dans le cas réel, et par croissance,

r:’/RdRe(e—wﬁ‘ S/Rd‘Re(e_wf” S/Rd‘e—ief’:/Rd’f‘. =

Nous avons introduit dans le paragraphe précédent la notion d’ensemble négligeable
(voir Définition 1.25). La proposition suivante justifie quelque peu cette appellation : en
pratique, une fois le symbole intégral écrit, peu importe la valeur des fonctions sur les
ensembles négligeables. Cela permet de renforcer (légerement) les énoncés de nombreux
théorémes en les parsemant du vocable « presque partout ». Par exemple le Théoreme de
Beppo-Levi reste vrai sous ’hypothese plus faible que la suite (fy, ), est croissante presque
partout.

Proposition 1.43

Deux fonctions intégrables égales presque partout ont la méme intégrale.

Démonstration: Soient f et g de telles fonctions. Alors h := |f — g| est positive mesurable et
nulle presque partout, donc d’intégrale nulle par la Proposition 1.30. L’inégalité triangulaire
de la Proposition 1.42 assure donc ’égalité des deux intégrales. |

Remarque 1.44

Attention! La Proposition 1.30 n’est pas vraie dans le cas de fonctions non positives :
une fonction a valeurs réelles ou complexes peut avoir une intégrale nulle sans pour
autant étre nulle presque partout.

1.4 Intégrale sur un sous-ensemble

Définition 1.45

Soit A € R? un sous-ensemble mesurable et f : A — C une fonction mesurable. On
dit que f est intégrable sur A si la fonction

fa:RT — C

0 sixz ¢ A
v f(z) sizeA

est intégrable. On note alors

1= ] t@a [ Fi

et I'ensemble des fonctions intégrables sur A est noté £ (A).
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Toutes les propriétés que nous avons établies pour lintégrale sur R? se transferent
mutadis mutandis au cas de l'intégration sur un sous-ensemble mesurable. L’intégrale
sur de telles sous-parties est donc linéaire, croissante (pour les fonctions & valeurs réelles),
satisfait I'inégalité triangulaire et est insensible au changement de valeurs sur des ensembles
négligeables.

Proposition 1.46 (Relation de Chasles)

Si A et B sont deux ensembles mesurables tels que A\(A N B) = 0, alors pour toute
fonction f mesurable intégrable sur AU B, on a

Jun? =7+ )y

Cette propriété est en particulier vraie pour des intervalles : on retrouve la relation de
Chasles classique : pour des réels a < b < c,

[ =] 1+] &
la,] [a,b] [b,]

Démonstration: On voit que sur la différence symétrique AAB := (A\ B) U (B\ A), on a
f= fA + fB. Donc f et ]FA + fB coincident sur AU B en dehors de ’ensemble AN B qui est
de mesure nulle; autrement dit ces fonctions sont égales presque partout sur A U B. Ainsi
(Proposition 1.43),

/AUBf: AUB(fA+fB): AuBfA+ AuBfB:/Af—’—/Bf' [ ]

Remarquons que cette preuve n’utilise que 'existence des objets utilisés : la relation de
Chasles est aussi vraie pour des fonctions a valeurs positives, sans hypothese d’intégrabilité
de celles-ci.

Bien souvent, par la suite, lorsqu’on voudra intégrer une fonction réelle a ’aide d’une de
ses primitives, on voudra se ramener au cas d’un segment. L.’énoncé suivant, plus général,
permet de le faire lorsque la fonction est positive. Le cas des fonctions a valeurs complexes
sera traité au chapitre suivant comme corollaire du théoreme de convergence dominée
(Corollaire 2.16).

Corollaire 1.47 (Réduction & un compact, cas positif)

Soit (Ay)y une suite croissante de sous-ensembles mesurables de R%, et A = J,,cn An-
Soit f une fonction mesurable positive sur A. Alors

=

Remarque 1.48

Ce corollaire est souvent utile lorsqu’on souhaite se ramener a des fonctions sur des
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ensembles de mesures finies. Il est fréquemment utilisé dans le cas A = R et A, =
[_n7 n] :

Démonstration: Il suffit d’appliquer le théoreme de Beppo-Levi a la suite de fonctions f, =
14, f qui est croissante et converge simplement vers f. |

Lorsque 'on integre sur une partie de mesure finie, on dispose d’un critére tres simple
d’intégrabilité. Commencons par un petit rappel.
Définition 1.49
Soit A une partie de R®. Une fonction f : A — C est dite bornée sur A si sup, |f| <
400 ou, de maniere équivalente, s’il existe une constante M > 0 pour laquelle, pour

tout élément = de A, on a |f(z)| < M. Etant donnée une suite (f,)n de fonctions
bornées sur A, on dit qu’elle converge uniformément vers f si

sup [f(z) — fa(z)] — 0
€A

n—-+o0o

Proposition 1.50

Si A est une partie mesurable de mesure finie, toute fonction mesurable et bornée sur
A est intégrable sur A.

Démonstration: Il suffit d’écrire, par croissance et linéarité de l'intégrale,

J151< [ suplf = sup £IxA) < +oc. .

Corollaire 1.51

Si A est un sous-ensemble compact de R?, alors toute fonction continue sur A est
intégrable sur A.

Démonstration: A est compact donc en particulier borné et donc inclus dans un ensemble
[-R, R} pour un certain R > 0 suffisamment grand. On en déduit en particulier par
croissance de la mesure de Lebesgue que A(A) < (2R)? < +o0o. Ensuite, si f est une fonction
continue sur A, alors |f| est une fonction continue sur le compact A et & valeurs réelles : on
sait qu’elle est bornée (et atteint ses bornes!). On peut donc applique la Proposition 1.50. H

Poursuivons par un énoncé qui nous servira pour établir la coincidence des intégrales
de Lebesgue et Riemann, mais qui n’est en fait qu'un cas particulier du théoreme de
convergence dominée (Théoréme 2.13) qui sera vu au Chapitre 2.

Proposition 1.52

Soit A un ensemble de mesure finie. Si une suite de fonctions bornées ( f,,)nen converge
uniformément vers une fonction bornée f, alors

IR
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Remarque 1.53

La preuve établit en fait, en des termes (& peine) plus sophistiqués, la continuité de
I'intégration sur une partie de mesure finie, pour la norme uniforme.

Démonstration: Par inégalité triangulaire, croissance et linéarité de I'intégrale on a

fo= 14

o l'on a utilisé A(A) < co pour la convergence. |

n—-+o0o

/(fnf)‘ < AA)suplfu— f] —> 0,
A A

A partir de la mesure de Lebesgue, on peut construire d’autres mesures qu’on appelle
mesures 4 densité, qui ont une importance capitale en théorie des probabilités.

Proposition 1.54

Si f est une fonction positive, I'application

w:A— Ry
A+—>/f,
A

définit une mesure.

Démonstration: En reprenant la Définition 1.45, fg est nulle presque partout et donc d’in-
tégrale nulle par la Proposition 1.43. Si (4,), est une famille dénombrable d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints c’est le Théoréeme de Beppo-Levi associé a la linéarité de
l'intégrale de Lebesgue qui permet d’établir que p(UnA,) =", w(Ay). ]

Définition 1.55 (Mesure a densité)

Une mesure p est dite a densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) s’il existe
une fonction positive mesurable f, pour laquelle 4 s’exprime comme dans la Proposi-
tion 1.54. On dit alors que f,, est une densité de p. L’intégrale d’une fonction positive
mesurable g par rapport a p est alors simplement donnée par la formule

/Rdgduzz/Rdgfu-

La terminologie et les définitions de l'intégrale de Lebesgue se transmettent alors a
Iintégration par rapport a p.

Remarque 1.56

D’apres la Proposition 1.43 la densité d’une mesure n’est pas unique : on peut la
modifier sur un ensemble de mesure nulle et obtenir une autre fonction positive qui
jouera le role de densité; par contre la mesure est entierement déterminée par sa
densité. En pratique, on quotiente par la relation d’équivalence « étre égal presque
partout » pour identifier la densité. Nous aurons a pratiquer ce quotient lors de I’'étude
des espaces L!'(R) et L2(R) dans le Chapitre 3.
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Exemple 1.57

e La mesure de probabilité uniforme sur [0, 1] est la mesure de densité 1 ;.

e La mesure de la loi normale (ou loi gaussienne), est la mesure de densité
PN

f(x) = 1 e_%( ch) .

o121

On vérifiera a ’exemple 2.40 que c’est bien une mesure de probabilité. Cette me-
sure est centrale en théorie des probabilités, puisqu’elle apparalt naturellement
dans le théoréme central limite.

Exercice 1.58

Apres avoir (re)démontré que le graphe d’une fonction convexe réelle admet une droite
d’appui en tout point, établir I’inégalité de Jensen : pour toute mesure de probabilité
a densité, toute fonction convexe ¢ : R — R et toute fonction g : R — R intégrable

par rapport a (. on a
© (/ gdu) < / ©(g) dp.
Rd R4

Remarque 1.59

La « vraie » inégalité de Jensen ne réclame pas que la mesure de probabilité soit a
densité. .. mais encore faut-il définir I'intégration selon une mesure quelconque pour
I’énoncer !

1.5 Sommes et intégrale de Riemann

Terminons ce chapitre en effectuant le lien avec une autre intégrale, historiquement
attribuée a Riemann. Cette intégrale est largement antérieure a celle de Lebesgue et sa
construction est beaucoup plus simple : prenons la peine de la présenter ici, dans le cas
particulier des fonctions continues sur un segment. Cette simplicité de construction a un
prix et 'objet obtenu est bien moins pratique que l'intégrale de Lebesgue; on ne peut
définir 'intégrale que d’un nombre assez restreint de fonctions, et 'intégration correspon-
dante ne se comporte pas trés bien par passage & la limite®. Heureusement, et c’est le
message a retenir de cet ultime paragraphe, I'intégrale de Riemann coincide complétement
avec 'intégrale de Lebesgue et on peut donc se contenter de manipuler cette derniere, sans
ambiguité.

5. En tous cas, la preuve des théoremes de passage a la limite est bien moins naturelle.
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Définition 1.60 (Sommes de Riemann)

Soit f : [a,b] — C une fonction. Une somme de Riemann pour f est une somme du
type

SN(f)_]_\,CLlilf(aJrkb;]a).

L’idée derriere cette définition est d’approcher l'intégrale d’une fonction f par l'in-
tégrale d’une fonction « en escalier » (voir la Figure 1.2). Plus précisément si on note
rEN =0+ kb_Ta et I N == [rg—1,N, Tk N[ €t que I'on introduit

Enx(f) :[a,b)] — C
T Z]kvzllfk,Nf(a+kl)_Ta)7

nous verrons que Sy (f) n’est rien d’autre que l’intégrale de Riemann de En(f).

Proposition 1.61

Si f est une fonction continue sur un segment [a,b], alors la suite des fonctions en
escalier (En(f))nen converge uniformément vers f.

Démonstration: Par le Théoréme de Heine, puisque f est continue sur [a,b], elle y est uni-
formément continue : pour tout ¢ > 0, il existe & > 0 tel que si |[x — y| < 4, alors
|f(z) = f(y)] < e. Soit maintenant N > (b — a)/d et « € [a,b]. Alors il existe k tel
quez € la+(k—1)(b—a)/N,a+k(b—a)/N|. Ainsi, [t —a+k(b—a)/N| < (b—a)/N <46
et donc

() — Ex(f)(@)] = ]f(m f (a+ka‘V“)‘ <. _

L’intégrale d’une fonction en escalier est définie comme Daire (algébrique) de 'union
des rectangles formés par son graphe. Cela permet de définir I'intégrale de Riemann de la
fonction f comme la limite des intégrales des fonctions en escalier qui ’approchent. Bien
sur, il faut démontrer I'existence de cette limite, et c’est 'objet de ’énoncé indispensable
qui suit.

Enoncé indispensable 1.62 (Convergence des sommes de Riemann)

Soit f : [a,b] — C une fonction continue. Alors les sommes de Riemann Sy(f)
convergent (quand N tend vers +oc) vers un nombre complexe appelé l'intégrale de
Riemann de f sur [a,b], et notée

/ab f(z)da.

Remarque 1.63

Par convention, si on a a <bet f: [a,b] = C, on définit

/baf(x)dm = —/abf(:v) dz.
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!
0 *

FIGURE 1.2 — Fonctions en escalier Eqg (bleu) et E3g (vert) associées a la fonction sin.

Démonstration: L’idée de preuve est assez simple : on montre que les sommes de Riemann

forment une suite de Cauchy. Autrement dit, on va prouver que si M et N sont assez
grands, alors les sommes Sy (f) et Spr(f) sont tres proches. Pour simplifier les calculs, une
astuce consiste & comparer non pas directement Sy (f) et Sp(f), mais Sy (f) et Spn(f)-

La notion clef pour cette preuve est celle de continuité uniforme. Soit donc € > 0. Par
le théoreme de Heine, puisque f est continue sur [a,b], elle y est uniformément continue :
il existe & > 0 tel que si |z — y| < 6, alors |f(x) — f(y)| < e. Prenons M, N € N tels que
M,N > (b—a)/d. Alors

MN

b—a b—a b—a b—a
Sn(f) = Sun(f) = N Zf(a-i-k‘ I >—]\4N2f(a+m )
k=1 m=1

L’idée est alors de découper la seconde somme en N morceaux de taille M et de montrer
que chacun de ces morceaux est proche d’un des termes de la premiere somme ; sur la Figure
1.2, cela correspond a considérer les rectangles de la subdivision la plus fine par paquets
de 3 et & observer que laire de ces paquets de 3 petits rectangles (verts) est proche de
celle du grand rectangle (bleu) correspondant. Tout entier n compris entre 0 et MN — 1 se
décompose de manieére unique sous la forme kM + ¢, ot k € [0,N —1] et £ € [0, M —1] : il
s’agit simplement de la division euclidienne de n par M. En appliquant cela pour n = m—1
dans la somme qui suit, nous obtenons

un b—a un b—a b—a
Zf<“+mj\m> = Zf(a-i- N +(m—1)MN)

m=1

b—a b—a
a+7MN +(kM+€)MN>

Il
™M
] _
~ =
UL

&.‘

R

b— b—
a+(k+1)Na+(€+1—M)MAC;>.

b—a & b—a 1 M= b—a b—a
Sn(f) = Sun(f) = N Z(f(a—l—k: N )_M f(a—i—k N —KMN)>.
=0
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On utilise maintenant le fait que

b—a M b—a 1= b—a
f(a+k ~ >:Mf<a+k ~ >:M2f(a+k ¥ >

£=0

qui implique que

b—aon 1 b—a b—a b—a
Sn(f) = Sun(f) = N ;Me:o (f(a-i-k N )-f(a—i—k N _EMN)>’
et I'inégalité triangulaire donne :
b—a a1 b—a b—a b—a
[Sn(f) = Sun (Nl < ;MH f(a+k N) f(a+k < KMN)’

Mais puisque £(b—a)/(MN) < (b—a)/N <4, on a, pour tous les indices de sommation k

et £,
b—a b—a b—a
- — <
’f(a—i—k N) f(a+k ~ eMN> <e,
si bien que
b M
_ < - _ o )
[Sn(f) = Sun(Hl = — ];MZZOE (b—a)e

Par symétrie des roles, on en déduit que [Sn(f) — Sm(f)| < 2(b— a)/e, ce qui montre
bien que la suite (Sy(f))n est de Cauchy. |

Exemple 1.64

Essayons d’obtenir le comportement limite de la somme

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, il nous faut un 1/N devant la somme,
on multiplie donc par N/N :

1 N 1L 1
D P
i NtE Niml+ g
On reconnait la somme de Riemann associée a la fonction f(z) = 1/x et a l'intervalle
[a,b] = [1,2]. Le Théoréme 1.62 assure alors que
21
Ty —> —dx =1n2.

N—+oo J1 X

La définition méme de 'intégrale de Riemann fournit un moyen pratique d’approcher
numériquement l'intégrale d’une fonction donnée, par le simple calcul des sommes de Rie-
mann. On a méme une majoration de 'erreur dans le cas ou la fonction est lipschitzienne.
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F1GURE 1.3 — Les fonctions en escalier associées a la fonction sin : celle que nous utilisons
ici pour définir les sommes de Riemann (bleu, avec le point d’évaluation de f marqués
par des carrés) et celle pour la méthode point-milieu (vert, avec le point d’évaluation
de f marqués par des disques). On voit que dans la méthode du point-milieu il y a des
compensations qu’il n’y a pas avec 'autre méthode, ce qui explique sa convergence plus
rapide.

Exercice 1.65

Montrer que si f : [a,b] — C est k-lipschitzienne alors

cpl=a)®

sxtr) - [ 1@ya <k

Remarque 1.66

Si au lieu de choisir le point de droite des intervalles pour évaluer la fonction sur chacun
des intervalles on choisit le point du milieu (voir la figure 1.3), on obtient la méthode
d’intégration dite du « point milieu », qui est bien plus rapide lorsque la fonction est
de classe €2 ([a,b]) : si | f"(x)| < k pour tout = € [a, b], alors

< k(b_a)g

b
SN(f)_/a f(z)da| < OANZ

Enoncé indispensable 1.67 (Lebesgue généralise Riemann)

Soit f : [a,b] — C une fonction continue. Alors elle est intégrable (au sens de Lebesgue)
et les intégrales de Riemann et de Lebesgue de f coincident :

Awf=LUVMt

Démonstration: Il suffit de combiner les faits suivants :
e le Corollaire 1.51 assure 'intégrabilité de f au sens de Lebesgue;
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e par définition, les intégrales de Riemann et de Lebesgue coincident sur ’ensemble des
fonctions en escalier ;

e toute fonction continue est la limite uniforme des fonctions en escalier qui lui sont
associées (Proposition 1.61), et I'intégrale de Riemann d’une telle fonction est définie
comme étant la limite des intégrales de ces fonctions en escalier ;

e on peut intervertir limite uniforme et intégrale de Lebesgue (Proposition 1.52). u

Remarque 1.68

En fait, ce théoreme, tout comme le Théoreme 1.62, est vrai pour une classe de fonctions
bien plus large : celle des fonctions dites Riemann-intégrables. Cet ensemble de fonction
contient notamment I’ensemble des fonctions réglées, soit ’ensemble des fonctions que
I’on peut obtenir comme limite uniforme de fonctions en escaliers. Plutot que de définir
précisément la « Riemann-intégrabilité », contentons-nous de citer un critere établi par
Lebesgue qui permet de comprendre & quel point son intégrale généralise la précédente :
une fonction est Riemann-intégrable sur un segment si et seulement si elle est bornée
et presque partout continue.

5. Pour [a,b] C R un intervalle, on dit qu’une fonction f : [a,b] — C est continue par morceauz s’il
existe a = o < 1 < -+ - < zp = b tels que pour tout 1 < i < n, il existe une fonction continue g : [x;—1, ;]
dont la restriction & I'intérieur de I'intervalle de définition coincide avec fijz; | o,
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Exemple 1.69

Attention! Il existe des fonctions trés simples pour lesquelles les sommes de Riemann
convergent sans pour autant que la limite coincide avec 'intégrale de Lebesgue de la
fonction. Prenons la fonction indicatrice de QN [0, 1]. On a vu a 'exemple 1.9 que son
intégrale de Lebesgue est nulle. En revanche, ses sommes de Riemann valent

1Y k
Sn(1qnp,) =N Z 1qno,1] (0 + N)
=1

1=1,

=
T

elles convergent donc vers 1.




Chapitre 2

Outils de calculs

Comme mentionné au chapitre précédent, nous n’avons pour l'instant pas beaucoup
de moyens de calculer la valeur d’une intégrale. Nous allons ici présenter plusieurs résul-
tats fondamentaux le permettant. Les premiers de ceux-ci sont les héritiers naturels de
I'intégrale de Riemann et s’expriment pour les fonctions de variables réelles; il s’agit du
théoreme fondamental de ’analyse, de l'intégration par parties et du changement de va-
riables classique que nous présentons dans la Section 2.1. L’une des manifestations les plus
spectaculaires de I'avancée de Lebesgue par son intégrale est le théoreme de convergence
dominée présenté dans la Section 2.2. En plus d’étre un outil tres efficace pour calculer
des limites, ce résultat éclaire I’étude des intégrales a parametres que nous présentons
dans la Section 2.3. Nous aborderons ensuite dans la Section 2.4 les théoremes de Fubini
qui permettent de ramener une intégrale double a deux intégrales d’une seule variable et
terminerons le chapitre par la formule générale de changement de variables.

35
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CHAPITRE 2. OUTILS DE CALCULS

Résumé :

Le théoreme fondamental de I’analyse fait le lien entre intégrale et primitive
(2.1). I1 admet comme corollaires la formule d’intégration par parties (Théo-
reme 2.3) et de changement de variables (Théoreme 2.5).

Le passage a la limite pour une suite d’intégrales se fait par le théoreme de
convergence dominée (Théoréeme 2.13); pour l'appliquer il faut que chacune
des fonctions de la suite soit majorée en module par une fonction intégrable
fixe.

Ce théoreme implique des résultats de continuité et de dérivabilité d’intégrales
a parametres, avec la aussi des hypotheses de domination (Théorémes 2.19 et
2.23).

Le Théoreme 2.26 de Fubini-Tonelli (pour les fonctions positives) et le Théo-
reme 2.28 de Fubini (pour les fonctions intégrables) permettent de faire le lien
entre intégrale sur R? et doubles intégrales de fonctions. Ils impliquent en par-
ticulier la possibilité d’intervertir les symboles intégrale.

Le Théoréme 2.36 donne une formule générale de changement de variables va-
lide en toute dimension. C’est un outil de calcul précieux pour les intégrales
multiples, notamment grace aux changements de variables polaire et sphérique
(a connaitre ou savoir retrouver!).
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2.1 Intégrale et primitives

On démontre ici le théoreme fondamental de I'analyse, qui fait le lien entre intégrale
et dérivée : il énonce que la fonction = — [ f(t)dt est dérivable, de dérivée f.

Enoncé indispensable 2.1 (Théoréme fondamental de l’analyse)

Soit f : [a,b] — C une fonction continue. Alors la fonction

F:x|—>/xf(t)dt

est dérivable sur |a, b[, de dérivée égale & f. On dit que c’est une primitive de f.

Démonstration: On calcule le taux d’accroissement en un point z €|a, b[ : pour h > 0, par la
relation de Chasles,

F(x+h]i—F($) =;ll</j+hf_/:f> =,ll/:+hf.

Or f est continue en z, donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si |h| < 7, alors
|f(z) — f(x 4+ h)| <e. Ainsi, pour |h| <7

F((E + h) _ F(.’ﬂ) 1 z+h 1 z+h z+h
_ = |= t)dt — = |- t)ydt — — dt
) f@| =5 [ soa-r@| =z [ rma-g [ s
1 x+h x+h
§f/ \f(t)—f(ac)|dt<f/ edt=e.
hJ, h J. [ |
Corollaire 2.2
Si f : [a,b] — C est une fonction de classe €, alors
b !
| = re) - ).
a
Démonstration: Considérons ’application
0z f(2) —/ F(t)dt.
Par le théoréme précédent, cette fonction est dérivable sur ]a, b[, de dérivée ¢'(z) = f'(z) —
f'(x) = 0. Cela implique (par I'inégalité des accroissements finis) que la fonction ¢ est
constante. Donc ¢(b) = p(a) = f(a), ce qui donne le résultat. |

Ces résultats sont tres utiles pour calculer des intégrales en pratique, et invitent a
connaitre les primitives des fonctions usuelles (voir le tableau dans la Section A.7 de
Pannexe). Ils impliquent aussi deux théoreémes précieux : l'intégration par parties et le
changement de variables.
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Théoréme 2.3 (Intégration par parties)

Soita <beR, et f,g:[a,b] — C deux fonctions de classe €. Alors

b b
| 1@ @) e = (@@, — [ f@g(a)de.

Démonstration: II suffit d’intégrer entre a et b I’égalité
(f9) =f'9+f9',
et d’utiliser le Corollaire 2.2. |

Exemple 2.4

Il est possible d’étendre la fonction factorielle aux nombres réels positifs, qu’on ap-
pelle fonction I'. Cette fonction a des applications allant des statistiques a la théorie
analytique des nombres.

Pour ¢ > 0, posons

+o0o
I(t) = / e %zt~ dz.
0

Cette fonction est bien définie, puisque la fonction intégrée est positive et continue.

On peut aussi vérifier que pour tout ¢ > 0, on a I'(t) < +o00. En effet, pour ¢ fixé,
il existe C' > 0 tel que si > C, alors e *z!~! < e=%/2 (car =1 = 0(e*/? en +00).
Ainsi, par la relation de Chasles,

C 400
I'(t) :/ e %zt~ dx + / e Tt da
0 c

C +o0
g/ 2 ldr + / e %2 dx
0 C

Le premier terme est une nombre fini par le critere de Riemann, voir la Proposition 2.7.
Le calcul du second terme se fait par le théoreme de Beppo-Levi : la suite de fonctions
positives © — e~%/ 21[C,n] converge simplement et en croissant vers la fonction z +—
e*x/21[0,+oo[, et donc, par utilisation du Corollaire 2.2,

“+o00 n
/ e %2 = lim e %2 = lim {—26_:‘/2}71 =2¢79/2,
C n—+oo Jor n——4o00 C

Cela démontre que I'(t) est fini.

Intégrons par parties cette intégrale pour trouver une équation fonctionnelle vérifiée
par I'. Soit ¢ > 1. Puisque I’énoncé du théoreme d’intégration par parties est valable
pour un segment, intégrons entre 1/M et M. Posant
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on obtient
M M M
/ e Pt dr = [—xtﬁleﬂr’} + / (t— 1)z 2e " dx
1/M /M 1/M
t—1 —M 1 1/M Moo
_ -1 - - -2 —x
=-M""¢ + it —i—(t—l)/l/Mx e *dux,

et en faisant tendre M vers 400 on obtient (par croissance comparée, et puisque ¢ > 1) :
Lt)=(t—-1T-1).
Or, I'(1) = 1, si bien que par récurrence, on montre que

VneN*, TI'(n)=(n—-1)L

Théoréme 2.5 (Changement de variables réel)

Soient I un segment, f : I — C une fonction continue, et ¢ : [a,b] — I une fonction
de classe €*. Alors

o (b) b
[ @ = [ ree

¢(a)

Remarque 2.6

Voici un moyen pratique pour retrouver la formule si on I’a oubliée : on écrit « a la
physicienne » que x = ¢(t) et on remplace dans l'intégrale, en utilisant la formule
dz = d((t)) = ¢'(t) dt, ce qui donne

[ f@yda = [ e,

Il reste & s’occuper des bornes. Pour celle du bas, si t = a, alors z = ¢(t) = ¢(a). La
borne du bas est donc a pour la variable ¢ et ¢(a) pour la variable z. On fait de méme

Dé

pour la borne du haut, ce qui donne la formule.

monstration: On définit deux fonctions :
Wu / flp)e' (t)dt et F:ow— / f(z)dz.
a e(a)

Par le théoreme 2.1, ces deux fonctions sont dérivables, de dérivées

Uw) = flew)e'(w) et F'(v) = f(v).

Ainsi, on a 9/ (u) = F'(p(u))¢'(u) = (F o ) (u), avec de plus ¥(a) = 0 = (F o ¢)(a). Cela
implique que ¢ = F o ¢, ce qui donne le résultat. |

Terminons par une derniére conséquence treés pratique du théoreme fondamental de

I’analyse : le critere de Riemann.
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Proposition 2.7 (Critére de Riemann)

Pour o € R, la fonction t — tia

intégrable sur [1,+oo[ si et seulement si a > 1.

est intégrable sur |0, 1] si et seulement si o < 1 et

Remarque 2.8

Les fonctions en question étant continues sur R*, d’apres le Corollaire 1.51 elle sont
intégrables sur tout segment ne contenant pas I'origine. La difficulté levée par le critere
de Riemann concerne donc soit la singularité ¢t = 0, soit le comportement en I'infini. Ce
critére fournit une échelle de référence qui permet souvent de vérifier qu’'une fonction
est intégrable, grace a la croissance de I'intégrale (voir Exemple 2.9).

Démonstration: Grace au Théoreme de Beppo-Levi, 'intégrabilité de ¢ — %1]071] est équiva-
lente & lexistence d’une borne (indépendante de n € N*) pour la suite d’intégrales

1
1
In:/ — dt.
1/n e

Remarquons que par le changement de variable ¢ <> 1/s on a

n
1
1 sTT

A nouveau grace au Théoréme de Beppo-Levi on voit donc que (I,,),, est une suite bornée
si et seulement si s — 52%(,1[1700[ est intégrable. Les deux critéeres de Riemann s’obtiennent
donc simultanément puisque o < 1 < 2 — a > 1. Pour conclure la preuve on utilise par
exemple la premiere expression de I, a 'aide du Théoreme fondamental de 'analyse : si
a<lona

=[] !

—
1-a t=1/nn—+o0 1 —a’

et (I,,)n est donc effectivement bornée. Inversement, si & < 1 on a

1 _
1 t=1
1, 2/ —dt = [ln(t)} =In(n) — +oo.
1/n t t=1/n n—+00 [ ]

Exemple 2.9

Pour tout a > 0, la fonction g, : t — e~ egt intégrable. En effet, par croissance
comparée on sait que la fonction ¢ — g,(¢)t? est bornée (c’est une fonction continue
qui tend vers 0 en l'infini) par une certaine constante M > 0. Puisque g, est paire et
positive on a, par relation de Chasles pour les fonctions positives,

+o00 1 +o0
/ ’ga|:2/ ga:2/ ga+/ Ja-
R 0 0 1

ga est continue, donc intégrable sur tout segment ce qui assure que l'intégrale sur [0, 1]
est bien finie. Pour l'intégrale portant sur [1,4o00[ on peut par exemple écrire

1 1
9a(t) 11 oo (t) = ga(t)t2t31[1,+oo[(t) < Mtjl[l,Jroo[,
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‘ ol le membre de droite de I'inégalité est bien intégrable, grace au critere de Riemann.

Exercice 2.10
Pour o, 8 € R établir le critere de Bertrand :
ot ce2'0,) e (a<loua=1letB>1);

taln(t)ﬂ
L e LY e,+o0)) & (a>1oua=1etB>1).

° i te In(t)P

2.2 La convergence dominée

On a vu a la Proposition 1.52 un cadre permettant de permuter intégrale et limite
uniforme. Cela n’est en général pas vrai pour la convergence simple (et donc encore moins
pour la convergence presque partout!) et il est bon de garder a I'esprit les contre-exemples
suivants.

Exemple 2.11

Les suites de fonctions (1, n41))n €t (n1(g,1/n))n convergent vers 0 presque partout (et
méme partout pour la premiere) alors que chaque terme de ces suites a pour intégrale
1.

I3

f2

f1

FI1GURE 2.1 — Les fonctions f, de I'exemple 2.12.

Exemple 2.12

Bien str, on peut également produire des contre-exemples avec des fonctions continues
(voire de classe €°°) : pour n € N*, on pose f, la fonction affine par morceaux allant
de [0, 1] dans R, et définie par

nx si0<x<1/(2n)
fal@)={ n—n2x sil/(2n)<z<1/n
0 sil/n<uz




42

CHAPITRE 2. OUTILS DE CALCULS

(voir la figure 2.1). D’une part, 'intégrale de f,, est constante égale & 1/4 : le domaine
situé sous la courbe est un triangle de base 1/n et de hauteur 1/(2n). D’autre part, les
fonctions f,, convergent simplement vers la fonction nulle. En effet, soit x € [0, 1].

e Siz =0, alors pour tout n € N*, f(x) = fu(x) =0.

e Six >0, alors fy(x) = 0 pour tout n > 1/x, en particulier la suite (f,(x))n

converge vers 0.

Ainsi, la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle mais son intégrale —
constante égale & 1/4 — ne converge pas vers U'intégrale de la fonction nulle (qui vaut
0).

Par conséquent, si on veut espérer un énoncé d’interversion intégrale-limite simple, il

nous faudra une hypothése supplémentaire. La plus classique est celle de domination, qui
donne le théoreme fondamental suivant.

Enoncé indispensable 2.13 (Théoréme de convergence dominée)

Soit A C R? un ensemble mesurable, et (f,)nen une suite de fonctions intégrables
sur A telle que :
e f, converge presque partout vers une fonction f ;
e il existe une fonction mesurable, positive et intégrable g telle que pour tout
n € N, on ait |f,| < g presque partout.

Alors f est intégrable et
/ f= lim / fn-
A n—+oo J A

De plus, limy, 1o [4 |fn — f| = 0.

On dit alors que la fonction g domine la suite (f,,)n, ou que g est un chapeau intégrable

pour f.
Démonstration: Comme |f,| < g pour tout n, par passage & la limite, on en déduit que |f| < g

et que donc f est intégrable.
Remarquons que par l'inégalité triangulaire (Proposition 1.42), on a

/Afn—/Af’</A|fn—f|7

si bien qu’il suffit de montrer que [, |fn — f| =noto0 0.

L’idée est d’utiliser le Théoreme de Beppo-Levi, donc de se ramener au cas d’une suite
croissante de fonctions positives. Par hypothese la suite de fonctions positives | f — f,,| tend
vers 0 presque partout et on en déduit que la suite décroissante h,, := supys, |f — fxl
converge vers 0 également. Par inégalité triangulaire et hypothese de domination, nous
avons h, < 2g. Cela permet de se ramener aux hypotheses du Théoreme de Beppo-Levi :
(29 — hy,)n est alors une suite croissante de fonctions positives et elle converge vers 2g. Nous
avons donc que

I 29— h,) = [ 2g.

Puisque g est intégrable il en est de méme de |h,| < 2g et il est donc licite d’écrire

J o=t = [ 20~ [ b,
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ce qui, combiné a la convergence précédente, établit que
lim hn, =0.

n—-+4oo A

Par définition |f — f,| < h,, et la preuve est donc terminée, par croissance de 'intégrale. W

Remarque 2.14

Le cas de la convergence uniforme vu a la proposition 1.52 rentre dans le cadre du
théoreme de convergence dominée, puisque (on I’a vu lors de la preuve de la proposition
1.52) la suite est alors dominée.

Exercice 2.15

€T
Démontrer que si f € £(R) alors la fonction x / f est une fonction continue.
0

On a déja vu au chapitre précédent un moyen de se ramener au calcul d’intégrales sur
des ensembles compacts pour des fonctions positives (Corollaire 1.47). Le cas des fonctions
a valeurs complexes requiert (bien siir) une hypothese d’intégrabilité et est traité par
I’énoncé qui suit.

Corollaire 2.16 (Réduction a un compact, cas intégrable)

Soit (Ay)n une suite croissante de sous-ensembles mesurables de R%, et A = J,,cn An-
Soit f une fonction intégrable sur A. Alors

I

Remarque 2.17

Ce corollaire est souvent utile lorsqu’on souhaite se ramener a des fonctions sur des
ensembles de mesures finies. Il est fréquemment utilisé dans le cas A = R et A, =
[—n, n].

Démonstration: Il suffit d’appliquer le théoréeme de convergence dominée & la suite de fonctions
fn =14, f qui est dominée par g = | f| et converge simplement vers f. ]

Dans le premier chapitre, on a vu une version du théoréeme de Beppo-Levi pour les
séries de fonctions (Corollaire 1.8). Il existe aussi une version du théoreme de conver-
gence dominée pour les séries de fonctions de signe quelconque, qui contient lui aussi une
hypothese de domination.

Théoréme 2.18 (Interversion de ) et [)

Soit A C R% un ensemble mesurable, et (f,), une suite de fonctions mesurables sur
A, telles que

+o00
Z/ 1l < +o0.
n=0 A
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Alors . .
[ X h=3 [

L’hypothese de convergence de la somme des intégrales est analogue a celle de domi-
nation du théoreme de convergence dominée.
La conclusion de ce théoreme sous-entend en fait plusieurs faits :
e la série 3720 f,(x) est convergente pour presque tout x € A; en fait, la preuve du
théoreme montre que cette série est absolument convergente presque partout ;
e la fonction z +— 3720 £, () est intégrable sur A;
e la série numérique 129 [, fn est convergente.

Démonstration: Soit ¢ : A — R définie par p(z) = >, .y [fnu(2)|. Alors par le corollaire 1.8
du théoréeme de convergence croissante, on a

/A<p=%;/|fnl<+oo

(la derniere inégalité est juste 'hypothese de 'énoncé). Cela implique que ¢ est intégrable ;
en particulier on a ¢(x) < 400 presque partout. Ainsi, la série ) _n fn(7) est absolument
convergente pour presque tout € A. On peut donc appliquer le théoreme de convergence
dominée & la suite (3°)_, fi)n, dominée par ¢, qui donne

Af=nngA§fk=nggm§Afk=:ZjAfk. .

2.3 Intégrales a parametres

Maintenant qu’on a a notre disposition une théorie de 'intégration efficace, avec un
théoréme puissant de passage a la limite (le théoréme de convergence dominée), on peut
s’en servir pour définir de nouvelles fonctions. En fait, beaucoup de fonctions classiques
sont (ou peuvent étre) définies & partir d’une intégrale : le logarithme népérien, la fonction
I" mais aussi la transformée de Fourier (comme on le verra au chapitre 4), la transformée
de Laplace. ..

Dans tout ce paragraphe, on considere une fonction

fiAxA—C
(z,t) — f(z,1),

ot A C R? est un ensemble mesurable, et A C R™ un ouvert. On cherche alors essentiel-
lement a savoir a quelles conditions la fonction suivante

F:A—C (2.1)
t— /Af(ac,t)dx

est bien définie et quelles propriétés de f sont transmises a la fonction F'. Les deux résultats
que nous allons présenter se basent sur le théoreme de convergence dominée.
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Théoréme 2.19 (Continuité sous domination)

Sous les hypotheses suivantes :
(1) pour tout t € A, la fonction x — f(z,t) est intégrable sur A ;
(ii) pour presque tout x € A, la fonction t — f(x,t) est continue sur A ;

(7i7) il existe une fonction intégrable g : A — R telle que pour tout t € A
|f(x,t)| < g(x) pour presque tout x € A;

la fonction F' est continue.

Remarque 2.20

1. Dans le théoreme de convergence dominée, on avait besoin d’une domination in-
dépendante de n. Ici, la variable discrete n est remplacée par la variable continue
t, il est donc naturel qu’on ait besoin d’une majoration uniforme en t.

2. Sidans (ii) on suppose seulement que ¢t — f(x,t) est continue en un point tg € A,
on obtient que F' est continue en t

Démonstration: Tout d’abord, la condition (i) assure que la fonction F' est bien définie. En-
suite, on utilise la caractérisation séquentielle de la continuité : soit t; € A, ainsi que
(tn)n € AN une suite tendant vers to. Alors par (i), f(x,t,) —n— 100 f(x,to) pour presque
tout © € A. D’autre part, par (i), |f(x,t,)| < g(x) pour tout n € N et presque tout
x € A; plus précisément, cela veut dire que pour tout n € N on dispose d’un ensemble
N,, négligeable pour lequel, si x ¢ N,,, alors I'inégalité précédente est vérifiée. Une union
dénombrable d’ensembles négligeables étant négligeable, I’ensemble N, := U, N,, est tou-
jours négligeable. Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoreme de convergence
dominée : la suite de fonctions z — f(z,t,) converge presque partout vers x — f(x,tg), et
elle est dominée (pour = ¢ N, donc presque partout) par la fonction intégrable g. Cela
assure donc que

Fity) = /A fat)de [ fatw)ar=Fo.

n——+oo

Cela montre la continuité de F' en tg. |

Exemple 2.21

Soit f une fonction mesurable intégrable sur R’ . On définit sa transformée de Laplace
F sur Ry par F(p) = [;F® e P? f(x)da. Alors F est continue sur R. Pour voir ca,
il suffit d’appliquer le théoreme précédent a f(x,p) = e P*f(x), qui et dominée par

[f(@,p)| = [e7 f(x)] < [f(z)].

Exemple 2.22

Tout comme pour le théoreme de convergence dominée, I’hypotheése de domination est
ici cruciale : en s’inspirant de la suite de fonctions (fy,), définie & I'Exemple 2.12, on
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peut poser
si0<zx<t/2
- sit/2<x<t
sit<zx

f(wvt):

Ow\»—wb‘&

pour tout t > 0, et f(x,0) = 0. Alors la fonction F' définie par (2.1) est discontinue en
0, bien que les hypotheses (i) et (i7) soient satisfaites.

Théoréme 2.23 (Dérivabilité sous domination)

Supposons que I'ensemble A soit un intervalle ouvert de R. Sous les hypothéses sui-
vantes :

(1) pour tout t € A, la fonction x — f(z,t) est intégrable sur A ;
(ii) pour presque tout x € A, la fonction t — f(x,t) est dérivable sur A ;

(7i7) il existe une fonction intégrable g : A — R telle que pour presque tout x € A

et tout t € A,
(w0 < glo):
la fonction F' est dérivable, et
of
/ — -
F'(t) = o0 (z,t)dx

Remarques 2.24

e Attention, méme si on ne souhaite que la dérivabilité en un point ty € A, il faut
quand méme avoir ’hypothese (ii) sur un petit intervalle ouvert contenant tg.

e Dans ce théoréeme comme dans le précédent, si A est par exemple donné par
R tout entier, il est parfois impossible d’obtenir une domination indépendante
de t € R. Il faut bien comprendre que la continuité et la dérivabilité étant des
propriétés locales on peut toujours se ramener a étudier la fonction F' sur un
intervalle (ou une partie) bornée.

e En itérant le Théoreme 2.23 (si f et ses dérivées partielles le permettent!) on

peut bien siir établir le caractere €% de F pour k € N*.

Démonstration: La fonction F est bien définie grace & (¢). Ensuite, comme pour la preuve du

théoréme précédent, on choisit ¢y € A, ainsi que (t,), € AN une suite tendant vers t, telle
que t,, # to pour tout n € N.
Pour montrer que F' est dérivable en tg, on calcule les taux d’accroissement

F(ta) = F(to) _ [ f(tw,) = flto,7) ) da
A ,/A - df/Ahn()d,

tn — to

ou
f(tmx) - f(to,l')
tn — to )
Le but est donc de pouvoir appliquer le théoreme de convergence dominée (Théoreme 2.13)
a la suite (hy,)y ; vérifions point par point les hypotheses :

hon(x) =



2.3. INTEGRALES A PARAMETRES 47

e par 'hypothese (), by, est mesurable pour tout n;
, oo M of

e par I'hypothese (i), pour (presque) tout € A, hy,(x) converge vers 7 (,to), autre-
ment dit la suite (h,) converge presque partout vers x %(z,to); par ailleurs, le
théoreme des accroissements finis assure également que pour presque tout x et pour
tout n € N, il existe &, €]t,,to] tel que hy(z) = %{(x,{n).

e en combinant ’égalité précédente avec I'hypotheése (ii4) (I'union de deux ensembles
négligeables lest toujours) on en déduit que I'on a presque partout

|hn(z)| < sup
t€[to.tn]

o) < ato)

ol g est une fonction positive intégrable.
Le théoreme de convergence dominée s’applique donc ici et établit que

gy Ele) = Fl0) _ 0
A

Jm —(z, tp) da.

ot ]

Exemple 2.25

Reprenons la fonction I' vue a ’Exemple 2.4, et montrons qu’elle est dérivable. Rap-

pelons que
+oo
vy = [ flet)da,
0

avec f(r,t) = e Tzt~ = e~z T4 fonction f admet une dérivée partielle par

rapport a t et on a
of —z_t-1
a(aj,t) =e ‘" " Inax.
Pour appliquer le Théoreme 2.23, il faut montrer une domination sur cette dérivée. On
va le faire sur tout intervalle [a,b] C R* , ce qui est suffisant car la dérivabilité est une

propriété locale. Soit donc ¢ € [a,b]. On a

of e ®|Inxlz®=t six €]0,1]
ot e *|lnz|z""" size[l,+ool.

Définissons g : R} — R par

() e ®|Inxlz®~t six€]0,1]
€Tr) =
g e ®|lnz|zb~! siz € [l,4+o0],

et vérifions que g est bien intégrable sur R,. On a
+o00 1 +o00
/ g(z)dz = / e | Inx|z®tde + / e | Inz|z? ! dz.
0 0 1

Le premier terme est fini puisque la fonction x — |Inz|z%~! est intégrable au voisinage
de 0 (c’est le critere de Bertrand, voir ’exercice 2.10) ; le second ’est aussi puisque la
fonction = — e *|Inz|zP~! est majorée au voisinage de +oo par e~*/2 (on refait le
raisonnement de I’Exemple 2.4).
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On peut donc appliquer le Théoreme 2.23, qui nous dit que la fonction I' est déri-
vable sur tout segment [a,b] C R%, donc en fait sur tout R* , et que de plus

+0o0
') = / e %zt nzda.
0
Avec les mémes arguments, on montre que
+oo
IM(t) = / e *(Inz)? 2t dz,
0

qui est un nombre toujours positif; cela montre que I' est une fonction convexe.

2.4 Théorémes de Fubini

Les théorémes sont énoncés dans le cas de deux variables (intégrales sur R?), seulement
pour des raisons de simplicité des notations. Dans le cas général d’intégrales sur R on
d =m + n, on peut intervertir intégration sur R™ et R™ sous des hypotheses analogues.

Enoncé indispensable 2.26 (Fubini- Tonelli pour les fonctions positives)

Soit f : R?> — R une fonction mesurable positive. Alors les fonctions
T / flz,y)dy, ety — / f(z,y) da,
R R

sont mesurables et on a I’égalité suivante, dans R,

/R2f:/R{/Rf(x’y)dy}dx:/R{/Rf(xvy)dx}dy'

Les preuves des théoremes de Fubini-Tonelli et Fubini font appel a des résultats fins
de théorie de la mesure, ils seront donc admis.

Remarque 2.27

Il faut bien comprendre que le Théoreme de Fubini-Tonelli n’est pas juste un énoncé
d’interversion d’intégrales : il énonce surtout ’égalité entre I'intégrale double (sur tout
le plan R?) et I'intégrale des intégrales selon une variable (voir la Figure 2.2), autrement
dit I’égalité entre un volume et une intégrale de surfaces. Ce théoréme donne aussi un
moyen de calculer des intégrales doubles : il suffit d’intégrer d’abord par rapport a
une variable et ensuite par rapport a I'autre, et I'intégration par rapport a une seule
variable réelle est parfois beaucoup plus simple notamment grace aux résultats de la
Section 2.1. La possibilité d’intervertir les signes [ est alors un corollaire de ce résultat :
si on a une intégrale d’intégrales, alors on a une intégrale double et on peut intervertir
les intégrales : ¢a ne change rien si on integre d’abord par rapport a x puis & y ou bien
d’abord par rapport a y puis a x.
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x

FIGURE 2.2 — Le théoreme de Fubini-Tonelli : le volume sous la surface z = f(z,y) (en
bleu) est égal a l'intégrale sur y des aires en rouge, obtenues en découpant le volume par
des plans y = cte paralleles a Oxz. Bien siir, on peut échanger les roles de = et de y et
découper selon des tranches paralleles a Oyz.

Le théoreme de Fubini-Tonelli ne concerne que les fonctions positives. Dans le cas
général, il faut au moins que les fonctions soient intégrables pour qu’il soit possible de
définir I'intégrale ; cette condition est en fait suffisante pour avoir un théoreme similaire
pour les fonctions & valeurs complexes.

Enoncé indispensable 2.28 (Fubini pour les fonctions intégrables)

Soit f : R? — C une fonction intégrable (sur R?). Alors les fonctions

wH/Rf(w,y)dy, etyH/Rf(x,y)dx,

(définies presque partout) sont intégrables (sur R) et on a I’égalité suivante,

/RQf:/R{/Rf(:E’y)dy}dm:/R{/Rf(xvy)dl‘}dy-

Remarque 2.29

En pratique, comment vérifier qu'une fonction f : R> — C est intégrable sur R??
On étudie la fonction positive |f| : R? — R, et on se base sur le Théoreme 2.26
de Fubini-Tonelli pour effectuer le calcul dans un sens ou 'autre : si on obtient une
quantité finie, la fonction est bien intégrable.

Remarque 2.30

Certains ou certaines seront peut-étre confus quant a la signification d’une intégrale
double : est-ce que ¢a représente une aire ou un volume ? Réponse : les deux! En fait,
tout est une question d’interprétation :

— Si f:R? = Ry, alors Jr2 f représente le volume situé sous la surface définie
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par z = f(x,y). Dans ce cas, on interpréte f comme la hauteur sous la courbe;
les physiciens diront que f est homogene a une distance. Et I'intégrale double
d’une distance donne un volume.

— Si en revanche on consideére A C R?, alors [g2 14 représente l'aire de A. Dans
ce cas, on interprete la fonction indicatrice comme une variable binaire, sans di-
mension. Et I'intégrale double d’une variable adimensionnée donne une surface.

Exemple 2.31

Retrouvons la formule exprimant I’aire d’un disque de R?. Grace & la Proposition 1.22,
moyennant une homothétie et une translation, il nous suffit de traiter le cas du disque
unité, soit 'ensemble D := {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}. Par définition de la mesure
de Lebesgue, celle de D vaut
/'10
R2

Comme on integre une fonction positive, le Théoreme de Fubini-Tonelli s’applique et

on a ainsi
/ {/ 1D(a;,y)dx}dy.
R R

Notons que si |z| > 1 ou |y| > 1, (z,y) ¢ D. Par ailleurs, si |y| < 1, 'appartenance
(z,y) € D équivaut a I'inégalité |z| < /1 — y2. L’intégrale double précédente se réécrit
donc

1 V1—y? 1 - 1 .
ldz b dy = 2/ 1—y2d :4/ 1— g2 dy,
/4 {/\/1342 a:} Y -1 vy 0 vy

ou la derniere égalité est obtenue par parité. Finalement en appliquant le Théoréme 2.5
de changement de variables avec la fonction sin : [0, 7/2] — [0, 1] en posant y = sin(z),
on a finalement

A(D) =14 /OTr/2 \/1—sin(z)2cos(z)dz = 4/07T/2 cos(z)% dz.

On se demande parfois dans les changements de variables trigonométriques pourquoi
on choisit une fonction plutét que 'autre. En posant ici y = cos(z) on obtient

w/2
AD) = 4/ sin(z)? dz,
0
et en faisant la moyenne des deux résultats il vient

A(D) = .

On peut également utiliser le Théoreme de Fubini pour calculer les coordonnées du

centre de gravité d’un sous-ensemble de R, une notion qui généralise le concept d’isoba-
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FIGURE 2.3 — L’ensemble A de I’exemple 2.33

rycentre, mais avec une « sommation continue ».
Définition 2.32

Soit A un sous-ensemble mesurable borné de R%, de mesure positive. Le centre de
gravité de A est le point G = (g1,...,g94) € R? sont les coordonnées sont définies par

b

i = z;dzy ... .dxy.
g )\(A>/A 1 d

Exemple 2.33

Soit A C R? le domaine délimité par 'axe des abscisses et par le graphe {(z,sinz) |
0 <z < 7w} (voir la Figure 2.3). On veut calculer les coordonnées de son centre de
gravité.

On commence par calculer la mesure de A, autrement dit son aire. Elle est donnée
par

/ sin(z) dx = 2.
0

Ensuite, on voit que le graphe est symétrique par rapport a 'axe x = 7/2, ce qui
implique que l’abscisse du centre de gravité est g; = m/2. Ensuite, il faut calculer
I’ordonnée, ce qu’on fait en appliquant la formule :

1
= —— | xodx;dars.
92 )\(A)/AQ 14x2

Par le théoreme de Fubini-Tonelli, on peut séparer cette intégrale :

1 (7 sin(z1)
go = = / rodzy p day
2 Jzi=0 | Jo

1 [l‘%‘| z2=sin(z1)

5 da:l

2 x1=0

™

xo=0

sin(z)? day
xr1=0

Au final, G = (7/2,7/8).
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Terminons par un exemple ou la permutation des intégrales échoue a cause du fait que
la fonction de deux variables n’est pas intégrable.

Exemple 2.34

Soit la fonction

Pour tout z €]0, 1], on a

Mais puisque f(z,y) = —f(y, ),

Jo U reemasyan= [ {5

et donc

Fubini-Tonelli,

J
=)
J

f:R>—R
22 2
(z,y) — ml}o,l[(@lm,l[(y)-

1 332—2/2 y y=1 1
d — 7d = | —— [ —
/Rf(33>y) Y /0 (22 + y2)2 Y [$2+y2]y0 211
et donc
1 o -
/R{/Rf(x’y)dy}dx:/o xg_i_ldx:[arctan:rh:o:z

on voit que

a)dyfdo =~ [ { [ fa.v)av)

T
do = ——
x 4,

/R{/Rf(x,y)dm}dy#/R{/Rf(g;,y)ddy}dx_

On peut en effet vérifier que la fonction n’est pas intégrable : par le Théoreme 2.26 de

/ |f!2/ Losy|f (2, )| dz dy
R2 R2

1 x x?_yZ
———=dy p d

U o

1 y=x

{2?; 2] dz

x +y y=0

|

— dz = oo.

2.5 Formule générale de changement de variables

Définition 2.35 (¢1-difféomorphisme)

Soient U et V deux ouverts de R%. On dit que ¢ : U — V est un €' -difféomorphisme

de U surV si:
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(1) ¢ est bijective de U sur V;
(73) les dérivées partielles de ¢ existent et sont continues sur U ;

(¢49) pour tout x € U, la matrice jacobienne J, de ¢ := (¢1,- - ,¢q) définie par
0 0
o) - (@)
Jo(z) = : :
5l Ops
aep(@) - ()

est inversible en tout point z € U, i.e. si det J,(z) # 0.

Enoncé indispensable 2.36 (Formule générale de changement de variables)

Soient U et V deux ouverts de R et ¢ : U — V un €'-difféomorphisme de U sur V.
Une fonction f est intégrable sur V' si et seulement si la fonction (f o ¢)|det J,| I'est
sur U, et dans ce cas on a I'égalité

J, 7w = [ 7o) det (o) dy

Remarques 2.37

e On dit alors que cette égalité est obtenue par le changement de variable « z =
©(y) »; I'élément différentiel dz est transformé en |det J,(y)|dy.

e Lorsque U et V sont des intervalles de R on retrouve le cas réel donné par le
Théoreme 2.5 modulo la remarque suivante : dans le Théoreme 2.5, le chan-
gement de variables peut ne pas étre bijectif, le terme différentiel est signé et
I’ordre des bornes peut étre échangé ; alors que dans la formule générale de chan-
gement de variable, le terme différentiel est positif (grace a la valeur absolue)
et on ne s’intéresse pas a ’ordre des bornes.

L’idée de la preuve est quun % '-difféomorphisme est localement bien approché par son
développement de Taylor a 'ordre 1, qui est affine, et une application affine multiplie la
mesure par le déterminant de sa partie linéaire (Proposition 1.22). La mise en forme rigou-
reuse de cette idée (en particulier la gestion des termes de reste) est bien trop technique
pour ce cours : nous en admettrons la preuve.

Exemple 2.38

Changement de variables affine. C’est le plus simple des changements de variables : si
f:R% — C est intégrable, si A € R* et a € R, alors posant © = Ay + a on obtient

[ @ de =¥ [ FOu+a)dy.

Coordonnées polaires La configuration des coordonnées polaires est représentée sur la
Figure 2.4.
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FIGURE 2.5 — Le graphe de la gaussienne
2
FIGURE 2.4 — Les coordonnées polaires T e .

Soit D C R? la demi-droite R* x {0} et

¢:Rix]—mna — R*\D
(r,0) —— (rcosf,rsind).

On enleve la demi-droite D pour que ¢ soit bien un difféfomorphisme, mais on pourrait
enlever n’importe quelle demi-droite passant par l'origine (auquel cas il faut adapter I'in-
tervalle | — 7, w[ & Pangle de la droite).

Vérifions que ¢ est bien un difféomorphisme. Son aspect bijectif provient de la paramé-
trisation du cercle unité épointé de (—1,0) par I’application 6 +— (cos,sin @) sur | — m, 7[.
L’application ¢ est différentiable, et sa matrice jacobienne vérifie

cos@ —rsinf

. = rcos’0 +rsin’0 =r.
sinf rcosf

det J,(r,0) =

Nous avons finalement obtenu que ¢ est un ¢!-difféomorphisme de R* x| — 7, «[ sur
R?\ D le changement de variable z = ¢(p) permet donc d’écrire, pour toute fonction
f: R? — C intégrable,

/MD f(2)dz = / F(e(p)) | det J,(p)| dp.

R x]—m,m|

Puisque D est de mesure nulle dans le plan (voir Exercice 1.17), en écrivant p = (r,6)
dans I'égalité précédente, on a finalement grace au Théoreme de Fubini pour les fonctions

intégrables
/ f:/ { f(rcos&,rsin@)d&}rdr.
R?2 0 —T

Remarque 2.39

Lorsque dans l'espace R?, on choisit deux des coordonnées (typiquement z et y) et
on opere un changement de variables en polaires sur ces coordonnées en laissant la
derniere fixe (dans ce cas, z), Uopération est traditionnellement appelée changement
de variables cylindrique.

Exemple 2.40

I
Soit @ > 0. Utilisons le changement de variables en coordonnées polaires pour calculer
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I'intégrale de la gaussienne (représentée sur la Figure 2.5 dans le cas a = 1) :

1, :/ e~ dz.
R

e (o) ([ o)
R R
:/ e—ax’ {/ ey’ dy} dz
R R

= e~ @) g dy.
R?2

On remarque que

Ainsi, grace au Théoréme 2.26 de Fubini-Tonelli, I2 n’est rien d’autre que l'intégrale
de la fonction z — e~ZlI” sur R2. La fonction intégrée est intégrable : on voit que I,
est fini en appliquant le critere de Riemann, ainsi la fonction est intégrable car elle est
positive et son intégrale I est finie. On peut donc appliquer le changement de variables
polaire, qui permet d’écrire

—+00 ™
15 :/ {/ d@} e~ rdr
0 —T

+oo
T )
:—/ e Y 2ardr.
a Jo

ar2 ar2

Puisque r — 2are™®" est la dérivée de r — —e™ ", en associant le théoreme fonda-
mental de I’analyse au Corollaire 2.16 du théoreme de Beppo-Levi, on peut finalement

écrire
T . a2
I? = = lim e " 2ardr

a n—+o0 Jo

e ﬁ llm |: — e_ar2:|7l:n
a n—+oo r=0
T

=
a

nous avons alors établi que I, = \/g .

Coordonnées sphériques Commencons par retrouver les formules de passage en coordon-
nées sphériques (voir la Figure 2.6). Soit P un point ayant pour coordonnées cartésiennes
(z,y,z). On définit le point M comme étant le projeté de P sur le plan Oxy. L’angle
orienté zOM est noté 0, et I’angle orienté ZOP noté ¢. Enfin, la distance OP est notée 7.

On a z = rcos¢. D’autre part, en se placant dans le plan xOy, on voit que =z =
OM cosf et y = OM sin 6. Or, en se placant dans le plan POM , on voit que OM = r sin ¢.
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FIGURE 2.6 — Les coordonnées sphériques

On en déduit les formules :
x = r cos fsin ¢,

y = rsin @ sin ¢,
Z =T CoS .
Si on pose
¢ :Rix]—mn[x]0,7] — R?
(r,0,¢9) +— (rcos@sin ¢, rsinfsin @, r cos @),
et @ le demi-plan {y = 0,2 < 0}, alors on voit que ¢ est un difféomorphisme sur son

image R?\ Q. Le déterminant de sa jacobienne vaut

cosfsing —rsinfsing 7rcosfcoso
det Jp(r,0,¢) = |sinfsin¢ rcosfsing rsinfcoso|.
cos ¢ 0 —rsin ¢

Le développement par rapport a la derniere ligne donne :

cosfsing —rsinfsin ¢
sinfsing rcosfsing

—rsinfsin¢g 7 cosfcos o

det Jop(r,0, ¢) = cos ¢ rcos@sing rsinfcos ¢

—rsing

= — 12 cos ¢(sin? O sin ¢ cos ¢ + cos? fsin ¢ cos B)
— 7% sin ¢(cos? 0 sin? ¢ + sin? O sin? ¢)

= — 12 cos? ¢sin ¢ — r? sin® ¢

= — r2sin ¢.

Et la formule de changement de variables implique que, pour une fonction mesurable
intégrable de R? :

/ f(z,y, 2)dzdydz = / f(rcos@sin ¢, rsinfsin ¢, rcos ¢) r* sin ¢ dr df de.
R3 R x]—m,m[x]0,7[

Attention! La définition des angles 0 et ¢ dépend des auteurs, parfois ¢ est pris par
rapport au segment [0M] et non I’axe des z. Méfiance !
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Exemple 2.41

Calculons le volume d’une boule B de rayon R dans ’espace de dimension 3. Ce
volume est donné par

VOI(B):/ ldxdydz.
B

Par un changement de variables en coordonnées sphériques, et le théoreme de Fubini,

on obtient :
Vol(B) :/07r {/_7; {/ORTQSinqur}dH}d(b
_ (/Owsinqbdqb) (/_7; de) (/jﬁm«)

b= 3 r=F 4
=[- cosgb](z);g X 27 X 0 = gﬂ'RS.
r=0







Chapitre 3

Convolution

La convolution est une opération qui a deux fonctions en associe une troisieme pouvant
étre vue comme un « mélange » des deux premieres. L’étymologie ! du terme est éclairante
puisque la convolution est « ’acte de s’enrouler autour de quelque chose ». Etant don-
nées deux fonctions f et g, la convolution pourra ainsi étre vue en tout point comme une
moyenne des valeurs de f avec des pondérations fournies par la fonction g (ou l'inverse).
Nous fournirons dans la Section 3.1 un cadre fonctionnel précis dans lequel nous pourrons
définir cette opération. Cette définition se base sur l'intégrale de Lebesgue et le théoreme
de Fubini que nous avons présenté dans le chapitre précédent. Ensuite nous verrons rapi-
dement en quoi cette « moyennisation » peut étre un outil de régularisation (ou lissage)
des fonctions. Mieux : raffiner la zone de pondération la convolution permet de fournir un
procédé d’approximation extrémement efficace que nous présenterons a travers le concept
d’approrimation de l'unité dans la Section 3.3. Nous en déduirons 'un des résultats les
plus élaborés de ce cours qui est I’approximation de toute fonction intégrable par une suite
de fonctions extrémement régulieres. Tous les résultats de ce chapitre sont abordés en di-
mension 1 afin d’en simplifier la présentation mais se généralisent sans difficulté (autre
que des artefacts techniques) aux dimensions supérieures.

1. Le verbe & employer est convoluer (ou plus rarement : convoluter). Méme si dans l'esprit on s’en
rapproche, on ne convole pas les fonctions!

99
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Résumé :

On note .Z!(R) 'ensemble des fonctions intégrables et .Z?(R) ’ensemble des
fonctions de carré intégrable.
Sur ces ensembles on introduit respectivement

0= [ = w)”.

Ces expressions définissent des normes sur les espaces L!(R) et L?(R) obtenus
par quotient de sur £ (R) et £?(R) par la relation « presque partout égal »
(Définition 3.6).

La convolution de deux fonctions est définie par la formule (Enoncé indispen-
sable 3.20)

(f *9)(x) = /R @ = y)g(y) dy.

Pour f € LY(R), cette opération est bien définie si ¢ € L'(R) (Proposi-
tion 3.23), ou g € L*(R) (Corollaire 3.24) ou g € €2(R) (Proposition 3.25);
dans ce cernier cas f x g a la méme régularité que g.

A Daide du concept d’approximation de I'unité (Définition 3.28) on peut mon-
trer que €>°(R) est dense dans L!(R) et dans L?*(R) (Corollaire 3.34).
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3.1 Les espaces L'(R), L?*(R) et €°(R)

Définition 3.1

On introduit les ensembles suivants
L' R):={f:R — C : f intégrable},
ZL*R):={f:R — C: |f|* intégrable},
€Y (R):={f:R — C : f continue et bornée}.

Proposition 3.2

ZYR), Z%(R) et € (R) sont des espaces vectoriels.

Démonstration: Pour .Z(R) et 42 (R), c’est I'inégalité triangulaire pour le module : si f, g

sont deux éléments de I'un ou autre de ces ensembles et A € C, alors en écrivant |f +
Agl < |f| + |A||g| on obtient I'intégrabilité ou le caractére borné de f + Ag. Si maintenant
f,g € Z%(R), alors par la méme inégalité on a |f + Ag|? < |f|> + |A*|g|* + 2|Al| f]]g] et
une identité remarquable nous fournit que 2|f||g| < |f|* + |g|? : I'intégrabilité de |f + Ag|?
est établie. |

On rappelle qu’une norme sur un C-espace vectoriel F est une application N : E — R

satisfaisant N(Ax) = |A|N(x) pour A € C (homogénéité), N(z + y) < N(z) + N(y)
(inégalité triangulaire) et N(z) =0 < z = 0 (séparation).
Définition 3.3

Pr

Pour f € Z1(R), g € ZL*(R) et h € €°(R) on pose

171 = [ 171,

1/2
lolla = ([ 19P)
R

[12]loc = sup |h].
R

oposition 3.4

| - |loo est une norme sur 62(R) : on parle de « norme infinie » ou « norme uniforme ».

Remarque 3.5

La convergence uniforme sur un segment [a,b] que nous avons manipulée au premier

Dé

chapitre provient de la norme uniforme sur ce segment, soit supy, j || : ¢’est une norme
sur €°([a, b]).
monstration: Pour h € 6)(R), A € C et z € R on a [MA(z)| < M|kl ce qui implique

ARl oo < |A]||P]lco et en dehors du cas trivial A = 0 on peut invoquer cette méme inégalité
sur la fonction Ah avec A~! pour obtenir |[MAh|lec = |Al||A]lo- On a par ailleurs, pour
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hi,he € €2(R), par inégalité triangulaire du module |hi(z) + ho(z)| < |hi(z)] + |ha(z)]
pour tout z € R ce qui implique [|h1 + hz2|lcc < ||P1]|oo + ||P2]|co apres passage & la borne
supérieure. Enfin |||l = 0 < h(z) = 0 pour tout x € R, ce qui est précisément la
séparation. |

Dans le cas des espaces .Z1(R) et Z?(R) I'axiome de séparation n’est pas vérifié pour
|| -|[1 et | -]|2 & cause de la Proposition 1.30 : on se souvient en effet que 1q est un élément
de £} (R) d’intégrale nulle! Cela conduit & la définition suivante.

Définition 3.6 (Espaces de Lebesgue)

En notant ~ la relation d’équivalence sur I’ensemble des fonctions de R dans C par
« f ~ gsi f =g presque partout », on note L'(R) et L?(R) les ensembles quotients
LI R)/ ~ et L2R)/ ~.

Remarque 3.7

En pratique, puisque I'intégration n’est pas sensible aux modifications sur les ensembles
négligeables, on confondra de maniere un peu abusive les représentants et la classe elle-
meéme.

Proposition 3.8

| - |1 est une norme sur L'(R) : on parle de « norme 1 ».

Démonstration: L’homogénéité vient de la linéarité de I'intégrale, la séparation de la définition
de L*(R) et enfin I'inégalité triangulaire découle de la méme propriété pour le module,
associée a la croissance de l'intégrale. |

De la méme maniere, | - ||2 est une norme sur L*(R), mais pour le prouver nous aurons
besoin de 'inégalité suivante.

Proposition 3.9 (Cauchy-Schwarz)
Pour f,g € L*(R) on a fg € L'(R) et

[ s3] <17kelgle

avec égalité si et seulement si f et g sont liées.

Remarque 3.10

On fait comme si de rien n’était, mais ce que nous entrevoyons est la structure hil-
bertienne de L?(R) : cet espace peut étre muni d'un produit scalaire dont la norme
associée est précisément || - [|2!

Démonstration: Sans perte de généralité, on peut supposer que g # 0 puisque dans le cas
contraire 'inégalité est immédiate (et les deux fonctions sont bien liées). Toujours sans perte
de généralité, on peut également supposer que |g||2 = 1, et il s’agit donc de démontrer,
pour une telle fonction normalisée, que

\/ fg| <1/l
R
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avec égalité si et seulement si f et g sont liées. Pour cela, on introduit la fonction

o= ()

Remarquons que l'intégrale apparaissant dans cette fonction est bien définie, puisqu’une
identité remarquable implique que |fg| < 2(|f[> + |g]?).
Pour la fonction h, on calcule

||f—h||%=/R|f—h|2=/R<f—h><ﬂ>

=|IfH§+Hh||§—/Rfﬁ—/R?h-

Par définition de h et linéarité de I'intégrale on a

Jom= (o) (o) = Lol

et la normalisation de g montre que ce nombre n’est rien d’autre que ||h/|3. Puisque la
conjugaison commute avec I'intégrale on a aussi

/ Tho=hI2.
R

)

et on a en réalité démontré

2

?

1F = BB = 13— \/R 13

qui est effectivement un nombre positif, nul uniquement lorsque f = h, soit une liaison
entre f et g. |

Corollaire 3.11

| - ||l2 est une norme sur L?(R) : on parle de « norme 2 ».

Démonstration: L’homogénéité et la séparation se démontre comme pour la norme || - ||; sur
L'(R). L’inégalité triangulaire provient de I'identité,

I+ a8 = [ 17 +9 = U718 + ot + 2 ([ 13).
R R
de laquelle on déduit (grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la deuxieme ligne)

1F +gll3 < IF113 + llgll3 + 211 £g]1

2
< IFII3 + gll3 + 20 £ll2llgll= = (I1£1l2 + llgll2)"- -

Terminons ce premier paragraphe par deux résultats d’approximation que I’on peut expri-
mer a travers le concept de densité.
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Définition 3.12

Soit (E, || - ||) espace vectoriel normé et A C B deux parties de E. On dit que A
est dense dans B si tout élément de B peut étre approché par une suite constituée
d’éléments de A : pour tout b € B il existe (ay,), € AN telle que (||b — an||)n — 0.

Exemple 3.13
L’ensemble Q est dense dans R.

Proposition 3.14

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et A, B, C' trois parties de E. Si A est dense
dans B et B est dense dans C, alors A est dense dans C.

Démonstration: Soit ¢ € C. Pour tout n € N*, par hypotheése, on peut trouver b,, € B tel que
lc = ba|l < 1/n et a, € A tel que |la, — by|| < 1/n. Par inégalité triangulaire on a alors
llc —an|| <2/n et (a,), € AN est bien convergente vers c. |

Définition 3.15

On dit qu’une fonction f : R — C est & support compact s’il existe un segment [— R, R]
en dehors duquel elle est nulle. Pour un élément de L'(R) ou L?(R), on dit qu’il est
a support compact s’il admet un représentant a support compact.

Cette définition laissera sans doute le lecteur sur sa faim. Existe-t-il des fonctions
dont le support n’est pas compact 7 D’ailleurs, c’est quoi le support d’une fonction ? Nous
n’aurons pas a utiliser cette notion en dehors du cas « compact » de la Définition 3.15, mais
nous donnons tout de méme ici la signification précise (& omettre en premiere lecture) de
cette notion dans le cadre général. Il faut pour la comprendre savoir ce qu’est 1’adhérence
d’une partie de R : il s’agit du plus petit ensemble fermé la contenant.

Définition 3.16

Le support d’une fonction f : R — C est 'adhérence de I’ensemble des points ou elle
ne s’annule pas, soit {x € R : f(x) # 0}.

Exercice 3.17

Montrer que le support d’une fonction (au sens de la Définition 3.16) est un ensemble
compact si et seulement si cette fonction est a support compact (au sens de la défini-
tion 3.15).

Le premier résultat de densité que nous allons prouver est une conséquence immédiate
de la convergence dominée. Le second, beaucoup plus fin, sera lui hérité de la propriété
d’approximation de I’Enoncé indispensable 1.5.

Lemme 3.18

L’ensemble B.(R) des fonctions mesurables bornées et a support compact est dense
dans L*(R) et dense dans L*(R).
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Démonstration: Tout d’abord, si f est mesurable, nulle en dehors de [—R, R] et majorée en
module par M, alors f est bien intégrable (et également de carré intégrable) : 'ensemble des
fonctions mesurables bornées & support compact est inclus dans L!'(R) et L?(R). Ensuite,
si f appartient & L'(R) ou L2(R), f,, := 1i#|<nl[—n,n f converge presque partout vers f et
|f = fnl < 2|f|, ce qui fournit une domination (en élevant au carré cette inégalité dans le cas
quadratique). On a donc, par théoréme de convergence dominée, (f,), — f dans L'(R)
ou L%(R) selon I'espace d’appartenance de f, ce qui est la caractérisation séquentielle de
la densité. |

Lemme 3.19

Lespace €°(R) des fonctions continues & support compact est dense dans L'(R) et
dense dans L*(R).

Démonstration: Considérons d’abord le cas d’une fonction f € L!(R) positive. Par la propriété
d’approximation de 'Enoncé indispensable 1.5 on a pour tout & > 0 Pexistence de Ye €
€°(R) telle que ||f — p.|l1 < e. En particulier, si 'on prend ¢ := 1/n avec n € N* on
construit ainsi une suite (¢, ), approchant f dans L!(R). Si maintenant f est une fonction
intégrable a valeurs complexes, elle se décompose ainsi

f=Re(f)y = Re(f)- +i(Im(f)+ — Im(g)-),

ot les fonctions Re(f)* et Im(f)* sont toutes les quatre positives et intégrables. L’argu-
ment précédent fournit pour chacune de ces quatre fonctions une approximation par une
suite d’éléments de €2 (R) et I'inégalité triangulaire permet d’aboutir & la méme propriété
pour f, en utilisant le fait que €°(R) est un espace vectoriel.

Il nous reste & traiter le cas quadratique, que nous allons ramener au précédent. D’apres
le Lemme 3.18 on sait que B.(R) est dense dans L?(R). D’apres, la Proposition 3.14, il
nous suffit donc de montrer que ¢°(R) est dense dans €°(R) U B.(R), pour la norme
| - |l2- Cela revient & montrer que pour tout élément f € B.(R) il existe une suite (¢n)n
d’éléments de €2(R) telle que (¢,), — f dans L%(R).

Comme lors du cas précédent, il suffit de traiter le cas des fonctions a valeurs réelles,
le cas a valeurs complexes s’en déduisant par décomposition selon les parties réelle et
imaginaire, puis a ’aide de I'inégalité triangulaire.

Si f € B.(R), c’est en particulier une fonction intégrable, et le premier paragraphe
nous fournit donc une suite (¢,,), d’éléments de €°(R) telle que (¢,), — f, mais cette
convergence a lieu dans L'(R) et il nous faut une convergence quadratique. Puisque f
est dans B.(R), elle est majorée en module par une constante M > 0. Soit alors v(x)
la fonction continue valant l'identité sur [—M, M] et constante pour |z| > M. 1l s’agit
d’une fonction 1-lipschitzienne, c’est-a-dire vérifiant |y(z) — vy(y)| < |z — y|. On a donc

I9(f) = 1)l < If = tali — 0. Puisque [f| < M on a A(f) = [ et les fonctions
©n = (1) sont continues, & support compact, et satisfont

1f = ¢allz = V() = Y(W)llo < V2M Iy (f) = ¥(Wa) " = 0,
ot V'inégalité provient de |y(f) — v(¥)> < 2M|y(f) — v(¢n)| (puisque || < M). u
I1 est possible de considérablement renforcer le résultat précédent, en réduisant (énor-

mément) la classe de fonctions formant une partie dense. Pour y parvenir, nous utiliserons
la notion centrale de ce chapitre : la convolution.
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1 1) 1
|| | | }l I [ SO |
1 1 2 v -1 1 2 v E 1 2 v
$:_0,2 [1}':073 xTr =
aire =0 aire = 0,3 atre = 1
1 | 1 1
0,3
I . || | | I|
-1 1 2 vy -1 1 2 vy —0,2 2,2
r=1,7 r =22 0,3 1,7

aire = 0,3 dire — 0 tracé de fxg
FiGurE 3.1 — La convolution dans ’exemple 3.22. Pour les 5 premiers graphiques, le
nombre x est différent. La fonction y — f(x — y) est représentée en rouge, la fonction
y — g(y) en bleu, et leur produit en vert. Le dernier graphique représente la convolution
f*g, obtenue comme l'intégrale (violette) de la fonction verte (qui dépend de z) en fonction
de x.

3.2 Le produit de convolution

Enoncé indispensable 3.20

Soient f,g: R — C deux fonctions mesurables. Le produit de convolution de f par g
est application fxg: R — C définie par (lorsque l'intégrale a un sens)

(f % 9)(x) = /R @ = y)g(y) dy.

Remarquons tout de suite que par le changement de variables 3/ = x — y, si 'intégrale

est bien définie, alors
frg=9xf]|

De plus, par linéarité de 'intégrale, le produit de convolution est bilinéaire.

En un certain sens, (fxg)(x) représente la moyenne des valeurs de la fonction f autour
de z, « pondérée » par la fonction y — g(y). On peut donc voir la convolution (f * g)(x)
comme une version continue du barycentre de tous les nombres f(z —y), pondérés par les
nombres ¢g(y) (& un facteur [ ¢ pres, de la méme maniere qu’on divise par la somme des
coefficients pour avoir un vrai barycentre).
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Exemple 3.21

La convolution par une fonction indicatrice d’'un segment permet de saisir I'une des
propriétés fondamentales de la convolution : cette opération a tendance a « lisser » ses
arguments, précisément parce qu’elle en réalise une « moyenne » (en un certain sens).
Prenons par exemple le cas de g = 1|_y j). Alors le produit de convolution f % g a un
sens des lors que f est intégrable et dans ce cas, la valeur de f x g en x est donnée par
(on effectue le changement de variable z = x — y)

[ se-way= [ s

qui n’est rien d’autre que la moyenne des valeurs (au sens intégral) des valeurs de f
sur lintervalle [z — 1,2 + 1]. Le « lissage » se constate par la remarque suivante : on
n’a supposé aucune forme de régularité sur la fonction f et pourtant le produit f x g
est une fonction continue (voir Exercice 2.15)! Nous verrons un peu plus loin comme
exploiter cette propriété de régularisation a un cran bien plus élevé.

Exemple 3.22

Voici un exemple de visualisation dans le cas f = %1[0’1] et g =2-1j9 ). On se référera
a la Figure 3.1 pour une représentation graphique.

On voit par un petit calcul que pour tout € R, la fonction y — f(z —y) est nulle
en dehors de [x — 1, x|, tandis que y — g(y) est nulle en dehors [0, 1]. Donc si z < 0
ou xz > 2, les fonctions y — f(z —y) et y — ¢(y) ne sont jamais simultanément non
nulles, si bien que le produit de ces fonctions est nul et donc I'intégrale de ce produit
est nulle.

Si 0 < z <1, on forme alors le produit de ces fonctions (en vert sur les figures)
et calcule l'intégrale de ce produit, qu’on note (f x g)(x). Ici, ce nombre est l'intégrale
de g sur [z — 1, z], pondérée par un facteur 1/2 (qui est le facteur devant l'indicatrice
dans f), il vaut donc 2z = z.

De la méme maniere, on voit que si 1/2 <z < 1, alors (f xg)(z) =2 — .

Pour l'instant, on n’a donné aucun critere d’existence du produit de convolution. On
va en donner trois dans la suite de ce paragraphe, mais sachez que ce ne sont pas les seuls!
Le premier d’entre eux concerne les fonctions intégrables, et se déduit du théoreme de
Fubini.

Proposition 3.23

Si f,g € L*(R), alors fg est bien définie presque partout, fxg € L*(R) et || fxg||1 <
1 1llgll1-

Démonstration: On considere I'intégrale double

-/ { /| If(w—y)g(y)ldy}dx-

Alors, en utilisant le Théoreme 2.26 de Fubini-Tonelli et le changement de variable t = z—y,
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on a

/R{/ f(z —y) dx}dy
i If(w—y)Idx}lg(y)ldy
LA isnacd wonay

= ([ 1rwiar) ([ tatla).

Puisque f,g € L'(R), on en déduit que I est fini, et en particulier (voir Exercice 1.33) que
pour presque tout € R,

/|fﬂc— y)|dy. < oo

Autrement dit, pour presque tout z, la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable, et donc
le produit de convolution (f % g)(z) est bien défini et intégrable. De plus, par I'inégalité
triangulaire (intégrale),

[iaeiar< [ { [ 1= nomiarfae< ([ 15o1a) ([ lawia).

ce qui est exactement ||f *g|lx < [|fll1llg]l1- |

Corollaire 3.24

Si f € LY(R) et g € L?(R), alors f * g est bien définie presque partout, f xg € L*(R)
et [ fxgll2 < [Ifll1llgll2-

Démonstration: On a par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

/\f(w* Idyf/If DIV - )19(y)| dy
R

< ( NG —y)dy)m ( NG —y>|g<y>|2dy)
= VIFIV1f1* g2 (@)

ou 'on a utilisé le changement de variable ¢t = = — y a la derniere ligne. Le cadre de
convolution L*(R) x L*(R) que nous avons obtenu dans la Proposition 3.23 nous assure que
le membre de droite est bien fini presque partout (puisque f, |g|? € L'(R)). En élevant cette
inégalité au carré et en intégrant en la variable x, on obtient d’apres la méme proposition

/{/ 7@ =) |dy} dz < |19 1

ce qui fournit estimation annoncée puisque |f x g| < |f| * |g| et [|¢%|l1 = llg]|3- |

1/2

Les deux propositions précédentes nous montrent que la convolution avec un élément de
L'(R) est une opération qui semble conserver les propriétés d’intégrabilité : partant d'une
fonction intégrable on obtient une fonction du méme type, puis partant d’une fonction de
carré intégrable on obtient a nouveau le méme phénomene. La convolution se comporte
de la méme maniere pour la régularité : c’est I'objet de la proposition suivante.
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Proposition 3.25

de fxg € €' (R) et celle-ci vérifie
(fxg) = fx(9),

ainsi que [|(f x 9)'[loc < [[f[l1[l¢"lloo-

Démonstration: Rappelons que

(f*g)(x) = /R fwg(z - y)dy.

Pour tout € R et presque tout y € R, on a |f(y)g(z — y)| < |f(W)|llglleo, si bien que
y— f(y)g(x —y) est intégrable et que (f * g)(x) est bien définie. Puisque g est continue,
on peut appliquer le Théoréeme 2.19 de continuité & la fonction h(x,t) = f(x)g(t — x), avec
la domination x — | f(2)|||g]|co, ce qui implique la continuité du produit de convolution et
par la méme occasion, apres intégration de 'inégalité |h(x,t)| < |f(2)]|g]lco, On Técupere
I’estimation annoncée.

Enfin, si maintenant g € €*(R) de dérivée bornée, on applique le Théoréme 2.23 de
dérivation sous l'intégrale & h(z,t) = f(x)g(t — ). Pour (presque) tout z € R, la fonction
t — h(z,t) est dérivable, et on a

O 01) = J(a)g/ 1~ ).
Comme par hypotheése, ¢’ est bornée, on a
oh
< /
gt (@8] < llg'lloo] £ ()],

qui est une fonction intégrable en x et indépendante de ¢; on en fait notre domination. On
peut donc appliquer le Théoreme 2.23 de dérivation sous 'intégrale, qui nous assure que
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Si f € LYR) et g € 6P (R), alors f x g est bien définie, continue, bornée, et vérifie
£ *glloo < IfIl1]lglloc- Si de plus g € €*(R) de dérivée bornée alors il en est de méme

f * g est dérivable, de dérivée f % ¢g’. La derniere inégalité s’obtient comme précédemment. W

Proposition 3.26

est défini%alors f % g est également & support compact.

Démonstration: Par hypothese on dispose de R > 0 tel que f et g sont presque partout nulles
en dehors de [—R, R]. Mais alors, si ¢ ¢ [-2R,2R], on en déduit y € [-R,R]| =z —y ¢
[-R,R] et donc f(z — y)g(y) = 0 pour presque tout y € R. Puisque = — f * g(z) est
presque partout défini par l'intégrale de la fonction précédente, la conclusion en découle.

3.3 Approximation de I'unité

Nous avons démontré (c’est la Proposition 3.23) que la convolution est une loi

Soient f et g deux fonctions a support compacts. Si le produit de convolution f % g

de

composition interne sur L!'(R). Il est naturel de se demander si une telle loi admet un

élément neutre. Malheureusement, ce n’est pas le cas :

2. Au sens des Proposition 3.23, Corollaire 3.24 ou Proposition 3.25.
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Exercice 3.27

Démontrer qu’il n’existe pas d’élément f € L'(R) pour lequel, pour tout g € L'(R),
on ait fxg=g.

On peut remédier a ce défaut par le concept d’approzimation de l'unité.
Définition 3.28

Une approxzimation de 'unité est une suite de fonctions mesurables positives ¢ : R —
R telle que

/ o =1 et Vo > 0, lim v = 1.
R k—4o00 [-4,0]

Remarque 3.29

Grace a la relation de Chasles et la premiere condition, la deuxieme admet une for-
mulation parfaitement équivalente :

Vo > 0, lim
k—+o00 R\[-4,0] Pk

I
e

Commencons par donner une simple recette pour fabriquer une telle suite a partir
d’une fonction intégrable positive donnée.

Lemme 3.30

Si ¢ : R — Ry est une fonction mesurable d’intégrale 1, alors la suite définie par
vr(z) = ke(kx) est une approximation de I'unité.

Démonstration: Par le changement de variables u = kx, on voit que

/Rsﬁk(m)dx:/Rgo(u)du:l.

De méme, pour tout § > 0,

/ vr(x) d:z::/ go(u)duz/ ©(u)1ps ks (u) du.
[—4,9] [—kd,k8) R

On applique alors le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions u +— @ (u)1_gs ks (1),
qui converge simplement vers la fonction ¢, qui la domine. Par conséquent, la limite des
intégrales de ces fonctions converge vers l'intégrale de ¢, qui vaut 1. |

L’appellation « approximation de l'unité » est justifiée par le résultat fondamental
suivant.

Théoréme 3.31

Soit (pr)r une approximation de 'unité.
(i) Si f € LY(R), Ia suite (f x ¢y)x converge vers f dans L'(R);
(ii) Si f € L*(R), la suite (f x ) converge vers f dans L*(R);
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(7i1) Si f est bornée et uniformément continue, la suite (f x @) converge vers f
uniformément sur R.

Démonstration: Tout d’abord : les produits de convolution mentionnés sont bien définis grace
aux Propositions 3.23 et 3.25 ainsi que le Corollaire 3.24, ces résultats justifiant également
I'appartenance & L'(R), L?(R) ou %2 (R), selon les cas. Commengons par traiter (iii).
Puisque les fonctions ¢y, sont d’intégrale 1 nous avons

(f % or)(@) — f(x) = /R (F@—y) — £(2))ouly) dy.

On en déduit, pour § > 0 arbitraire
|fxor — fl(z) < / |f(z—y) = f(2)]er®)L)y<s dy +/ |f(@ =) — f(@)|er¥)]y>s dy.
R R

En particulier si 7,f désigne la fonction z — f(z — y), l'inégalité précédente implique,
puisque encore une fois ¢ est d’intégrale 1,

I£ 560 = Flloe < 51 1 = Fllo 4 205 1e | 01111250
lyl<é R
Ainsi, pour tout € > 0, la continuité uniforme de f fournit I'existence de é pour lequel

1
1% = Sl < 52+ 20l [ on(0)11155

Ensuite, § étant fixé, c’est la deuxiéme propriété des approximations de l'unité (voir Défi-
nition 3.28) qui assure l'existence d’un rang ko au-dela duquel

17 %0k~ flloo < 56+ 5

— —e+ —e=c¢c.
Pk oo X 9 9

Le point (4i7) est donc établi. Notons que cela couvre en particulier le cas d’une fonction
f € €°(R) : une telle fonction est effectivement bornée et uniformément continue par le
théoreme de Heine.

Les deux autres en découlent, par un raisonnement de densité. Nous traitons unique-
ment le cas (7), le second étant totalement similaire. Nous venons de remarquer que 'on a
la convergence

VIR, oSl 2 O (31)

o0

Montrons que nous avons également

Ve R),  |Ifxor—flh — 0, (3.2)
k—+oco
ot l'utilisation de la norme || - ||; est ici justifiée par le fait que f € L'(R) et donc f % ¢

également, pour tout k € N. Puisque f € °(R), nous disposons de R > 0 tel que f(x) =0
pour |z| > R. En particulier, on peut écrire

wak—fnl:/

o] <R+1

|f_<Pk*f|+/ lor * f]

|z|>R+1

AR If — ppx flloo + / o loxdl (33)
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ou l'inégalité provient de la croissance de l'intégrale. Pour le second terme, on sépare
I'intégrale sur |z] > R+1enx < —R—1et & > R+ 1. On traite le cas de ¢ > R+ 1,
l’autre étant similaire : on écrit, par inégalité triangulaire,

/ (orx f| = /
x>R+1 x>R+1

Mais si x > R+ 1 et y < 1, alors f(x —y) = 0, si bien que

/z>R+1 lor * f] < /z>R+1 /y>1 ox(W)|f(xz — y)|dydz.

On applique le théoreme de Fubini-Tonelli, qui donne

/:C>R+1 low * f| < /yZlSDk(y) /:c>R+1 |f(z —y)|dzdy
d
< [ owlrhay

/yeR or(y) f(z - y)dy‘ dz < /DR+1 /yER or ()| f (@ — y)|dyd.

< ||f1/|>1gak(y)dy,

et donc

/ o £1 < 201 £l / or(y)dy.
|z|>R+1 ly|>1

En combinant cette derniére majoration & (3.3) on aboutit &

1f % ok — Fl < 2R+ DI — r % flloo + 2Hf||1/ o,

R\[-1,1]

ol le membre de droite tend vers 0 grace a (3.1) et la Remarque 3.29, ce qui permet d’établir
(3.2).

Maintenant, revenons & (i) en considérant f € L'(R). Le Lemme 3.19 nous fournit,
pour tout € > 0, 'existence de 1. € €°(R) telle que

If = el <e.

En particulier, I'inégalité de la Proposition 3.23 montre pour tout k¥ € N que (on utilise
el =1)

[(f =) *prll1 <&,

et on déduit par inégalité triangulaire

1f = frorlls SIIf = el + [90e = e * okl + (|90 % or — f % @l
<2€+||¢6_w6*§0k”1o

Maintenant, grace a (3.2), puisque 1. € €°(R), on dispose de ko au-dela duquel ||1h. — 1. *
¢ill1 < € et on a donc pour k > ko

lf = f*orlli < 3e,

ce qui termine la preuve de (i), celle de (i7) étant identique (en utilisant 'inégalité du
Corollaire 3.24). |
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N

N 1

FIGURE 3.2 — La fonction g de la preuve du Lemme 3.33, qui est de classe € et a support
compact.

3.4 Les fonctions lisses a support compact

Comme nous 'avions annoncé apres sa preuve, le Lemme 3.19 admet une généralisation
beaucoup plus forte. Celle-ci exprime la densité, dans L!(R) et L?(R) d'une classe tres
réduite de fonctions.

Définition 3.32

On note €2°(R) I'ensemble des fonctions de R dans C, de classe €*° et a support
compact.

Avant d’espérer établir ce résultat de densité, il faut déja se convaincre que ’espace
vectoriel €2°(R) n’est pas trivial.

Lemme 3.33

II existe une fonction réelle positive mais non identiquement nulle dans ¢€:°(R).

Démonstration: Posons
g:R — R

0 silz| >1
xr 1 .
exp (m) S1 ‘SU| <1

(voir la Figure 3.2). Remarquons tout de suite que g est & support compact et non nulle

(car g(0) = e~1). Remarquons aussi que si —1 < z < 1, alors m < 0, donc g(x) est

inférieure & 1, et donc 0 < g(x) < 1 pour tout z. De plus, lim, 41 m =
g(x) tend vers 0 en £1 et donc g est continue sur R, puisque continue sur R\ {—1,1} et

continue en +1.

—00, donc

On montre alors par récurrence que g est de classe €°° sur | — 1, 1], et que ses dérivées
successives sont de la forme Py(z)g(z), ot Py est une fraction rationnelle. Les théorémes
de comparaison assurent alors que les dérivées k-iemes de g tendent vers 0 en 1, ce qui
permet de dire, par le théoréme de la limite dérivée, que le prolongement par continuité de
gen —1 et 1 est une fonction de classe €°, dont toutes les dérivées k-iemes sont nulles en
+1. Puisque la méme propriété est vraie pour la restriction de g & [—1,1], on en déduit
que g est de classe €. |

g)rollaire 3.34
L’espace €>°(R) est dense dans L'(R) et dense dans L?(R.).
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Démonstration: Les preuves étant rigoureusement identiques, nous ne traitons que le cas de
L'(R). Le Lemme 3.33 nous permet de fabriquer une approximation de I'unité dont les
éléments sont a support compact, en suivant le procédé suggéré par le Lemme 3.30. En
effet, si ¢ € €°(R) est positive non identiquement nulle, alors ||¢|1 # 0, ¢/||¢|1 a une
intégrale valant 1 et la suite g (z) := ke(kx) est une approximation de 1'unité. Pour tout
k € N, le produit de convolution f %y est bien défini, grace a la Proposition 3.25. Mieux :
en itérant cette proposition on constate que pour tout k € N, f x ¢ € €°(R). En se
remémorant le point (i) du Théoréme 3.31, on obtient ainsi la convergence d’une suite
(f * ¢r)x de fonctions € (R) vers f, dans L'(R). En I'état le résultat n’est démontré
qu’a moitié puisqu’il manque I’hypotheése de compacité sur les supports. On utilise alors
la Proposition 3.14 et le Lemme 3.18 : il suffit de démontrer que €°(R) est dense dans
I'ensemble des éléments & supports compacts de L (R). Ceci étant noté, notre raisonnement
précédent nous montre que pour f intégrable & support compact, on a (f * @) — f dans
L'(R). Mais cette fois les fonctions f % ¢y sont bien des éléments de € >°(R) grace aux
Propositions 3.26 et 3.26. |



Chapitre 4

Transformation de Fourier

L’acte fondateur de ’analyse de Fourier est le Mémoire sur la propagation de la chaleur
dans les corps solides publié en 1807 par Joseph Fourier. Si, dans des travaux antérieurs,
on avait pu voir certaines fonctions décomposées en séries trigonométriques, I'idée géniale
de Fourier est que cette opération peut étre effectuée pour n’importe quelle fonction ;
il 'applique avec succes a ’étude de I’équation de la chaleur. Le X1x° siecle verra des
efforts pour donner des bases rigoureuses a ’analyse; en particulier, avec la découverte
du phénomene de Gibbs, on voit apparaitre un contre exemple frappant a la convergence
ponctuelle des séries de Fourier pour les fonctions discontinues, convergence qui était
pourtant conjecturée (ou plutdt, considérée comme évidente) par Fourier.

La transformée de Fourier apparait comme une généralisation des séries de Fourier pour
des fonctions qui ne sont pas périodiques. Le prix a payer est qu’on ne peut pas espérer
exprimer la fonction étudiée sous la forme d’une série trigonométrique, mais seulement
comme une intégrale de fonctions trigonométriques, autrement dit comme “une somme
indexée par R”. Pour que cela fonctionne, autrement dit pour avoir une formule d’inversion,
nous verrons au Théoreme 4.7 qu’il faut des hypotheéses d’intégrabilité a la fois sur la
fonction et sa transformée de Fourier.

La transformée de Fourier peut étre vue comme un filtre qui, & partir d’un signal
(une fonction f intégrable sur R) et un nombre £ € R, va détecter la contribution de la
fréquence £ a la fonction f, a I'image de I'oreille humaine qui peut détecter la hauteur des
sons dans un bruit (vos oreilles font de la transformée de Fourier!). D’un point de vue
mathématique, a partir d’'une fonction f dépendant du temps x, on obtient une nouvelle
fonction f dépendant de la fréquence £. On peut alors établir un dictionnaire bilingue
entre les domaines temporel et fréquentiel ; par exemple une dérivation dans le domaine
temporel (pour f) correspond a une multiplication par i§ dans le domaine fréquentiel (pour
f , Proposition 4.2), et la transformée de Fourier d’une convolution correspond au produit
ponctuel des transformées de Fourier (Théoreme 4.6).

Cette transformation de la dérivation en multiplication par £ est cruciale, c’est cette
propriété qui donne a la transformée de Fourier toute sa force dans ’étude des équations
différentielles. Elle vient du fait que les fonctions exponentielles x — e** sont les valeurs
propres de la dérivation sur R. En termes algébriques : la transformée de Fourier d’une
fonction, c’est sa décomposition dans une base formée de vecteurs propres de la dérivation.
Cette phrase peut étre rendue (plus ou moins) rigoureuse dans I’espace de Hilbert L2(R),
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dans lequel la transformée de Fourier peut effectivement se voir comme une projection
orthogonale dans la base “orthogonale” des exponentielles complexes. C’est un espace bien
plus pratique que L'(R) pour Fourier, dont nous ne ferons qu’en entrevoir la théorie au
travers la formule de Parseval (Théoreme 4.10).

La puissance de la transformée de Fourier fait que ses applications, tant théoriques
que pratiques, sont innombrables; c’est sans doute une des découvertes mathématiques
les plus importantes. Bien sir, elle permet la résolution d’équations différentielles et est
a la base de la théorie du filtrage, centrale tant en physique qu’en électricité, mécanique
ou théorie de l'information. L’existence d’un algorithme extrémement rapide pour son
calcul (la FFT, pour Fast Fourier Transform) la rend omniprésente dans nos ordinateurs,
par exemple pour calculer une convolution (on passe dans le domaine fréquentiel, fait
une multiplication simple, puis applique la transformée de Fourier inverse), un produit de
polynémes ou méme le produit de deux grands nombres. Cela en fait 1’outil central lors
du traitement des données audio, photo ou vidéo (l'algorithme JPEG est basé sur une
transformée de Fourier).



7

Résumé :

La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f est définie par la formule

(FF©) = Fl&) = /R f(z)e"€ da.

Elle vérifie les propriétés (Proposition 4.2)

~ ~

F)=i€f(&) et F(f) =—iF(z— xf(x)).

La transformée de Fourier transforme une convolution en produit ponctuel
(Théoreme 4.6) : si f,g € L'(R), alors

~

Fx9(&) = 1(©3©).
Le Théoréme 4.7 ou formule d’inversion : si f € L'(R) et f € L'(R), alors
FFf=2rf.
La formule de Parseval (Théoreme 4.10) : si ¢ € €°(R), alors 3 € L?(R) et

2], = varell,
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4.1 Définition et premiers exemples

Enoncé indispensable 4.1

Si f : R — C est une fonction intégrable, alors sa transformée de Fourier est la fonction
notée F(f) ou f, allant de R vers C, et définie par

f@>=j;f@ﬁfﬁx¢u

Cette définition a bien un sens : on vérifie tres facilement que pour tout £ € R,
I'intégrale est bien définie, puisque z + |f(x)e~%%| = | f(z)| est intégrable.

Attention ! Il existe plusieurs conventions pour la définition de transformée de Fourier,
chacune adaptée & des problemes spécifiques : certains choisissent de remplacer le e %% de
I'intégrale par un e~2"¢% d’autres encore multiplient I'intégrale par un facteur 1 / Vor. ..
Bref, soyez attentifs a la définition de la transformée de Fourier quand vous allez chercher
des informations dans d’autres références : elle a des chances d’étre différente !

Voici quelques unes des propriétés fondamentales de la transformée de Fourier. En
particulier, le comportement vis-a-vis de la dérivation (les points 3. et 4.) est remarquable.

Proposition 4.2

Pour une fonction f : R — C et un réel a non nul on note e, : & — €% et on introduit
les opérations suivantes : 7,f : x — f(x —a) et oo f : x — f(z/a).

1. L’application F est linéaire et continue de L'(R) dans 6P (R), et vérifie plus
précisément
I Flloe < 11 £11-
2. Si f € LY(R) et a € R*, alors 7?:)‘ = e_af et EL} = ]a\al/af.
3. Sife L"R)NEYR) et f' € L'(R), alors

(F £1)() = i&(F 1))

4. Siz— (14 |z|)f(z) € LY(R), alors f € €*(R) et

(Ff) =—iF (@ af(z)).

[ ds= [ 1o

Démonstration: 1. La linéarité provient de celle de I'intégrale de Lebesgue. La transformée
de Fourier d'une fonction intégrable est bien une fonction continue grace au Théo-
reme 2.19 (la domination est donnée par |f]). C’est méme une fonction bornée grace
a 'inégalité suivante, qui assure aussi la continuité annoncée de la transformée de

5. Si f,g € LY(R), alors
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Fourier :

fo] = | [ e s

e % f(2)| do = z)| dox = 1.
g/R| f(z)] d /le()ld Tl

2. Calculons

(€)= /R ¢, f(2) da = /R e~ f(z — a) da,

et le changement de variables y = z — a donne

—

Taf(§) = /Re_’f(y*a)f(y) dy = e‘ifa/Re"fyf(y) dy = e " f.

D’autre part,
7o (€)= [ e paja) e

Ici, le changement de variable y = z/a donne

~

o (©) = lal /R e~ f(y) dy = |aloy/a (€).

3. Par définition,
F()(E) = / e~ [ () da.

R
L’idée est de faire une intégration par parties. Pour cela, on se rameéne a une intégrale
sur un segment en appliquant le Corollaire 2.16 aux segments [—R, R] :

R .
F(f)(€) = lim e~ 1 (2) du.

R—+oc0 R

On fait alors une intégration par parties, qui donne :

- R
F(f)©) = lim ([ei&f(a:)r b / e f(x) dx) |
R—4oc0 r=—R —R
En appliquant de nouveau le Corollaire 2.16, on voit que le terme de I'intégrale tend
vers i€F(f)(€) ; il s’agit donc de montrer que le premier terme tend vers 0. Attention,
le fait que la fonction = +— ™% f(x) soit intégrable n’implique pas que la fonction
tende vers 0 en oo (voir Pexemple 1.34); il faut donc utiliser le fait que f est de
dérivée intégrable.

Puisque f est de classe €, par le Corollaire 2.2, on a
R
R =10+ [ ro
0

qui admet le nombre f(0) 4+ f0+ * f/(t)dt comme limite en +o0o. Ainsi, f admet une
limite en +00, qui ne peut étre que 0 puisque f est intégrable. La méme propriété est
vraie en —oo, et donc le premier terme admet comme limite 0 lorsque R tend vers
+00.
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4. On applique le théoreme 2.23 de dérivation sous le signe somme a la fonction

f): &= /Reﬂfxf(z) dz

Pour tout z, la fonction & +— e~%® f(x) est bien dérivable de dérivée £ s —ize %% f(x)
qui est dominée par la fonction x — |zf(z)|, d'intégrale finie par hypothese. Le
théoreme 2.23 de dérivation sous le signe somme s’applique donc, et on obtient

(FFY(E) = —i /R e f () da

5. Premierement, on vérifie que l'intégrale a bien un sens : par le premier point, on a
f € 62(R) et donc fg € L'(R). On peut donc calculer

[ s~ | { | et } jae= [ { | ><£)dx}d5.

Par le Théoreme 2.26 de Fubini-Tonelli on a

LA [ e s@alasfac= ([ 1r@las) ([ 1o@1d) = 1salal <+

et on peut donc appliquer le Théoreme 2.28 de Fubini, qui donne

JEGICES / { / e g ><f)dx}d§
_ /R { /R e f(a)g (£)d£}dx
-[ { | <£>dg} f(w) da

- /R §(@) (@) da.

Donnons 'un des exemples les plus simples de calcul de transformée de Fourier.

Exemple 4.3

Soit @ € RY, et f = 1_44. La fonction f est bornée et a support compact, sa
transformée de Fourier est donc bien définie, et on a, pour tout £ # 0 (on trouve

f(0) = 2a),

_2 sin(af).

e~ r=a e—ia eika
T o—iE i€ €

f(g) = /Rf(x)eﬂfx dz = /_aa e 8T dy = [ 7

On voit apparaitre la fonction sinus cardinal sincx =
en 0 en la valeur 1).

M (prolongée par continuité

Cet exemple montre que I'appartenance f € L'(R) n’implique pas nécessairement

f € L'(R). En revanche, elle tend vers 0 en linfini. On pouvait s’y attendre : si on
considere 'intégrale de e®® pour x entre —a et a et pour ¢ grand, des compensations vont
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FIGURE 4.1 — Le sinus cardinal.

FIGURE 4.2 — Les compensations du cosinus : U'intégrale sur [—a, a] est égale a celle sur la
région bleue, vu que celle sur la région rouge est nulle.

s'effectuer étant donné que I’application x + €% est 27 /¢-périodique (voir la Figure 4.2).
Cette remarque implique que l'intégrale coincide avec celle de e®® sur un intervalle de
longueur au plus 27/¢; comme la fonction intégrée est de module inférieur & un, cette
intégrale est inférieure (en module) a 27 /€.

Un argument par densité permet de généraliser cette convergence vers 0 en l'infini a
toute fonction de L!'(R).

Théoréme 4.4 (Lemme de Lebesgue)

Si f € L'(R), alors

A

f@& — 0.

E—+oo

Démonstration: Considérons d’abord le cas d'une fonction ¢ € €>°(R) C L'(R). Commen-
gons par remarquer que ¢’ étant continue & support compact, elle est intégrable, ce qui
permet d’appliquer le point 3. de la Proposition 4.2 et d’écrire ¢’/ (§) = i£p(£). En particu-
lier, B(€) < ||¢'|| o /&, si bien que par le point 1. de cette méme proposition, 3(£) < [|¢’|1 /€.
Ceci montre que limg_, 1o ¢(§) = 0.

Retournons au cas général en considérant f € L'(R). Grace au Corollaire 3.34, pour
tout € > 0, on dispose de ¢. € € (R) telle que ||f — ¢:||1 < . Par inégalité triangulaire
et en utilisant le premier point de la Proposition 4.2, on a ainsi

17O < 18- + 1T = 2=()] <1B=(E)] + I = @elloo < 18(E) + If — @elh < [§-(6)] +e.
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Mais on a déja établi 5. ()| —¢— 400 0, donc il existe A > 0 tel que |§] > A = |5-(§)| < ¢e;

~

cela montre que pour € > 0, il existe A > 0 tel que || > A = |f(§)] < 2e. ]

Un second exemple classique est celui de la transformée de Fourier de la gaussienne,
qui s’avere étre aussi une gaussienne. Ce fait nous servira pour la preuve de la formule
d’inversion.

Proposition 4.5

Soit a > 0 et g, la gaussienne associée : g,(x) = e~ Alors

76 = Zouja0 ©).

Démonstration: En tout premier lieu, les courbes gaussiennes mentionnées sont bien toutes
intégrables, par croissance comparée et critere de Riemann par exemple. Ensuite, notons
que la formule se symétrise dans le cas a = 1/2 (Gaussienne centrée réduite) : la fonction
g1/2 est alors un vecteur propre de la transformée de Fourier, de valeur propre V27, Mieux :
il nous suffit de prouver I'égalité g,,5 = V2mg /2 pour déduire toutes les autres car on a
ga(x) = g1/2(V2ax) et grace au deuxietme point de la Proposition 4.2, on en déduirait
donc que gy (z) = (2a)~V2 g5/ (20)/?) = (n/a)*/?g12(x/(2a)*/?) qui est exactement
la formule annoncée.

On va établir une équation différentielle vérifiée par

Gij2:E / emikTeme"/2 dx;
R
que 'on pourra résoudre explicitement.
On commence par appliquer le point 4. de la Proposition 4.2 a la fonction g;,5 (on

montre facilement, comme au-dessus, que x +— (1 + [z])gy/2(z) € L'(R)). Ainsi, G2 €

C1(R) et

@/(5) _ —i/ xe—igwe—ﬁ/Q dz

R
= 2/ e_i’s"”(—ac)e_’cg/2 dz
R
=1 lim e‘iﬁw(—x)6_$2/2 dz,
n—+oo

[—n,n]

ou la derniere ligne s’obtient par application du Théoreme 2.213 de convergence dominée.
On fait une intégration par parties (oil on integre = — —ze~* /2) pour obtenir

gfl\/gl(f):i lim ([e_ifze_ﬁﬂ} - +/ ife_igme_ﬁﬂdx).

n—+00 - _n

Une seconde application du théoréeme de convergence dominée permet de passer a la limite,
et donc

a6 = ¢ /R /2 dp = 5173 (6).
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Ainsi, la fonction gy /5 vérifie 'équation différentielle ¢/ (&) = —&y(§). Multipliant par e€7/2
cette identité on voit que & — y(5)652/2 a une dérivée nulle : on récupere ainsi y = y(0)g1 /2
et la preuve se termine en remarquant que

y(0) = / e "2 dx = 2,
R
grace au calcul effectué dans I’Exemple 2.40.

Théoréme 4.6 (Transformée de Fourier d’une convolution)

Si f,g € LY(R), alors

— ~

fx9() = f()3(6)-

Démonstration: Par la Proposition 3.23, la convolution f % g est bien définie et est intégrable;
sa transformée de Fourier est donc bien définie. Par définition,

o= [ f{ /| f(x—y)g(y)dy}dx-

Avant d’appliquer le Théoréme 2.28 de Fubini il faut vérifier I'intégrabilité de la fonction
en question. Par le Théoreme 2.26 de Fubini-Tonelli, puis par un changement de variable
affine, on a

/RQ|e‘i€$f(x—y)g(y)|dydw:A{L|f(x—y)||9(y)|dm}dy
/R{/R|f(ary)|d93} l9(y)|dy
:/R{/le(t)!dt} |9(v)|dy
= ([ o) ([ towlaw)

= [I£llllgll < o0

La fonction (z,y) + e ™% f(z—y)g(y) est donc intégrable pour tout &, et on peut appliquer
le Théoreme 2.28 de Fubini :

Fea©) = [ e @ =gt dody

Le changement de variables affine (x,y) = (u 4 v,v) est de déterminant jacobien égal & 1
(la matrice est triangulaire avec des 1 sur la diagonale), et donne donc

f/*@(f) = /R2 e £ () g(v) du do.

Une nouvelle application du théoreme de Fubini donne alors

o = ([ eeswan) ([ ean).

o~

qui n’est rien d’autre que f(£)g(€).
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4.2 Formules d’inversion et de Parseval

Nous terminons ce chapitre par deux résultats fondamentaux liés a la transformée de
Fourier.

Le premier indique ce qu’il se passe lorsqu’on applique deux fois cette transforma-
tion : sous réserve que la transformée de Fourier de f € L'(R) soit elle-méme intégrable,
la double transformée de Fourier FFf est égale a (27 fois) f , Papplication définie par
f (z) = f(—=x). Cette formule permet d’exprimer la fonction f comme une « combinaison »
d’exponentielles ¢ — €%, & une infinité de termes.

Enoncé indispensable 4.7 (Inversion de la transformée de Fourier)

Si f € L*(R) et f € L'(R), alors

FFf=2nf.

La preuve de cette formule se trouve dans les compléments (Section A.4).
Un corollaire important de ce résultat est 'injectivité de la transformée de Fourier.

Corollaire 4.8

L’application F : LY(R) — ¢°(R) est injective.

Démonstration: Il s’agit d’une application linéaire (Proposition 4.2) et un élément f de son

noyau vérifant (trivialement) fe L'(R), la formule d’inversion s’applique pour aboutir &
Iégalité f = 0. |

Il est naturel de se demander a quelles fonctions s’applique la formule d’inversion. Sans
décrire précisément ’espace des fonctions intégrables dont la transformée de Fourier ’est
aussi, nous pouvons déja noter que les éléments de €>°(R) vérifient cette propriété.

Proposition 4.9

Pour toute fonction ¢ € €°(R), ona @ € L'(R). En particulier, la formule d’inversion
est vérifiée pour les éléments de €°(R).

Démonstration: Puisque ¢ € €>°(R) on a bien str ¢ € L'(R) (ce qui permet de parler de
?) mais également ¢’ € L*(R) et ¢’ € L'(R) (en fait : toutes les dérivées de ). Cela
nous permet d’invoquer deux fois le troisieme point de la Proposition 4.2, ce qui conduit a
" = —£2%. En particulier, puisque la transformée de Fourier d’une fonction intégrable est
bornée, nous venons d’établir que & — (1 + £2)B(€) est bornée ; par le critere de Riemann
cela implique bien l'intégrabilité de @. |

A l'aide de la formule d’inversion, il est possible d’établir un autre résultat fondamental
de 'analyse de Fourier.

Théoréme 4.10 (Formule de Parseval)

Soit ¢ € €>°(R). Alors § € L*(R) et
121, = v2rell,
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Remarque 4.11

Par un raisonnement de densité (du type de ceux effectués dans ce cours), il est pos-
sible de prolonger cette formule aux éléments de L*(R) N L2(R) (et on utilisera cette
propriété dans les exercices). La preuve de se fait se trouve en annexe (Section A.5).

La « vraie » formule de Parseval s’applique en réalité & n’importe quel élément de
L?(R), mais il faut pour cela avoir déja étendu la définition de la transformation de
Fourier a cet espace.

Démonstration: Gréce a la Proposition 4.9, on sait que @ est intégrable. Par ailleurs, grace a la
Proposition 4.2, ¢ est également une fonction bornée. Cela nous donne déja I’appartenance
@ € L?(R), puisque |P(¢)]? < ||@]loo|@(€)| € L' (R). Ensuite, I'idée est d’appliquer le point
5. de 4.2 et la formule d’inversion de Fourier. Plus précisément, écrivons que

o= [ 1of = [ ¢ (4.1)
R R

On a par ailleurs

)

© = [ e ole)as

:/ e % (x) da

R

:/ e_i'"l”(_g)@(ac)dac7
R

ce que Pon peut synthétiser en @ = $ Retournant & (4.1), puisque ¢ et 5 sont toutes les
deux intégrables, le point 5. de la proposition 4.2 fournit

218 = | 3%5= [ v@.
R R

Le deuxieme point de la Proposition 4.2 permet d’intervertir les opérations f — fet f— f,
si bien que nous avons finalement obtenu

W@:/wa
R

14 ot la formule d’inversion (qui s’applique aux éléments de €°(R.) par la proposition 4.9)
nous assure justement que

=27p,

RIS

ce qui permet de conclure. |






Annexe A

Compléments

A.1 Quelques précisions sur la mesurabilité et la mesure de
Lebesgue

On donne ici quelques précisions sur la notion de mesurabilité des fonctions et des en-
sembles : ’ensemble .# des fonctions mesurables, défini dans I’Enoncé indispensable 1.5,
ne ’est pas d’une maniere explicite. Les quelques définitions qui suivent montrent com-
ment cet ensemble est construit. Pour ce faire, on commence par voir comment on définit
'ensemble des sous-ensembles mesurables de R%. Tous les détails de cette anexe sont du
programme de L3 et, a ce titre, seront vues en détail ’année prochaine.

Proposition A.1

Si X est un ensemble et T C P(X) est un ensemble de parties de X, il existe une plus
petite! tribu? de parties de X contenant T, appelée tribu engendrée par 7.

Si on prend pour 7 les ensembles ouverts de R?, on obtient une tribu B (Rd) appelée
la tribu de Borel de R%. Si on prend pour 7 les ouverts de R (qui sont des unions d’en-
sembles choisis parmi des intervalles de la forme [—o0, b], ]a, b] et b, +-00[ pour @ et b finis
arbitraires), on obtient la tribu B(R) des Boréliens de R.

Attention! La tribu B(R?) ne coincide pas avec la tribu des ensembles mesurables
L(R?) de RY telle que définie dans la Définition 1.11 : elle est incluse dans cette tribu.
Pour obtenir la tribu des ensembles mesurables de R¢, il faut lui ajouter les ensembles de
mesure nulle, comme nous le verrons tres bientot.

Le théoreme principal de la théorie de la mesure de Lebesgue, dont la démonstration,
trop technique, ne sera pas donnée ici, est la construction de la mesure de Lebesgue.

2. Au sens de l’inclusion.
2. La notion de tribu est défini dans la Définition 1.14.
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Théoréme A.2
On munit R? de sa tribu des Boréliens. Il existe une unique mesure A : B(R) — R,
appelée mesure de Lebesgue, qui :

1. est invariante par translation, i.e., vérifie A\(a + B) = A(B) pour tout Borelien B
et

2. vérifie la normalisation

)\(}al,bl[x s x]an,bn[) = H(bz — a,-).

L’introduction de cette mesure définie sur B(R?) permet de définir la notion d’ensemble
négligeable : un sous-ensemble de R? est dit négligeable s’il est inclus dans un ensemble
de B(R?) de mesure nulle.

Cela permet de définir la tribu des ensembles mesurables® de R% comme étant la tribu
engendrée par les ouverts de R? et les ensembles négligeables. C’est cette tribu £(RY)
qu’on retrouve dans la Définition 1.11. Ainsi, un ensemble borélien est mesurable, mais un
ensemble mesurable peut ne pas étre borélien.

Un procédé simple permet d’étendre la mesure du Théoréeme A.2 en une mesure sur
les mesurables de R%; la mesure obtenue est celle de I'Enoncé indispensable 1.15 (et la
restriction de cette mesure aux boréliens est celle du Théoreme A.2).

Passons a la notion de mesurabilité pour les fonctions.
Définition A.3

Soient (X,7x) et (Y,7y) deux ensembles munis chacun d’une tribu. Une fonction
f: X — Y est dite mesurable si pour tout E € Ty, on a f~}(E) € Tx.

L’ensemble .# des fonctions mesurables, défini dans I’Enoncé indispensable 1.5 est
alors défini comme étant ensemble des fonctions mesurables de R muni de la tribu des
mesurables dans R muni de la tribu des boréliens.

On vérifie alors que cet ensemble est bien universellement stable, et contient toutes les
fonctions continues et les indicatrices d’ensembles ouverts.

A.2 Construction de 'intégrale a partir de la mesure

Comme on 'a déja dit, la construction classique de l'intégrale de Lebesgue se fait a
partir de celle de la mesure de Lebesgue (et non pas le contraire comme c’est fait ici). Nous
donnons ici quelques éléments concernant cette construction : dans toute cette section on
ne garde en téte que les propriétés de la mesure de Lebesgue, & partir desquelles on va
définir une intégrale.

3. Lorsque cela préte a confusion, on appelle ces ensembles Lebesgue-mesurables.
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On appelle fonction étagée une fonction mesurable qui ne prend qu’un nombre fini de
valeurs, autrement dit une fonction du type

n
f=> aila,
=1

ol les a; sont des nombres complexes et les A; des parties mesurables de R%. Par exemple,
la fonction 1q est une fonction étagée.

On peut alors montrer que toute fonction mesurable est approchée par des fonctions
étagées. Ces dernieres fonctions jouent quelque part le role des fonctions en escaliers dans
Iintégration de Riemann : on commence par définir 'intégrale d’une fonction étagée de
la maniére suivante. Si f = > "7 ; a;14,, alors on pose [ f = > a;A\(A;). Il faut ensuite
vérifier que cette quantité est indépendante de I’écriture de f comme une somme (par
exemple la fonction 1q peut aussi s’écrire lQ”Ri +1Qnr_)-

Cela permet de définir I'intégrale d’une fonction mesurable positive par :

/f = sup{/g | g étagée positive et g < f} .

C’est a partir de cette définition qu’il faut ensuite récupérer les propriétés de 'intégrale
des fonctions positives énoncées dans le Théoreme 1.5 (en dehors de la la propriété d’ap-
proximation, qui elle est directement héritée de la mesure).

A.3 Espaces L*(R)

Plusieurs énoncés du Chapitre 3 énoncent des propriétés similaires pour les espaces
LY(R) et L?(R). En réalité ces deux espaces font partie de la plus large famille des espaces
LP(R), pour p € [1,00]. Pour p € [1,00[, sans trop de surprise, on définit L’(R) comme
I’ensemble des (classes de) fonctions f : R — C mesurables pour lesquelles

1 <.

On montre qu’il s’agit d’un espace vectoriel et que I’expression précédente, lorsqu’elle est
finie et élevée a la puissance 1/p, définit une norme : || f||,. En comparaison des cas p = 1,2
que nous avons traité, I'inégalité triangulaire pour les normes || - ||, demande un peu plus
de travail et est connue sous le nom d’inégalité de Minkowski. Une maniere de la prouver
repose sur une autre inégalité fondamentale : 1'inégalité de Hdélder. Ces inégalités seront
traités en TD.

Terminons par le cas p = 0o, que nous avons laissé & part. L’étude des normes || - ||,
d’un élément de f € €2 (R) fixé & mesure que p — +oo est instructive : on montre en effet
que || fllp = || flloo, ot la norme infinie a été définie dans ce cours comme le supremum de
| f| sur R. Attention cependant, dans le cas d’une fonction continue, il n’existe qu'un seul
élément dans sa classe d’équivalence modulo 1’égalité presque partout. Dans le cas général,
on introduit donc plutét le supremum essentiel, soit :

| flloo :=inf{C >0 : |f| < C presque partout }.
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Cette expression est bien définie dés lors que f admet un majorant presque partout (ou
bien, une fonction bornée dans sa classe d’équivalence) (on dit qu’'une telle fonction est
essentiellement bornée). Comme pour les autres espaces LP(R), I'espace L*>°(R) est alors
défini comme quotient des fonctions essentiellement bornées par la relation d’équivalence
d’égalité presque partout.

Les espaces LP(R) jouent un role central dans le domaine des mathématiques appelé
I’analyse fonctionnelle. L’une des nombreuses forces de 'intégrale de Lebesgue par rapport
a celles de Riemann est d’avoir pu produire une hiérarchie d’espaces d’intégrabilité com-
plets. L’étude générale des espaces de Banach s’applique agréablement aux espaces LP(R)
grace au théoréme suivant.

Théoréme A.4 (Riesz-Fisher)
Pour tout p € [1,00], I'espace (LP(R), || - ||p) est complet.

A.4 Preuve de la formule d’inversion

Pour établir la preuve du Théoreme 4.7 nous utiliserons deux petits lemmes.
Lemme A.5

Soit f € LY(R), et g € L*(R). Alors pour tout x € R, on a

o~

F(fg) = f*3.

Démonstration: Notons déja que les appartenances f,g € L'(R) et f.g¢€ ¢ (R) assurent que
les deux membres sont bien définis (en utilisant notamment la Proposition 3.25). Par la
définition de la transformée de Fourier et successivement les deuxieme et cinquieme points
de la Proposition 4.2, il vient

F(Fa)(©) = /R e f(a)g(z) da

= [ 7o

= /R(Tgf)b?

et par définition de la convolution, le dernier terme n’est rien d’autre que f* g. ]

Lemme A.6

Pour n € N* posons v, () := (%), ott v est la gaussienne centrée réduite x e /2,
Alors
(1) (yn(z))n converge simplement vers 1 par valeurs inférieures ;

(i1) (5=7n)n est une approximation de I'unité.

Démonstration: Pour (%), il suffit de remarquer que par continuité de la fonction -, pour tout
x € R, la suite v, (x) := (%) tend vers v(0) = 1.

n
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Pour (ii) le deuxiéme point la Proposition 4.2 montre que 7, (z) = n7y(nz). Par ailleurs,
on sait par la Proposition 4.5 que ¥ = /27y puisque v n’est rien d’autre que g; /2 suivant
les notations de cette proposition. Finalement, en utilisant le Lemme 3.30 on voit que
= (z) = \/%n'y(nx) définit bien une approximation de I'unité puisque l'intégrale de v

vaut V27 par I’Exemple 2.40. |

Démonstration du Théoréme 4.7: On applique le Lemme A.5 & la fonction g = v, du Lemme A.6 :
F(fm) = f > (A.1)

Lorsque n tend vers +oo, le membre de droite converge dans L'(R) vers 27 f grace au
Lemme A.6 combiné au Théoréme 3.31. Pour le membre de gauche, on a |vy,| < 1 et la

convergence simple (v,), — 1 : on récupére ainsi par convergence dominée (puisque f
est supposée intégrable) que (f~,)n converge vers f dans L'(R). D’aprés le premier point
de la Proposition 4.2, la transformée de Fourier envoie contintiment L'(R) dans ¢P(R) :

~

on a donc convergence uniforme du membre de gauche de (A.1) vers F(f). Pour établir

I'identité annoncée F (f) =27 f presque partout on peut par exemple remarquer que les
convergences obtenues de part et d’autre (L!(R) & droite et uniforme & gauche) impliquent
toutes les deux la convergence L'([a,b]) sur tout segment [a,b] de R. Par unicité de la
limite dans ce dernier espace, on obtient ainsi I’égalité. |

A.5 Extension de l’identité de Parseval

Le but de cette section est de démontrer la formule de Parseval (quasi-isométrie qua-
dratique de la transformée de Fourier) sur L' N L?(R) & partir du théoréme 4.10 (i savoir
cette méme formule mais uniquement sur €°(R)). Si on sait que la transformée de Fou-
rier est continue sur L' N L2(R) pour la norme quadratique, alors on peut raisonner par
densité. Tout se raméne donc & démontrer inégalité de Bessel* || f|l2 < ||f]l2, pour toute
fonction f € L' N L2(R).

On commence par démontrer un résultat intermédiaire.

Lemme A.7

Si f € L' N L2(R) est telle que f € L2(R), alors || f]l2 < || f|l2-

Bien stur la deuxieme condition est en fait superflue.

Démonstration: Pour démontrer ce lemme, on utilise (g,), € €>°(R) approchant ? dans
L?(R). On a par ailleurs la formule (point 5. de la Proposition 4.2)

/R fon = /R fm,

on en déduit par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

]/ngn

4. Dans la suite, f < g signifie qu’il existe une constante C > 0 telle que f < Cyg.

< £ l2llgnllz2 S 11fll2llgnl2;
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ou la deuxieéme inégalité (& une constante pres) provient de la formule de Plancherel satis-
faite sur les fonctions tests. On peut passer a la limite (encore une fois pas Cauchy-Schwarz)
dans le membre d’extréme gauche et bien sir dans le celui d’extréme droite pour finalement
aboutir & || fI|12 < || fll2llfll2 et le résultat s’en déduit. |

Il reste a montrer que la deuxiéme condition du lemme est effectivement superflue i.e.
que pour tout élément f € L'NL3(R), f est de carré intégrable. Si on parvient a construire
une approximation de 'unité (6,,),, dont la transformée de Fourier (6,), € (€°°(R))N est
a valeurs positives et converge vers 1 en croissant, alors on aura gagné : le fait précédent
s’applique & chaque fonction f % 6, (c’est un élément de L' N L?(R) et sa transformée de
Fourier fén est bien de carré intégrable) montre que

1fallz = 11F % Oallz S 11  nllo.

Cette fois-ci le membre tout a gauche converge vers ||f||2 (par convergence monotone,
puisque (60,,), est positive et converge en croissant vers 1, donc son carré aussi) et celui
tout a droite converge vers || f||2 (par le théoreme 3.31).

Pour conclure il reste a construire une approximation de I'unité (6, ), répondant aux
critéres demandés ; on va faire ¢a en utilisant la formule d’inversion (il y a peut-étre plus
immédiat). On prend une fonction ¢ € €>°(R) positive, paire, décroisante sur R4 et
valant 1 en 0; en particulier ¢, : © — @(z/n) est alors une suite de fonctions positives
croissant vers 1. La formule d’inversion peut s’utiliser pour ¢ (encore un résultat du cours)
et elle nous donne donc que ¢ = %(ﬁ, en particulier la fonction ¢ := %@ a pour intégrale
1. Pour tout n on pose 0,(x) := ni(nz) de sorte que (6,), est une approximation de
I'unité. Par ailleurs un changement de variables et la formule d’inversion précédemment
citée montrent que é; = ¢p,. Finalement, la suite (6,,),, réunit les conditions demandées.

Remarque : En vrai, dans le cours, les approrimations de ['unité sont supposées posi-

tives, on peut également rejoindre ce cadre en considérant pxp et en normalisant sa valeur

T . . . — ~92 . ~

(non nulle) a lorigine : en faisant cela on a bien la positivité de px @ = ¢=, puisque P
est a valeurs réelles (parité).

A.6 Un exemple d’ensemble non mesurable

Les ensembles et fonctions mesurables que nous avons manipulé dans ce cours sont un
peu fantomatiques : on prétend que la « plupart » des ensembles (ou fonctions) vérifient
ce critére sans méme en avoir donné une définition précise! Une construction due a Vitali
permet, en utilisant I’axiome du choix, d’exhiber un ensemble non mesurable. En réalité,
la preuve ne manipule pas la définition de ces ensembles directement : elle n’utilise que
les conséquences que avons utilisées dans ce cours (notamment les propriétés de la mesure
de Lebesgue). Voici un énoncé qui permet de formuler ce contre-exemple sans méme faire
référence a la notion de mesurabilité. Nous précisons par les initiales « AC » 'utilisation
de 'axiome du choix dans sa preuve.

Proposition A.8 (AC)

1l n’existe pas de mesure p sur ’ensemble de toutes les parties de R qui soit invariante
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par translation et satisfasse u([a,b]) = b — a pour tous réels a < b.

Remarque A.9

La mesure de Lebesgue est invariante par translation par la Proposition 1.22 et 'axiome
de normalisation assure bien que A([a,b]) = b — a. Mais elle n’est a priori définie que
sur les mesurables. C’est en ce sens que cette proposition prouve, moyennant ’axiome
du choix, 'existence d’ensembles « non mesurables » : I’ensemble V manipulé dans la
preuve n’est pas mesurable, ce qui « contamine » tous ses translatés et invalide donc
les manipulations que I'on opere avec la mesure de Lebesgue sur ceux-ci.

Démonstration: On commence par définir une relation d’équivalence sur les nombres de [0, 1]
par xRy si x —y € Q. On choisit — et c’est ici que Paxiome du choix intervient ! — alors
un élément de [0, 1] dans chaque classe d’équivalence de cette relation, et on note V I'union
de tous ces éléments.

Puisque Q N [—1,1] est dénombrable, on peut énumérer ses éléments : Q N [—1,1] =
{r1,r2,...}. On vérifie que
(i) [0,1] € U,en(rn +V) : tout élément 2 € [0,1] est dans la classe d’équivalence d'un
certain v € V, donc z — v € QN [—1,1] et donc x, = r, pour un certain n € N;
(i) Upen(mn +V) C [=1,2] (car pour tout n € N et tout v € V, on a r,,v € [0,1]);
(7i1) les ensembles 1, + V sont deux a deux disjoints, simplement parce que ce sont des
classes d’équivalences différentes.
Si une telle mesure p existait sur 'ensemble de toutes les parties de R, alors 'invariance
par translation imposerait que tous les ensembles r,, +V aient la méme mesure, soit p(V).
De plus, des points (i) et (i7) donnés ci-dessus et de la croissance de la mesure, on en
déduirait que

neN

Enfin, par (¢i7), on aurait que

u(U(rnw)) =D ulra+V) =) ),

neN neN neN

qui ne peut étre entre 1 et 3 pour aucune valeur de (V) : c’est une contradiction. ]
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A.7 Primitives usuelles

Fonction Primitive Conditions
x> " _L_gntl n#—1
n+1
ot x +— In |z] x#0
T P ——— x#—1
(z+1)2 z+1
1
T 1 T — arctanx
1 17, |z+1
T == |3l :cfl’ x # £1
rz—Inx |rz—zlhhr—=x x>0
x a’
T—a T 0<a#1
T — sinx T +— —COST
T +—> COST T — sinx
1 T
T tans | r e In oy r # 5[27]
T ——— | z+arcsine |2 €] —1,1]
11—z
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