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Exercice 1

Soit ϕ : R→ R une fonction dérivable. Montrer que

f : R2 −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x2 + y2)

est une solution de l'équation aux dérivées partielles

y
∂f

∂x
(x, y)− x∂f

∂y
(x, y) = 0.

Solution

On calcule les dérivées partielles :

∂f

∂x
(x, y) = 2xϕ′(x2 + y2) et

∂f

∂y
(x, y) = 2yϕ′(x2 + y2),

donc

y
∂f

∂x
(x, y)− x∂f

∂y
(x, y) = 2xyϕ′(x2 + y2)− 2xyϕ′(x2 + y2) = 0.

Exercice 2

On considère l'intégrale

I2 =

∫
D
(x+ 3y)dxdy,

où D = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≤ 0, x2 + y2 ≤ 1}.
1. Dessiner le domaine D.

2. À l'aide d'un changement de variables, calculer l'intégrale I2

Solution

1. C'est un quart de cercle :

(1, 0)

(0,−1)

(0, 0)

2. Par le théorème de Fubini et un changement de variables en polaires, on obtient

I2 =

∫ 1

r=0

∫ 0

θ=−π/2
(r cos θ + 3r sin θ)rdθdr

=

(∫ 1

r=0
r2dr

)(∫ 0

θ=−π/2
(cos θ + 3 sin θ)dθ

)
=

1

3
(−2) = −2

3
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Exercice 3

On considère l'intégrale

I3 =

∫
T
(x2 + y2)dxdy,

où T ⊂ R2 est le triangle de sommets (0, 0), (0, 1) et (1, 1).

1. Donner une paramétrisation du triangle T .

2. Calculer l'intégrale I3

Solution

1. La paramétrisation est donnée par

T = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1}.

2. Par le théorème de Fubini,

I3 =

∫ 1

x=0

∫ 1

y=x
(x2 + y2)dydx

=

∫ 1

x=0

[
x2y +

y3

3

]1
x

dx

=

∫ 1

x=0

(
x2 +

1

3
− 4

3
x3
)
dx

=

[
x3

3
+
x

3
− 1

3
x4
]1
0

=
1

3
.

Exercice 4

On considère la fonction f(x, y) = ln(4x2+ y2+2y). Déterminer son ensemble de dé�nition et
le dessiner.

Solution

Le logarithme est dé�ni pour tout nombre strictement positif, donc

Df = {(x, y ∈ R2 | 4x2 + y2 + 2y > 0}.

Or 4x2 + y2 + 2y = 4x2 + (y + 1)2 − 1 ; cela correspond à l'extérieur d'une ellipse de centre
(0,−1) et de demi-axes 1/2 et 1 :

|
−1

2 |
1
2

−-1

−-2

0
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