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Chapitre 1

Introduction et motivations

1.1 Définitions, historique et premiers exemples

Définition 1.1.1. Une équation différentielle ordinaire est une équation reliant une
variable réelle ¢, une fonction inconnue x dépendant de la variable ¢ et & valeurs dans[] R™,
ainsi que ses dérivées jusqu’a un ordre n > 1, c’est a dire 2/(t), 2" (t),--- , =™ (t). Le plus
souvent, ces équations sont écrites sous la forme

2M(t) = f(ta(t),2 ), 2" D(1)), (1.1)

ol la fonction f: RxR™ x --- xR™ — R™ est donnée. Autrement dit, la dérivée n-iéme de
x au point ¢ est fonction de t et des valeurs des dérivées de x d’ordre strictement inférieur
en ce méme point t. L’entier n est appelé ordre de I’équation.

Ces équations peuvent étre munies de certaines conditions initiales (ce qui correspond
a interpréter la variable ¢ comme variable temps), ou de conditions au bord (ce qui
correspond & interpréter la variable ¢ comme variable espace) : par exemple, les valeurs des
dérivées de x jusqu’a l'ordre n — 1 sont prescrites en un point particulier g :

z(to) = zo, ' (to) =21, -+, m(n_l)(to) = Tp-1.

Plusieurs types de questions peuvent se poser :

— On peut chercher, pour zg, - ,z,—1 donnés, & déterminer ’ensemble des solutions
de l’équation ([1.1));
— On peut essayer de calculer explicitement ces solutions;

— On peut chercher & comprendre le comportement qualitatif des solutions de :
ces solutions sont-elles définies sur tout R ou sur un sous-intervalle ? Sont-elles pé-
riodiques 7 Explosent-elles 7 (c’est-a-dire : tendent-elles vers +o0o au bord de leur
intervalle de définition ?)

— Si on ne sait pas calculer explicitement les solutions, on peut essayer d’approcher &
'aide de 'ordinateur les solutions (attention, les fonctions ainsi obtenues ne sont pas
elles-mémes des solutions).

On reviendra sur ces différentes notions au cours du chapitre.

1. Dans ce cours on prendra m = 1 — EDO scalaires ou m = 2 — EDO vectorielles
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Un peu d’histoire. ..

Le calcul différentiel nait & la fin du XvII® siécle, & la suite des travaux de Leibniz et
Newton (1671). Assez naturellement, la question de résoudre des équations différentielles
se pose. A cette époque, les modéle étudiés viennent principalement de la mécanique (en
particulier de la mécanique céleste) et de la géométrie. Des exemples multiples d’équations
différentielles sont fournis par le principe fondamental de la dynamique, ou deuxiéme loi
de Newton, qui s’écrit

F =ma"(t),

ou z est le centre de masse d’un systéme, m sa masse, et F' la résultante des forces s’ap-
pliquant sur le systéme. Notons que cette derniére équation est une équation différentielle
pourvu que F' puisse s’écrire comme une fonction de la position z(t) et de la vitesse z/(¢).

A cette époque, deux méthodes de “résolution” étaient utilisées : soit on intégrait di-
rectement 1’équation différentielle, c’est-a-dire qu’on disposait d’une formule explicite pour
la solution (méthode appelée résolution par quadratures), soit on en calculait un dévelop-
pement en série entiére. Un siécle plus tard, en 1769, Euler entreprend la classification de
toutes les équations différentielles pour lesquelles on dispose de formules explicites.

Vers 1840 Liouville démontre que certaines équations ne peuvent étre résolues ana-
lytiquement : la solution existe, mais ne peut étre exprimée comme une combinaison de
fonctions usuelles. C’est le cas par exemple de I’équation de type Riccati

2’ (t) =t + 22(t).

Des lors, il apparait crucial de disposer d’autres outils que le calcul explicite. Deux voies
(complémentaires) sont possibles :

— l’analyse théorique, dont le but est de montrer ’existence et 1'unicité des solutions
d’équations différentielles & 'aide d’outils généraux ;

— l'analyse numeérique, dont le but est de calculer des solutions approchées (fonctions
approchant des solutions), avec la meilleure précision possible.

Vers 1870 Fuchs, puis Poincaré, cherchent ainsi & déduire de I’examen a priori de I’équation,
les propriétés des solutions.

Parallélement aux progrés mathématiques dans ce domaine, 1'utilisation des équations
différentielles se développe dans toutes les disciplines : la chimie (cinétique des réactions
chimiques), les sciences du vivant (épidémies, modéles de populations). ..

Quelques exemples connus

> Circuit RLC en série :
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E[t}T() up(t) B

Soit i(t) I'intensité qui circule dans le circuit. D’aprés la loi des mailles, on a
E(t) = ug(t) + ur(t) + uc(t).

Par ailleurs, on a les relations suivantes pour les tensions électriques ur, uc, up :

— La charge aux bornes du condensateur est Q(t) = Cuc(t), et donc
it) = Q'(t) = Cug(t);

— D’aprés la loi d’Ohm et 'équation ci-dessus, ugr(t) = Ri(t) = RCup(t);
— La tension aux bornes de la bobine est ur,(t) = Li'(t) = LCu(t).

On obtient donc finalement
RCup(t) + LCud:(t) +uc(t) = E(t).

L’équation ci-dessus est une équation linéaire d’ordre deux, & coefficients constants. On
verra au deuxiéme chapitre comment résoudre ce type d’équation.

Remarque 1.1.2. Dans ce cours, on notera systématiquement la dérivée d’une fonction z
comme 7/, et jamais comme 7.

> Pendule simple :

////////

Q

|
|
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
B

Le pendule, de masse m, est soumis & deux forces :

— Son poids mg;
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— La tension du fil, orientée selon 'axe du fil.

Ainsi si on projette le principe fondamental de la dynamique suivant la normale au fil,
c-a-d la direction du mouvement, on obtient, puisque le mouvement est circulaire de rayon
L

mLO" = —mgsin 0,

soit
9"+%$n9:Q (1.2)

Remarquons que cette équation est non linéaire : en général, si 01, 02 sont deux solutions
de , alors 01 + 62 n’est pas solution. De fagon générale, il est impossible de connaitre
explicitement les solutions de la plupart des équations non linéaires, mais on verra au
deuxiéme chapitre que 1'on peut dire des choses sur leur comportement qualitatif (et on
tracera les trajectoires (6,6’) dans I’Appendice 4.2]).

On calcule souvent des solutions exactes d’une équation approchée deE| pour de
petites oscillations en linéarisant le sinus autour de zéro : en effet, sinf ~ 6 pour 6 < 1.
Pour la version linéarisée de 1’équation, qui n’est valable que pour les petites oscillations,
on obtient I’équation de l'oscillateur harmonique ou pendule élastique :

M+%e:o (1.3)

Les solutions sont des combinaisons linéaires de sin(wpt) et de cos(wpt), ot wy = /g/L.

1.2 Exemples de bilans entre t et ¢ + dt

> Equation logistique : Modeles de Malthus (1798) et de Verhulst (1836) :

On considére une population d’individus dont I'effectif au cours du temps est représenté
par une fonction a valeurs réelles N : R — R,.

Dans un premier temps on suppose que le taux instantané de naissances (resp. de
déceés) dans la population est constant et égal & a (resp. b). On considére la variation de la
population entre ¢ et t 4+ dt. On a

N(t 4 dt) — N(t) = nombre de naissances — nombre de décés entre ¢ et t + dt,

et donc

N(t+dt) — N(t) = aN(t)dt — bN(t)dt.
On arrive donc a I'équation différentielle

dN
= = rN(t), (1.4)

our=a-—b.
Les solutions de cette équation sont de la forme Npe™ (on rappellera au deuxiéme
chapitre comment résoudre ce type d’équation). En particulier :

— Sia > b (r > 0), autrement dit s’il y a plus de naissances que de déces, la population
croit exponentiellement ;

— Sia < b (r <0), la population s’éteint avec une vitesse exponentielle ;

— Sia=b (r=0), on a une situation d’équilibre : la population est constante.

2. Ce qui n’est pas la méme chose que de calculer des solutions approchées de I’équation exacte!
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Le défaut principal de ce modéle est qu’il est peu réaliste qu’une population croisse
indéfiniment & vitesse exponentielle. En effet, il faut tenir compte des ressources dont
dispose cette population, qui vont rapidement s’épuiser si la population croit. Pour pallier
ce probléme, on peut modifier I’équation de Malthus en ajoutant un terme quadratique
proposé par Verhulst, censé réguler la population en fonction de sa taille :

% = rN(t) (1 - A;E@) . (1.5)

Ainsi, lorsque N(t) > K, N'(t) < 0 : la population diminue lorsqu’elle dépasse la taille
critique K.

Le paramétre K est appelé “charge utile de I'environnement”. Il est fonction de la
capacité du milieu en nourriture.

Lemme 1.2.1. L’unique solution de l’équation (1.5) avec pour donnée initiale N (0) = Ny
est

K

N(t) = N, :
() =N (K — Np)ert

Démonstration. On vérifie que 1'on a bien N(0) = Np. Par ailleurs,

/ _ K o —r efrt
AT e e I A

(K — No)e
Ny + (K — Ny)e—"t

- VO (1 )

= rN(t)( —]\;E,t))

Donc N est solution de ’équation avec donnée initiale Ng a t = 0.

On verra au Chapitre |3] un théoréme d’unicité pour les solutions de ’équation (/1.5
avec donnée initiale. On en déduit que N (t) est 'unique solution de I’équation (|1.5)) avec
donnée initiale Ny a4 t = 0. ]

= rN(t)

On vérifie aisément sur la formule que N(t) — K quand t — oo, quelle que soit la
valeur de NNg.

Regardons 'allure des solutions de (|1.5)) en fonction de la donnée initiale : en prenant
comme paramétres r = K = 1, on a le tracé de solutions suivant :

N
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Pour aller plus loin dans ’effet de ’environnement dans le cas de prédateurs, on peut in-
clure comme inconnue la population de prédateurs et considérer le systéme proie-prédateur
de Lotka-Volterra comme suit.

> Modeéle de Lotka-Volterra :

On considére une population de proies N(t), et une population de prédateurs P(t). Les
hypothéses de modélisation sont les suivantes :

— Les proies sont supposées avoir une source illimitée de nourriture et se reproduire
exponentiellement si elles ne sont soumises a aucune prédation ;

— Le taux de prédation p sur les proies est supposé proportionnel & la fréquence de
rencontre entre les prédateurs et les proies. Cette fréquence de rencontre est elle-
méme proportionnelle au produit du nombre de prédateurs par le nombre de proies ;

— En l'absence de proies, la population de prédateurs s’éteint exponentiellement ;

— Le taux a d’accroissement de la population des prédateurs due a la prédation est
proportionnelle au taux de prédation.

En effectuant un bilan entre ¢ et ¢t + dt on obtient le systéme d’équations non-linéaire
suivant :

% = ryN(t) — pN(H)P(t),
% = rpP(t) + aN () P(t).

Nous allons tracer les solutions dans I’Appendice dans certains cas. A noter quun
tracé de solution (N (t), P(t)) sera une courbe du plan, pas nécessairement de la forme d’un
graphe comme lors de solutions des équations & valeurs réelles. Une telle représentation
graphique des solutions s’appelle un portrait de phase.

> Cinétique chimique :

Considérons une réaction chimique sur trois espéces :
k k k
Ys 2Y, 3Y B Yo,

ou k; sont les coefficients stoechiométriques. Notons ¢; la concentration de ’espéce Y;.
Entre t et t + dt, on a donc le bilan suivant :

C3(t + dt) - Cg(t) = —/ﬂgCg(t)dt,
CQ(t + dt) — Cg(t) = (k‘363(t — k‘QCz(t) + k‘161 (t))dt,
cl (t + dt) —C1 (t) = (k‘QCQ(t — ket (t))dt

~— —

On est conduit au systéme d’équations différentielles

Ce systéme est un systéme d’équations linéaires a coefficients constants d’ordre 1. On
verra au deuxiéme chapitre comment obtenir une solution explicite pour un systéme d’EDO
d’ordre 1.
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> Modélisation d’une épidémie :

On pourra consulter les articles suivants :
https://images.math.cnrs.fr/Modelisation-d-une-epidemie-partie-1.html
https://images.math.cnrs.fr/Modelisation-d-une-epidemie-partie-2.html

1.3 Difficultés et enjeux

Comme on I'a déja expliqué plusieurs fois, il est souvent difficile, voire impossible,
d’obtenir des formules explicites pour les solutions d’une équation différentielle. En fait,
les seuls cas pour lesquels on sait systématiquement donner une formule pour les solutions
sont les équations linéaires & coefficients constants de n’importe quel ordre, ainsi que les
équations linéaires d’ordre un. On connait également des formules pour quelques équations
non-linéaires remarquables (comme par exemple I’équation logistique , ou I’équation
de Ricatti), mais ces cas sont I'exception plutdt que la régle.

Dés lors se pose la question de savoir comment calculer (& I'aide d’un ordinateur) les
solutions d’équations différentielles. Comme on I'a vu, ces équations interviennent dans
de nombreux domaines, allant de la physique et de la chimie aux sciences humaines, et
comprendre comment calculer précisément les solutions est donc un enjeu crucial. L’idée clé
est que ’on ne calcule quasiment jamais, numériquement, de solution exacte des équations,
mais plutot des solutions approchées (ou des suites de solutions approchées).

Une suite de solutions approchées est une suite (z,)nen de fonctions définies sur R (ou
sur le méme intervalle I de R que la solution z de I’équation (1.1])), et telle que, pour tout
teR,

Zn(t) = x(t) quand n — oo.

Ces fonctions doivent étre calculables explicitement et relativement facilement. En re-
vanche, on n’exige pas qu’elles soient des solutions de ’équation ([1.1]), et en général, elles
ne le sont pas.

Un autre enjeu est de démontrer des comportements qualitatifs sans nécessairement
savoir calculer la solution x de (|1.1). Autrement dit, on cherchera a démontrer, sur la
solution x de (|1.1)) dont on connait 'existence et 1'unicité grace & un théoréme abstrait,
des propriétés du typeﬁ :

— x est périodique;

— x est croissante/décroissante ;

— Dlintervalle de définition de x est R (on dit dans ce cas que la solution est globale) ;
— il existe un temps T € R tel que z(t) — oo quand ¢t — T™ (explosion);

— dans le cas ou la solution est globale, z(¢) tend vers une constante quand ¢ — oo. ..

3. Attention, certaines de ces propriétés sont incompatibles!


https://images.math.cnrs.fr/Modelisation-d-une-epidemie-partie-1.html
https://images.math.cnrs.fr/Modelisation-d-une-epidemie-partie-2.html
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Chapitre 2

Equations différentielles linéaires et
portraits de phases

Un systéme d’équations différentielles linéaire est une équation du type
XM (1) = Ao X (t) + A1 ()X () + -+ A ()X V(1) + B(1),

ou X : R — R™ est l'inconnue, et Ag,---Ap—1 : R = M;,(R) et B: R — R™sont données.

Nous commencons ce chapitre par la résolution du cas m = 1 et n = 1 (équation scalaire
d’ordre 1). On se concentrera ensuite sur les cas m = 1 et n = 2 (équation scalaire d’ordre
2) et m = 2 et n = 1 (équations & valeurs vectorielle dans R? d’ordre 1, c’est-a-dire systémes
de deux équations scalaires d’ordre 1), en gardant en téte que les cas m, n quelconques se
traitent de fagcon analogue. On expliquera en particulier pourquoi ces deux problémes sont
équivalents, comment calculer a I’aide de la notion d’exponentielle de matrice les solutions
dans le cas ol Ag,---A,_1 ne dépendent pas de ¢, et on présentera dans ce cas simple les
tracés des solutions.

2.1 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre un

Soit I un intervalle de R, et soit a,b : I — R deux fonctions continues. On considére
I’équation non-homogéne
2/ (t) = a(t)z(t) + b(t), (2.1)

ainsi que sa version linéaire homogéne
2'(t) = a(t)z(t). (2.2)

Le terme “homogéne” refléte ici le fait que la fonction nulle soit solution : on parle également
d’équation sans second membre. En effet on écrit souvent (2.1) sous la forme

2/ (t) — a(t)z(t) = b(t).

Résolution de ’équation homogéne (22.2)

Le cas des équations différentielles linéaires d’ordre un homogénes est assez spécial : on
connait une forme générale pour les solutions. Elle est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit ty € I, et soit xg € R quelconque.

11
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L’équation homogéne ([2.2) munie de la condition initiale x(tg) = x¢ admet une unique

solution, donnée par

t
z(t) = a:oefto a(wdu,

En particulier toute solution de (2.2)) est de la forme

x(t) = Ceftto a(wdu _ (jefftl a(u)d“, C,C,t € R.

Remarque 2.1.2. L’unicité n’est pas valable pour toutes des équations différentielles : par
exemple 2/(t) = 24/x(t) avec x(0) = 0 admet deux solutions, celle nulle z1(t) = 0,Vt € R,
et aussi xo(t) = 0si t < 0 et xo(t) = 2 pour t > 0.

Démonstration.

Existence : Posons
t
f(t) _ :roefto a(u)du.
On vérifie immédiatement que f(tg) = 20’ = .
Montrons maintenant que f est bien solution de I’équation ([2.2]). On a, par le théoréme
fondamental de ’analyse,

1'() = woa(t)elio " = a(t) ().
Donc f est solution de .

Unicité : Soit x une solution quelconque de (2.2)). On remarque que x est nécessairement
de classe C'. On pose

Ct) = w(t)e Jro 2

Alors la fonction C est de classe C! et

Cl(t) — xl(t)e_ f:() G(U)du _ m(t)a(t)e_ ftto a(u)du — (x’(t) _ x(t)a(t))e— Lto a(u)du — 0

Donc la fonction C' est constante sur 'intervalle I et vaut C(to) = x(tg)e” = z¢. Donc
B(t) = C(t)elio I = ool a0,
O
Ezemple 2.1.3. — On prend I = R, a(t) = r € R pour tout ¢t € R. Alors les solutions

de I'équation (2.2)) sont données par
z(t) = Cerlt=t),

— Onprend I = R% , ty € R} et a(t) = k/t pour k € R*. Alors les solutions de 'équation

(2.2)) sont données par
k
nt t
z(t) = ceMie = ¢ <> .
to

On déduit en particulier du Théoréme 2.1.1] que si zgp = 0, alors l'unique solution de
(2.2]) est identiquement nulle. On obtient alors le corollaire suivant a propos de I’équation

non-homogeéne ([2.2)) :
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Corollaire 2.1.4. Soit ty € I, et soit xg € R. Alors l’équation (2.1) munie de la condition
initiale x(tg) = xo admet au plus une solution.

Démonstration. Soient x et y deux solutions de (2.1)) telles que x(t9) = y(to) = xo. Alors on
vérifie immédiatement que z := x — y est solution de (2.2)) avec z(tp) = 0. Par conséquent
z = 0. O

On cherche a présent a montrer ’existence des solutions de 1’équation non-homogéne
(2.1]), ainsi qu’une méthode pour calculer les solutions.

Résolution de I’équation non-homogéne (2.1) par la méthode de variation
de la constante

L’idée pour résoudre ’équation non-homogeéne ([2.1)) est d’utiliser le calcul fait dans le
cas homogéne pour changer de fonction inconnue et enlever ainsi le terme d’ordre zéro
(c’est-a-dire a(t)z(t)) dans ’équation. Plus précisément, supposons que z est une solution

de (2.1]) et posons
t
C(t) = x(t)e Jwo W,

ce qui revient a dire

On a alors

on en déduit que
t
C'(t) = e Jio Wy

Si on impose une condition initiale z(tp) = zo, on a alors C(tg) = o et en intégrant on
obtient

t - [ du

Ct) = xo—i-/ b(s)e Jig alwdu g
t

0

On est donc conduits au théoréme suivant :

Théoréme 2.1.5. Soitty € I, xzg € R. Alors l'unique solution de (2.1) telle que z(to) = xo

est donnée par
t s

,’L‘(t) = <x0 +/ e_ ftO a(u)dub(s) dS) e‘[ttO a(u)du
1

0

t by
:xoeftoa(U)du+/ ol a(u)dub(s) ds.

to

Remarque 2.1.6. On remarque que la solution de est somme d’une solution de ’équa-
tion homogeéne ([2.2) avec donnée initiale xy & ty et d’une solution de l’équation non-
homogéne avec donnée initiale nulle & 3. Cette derniére est une "superposition" de
solutions de I’équation homogéne. Ce principe, qui consiste & exprimer les solution d’une
équation non homogéne en fonction des solutions de I’équation homogéne associée remonte
a Euler et Lagrange, et dans le cas des équations aux dérivées partielles porte le nom de
principe de Duhamel.
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En termes plus savants, cela revient a dire que 'ensemble des solutions d’une équation
linéaire scalaire non homogéne d’ordre 1 est un espace affine de dimension 1, dont I’espace
vectoriel associé est celui des solutions de 1’équation linéaire scalaire homogéne d’ordre 1
associée (ensemble qui est lui-méme un espace vectoriel de dimension 1).

Démonstration. En reprenant le calcul ci-dessus, on vérifie facilement que z est solution
de (2.1]). L’unicité est assurée grace au Corollaire m O

On vient donc de montrer 'existence des solutions de ([2.1]), et de proposer une méthode
pour calculer ces solutions. Cette méthode marche aussi en prenant une autre primitive et
donnée initiale dans la définition de C(t),

O(t) = z(t)e” Jn % o(4) = ¢,

le choix de ¢; pouvant simplifier les calculs intermédiaires de la fonction C(t); ensuite ce
n’est qu’a la fin que l'on choisit C' de fagon a ce que la condition initiale en to pour x(t)
soit, vérifiée.

Ezemple 2.1.7. On prend I = R, et on considére 'équation

D’apreés la méthode de variation de la constante, on pose
Ly
z(t) = C(t)edr v =tC(1),

et donc C est solution de

t?
C'(t) = — =t,
t
d’ou C(t) = £ + C. On obtient finalement
t3
x(t) = 5 +Ct.

Il faut ensuite choisir la constante C de facon a ce que la condition initiale en g > 0 soit
vérifiée.
Résolution de I’équation non-homogéne (2.1)) & ’aide d’une solution par-
ticuliére

Dans les cas ot le calcul explicite précédent n’est pas concluant, on dispose d’une autre

méthode pour calculer les solutions de ’équation ([2.1)), qui est résumée dans le théoréme
suivant :

Théoréme 2.1.8. Soit tg € I, xg,z1 € R. Soit x,, : I — R de classe Ct telle que T, est
une solution de l'équation (2.1)) et x,(to) = x;.
Alors l'unique solution de (2.1)) telle que x(ty) = x¢ est donnée par

x(t) = zp(t) + (xo — xl)eﬁo alu)du

En particulier toute solution de (2.1)) est de la forme

z(t) = xp(t) + Celio alwde o e R,



2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 2 15

Démonstration. L'unicité est assurée grace au Corollaire 2.1.4] 11 s’agit donc de montrer

t
que la fonction f(t) = ,(t) + (20 — :E1)eft0 (W) oot bien solution de I'équation. On a
f(to) = zp(to) + (zo — 21) = 21 + 20 — 21 = 0.

Par ailleurs,

t
St = @)+ (wo - er)a(t)elo "
= a(t)zp(t) + b(t) + (w0 — z1)a(t)elo O
= a(t)f(t) + b(t).
Donc f est solution de avec donnée initiale f(tg) = xo. O

Ezxemple 2.1.9. On revient sur ’exemple précédent : I = R* , et on considére 1’équation

On remarque que z,(t) = % est une solution particuliére. Sachant que les solutions de
I’équation homogéne sont de la forme C't, nous obtenons la forme générale des solutions :

t3
2(t) = 5 + Ct.

Il faut ensuite choisir la constante C' de fagon a ce que la condition initiale en tg > 0 soit
vérifiée. On remarque que 'on peut aussi résoudre 1’équation sur I = R* . Pour les notions
de recollements de solutions voir 1’Appendice

Exemple 2.1.10. On prend I = R, et on considére I’équation
2 (t) + tx(t) =2 + 1.

On vérifie qu’une solution particuliére de cette équation est z,(t) = t. La solution générale
de I’équation est donc donnée par

z(t) =t+ Ce /2,
ol la constante C est choisie de telle sorte que la condition initiale soit vérifiée.

On peut aussi résoudre cette équation avec la méthode de variation de la constante,
comme suit. On pose z(t) = C(t)e /2 et on obtient C’(t) = e’/2(t2 4+ 1) donc

t
C(t) = C+/ 632/2(82 + 1)d8 — C+ [8652/2]6 — C+tet2/2_
0

2.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2
On considére dans ce paragraphe des équations de la forme
a"(t) + a(t)a’(t) + b(t)x(t) = h(t), (2.3)

ot a,b,h: R — R sont des fonctions de classe C!.
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Passage a un systéme d’équations d’ordre un

On considére une solution z : R — R de I’équation ([2.3). On pose, pour t € R,
_ (=) 2
X(t) = <$,(t)> e R~

On vérifie alors que

Posons

A(t) = (_bo(t) —al(t)> Pl = (h(()t)> '

La matrice A et le vecteur F sont des données du probléme. La fonction X : R — R? est
solution de

X'(t) = A(t)X (t) + F(t). (2.4)
On s’est donc ramenés d’une équation différentielle scalaire (c’est-a-dire dont l'inconnue

est a valeurs réelles) d’ordre 2 a un systéme de deuz équations différentielles d’ordre un.

Réciproquement, soit X une solution de (2.4). On note (x1,x32) les coordonnées de X.

On a alors
() = ot —atn) Ga) + G-

En particulier, z| (t) = x2(t) et
xh(t) = —b(t)w1(t) — a(t)wa(t) + h(t).

Donc z7 est solution de (2.3]). On a donc démontré le résultat suivant :

Proposition 2.2.1. Soit x : R — R une fonction de classe C2. Soit X : t € R — (az(t)) €

x'(t)
R2. Alors
x est solution de (2.3)) & X est solution de (2.4]).

Remarque 2.2.2. De facon générale, et avec la méme méthode, on peut montrer qu'une
équation différentielle scalaire linéaire d’ordre n se raméne & un systéme linéaire de n
équations différentielles d’ordre un, et qu’un systéme linéaire de m équations d’ordre n se
rameéne & un systéme linéaire de m x n équations différentielles d’ordre un.

Cette méthode permet, dans le cas linéaire, de restreindre I’étude au cas des systémes
d’ordre un. Aussi, dans la suite de cette partie, on étudiera uniquement des systémes de
deux équations linéaires d’ordre un (cas m = 2,n = 1).

Résolution dans le cas des coefficients constants
On considére tout d’abord des équations de la forme
2" (t) + ax’ (t) + bz (t) = 0, (2.5)

ol a,b € R. L’enjeu est donc ici de trouver une expression explicite pour la solution de
munie de la condition (2.6]) : en effet, si on arrive a trouver une solution particuliére
de vérifiant les bonnes conditions initiales en ¢ = ¢y, le théoréme ci-dessus assure que
cette solution particuliére est en réalité 'unique solution.

L’idée est de chercher des solutions comme des combinaisons linéaires de exp(At).
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Théoréme 2.2.3. Soit a,b, ty, 9,1 € R. On note x la solution de l’équation (2.5)) munie
des conditions initiales
x(to) = w0, @'(to) = x1. (2.6)

Soit A := a® —4b. On considére I’équation suivante, appelée équation caractéristique

de (2.5)) :
M 4ad+b=0. (2.7)

— Premier cas : A # 0 : on note A1, A2 les deux racines distinctes de I’équation (2.7)).
Si les racines sont réelles alors il existe A1, Ay € R tels que

z(t) = AjeMt + Aget
Si les racines sont complexes, alors il existe A € C tel que
z(t) = AeMt 4+ A,
si on note \y = a+ 1B, Ao = a — i3, alors il existe C1,Cy € R tels que
z(t) = e"(Cy cos(Bt) + Co sin(Bt)).

— Deuzieme cas : A =0 : soit \g l'unique racine réelle de (2.7)) (il s’agit d’une racine
double). Alors il existe A, B € R tels que

x(t) = (At 4+ B)eMot,

La preuve de ce théoréme nécessite un résultat d’unicité qui sera vu par la suite (Théo-
réme [2.3.8). Nous 'admettrons pour le moment, remettant sa preuve a un peu plus tard.

Démonstration. Premiére étape : les fonctions de la forme Aje Mt Aye?2t (si A # 0)
ou (At + B)eM! (si A = 0) sont solutions de (2.5).
On se donne A1, As, A, B € R et pose

() = AjeMt 4+ Agett si A #£0,
| (At 4 B)eot si A=0.

La fonction h ainsi définie est de classe C*°. Dans le premier cas (A # 0), on vérifie que

B"(t)+ah’(t) + bh(t)
= (Al)\%eht + AQ)\%e/\zt) +a (Al)qe)\lt + AQ)\Qe)‘Qt) +b <A1€>\1t + AQ@AZt)
= A1 (AT + ady +b) + Aze™ (A3 + adg + )
=0

puisque A1, A9 sont solutions de ’équation caractéristique.
Dans le second cas (A = 0),

B (t) = (MAt + \oB + A)etot,
R'(t) = (A2At 4 A2B + 200 A)e™0t,
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et donc en utilisant le fait que \g = —a/2,

B"(t)+ah' (t) + bh(t)
=Mt [DN2AL + A2B + 2004 + a( Mg At + NoB + A) + b(At + B
0 0 0 0 0
= M AN + adg + b) + BOZ +a)g +b) + A(2) + a
[At(X5 0 (Ao 0 (2X\o + a)
= 0.

Deuzxiéme étape : on peut choisir les coefficients A1, Aa (cas A #0) ou A, B (cas A =0)
pour que les conditions initiales soient vérifiées.
Il s’agit de montrer que les systémes linéaires, d’inconnues A; et As

Ao 4 Aye?to = g,

2.8
Al)qe)\lto + AQ)\QC)QtO =T ( )
dans le cas A # 0, ou d’inconnues A et B
Aty + B)eMto = gz,
(Afo + B) ’ (2.9)

()\()At() + XoB + A)e)\oto =2

dans le cas A # 0 admettent une unique solution dans C2.

Le déterminant du systéme est (A2 — )\1)6()‘1+)‘2)t0, qui est donc non nul puisque
A1 # Ag. Celui du systéme (qui a pour inconnues A et B) est —e2*0% | qui est également
non nul. Chacun des deux systémes ci-dessus admet donc une unique solution dans C?.

A ce stade, on a montré que 1'on peut choisir des coefficients A1, As, A, B de telle sorte
que h soit une solution de munie de la condition initiale . Il reste & montrer que
la fonction h est a valeurs réelles.

Troisiéme étape : les coefficients Ay, As, A, B définis ci-dessus sont tels que la solution
trouvée est a valeurs réelles.

Tout d’abord, si A > 0 (resp. si A = 0), les racines A1, Ay sont réelles (resp. \g € R),
donc la solution de (2.8) (resp. de (2.9)) est dans R% Dans ces cas il est donc clair que
h(t) € R pour tout t.

Il reste a examiner le cas A < 0. Dans ce cas les deux racines A1, As appartiennent a
C\ R et sont des nombres complexes conjugués. En prenant le conjugué du systéme
et en utilisant le fait que -

M =Ny et eMto=relo

on en déduit que (Ag, A1) est solution du méme systéme que (Aj, Az). Par unicité des
solutions du systéme ([2.8)), on obtient As = Aj, et donc

h(t) = Ale)‘lt + Age)‘Qt = 2R (Ale)‘lt) .
En particulier on peut réécrire h(t) en utilisant la notation A\ = o+ if3 :
h(t) = '*(Cy cos(Bt) + Cysin(Bt)),

avec C1,Cy € R.

Quatrieme étape : conclusion.
Ainsi h : R — R est une solution réelle de ([2.5) qui vérifie (2.6). D’aprés le Théo-
réme [2.3.8| qui assure 1'unicité, on a x = h. O
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2.3 Systémes d’équations d’ordre un a coefficients constants

Les paragraphes qui viennent sont dédiés a ’étude de systémes d’équations différen-
tielles du type

X'(t) = AX(t) + B(t),

avec X : R — R? A € M2(R), B: R — R2

On parle de systéme a coefficients constants pour souligner le fait que la matrice A
ne dépend pas de t. Si B = 0, le systéme est dit homogeéne, et son étude fait 'objet du
paragraphe suivant. Si B # 0, le systéme est non-homogéne, et son étude fera 1'objet du

paragraphe

On rappelle que si a € R, les solutions de I’équation

y'(t) = ay(t)

sont de la forme y(t) = yoe®. L’idée pour résoudre des systémes d’équations est d’utiliser
la généralisation aux matrices de Ma(R) de la définition de 'exponentielle d’'un nombre
réel x € R comme série absolument convergente :

+oo  n

X
=2
=0 n.
2.3.1 Interméde : normes d’opérateurs

Dans ce paragraphe, on se place dans C", n > 1. Des énoncés identiques restent vrais
lorsqu’on remplace C™ par R".

Etant donnée une norme || - || sur C”, on définir une norme triple sur les matrices de
M, (C) :
= sp IEEL
xecn{oy X
Proposition 2.3.1. L’application ||-|| définit une norme sur M, (C), qui est sous-multiplicative :

pour A, B € My(C), on a [[ABI|| < [|A[l|B]]-

Démonstration. Vérifions les trois propriétés de la norme.

— Par définition, ||A| = 0 si et seulement si pour tout X € C*\{0}, on a || AX||/||X]| =
0, ce qui est équivalent au fait que pour tout X € C*\ {0}, on a [|[AX|| = 0. Il revient
au méme de dire que A = 0. Ainsi, [|[A| =0 <= A=0.

— Soit t > 0 et A € M,(C). On a, par homogénéité de la norme || - ||,

1tLAX AX| IAX]|
PAXT gy Ay s AT g

xecrnvioy 1XIT xecmvpoy 11Xl xecm\foy IIX]|

It Al =
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— Soient A, B € M,(C). On a,

lA+Bll= sp IATBIXI
XeCn\ {0} | X1
14X BX]
XeCm\ {0} [ X 1]
JAX] + 1BX]

<  sup (par inégalité triangulaire sur || - ||)
XeCm\ {0} 1 X1]
AXy | BX|
= xecnvioy IXI T xeenigoy I1X]

< [[AflF+ 1Bl

Il en reste plus qu’a démontrer la sous-multiplicativité. Soient A, B € M,,(C). Remarquons
que si B = 0, alors ||AB|| = 0 = [|A]| I B]l- On peut donc supposer B # 0. Ensuite, si
BX =0, alors ABX = 0. Ainsi,

ABX IABX
lagl= swp 125 laBx)
xecmvgoy  IXII xeom\or.Bx=0  [IX]]

Par conséquent, (en utilisant le fait que le sup du produits de termes positifs est inférieur
au produit des sups)

IABX] |BX|| |AY | | BX|
IAB|| = sup Bxn o S sup S sup = = (A B
xecmjo), Bx20 IBX[ 11X = yeenvgoy IV xecmqoy 1X]]

O]

2.3.2 Exponentielle d’une matrice
Théoréme 2.3.2 (Exponentielle de matrice). Soit A € M,,(C). Pour n € N, on définit

n Ak
M, =) 77 € Ma(C).
k=0

Alors la suite (M,)nen est convergente. Sa limite est appelée ['exponentielle de la ma-

trice A, et notée exp(A) ou e?.

Ce théoréme utilise le fait que I'espace vectoriel normé M, (C) (muni de la norme triple
Il est complet.

Démonstration. On montre que la suite (M,) est de Cauchy, plus précisément que la série
définissant (M,,) est absolument convergente. En effet, par sous-multiplicativité,

i Z I Z mAm _ exp(llAll.

Ainsi, la série définissant (M,,) est absolument convergente et donc convergente puisque
M,,(C) est complet. O

Ak!H

Proposition 2.3.3 (Propriétés de ’exponentielle de matrice). Soit A € M, (C), P €
Gl (C), et soit A\, € C. On note 0,, € My (C) la matrice nulle et I, la matrice identité.
Nous avons les propriétés suivantes :
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a) ' =1I,,
b) Aet = eAA,
c) et =1eh),

d) MepA = (OFA — AN

—1 _
e) ePAP™ = peAp~T,
Démonstration. Nous laissons cette preuve en exercice. O

Remarque 2.3.4. Attention, en général on n’a pas

Cette propriété n’est vraie que si les matrices A et B commutent, c’est-a-dire si AB = BA.

Voici un contre-exemple :
0 1 00
=0 o) 2=(0)

On vérifie alors aisément que A2 = B? = 0. Par suite A¥ = B*¥ = 0 pour tout k& > 2. On
obtient donc

eA:IQ—l—A, eB:I2+B.

10 0 0
an= (2 0), man (00).

AP =1,+A+B+ AB = (2 1>,

D’autre part

On en déduit

11

ePer=L+A+B+BA= G ;)

On a donc e?eB # eBe| ce qui implique que Pégalité ee? = eA1B ne peut étre vraie.

Calculs d’exponentielle de matrice (pour plus de détails sur ces rappels consul-
ter §6))

A partir d’ici nous traiterons uniquement le cas de la dimension 2. L’ensemble des
résultats qui suivent peuvent se généraliser & des équations différentielles & coefficients
constants d’ordre arbitrairement grand.

Pour une matrice quelconque de Ms(C), nous avons deux possibilités :

Type Formule Exponentielle
Matrice diagonalisable P Ar 0 PP e 0 p1
& 0 Mo 0 e

A A
Matrice trigonalisable (mais | P Ay rt|p(° 76}\ p!
. : 0 A e
pas diagonalisable)
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Dans ce cours nous allons devoir souvent calculer des exponentielles de matrices réelles

A € M3(R). Pour les exponentielles de matrices réelles on a les formules suivantes :

Type

Formule

Exponentielle

Matrice diagonalisable
avec valeurs propres
A1, A2 € R distinctes ou
confondues

P <A1 0> P!, P e GL,(R)

0 Ao

A1
e 0 1
P ( . eh) P

Matrice diagonalisable
avec valeurs propres non
réelles a + 45,8 # 0

e (oosw)

sin(8)  cos(B)

—smm) ot

Matrice non-
diagonalisable avec
une  valeur  propre
double A € R

Dans la pratique, si on veut calculer 'exponentielle d’une matrice réelle A € Ms(R),

d’abord on trouve ses valeurs propres, les deux racines A\; et Ay de I’équation det(A—AI3)
0. On note les sous-espaces de vecteurs propres correspondants E; = ker(A — \;12), j

{1,2}. On distingue plusieurs cas, comme suit.

S

— Si A, A2 € R et sont distinctes (matrice diagonalisable) : On choisit v1 € Eq,v9 €

E, deux vecteurs propres non-nuls réels, on pose P € Ms(R) la matrice ayant vy
en premiére colonne et vs en deuxiéme colonne, et on a la diagonalisation A =

P (Al 0) P~ et par conséquent

0 Ao
A1
A e 0 -1
e :P< 0 6)\2>P .

Le méme argument s’applique lorsque A\ = Ay = A € R et dim E = 2 (matrice
diagonalisable).

Si A1 = A2 = A € Ret dimE = 1 (matrice non-diagonalisable) : On choisit v; € E
un vecteur propre non nul réel, vo € R? \ E et on détermine v € R* tel que Avy =
yv1 + Ava. On pose P € Ms(R) la matrice ayant v; en premiére colonne et vy en
Ay

0 >\> P~ et par conséquent

deuxiéme colonne, et on a la trigonalisation A = P <

1
A _ A v -1
e = Pe (0 1>P .

Si A1 =a+if et Aa =a—if avec  # 0 (matrice diagonalisable)

Lemme 2.3.5. Soit V un vecteur propre de A associé a la valeur propre X = a+1if3,
et R=(R(V) S(V)). Alors

A=R (_O‘ﬁ g) R
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que la matrice R est inversible. En effet,
puisque V est un vecteur propre de A, associé & une valeur propre A, on a AV = AV,
ce qui implique (en prenant le conjugué) que AV = AV. Cela implique que V est un
vecteur propre de A associé a la valeur propre A, et donc que la famille V,V forme
une base de C2. Or

‘v ) (_11 }):é(v_v V4TV) = (RV) S(V)),

donc (puisque la matrice <_11 1) est inversible) la matrice (R(V) S(V)) est in-

a B
ARzR(_ﬁ a),

en testant cette égalité sur une base de C2. Tout d’abord, d’une part

versible.

Montrons maintenant que

AR C) — AV = AV

m(% ) ()=

Ensuite, d'une part

D’autre part

D’autre part

n (% o) (5)=n

Ainsi, on a testé I'égalité du lemme sur la base

(()-()

de C?, cela démontre le lemme. ]

Lemme 2.3.6. Pour a,8 € R, on a

a B\ o cosB sinp
exp <—B a>_e (—sinﬁ cosﬁ)'

Démonstration. La propriété est triviale pour S = 0, supposons donc le contraire.
Diagonalisons dans C la matrice
B= (% 7).
-8 «

Le polynéme caractéristique de B est xp = X? —2Xa + o + 42, on voit facilement
que ses deux racines sont o + 3. Trouvons un vecteur propre

()
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associé a la valeur propre A = o+ i5. On a
az + By = (a +if)x,

donc By = ifz, et comme S # 0, on a y = iz. En prenant x = 1, on trouve

comme vecteur propre. Ainsi,

est la matrice de passage d’une base propre de B. Notons que celle-ci est indépendante
du choix de « et 8 définissant B. Ainsi,

-1 . Q‘+iﬁ 0
P (0

donc

1By (TP 0\, (cosp+ising 0
pe P_< 0 exiB) € 0 cosfB—isinfB) "’

Puisque la matrice P est indépendante du choix de a et 3, on peut appliquer le
résultat au-dessus aux coefficients cos 8 et sin 3 :

cos B +isin 8 0 . cosff sinf
( 0 cosﬁ—isinﬁ>_P 1<—sinﬁ COSB)P

Ceci démontre que

a B\ o cosB sinf
eXp <—5 a>_€ (—sinﬁ cosﬁ)’

2.3.3 Le cas homogéne

En utilisant les propriétés précédentes, nous arrivons finalement au résultat qui va

permettre de trouver les solutions de X'(t) = AX ().

Lemme 2.3.7. Soit A € M3(R). Alors Uapplication

teR— 4

est de classe[l] C', et

th
Y _ Aeth VieR.
dt
Démonstration. On a (tA)" An
t
tA _ 2 on
e = Z n! Z n!t )
n>0 n>0

1. Cela signifie que toutes les applications t € R — (etA)ij, pour 1 < i,j < 2, sont de classe C'.
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On va voir cette somme comme une série entiére en t. Lorsqu’on prend le coefficient ¢, j
(avec 1 <i,j < 2) de cette égalité, on obtient une “vraie” série entiére :

(6tA)ij — Z %tn

n!
n>0

Or, en appliquant A™ au vecteur (0,1) ou au vecteur (1,0) selon que ¢ = 1 ou 2, on voit
que par définition de |||,
[(A™)i | < NA™MIF < (AN

(la derniére inégalité est la sous-multiplicativité de [||-]||). Ainsi le coefficient devant ¢ dans
la série entiére (etA)m est de module inférieur a || A[|"/n!. Par le critéere de d’Alembert,
cette série entiére est de rayon de convergence infini. On peut donc dériver terme a terme
et obtenir

d (oiay NN~ Aigon - N~ AYig o - (A D
%((e )i,j>_z ST _Z(n—l)!t =
n>1 n>1 k>0
(la derniére égalité s’obtient par réindexation k = n — 1). Finalement,
Ak+1

ity oy ATy AT )
dt = k! = k!

Nous arrivons donc finalement au résultat suivant :

Théoréme 2.3.8. Soit A € M3(R), to € R et Xo € R?.
Le systeme différentiel muni de condition initiale :

X'(t)=AX(t) VteR, X(t) = Xo (2.10)
admet une unique solution, donnée par
X(t)=eltAX, vteR.

Démonstration. Le point remarquable ici est que I’exponentielle permet de montrer 1'uni-
cité des solutions sans avoir recours au théoréme de Cauchy-Lipschitz général qui sera vu
par la suite.

— Existence. On vérifie que la fonction X définie par

X(t)=e04X, vteR

est solution de (2.10). Cela découle immédiatement de la Proposition 2.3.3) (a) et (c),
qui nous permet d’écrire X (t) = e/ (e7104X), et du Lemme [2.3.7]

— Unicité. Soit X une solution de (2.10)). On pose
C(t) = e X (1).
Alors C est dérivable et

C'(t) = —Ae X (1) + e M X(t) = —e M AX (1) + e M AX (1),
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puisque A et e~* commutent et que X'(t) = AX(t). On obtient donc C'(t) = 0
pour tout ¢ € R, donc C est une fonction constante : C(t) = C(ty) = e 4 X,. En
revenant & la définition de C, cela implique

e X () =e X, VteR.
On applique e aux deux membres de I'équation et on obtient
X(t) = et X,
O

Remarque 2.3.9. Attention : pour un systéme linéaire & coefficients dépendant du temps,
c’est-a-dire dans le cas d’une équation du type

avec X :R+— R%2 A:R+— M3(R), il est en général FAUX de dire
t
X(t) = el A% x

Cette égalité n’est vraie que si les matrices A(s) et A(t) commutent pour tout s,t € R.

2.3.4 Le cas non homogéne

Lorsque le second membre n’est pas homogéne, I'idée est la méme que pour les équations
différentielles scalaires du premier ordre (cas m = n = 1). On peut utiliser la méthode de
variation des constantes pour démontrer 'existence de solutions, et éventuellement les
calculer. On peut aussi utiliser une solution particuliére de I’équation non-homogéne, si on
arrive a en trouver une.

Méthode de variation des constantes

Soit X la solution du probléme

X'(t) = AX(t) + B(t) Vt€R,
X (to) = Xo.

On définit, pour tout ¢t € R,
Ot) =e X (1),

qui vérifie une équation de type plus simple, n’impliquant pas de terme C(t) :
C'(t) = —Ae X (1) + e X' () = e M B(1).

1l “suffit” donc de trouver une primitive de e *4B(t) pour connaitre explicitement C(t).
On obtient alors X par la formule

X(t) = 40(t).

Remarque 2.3.10. La présentation est faite ici pour des matrices carrées de taille 2, mais
se généralise & des matrices carrées de taille quelconques, et donc a des systémes linéaires
a coefficients constants de m équations et d’ordre n avec n, m quelconques.
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On a donc la proposition suivante :

Proposition 2.3.11. Soit A € Ms(R), I un intervalle de R, B : I — R? une application
continue. Soit tg € I, Xo € R2.
Alors le systéme différentiel

(2.11)

{X’(t) = AX(t)+ B(t) Vtel,
X (to) = Xo

admet une unique solution de classe C',

t
X(t) = elt~t0)AXx, +/ e=9A4B(s)ds.

to

Démonstration. Existence. On vérifie que I'application t — e(t—tO)"‘XoijttO e(=9AB(s)ds
est solution du probléme de Cauchy (2.11)).

Unicité. Comme dans le cas des équations scalaires, si X7, X5 sont deux solutions de classe
Cl, alors Y = X; — X3 est solution du systéme homogéne et Y (tg) = 0. Donc Y =0. [

Utilisation d’une solution particuliére
Soit X une solution particuliére de

X'(t) = AX(t) + B(t),

et soit X7 = X(to).
Soit X I'unique solution de (2.11]). Alors Y = X — X est solution de I’équation homogéne

Y'(t) = AY (t), Y (to) = Xo — X1.
Par conséquent, Y (t) = e(*=%)4( X, — X1). On en déduit que
X(t) = X(t) + 04X, — Xy).

Autrement dit, la solution générale de est la somme d’une solution particuliére et
de la solution générale du systéme différentiel homogéne associé.

Application. Cette méthode est aussi utile dans le cas des équations différentielles
linéaires d’ordre deux & coefficients constants. En effet, soit a,b € R et soit f : R — R
continue. On considére I’équation différentielle

u"(t) + au'(t) + bu(t) = f(t). (2.12)

On rappelle que cette équation peut étre mise sous la forme d’un systéme d’ordre un en

T () (8 L) - (l)

Alors u est solution de (2.12) si et seulement si X est solution de (2.11]), avec Xy = (Z’((tt()))) .
0

On peut donc appliquer ce qui préceéde pour trouver des solutions de (2.12)). En particulier :

— On peut toujours mettre (2.12) sous la forme d’un systéme du type (2.11)), et appliquer

la méthode de variation des constantes. Néanmoins, les calculs peuvent rapidement
s’avérer fastidieux.
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— Supposons que 'on arrive & identifier une solution particuliére @ de (2.12)). En par-

T u(t . - . .
ticulier X (t) = <g,(( t))> est une solution particuliére du systéme différentiel et nous
avons vu que la solution générale de (2.11)) est la somme de X et de la solution géné-
rale du systéme différentiel homogéne associé, qui est facile a résoudre explicitement.
On en déduit la solution générale de (2.12) comme somme de 4 et de la solution

générale de I’équation différentielle homogéne
V" (t) + av'(t) + bu(t) =0,

c’est-a-dire u(t) = u(t) + v(t).
Si on parvient a identifier une solution particuliére, cette deuxiéme méthode est a
privilégier car les calculs sont nettement plus faciles.

Remarque 2.3.12. Dans la pratique, pour chercher une solution particuliére de (2.12), on
pourra chercher une fonction % “du méme type” que f, c’est-a-dire :

— Si f est un polyndéme, on cherche 4 comme un polynome;

— Si f est une fonction trigonométrique (f(t) = A cos(wt)+Bsin(wt)), avec A, B,w € R,
on cherche % sous la forme

a(t) = A cos(wt) + B’ sin(wt);

— Si f est une exponentielle, on cherche u comme une exponentielle, etc.

— Plus généralement pour le cas f = R(Ae*!) avec A,w € C, qui inclut les cas tri-
gonométriques et exponentielle réelle, on cherche d’abord les solutions complexes de
I’équation avec membre non-homogéne Ae“? sous la forme :

e Be*t avec B € C, siw n’est pas racine de ’équation caractéristique A2 +aA+b =
0;

e Bte*! avec B € C, si w est racine simple de I’équation caractéristique ;

o Bt’e¥! avec B € C, si w est racine double de I’équation caractéristique.

Ensuite on retrouve les solutions réelles cherchées initialement en prenant la partie
réelle des solutions complexes.

2.3.5 Lien entre les deux méthodes

Pour calculer les solutions des équations linéaires a coefficients constants du type
2"(t) + az'(t) + bx(t) =0, z(0) = zg, 2'(0) = 21 (2.13)

on a donc vu deux méthodes différentes :

1. Premiére méthode donnée par le Théoréme : recherche de solutions comme des
combinaisons linéaires d’exponentielles en résolvant sur C ’équation caractéristique
A2 4+ aX+ b =0. On note \;, \y ses racines.

(i) Si A1, A2 € R distinctes, la solution est de la forme
x(t) = A1€)‘1t + Aze)‘Qt, avec A1, Ay € R.

(ii) Si les racines sont non-réelles A} = a + i3, \a = a — i3, 5 # 0, alors la solution
est de la forme

z(t) = e"*(Cy cos(Bt) + Cysin(Bt)), avec C1,Co € R.
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(iii) Siil y a une racine double A\; = A2 = A, alors la solution est de la forme
x(t) = (A1t + Ag)eM, avec A, Ay € R.

2. Deuxiéme méthode donnée par le Théoréme [2.3.8] : on se raméne & I'étude d’un
systéme d’équations d’ordre 1 en posant

On a alors

ou Xo = (i0> .
1

En vue des Théorémes et on sait que les deux formules donnent le méme
résultat, mais on va aussi le vérifier explicitement pour mieux comprendre le lien entre les
deux méthodes. Tout d’abord, remarquons que le polynéme caractéristique de la matrice
A est

X(t) = etAX(),

xA(A) = =A=a =N +b=A+a\+b.

Autrement dit, les racines de I’équation caractéristique de 1’équation différentielle
sont exactement les valeurs propres de A. Notons comme au-dessus A1, A2 les racines com-
plexes distinctes ou confondues de x 4.

On va vérifier que la formule donnée par la deuxiéme méthode donne bien le méme
résultat que la premiére méthode, en utilisant les formules du tableau précédent.

(i) Si A1, A2 € R distinctes il existe P € GL2(R) tel que

(A 0N
aer(y D)

et on a

At
e 0 _
Xt)=P < 0 €A2t> P~1X,.

P_lon n . P= ap a2 ‘
Y2 as a4

2(t) = a1eMly; + aze'ys,

Notons

On en déduit que

et on retrouve le résultat de la premiére méthode.

(ii) Si les racines sont non-réelles A\ = a + i, A2 = a — i3, # 0 il existe P € GLy(R)

tel que
_ a —p -1
A_P<5 a>P ,

et on a

o at [cos(Bt)  —sin(pt) _
X(t) = Pe (sin(ﬁt) cos(ft) >P Xo.

On en déduit que
z(t) = are™ cos(Bt)y1 — aze sin(Bt)yz,

et on retrouve le résultat de la premiére méthode.
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(iii) S’il y a une racine double \; = Ay = A alors la matrice A n’est pas diagonalisable (si

elle I'était il existerait P € GL2(R) tel que A = P (3 ())\) P~ = \I, en contradic-

0 1

tion avec A = (
-b —a

>) , donc il existe P € GL2(R), v € R* tel que

_ Ay -1
() )

de sorte que

X(t) = PeM ((1) 71t> P1X,.

Avec les mémes notations que ci-dessus, on obtient

z(t) = eM [(a1y1 + a2y2) + a1y27t] ,

et ici encore on retrouve la formule de la premiére méthode.

2.4 Tracé des trajectoires de solutions d’équations différen-
tielles linéaires a coeflicients constants

2.4.1 Meécanique du point, portrait de phase

La mécanique du point est I’étude du mouvement des points matériels (ou des solides
pouvant étre décrits comme des points matériels). Le point de départ est le principe fonda-
mental de la dynamique : le produit de la masse par I'accélération (c’est-a -dire la dérivée
seconde de la position) est égal a la somme totale des forces s’exergant sur le solide :

F=ma"(t).

Supposons que le mouvement se fasse sur une droite et qu’il ne dépende que d’un para-
métre : autrement dit, z(t) € R, et que la force F' puisse s’écrire comme une fonction de la
position et de la vitesse : F' = p(z(t), 2'(t)). On peut alors réécrire le principe fondamental
de la dynamique sous la forme

d (=) _ o' (t) ()
dt (x’(t)) - <7}1¢(x(t)7x/(t))) = f(=(), (), (2.14)

flav) = <,}1¢z}m,v>) '

On obtient donc un systéme différentiel du premier ordre dans R2. On peut tracer les
courbes représentatives des solutions dans le plan cartésien comme des courbes paramé-
trées, en mettant x(t) en abscisse et v = z'(t) en ordonnée. Une telle représentation gra-
phique s’appelle un portrait de phase. A chaque paire de conditions initiales (g, vg)
correspond en général une courbe paramétrée (sous réserve qu’on ait existence et unicité
des solutions de I’équation différentielle pour chaque donnée initiale).

Ezemple 2.4.1 (L’oscillateur harmonique, ou pendule élastique). L’équation du pendule
élastique est donné par la loi de Newton

ma” (t) = —Kx(t),



2.4. TRACE DES TRAJECTOIRES DE SOLUTIONS 31

ot K > 0 est la constante de raideur du ressort et x(t) est I’élongation du ressort par
K

rapport a la position d’équilibre qu’a le pendule au repos. En notant w = 4/+- on obtient

I’équation différentielle
2 (t) + wiz(t) =0, (2.15)

que 'on munit des conditions initiales
z(0) = zg, 2'(0) = vp.
On sait alors que la forme générale des solutions de ([2.15)) est
x(t) = Acos(wot) + B sin(wot),
ou A et B sont déterminés par les conditions initiales. Plus précisément, on a
x(0) =z = A,

et comme
7' (t) = —woAsin(wot) + wo B cos(wot),
on en déduit que

2'(0) = vy = woB.

Pour tracer le portrait de phase associé a 1’équation (2.15)), il faut donc, pour chaque
couple (zg,vp) € R?, étudier la courbe paramétrée Cuo,vo d’équation cartésienne

vo .
x(t) = zo cos(wot) + — sin(wot),
wo teR.

y(t) = vo cos(wot) — woo sin(wot),

Si wg = 1, on reconnait facilement 1’équation d’un cercle de centre zéro et de rayon
\/l‘% + vg . Plus généralement, si wy est quelconque, on vérifie facilement que
t)? v}
x(t)2+y<2) = z3+ —2,
“o “o

donc la courbe Cy 4, est une ellipse. On peut trouver son grand axe et son petit axe en
mettant I’équation sous la forme canonique

ou

2
/ v
_ 2 0 _ _ /2.2 2
a= m0+?, b = woa = \/wix§ + V5.
0

En particulier, si wg > 1, on a b > a, et par conséquent le grand axe de 'ellipse est suivant
(Oy). Si wy < 1, alors b < a, et le grand axe de Dellipse est suivant (Ox).

Par exemple dans le cas wg = 2,29 = —2,v9 = 0, c’est-a-dire départ du ressort com-
primé a hauteur 2 par rapport a la position d’équilibre et sans vitesse initiale, on a

z(t) = —2cos(2t), 2'(t) = 4sin(2t).
La trajectoire est m—périodique, il n’y a pas de points stationnaires, le vecteur tangent

T(t) = (2'(t), 2" (t)) = (4sin(2t), 8 cos(2t)),
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vaut
m us 3T
T(O) = (0’8)7 T(Z) = (47 0)7 T(E) = (07 _8)7 T(Z) = (0’ - = 8)’
donc on a des tangentes verticales a ¢ = 0 et t = 5 et des tangentes horizontales a t = 7
et t = 3™ Le tracé de la solution (z(t),2'()) est le suivant, avec en rouge la direction des

4
tangentes :
Y

t=171(0,4)
t =0,
t=m t=735

T
(—2,0) (2,0)
__ 3= _
t=2321(0,-4)

En particulier on peut lire sur le portrait de phase que de t = 0 jusqu’a t = 7 la
décompression du ressort fait que x(t) s’approche la position d’équilibre, et sa vitesse croit.
Passé le point d’équilibre & ¢ = 7 la résistance du ressort fait que la vitesse decroit jusqu’a
s’annuler a t = 7, temps auquel le ressort se retrouve allongé a distance 2 par rapport a la
position d’équilibre. Ensuite jusqu’a ¢ = 7 on retrouve le méme type de mouvement, dirigé

vers le haut.

A la fin du poly on verra le portrait de phase du pendule simple, ainsi que celui de
Lotka-Voterra. On pourra se faire une idée de comment est produit le portrait de phase du
pendule simple en consultant ’animation de I’article suivant (par ailleurs fort intéressant!) :
http://images.math.cnrs.fr/Le-Rulpidon-5845.html

L’objet de ce chapitre est de tracer les courbes paramétrées définies par {(x(¢t),z'(t)),t €
R}, out & est solution de I'équation scalaire d’ordre 2 & coefficients constants

2"(t) + az'(t) + bx(t) =0, z(0) =z, 2'(0) = z1,

et plus généralement tracer les courbes paramétrées définies par {(z(t),y(t)),t € R}, ou
X(t) = (x(t),y(t)) est solution du systéme d’équations d’ordre 1 & coefficients constants

{X’(t) = AX(¢)
X(0) = (wo,y0)-


http://images.math.cnrs.fr/Le-Rulpidon-5845.html
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Il s’agit donc de tracer des courbes paramétrées définies par

<§§2> —eAtX,, teR,

avec A € My(R) et X = <z0> € R2.
0

2.4.2 Quelques cas simples importants

Avant de comprendre le cas général, on commence par des cas simples : matrice diago-
nale, un cas “modéle” correspondant & une matrice diagonalisable dans C mais pas dans
R, et enfin le cas d’une matrice non-diagonalisable de type triangulaire supérieure. On
donnera également un lemme permettant de comprendre le lien entre :

— d’une part la similitude de deux matrices A et A

— d’autre part le tracé des courbes paramétrées associées a X (t) = et Xy et a Y (t) =

etj}/o.
(a) Tracé de la courbe paramétrée d’équation <§Eg> = !4 X, avec A diago-
nale :
On a

(M0
A= (4 %)

avec A1, A2 € R. On étudie donc la courbe paramétrée C4 x, définie par

z(t) = zoe,
R.
{ y(t) = yoe?', he

Le domaine d’étude est R, et pour X € R? fixé, les courbes n’ont pas de symétrie évi-
dente. Cependant on peut remarquer que la courbe relative a la condition initiale (—xg, yo)
(resp. (zo, —0)) se déduit de celle relative a la condition initiale (xg,yo) par une symétrie
par rapport a l’axe des ordonnées (resp. par rapport a I’axe des abscisses). On peut donc
se contenter d’étudier le cas ou xg > 0,yp > 0 et en déduire les autres cas par symétrie.

On traite d’abord le cas 29 = 0 (resp. yo = 0). On a alors z(t) = eMfxy = 0 pour tout

t € R (resp. y(t) = e*?!yy = 0 pour tout t). Si Ay = 0 (resp. A = 0) la trajectoire est le
point (0,yo) (resp. (xo,0)). Sinon on voit facilement que la trajectoire est le demi-axe des
ordonnées positives si yp > 0 (resp. le demi-axe des abscisses positives si xg > 0), et le
point (0,0) si yg = 0 (resp. g = 0).

On se concentre donc a présent sur le cas ot g > 0,590 > 0. Si Ay = 0 et Ao =0
la trajectoire est le point (xg,yp). Si A1 = 0 et Ay # 0 la trajectoire est la demi-droite
d’équation x = g, y > 0. On se place dans le dernier cas restant, \; # 0. On remarque
alors que z(R) = R* . On fait alors le changement de paramétrage

(t) =t ! log
z(t) =s = —log —,
)\1 gl’o
ce qui implique
1 jog 5 A2
y(t) = yoe/\g(Al log ) _ yTOQSM'
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La courbe C4 x, est donc la courbe Cy du graphe de la fonction

pour s € R%. En vue du changement de paramétrage fait ci-dessus, si Ay > 0 le sens de
parcours de la courbe C4 x, lorsque ¢ varie de —oo & +00 est le méme que celui de Cy
lorsque s varie de 07 & 400, et si A\; < 0 c’est le sens opposé. L’allure de la courbe Cy
dépend de la valeur de i—f :
A2
(i) SiA2/A1 <0, la fonction s € RY + s™1 est strictement décroissante, tend vers +o0
en 0T et vers 0 en +oo. En particulier la courbe Cy admet en s = 07 une asymptote
a I'axe des ordonnées, et en s = 400 une asymptote a 'axe des abscisses.

(ii) Si A2/A1 =0, la courbe Cy est la demi-droite d’équation y = yp, s > 0.
Ag
(ili) Si Aa/A1 €]0,1], la fonction s € R — s*1 est strictement croissante, tend vers 0

en 0% et vers +0o en +oo. De plus la courbe Cy admet une tangente verticale au
voisinage du point (0,0) et une branche parabolique dans la direction de 'axe des
abscisses quand s — 400.

(iv) Si Aa/A1 =1, la courbe Cy est la demi-droite d’équation y = £, s > 0.

o
A
(v) SiA2/A1 > 1, la fonction s € R — ™ est strictement croissante, tend vers 0 en
0" et vers +00 en +o0o. De plus la courbe Cy admet une tangente horizontale au
voisinage du point (0,0) et une branche parabolique dans la direction de I’axe des
ordonnées quand s — +o0.

L’allure des courbes est donc la suivante (avec ici g = yo = 1) :

h(s)

Ao/A =1

)\2/)\1 6]07 1[

(b) Tracé de la courbe paramétrée d’équation <$Et)> = !4 Xy, avec A =

y(t)
(g _aﬂ> ,acR, BeR*:
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Il s’agit d’une matrice réelles ayant deux valeurs propres complexes conjuguées a £ i(3,
dont on a déja vu la forme de ’exponentielle :

(20) = eor (cntiy —miomy (),
donc

A (cos(Bt)zo — sin(Bt)yo),
ot (cos(Bt)yo + sin(Bt)xo),

——
< 8
—~
~ "~
S—"
1l
O

Nous allons privilégier un passage en coordonnées polaires. Si (xg,yo) = (0,0) et la tra-
jectoire est réduite & un point. Sinon notons (rg,0y) € R* x [0,27] 'unique couple tel
que

xg = rocosby, Yo = rosinbp.
Alors

{ 2(t) = roe®(cos(Bt) cos(By) — sin(Bt) sin(fy)) = roe™ cos(Bt + bp),
y(t) = roe*(cos(Bt)Bsin(by) + sin(Bt) cos(fy)) = roe® sin(Bt + Gp).

On remarque immédiatement que si a = 0, la courbe est le cercle de rayon ry. On suppose
donc dans toute la suite que o # 0.

Nous allons tracer I’allure de la courbe C4 x, pour 6y = 0 et o, 5 > 0 car le cas 0y # 0
s’obtient en faisant une rotation d’angle 6, le cas § < 0 s’obtient en faisant une symétrie
par rapport a 'axe (0x), et le cas o < 0 s’obtient, en changeant la paramétrisation en
s = —t, en changeant le sens de parcours de la courbe et en faisant une symétrie par
rapport a 'axe (0z).

En faisant le changement de paramétrage s = 3t on obtient que C4 x, est la courbe
{(roe%s cos(s), roe s’ sin(s)), s € R},

d’équation polaire

On a r/(s) = TO%ES > 0, donc r(s) croit de lim 7(s) =0 a liI_’l_’l r(s) = 4+00. On obtient
S S—+00

une spirale qui s’enroule autour de l'origine quand ¢t — —oo et qui part vers I'infini quand

t — +00.
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t = +o0

t = —00

(c) Tracé de la courbe paramétrée d’équation <§Eg> = ¢4 X,, avec A non-

diagonalisable triangulaire supérieure :
On prend a présent A de la forme

_ (A
=5 1)

avec A,y € R, v # 0. On étudie donc la courbe paramétrée C4 x, définie par

G =) =6 ) G = (™),

Si A =0, on adonc g(t) = yo pour tout t. On vérifie facilement que dans ce cas C4 x, est la
droite d’équation y = yo si yo # 0 et elle est réduite au point (xg,yo) si yo = 0. De méme
siyo = 0, zg > 0 (resp. g < 0) Ca x, est la demi-droite d’équation y = 0, z > 0 (resp.
x < 0). Enfin si yo = zo = 0 la trajectoire est réduite au point (0,0).

On suppose donc & présent A # 0,yp # 0. Comme les fonctions x(t) et y(t) n’ont pas
de symétrie évidente, on passe a ’analyse de leurs variations.

Les fonctions z(t) et y(t) sont dérivables sur R et on a

/() = eM(Azo + Myyot + 790,
Y (t) = Ayoe™.

Ainsi ¢/(t) ne s’annule pas sur R et a le signe de Ayg. La fonction z/(¢) s’annule en un

unique point tg défini par

S Arot+ay 1 @

to = .
AYYo A 7Y
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On a plusieurs cas de figure possibles suivant les signes de A, Ayg, Ayyo. Notons néanmoins

que :

On a toujours z(t) — 0, y(t) — 0 quand A\t — —oo (c.a.d. t — —sgn(\)oo), et de plus
y(t)/x(t) — 0 quand t — —sgn(A)oo : il y a une tangente horizontale au voisinage
du point (0,0).

On a toujours y(t) — sgn(Ayp)oo, z(t) — sgn(yyp)oo quand A\t — +oo (c.a.d. t —
sgn(A)oo). De plus y(t)/z(t) — 0 quand ¢t — sgn(\)oo : il y a une branche parabolique
dans la direction (0x).

y(t) garde un signe constant (celui de Ayp).

Il y a une tangente verticale au point de paramétre ty, qui a pour coordonnées
exp(Ato) (=242, vo)-

La courbe croise I'axe des ordonnées en un unique point, qui a pour parameétre t; =
—x0/(ayo). Notons que t1 = to+ % Le point de paramétre ¢ est donc “le plus proche
de la branche infinie”.

L’allure de la courbe est donc toujours la méme, modulo des symétries par rapport aux
axes (Ox) et (Oy). Plus précisément :

Le signe de yg détermine le demi-plan dans lequel la courbe est incluse (y > 0 ou
y<0);

Le signe de Ayyo (ou de %) détermine la position du point de tangente verticale par

rapport a ’axe des ordonnées ;

Le signe de A détermine le sens dans lequel la courbe est parcourue (de 0 vers +oo
ou le contraire).

On trace donc ci-dessous un exemple dans le cas v, A, yo > 0. Les autres cas sont laissés
au lecteur et se traitent de facon rigoureusement analogue.

Dans ce cas le tableau de variations est le suivant :

t —00 to +0o0
x'(t) 0 - 0 +
0 +00
(1) T~ _—
_ Mo Yo

On obtient une courbe qui a ’allure suivante :
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t = +o00

Nous résumons dans le tableau suivant les tracé type obtenues pour les trajectoires
des solutions de X'(t) = AX(t), et rappelons que le sens de parcours des trajectoires est
inversé lorsque 'on change le signe de A1, «, 3, A, 7.
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Type Sous-type Trajectoires
Matrice (diagonalisable | valeurs propres distinctes de .
avec valeurs propres dis- | méme signe, A\; > 0 .l
tinctes ou confondues ";-EE-; .
)\1,)\2€R) . s "
L &
A0 .
de forme 0\ valeurs propres de signes op-
2 posés, A1 >0 E I g
i ] &
T | L 4
e |/
si f\‘—f <1; valeur propre double, A\; > 0
T / ¥
Y
& gk . e
une rotation de § de ce | A2 =0,A; >0 .
type de tracé si f\‘—i >1 R B
A=0=X\
Matrice (diagonali- | @ > 0; si B > 0; un symé-
sable avec valeurs | trique de ce tracé par rapport
propres non-réelles | & I'axe Oz si § < 0
atiB,B#0),

de forme (g _aﬁ )

a=0,8>0

Matrice (non diagonali-
sable),

de forme (3 Z\)

valeur propre double A > 0;
si v > 0; le symétrique de ce
tracé par rapport a 'axe Oy si
v<0

L7 o

\ [ /]

L [ ¥

" A
oy

valeur propre double A =0
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Enfin, voici quelques remarques :

— en vue de la formule explicite des solutions, les trajectoires du systéme avec matrice

(%2 /\O >, A1, A2 € R, s’obtiennent de celles du systéme avec matrice <)E)l )? ) par
1 2

une symétrie par rapport a la droite y = x. Ceci s’explique aussi par le fait que la

. . 01
matrice de passage entre ces deux matrices est ( 1 0) donc comme on le verra dans

le prochain lemme, la trajectoire de la premiére en repére canonique Ozxy est celle de
deuxiéme en repére inversé,

0 . ..

01 \ > avec A1, Ao € R distincts, la direction des
2

vecteurs propres de la valeur propre A1 est celle de ’axe des abscisses, et la direction

des vecteurs propres de la valeur propre A est celle de ’axe des ordonnées,

— lorsque la matrice du systéme est (

— les trajectoires issues d’un vecteur propre réel v d’une valeur propre A restent sur la
direction du vecteur propre car

. (tA)F (M)
etAv_Z(k!) ”_Z<k1) v = ey
k=0 k=0

en effet, e'*v est bien une solution car (e*v) = e* v = e Av = Ae*v. Si A = 0
la solution est constante X () = v, et sa trajectoire de est réduite symbolisé sur le
portrait de phase par une petite croix. Aussi, comme tout vecteur colinéaire a v est
aussi vecteur propre de la méme valeur propre A, on retrouve sur le portrait de phase
une droite entiére de points représentant des solution constantes.

Si A # 0 alors la trajectoire e lorsque t varie de —oo & +o0o est la demi-droite
reliant Porigine (sans la contenir) et l'infini dans de direction v. Comme —v est aussi
un vecteur propre de la méme valeur propre A, on retrouve sur le portrait de phase
les deux demi-droites données par la direction de v,

— les directions des vecteurs propres sont donc des directions spéciales, le long des-
quelles on retrouve sur les portraits de phases ou des droites de points générant des
solutions constantes, ou des trajectoires de type demi-droites. De plus, ces directions
nous dictent l'allure de tout le portrait de phases. Par exemple, dans le premier cas
du tableau, on a l'origine comme trajectoire de la solution constante symbolisé sur
le portrait de phase par une petite croix, les trajectoires demi-droites au long des
axes Ox et Oy, et tous les autres trajectoires courbes, confinées dans les quarts de
plan déterminés par les axes Ox et Oy (directions des vecteurs propres de A1 et Ao
respectivement), et construites comme suit : départ a coté de l'origine dans une di-
rection tangente a I'axe Oy et ensuite branche parabolique & Uinfini en direction de
I’axe Oz, et enfin le sens des trajectoires est donné par le signe commun des valeurs
propres - & travers les trajectoires on s’écarte de l'origine lorsque les valeurs propres
sont strictement positives, et on s’approche de 'origine lorsque les valeurs propres
sont strictement négatives,

— deux trajectoires non-confondues ne peuvent pas se croiser, car on a unicité des
solutions,

— toujours grace & 'unicité des solutions, la trajectoires issue de X coincide avec celle
issues de X (tg) quel que soit ¢y € R.
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2.4.3 Cas général

Les cas étudiés ci-dessus permettent en fait de comprendre le tracé des solutions dans
le cas général d’une matrice A € My(R). On va déduire du paragraphe précédent 1'allure
de la courbe paramétrée Cy4 x, définie par

X(t) = @38) =Xy, teR,

avec X = <§0> € R et A € M3(R) quelconque. Il existe donc P € GL2(R) tel que
0

A=PApP
avec
~ A 0 . . . .
— A= 0 ) S A est diagonalisable avec valeurs propres A1, Ao € R distinctes ou
2
confondues,

— A= <g _aﬁ ) si A est diagonalisable avec valeurs propres non-réelles a +i3, 8 # 0,

— A= <>\ K) si A est non-diagonalisable avec une valeur propre double A € R.

Nous avons donc que la courbe Cy4 x, est définie dans le repére canonique (Oxzy) par les
points de coordonnées

z(t)\ I
(y(t)) = P(eP71Xy), teR.

Nous allons utiliser le résultat suivant :

Lemme 2.4.2. Soit X : I — R?, Y : I — R? deux applications telles qu’il existe P €
GL2(R) telle que
X(t)=PY(t) Vtel.

On note X = (z1,22), Y = (y1,y2), v1, vz les vecteurs colonnes de la matrice P, Rp =
(O,v1,v9) le repére dont les vecteurs de base sont vi et vy. Soit C la courbe paramétrée
définie dans le repére canonique (Oxy) par {(x1(t),z2(t)),t € I}.

Alors la courbe C est définie dans le repére Rp par {(y1(t),y2(t)),t € I}.

Démonstration. C’est une conséquence de la formule habituelle de changement de coordon-
nées : soit M (t) le point de C de paramétre ¢. Ce point a pour coordonnées (z1(t), z2(t)).
Par hypothése, on a

X(t) == PY(t) = (1}11}2) <z;g;> = yl(t)vl + yg(t)vg.

On lit donc immédiatement sur la formule ci-dessus que les coordonnées de M (t) dans le
repére Rp sont yi(t) et ya(t). O

En vue du Lemme on obtient que la courbe C4 x, est définie dans le repére Rp par les
points de coordonnées

AP1Xg), teR

Notons aussi que le point de coordonnées P! X, dans Rp a pour coordonnées X dans
le repére (Oxy).
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On trace donc la courbe dans le repére Rp en utilisant ’analyse faite au paragraphe
précédent. Il faut cependant garder en téte qu’en général, le repére Rp n’est pas ortho-
normé, ni méme orthogonal. La courbe a donc une allure déformée par ce changement de
repére : la direction des abscisses (resp. ordonnées) devient la direction de vy, le premier
vecteur colonne de la matrice de passage P (resp. la direction de vy, le deuxiéme vecteur
colonne de la matrice de passage P). Par ailleurs nous remarquons que si (1,0) (resp. (0,1))
est vecteur propre de A, alors vy (resp. vy est vecteur propre de A.

On trace ci-dessous un exemple de trajectoire de solution pour une matrice A diagona-
lisable avec valeurs propres réelles, lorsque \y/A; < 0, Ay >0 :

Y

t = +o00

t=—00

vy

Rapellons aussi que si A; < 0 le sens de parcours de la courbe est inversé.

2.5 Que lit-on sur les portraits de phase ? Quelques notions
de stabilité des équations différentielles

Les portraits de phase peuvent étre utilisés pour comprendre les notions de stabilité.
On s’intéresse & la partie des trajectoires des solutions pour laquelle ¢ — 4o00. De facon
générale, les notions de stabilité s’intéressent au comportement d’un systéme au voisinage
d’un point d’équilibre.

Définition 2.5.1. On appelle point d’équilibre d’une équation différentielle toute solu-
tion constante de cette équation différentielle.

Par la suite, on identifiera une solution constante avec la constante a laquelle est égale
la solution en question.

Ici, comme le systéme est linéaire, les points d’équilibre Xy sont caractérisés par la
propriété Xy € ker A. En effet, si X est un point d’équilibre, on a X (t) = Xy pour tout ¢,
donc AXy = AX(t) = X'(t) = 0 pour tout t. Réciproquement, si X, € ker A, alors
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si bien que X est un point d’équilibre.

Iei A € M3(R), donc ker A est de dimension 0 (si 0 n’est pas valeur propre de A et
dans ce cas ker A = {Op2}), 1 (si 0 est valeur propre simple de A, ou si 0 est valeur propre
double de A mais A n’est pas diagonalisable), ou 2 (si 0 est valeur propre double de A et
A est diagonalisable, donc si A est la matrice nulle).

On écarte le cas ot A est la matrice nulle, qui n’a pas beaucoup d’intérét (dans ce cas,
les trajectoires sont toutes réduites a des points). On distingue au moins deux notions de
stabilité :

— Stabilité orbitale, ou stabilité au sens de Lyapunov :

Définition 2.5.2. On dit que X € ker A est un point d’équilibre stable au sens de
Lyapunov si la propriété suivante est vérifiée :

Ve >0, 30 >0, VYp € R?, [|Yy — Xo|| <6 = sup ||y — Xo|| < e
t>0

Autrement dit, un point d’équilibre est stable au sens de Lyapunov si la propriété
suivante est vérifiée : si on part d’une position initiale proche de la position d’équilibre,
alors on reste proche de cette position d’équilibre pour tout ¢ > 0 (attention ici a la
“direction” du temps : on ne repart pas en arriére, c’est-a-dire qu’on ne considére pas
la portion de trajectoire qui correspond a ¢t < 0).

— Stabilité asymptotique :

Définition 2.5.3. On dit que Xy € ker A est un point d’équilibre asymptotiquement
stable si la propriété suivante est vérifiée :

Jeg > 0, YYp € R?, ||[Yo — Xo|| < e0 = lim ||y — X = 0.
t——+o00

Autrement dit, un point d’équilibre est asymptotiquement stable si la propriété sui-
vante est vérifiée : si on part d’une position initiale suffisamment proche de la position
d’équilibre, alors on converge en temps grand vers la position d’équilibre.

Interprétations graphiques, & comprendre sur le tableau page :

— La stabilité orbitale signifie que les courbes du portrait de phase, si elles passent prés
de la position d’équilibre & un instant donné, restent ensuite toujours prés de cette
position d’équilibre. Intuitivement, cela veut dire qu’on ne s’éloigne pas trop de la
position d’équilibre.

— La stabilité asymptotique signifie que toutes les courbes du portrait de phase qui
passent prés de la position d’équilibre convergent en temps grand vers cette position
d’équilibre. Cela veut dire que I'on se rapproche de la position d’équilibre en temps
grand.

Ainsi pour étudier la stabilité, il suffit d’examiner les trois cas décrits en “préliminaires”,
puisque le passage au cas général correspond simplement a une déformation des courbes
par changement des axes de coordonnées.

Examinons a présent quelques cas décrits plus haut, en distinguant suivant la forme de
la matrice A

1. SIA:<O o

A1 0), avec A\, Ao € R :
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— Tout d’abord, si A\; # 0 et Ay # 0, seul (0,0) est point d’équilibre. On n’étudie
donc la stabilité qu’autour du point (0,0). A partir des formules

xr = 6)‘1%0,

Aot
y:er()a

on vérifie facilement que le point (0,0) est orbitalement ou asymptotiquement
stable si et seulement si A\; < 0,A2 < 0 (par conséquent Aa/A; > 0). Sur le
portrait de phase page [34] cela correspond aux courbes jaune, violette et rouge,
parcourues dans le sens “infini vers zéro”. La courbe bleue, qui correspond &
A2/ < 0, est écartée : on vérifie bien que sur cette courbe, quel que soit le sens
de parcours, on finit par s’éloigner infiniment de I'origine.

— 11 reste & examiner le cas Ay = 0, Ay # 0 (le cas Ao = 0 se traite de fagon
similaire.) Dans ce cas les positions d’équilibre sont de la forme (a,0), avec
o € R. Autrement dit I’ensemble des états d’équilibre est 'axe des abscisses
tout entier.
D’un autre coté, les trajectoires du portrait de phase sont des demi-droites
verticales (en rose sur le dessin page . Le signe de Ao détermine le sens de
parcours de ces demi-droites. Si Ao > 0, on a

6/\2ty0 — sgn(yog)oo quand t — oo,

et donc il n’y a pas de stabilité orbitale, ni de stabilité asymptotique.
On se concentre donc maintenant sur le cas Ag < 0. Dans ce cas les demi-
droites sont parcourues dans le sens “haut vers bas” si yy > 0, “bas vers haut”
si yo < 0. Autrement dit, si on part d’'un point (xg,yo), on converge vers la
position d’équilibre (zo, 0).
On voit alors que les points d’équilibre sont tous orbitalement stables, mais pas
asymptotiquement stables : en effet, si (z¢, y0) est dans un voisinage de («, 0) la
trajectoire va rester dans un voisinage de («,0). En revanche, si zy # «, aussi
prés soit-il de a, la trajectoire ne converge jamais vers («, 0), et on n’a donc pas
de stabilité asymptotique.

o

2. SiA:<ﬁ _()[B),aveca,ﬁeR,ﬁ;éO:

Seul (0,0) est un point d’équilibre.

Si a = 0, les trajectoires sont des cercles centrés en 0. On a donc stabilité orbitale,
mais pas stabilité asymptotique.

Si a # 0, les trajectoires sont des spirales qui s’entourent autour de 'origine, et le
signe de « détermine le sens de parcours de la spirale. On retrouve une fois de plus
qu’on a stabilité orbitale et asymptotique si a < 0, et ni stabilité orbitale ni stabilité
asymptotique si o > 0.

3. SiA:<3 K),avecA,yeR,’y#O:

Si A # 0, le portrait de phase a I’allure dessinée page [37} Le signe de A\ détermine le
sens de parcours de la courbe. On voit immédiatement qu’on a stabilité asymptotique
(resp. stabilité orbitale) si et seulement si A < 0.

Examinons maintenant le cas A = 0. Dans ce cas les états d’équilibre sont de la forme
(r,0) avec r € R. Par ailleurs

e Xy = Xo + At <y(§)> ,
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Ainsi si yo # 0, || Xg|| — oo quand t — oo. On ne peut donc pas avoir de stabilité
asymptotique ni de stabilité orbitale.

On résume ces propriétés de stabilité des points d’équilibre, qui se transmettent aussi
aux matrices semblables, dans le tableau suivant :

A diagonalisable, A <0 A1 =0 A1 >0
avec valeurs | Ao < 0 | Stabilité  orbi-
propres distinctes tale et asymp-
ou confondues totique
A, ER
Ao = Stab. orbitale mais pas asymptotique
Ao >0 Pas de stabilité orbitale, ni asymptotique
A diagonalisable, a<0 a=0 a>0
avec valeurs Stabilité  orbi- | Stabilité  orbi- Pas de stabi-
propres « =+ i3, tale et asymp- | tale, mais pas lité orbitale, ni
B #0 totique asymptotique asymptotique
A non diagonali- A <0 A=0 ‘ A>0
sable, donc avec Stabilité  orbi- | Pas de stab. orbitale, ni asymptotique
valeur propre tale et asymp-
double A € R totique

Notons que si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles strictement né-
gatives, alors les point d’équilibre sont asymptotiquement et orbitalement stables. Aussi,
si 'une des valeurs propres de A a une partie réelle strictement positive, alors les points
d’équilibre ne sont pas stables (ni asymptotiquement, ni orbitalement). Enfin, dans tous les
cas de stabilité asymptotique on a aussi la stabilité orbitale. En général pour des équations
plus compliquées la stabilité asymptotique n’implique automatiquement qu’une notion de
stabilité orbitale plus faible que celle ci-dessus.

Remarque 2.5.4. Cette méthode est souvent utilisée en pratique pour déterminer la stabilité
d’un état d’équilibre, méme en dehors du cadre linéaire. En effet, supposons que X soit
solution de I’équation autonome

X'(t) =b(X (1),

et supposons qu’il existe X, € R? tel que b(Xeq) = 0. On part d’une position initiale dans
un voisinage de X¢,. Alors tant que X () est proche de X4, on a
B(X (£)) ~ Db(Xeq) (X (1) — Xoq),

ou Db est la matrice jacobienne

by
o1
Oby
oz

oby

ox

oy | -
Oxzo

En notant A = Db(X¢,), Y (t) = X (t) — Xeq, on en déduit que tant que X (t) est dans un
voisinage de X4, et donc tant que Y () est petit, I’évolution est gouvernée par I’équation

Y'(t) = AY ().

En examinant les valeurs propres de la matrice A, on peut savoir si on a un espoir que le
point d’équilibre X, soit stable. On peut démontrer (mais c’est difficile!) que si toutes les
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valeurs propres de A ont des parties réelles strictement négatives, alors X, est un point
d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire de départ. Si I'une des
valeurs propres de A a une partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre n’est
pas stable (ni asymptotiquement, ni orbitalement). Dans les autres cas (valeurs propres
avec parties réelles négatives ou nulles, mais pas toutes strictement négatives), on ne peut
pas conclure en général.

Le raisonnement mené ci-dessus s’appelle une linéarisation de I’équation prés du point
d’équilibre. Il peut se généraliser & des cas plus complexes (étude d’équations aux dérivées
partielles, qui peuvent s’apparenter & des systémes d’équations différentielles en dimen-
sion infinie. . .). Le résultat cité précédemment, qui fait le lien entre les valeurs propres de
Db(X,,) et la stabilité du point d’équilibre correspondant, justifie a posteriori que 'on
étudie les systémes linéaires a coefficients constants de facon aussi approfondie.
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Chapitre 3

Théorie générale pour les équations
différentielles

3.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

On commence par un théoréme d’existence et d’unicité assez puissant pour les équations
différentielles d’ordre un en dimension quelconque (toutes les EDO d’ordre N peuvent se
ramener a une EDO d’ordre 1 en prenant comme inconnue (z, 2/, ..., N _1))).

Pour préciser les idées, on définit tout d’abord ce qu’est la solution d’une équation
différentielle munie d’une donnée initiale.

Définition 3.1.1. e Soit [ un intervalle ouvert de R, U un ouvert de R™, et soit ¢y € I,
Xo€eU. Soit f:IxU —R™.
On considére I’équation différentielle avec donnée initiale

{X’(t) = f(t,X(t)) Vtel, 51)

X (to) = Xo.

Une solution de (3.1)) est une fonction X définie sur un intervalle Iy contenant tg, a
valeurs dans U C R™, vérifiant ’équation sur Ix et la condition initiale.
e Le systéme est aussi appelé probléme de Cauchy (équation différentielle ET
donnée initiale). Résoudre le probléme de Cauchy consiste a trouver I’ensemble des solutions
de ainsi que l'intervalle sur lequel elles sont définies.

Ezemple 3.1.2. — Une EDO scalaire :
2 (t) =t + 23(t),
z(0) =2

Dans le cas de ce probléme de Cauchy m = 1 et f(t,%) = t+%2. Si on considére comme
équation 2'(t) = z%(t) = f(t,x(t)) alors il s’agit d'une équation autonome dans le
sens que f(t,y) = y? ne dépend pas de t séparément et on peut écrire directement

a'(t) = f(x(t)) avec f(y) =1*.

— Systéme de Lotka-Volterra : les équations de Lotka-Volterra s’écrivent

N'(t) = aN(t) — bN(t)P(t),
P'(t) = cN(t)P(t) — dP(t).

49
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Dans ce cas, m =2, X = (J;>’ et X'(t) = f(X(t)) avec

RZ — R2
f: (m) o <ax — bazy) .
Y cry — dy

C’est un systéme autonome : le champ de vecteurs f ne dépend pas de t.

— Pendule simple : on rappelle que ’équation régissant 1’évolution du pendule simple
s’écrit

0" (t) 4+ wd sin O(t) = 0,

que I'on munit des conditions initiales
9(0) = 90, 9’(0) = 0.

0
0/
I’équation du pendule simple peut se mettre sous la forme (3.1)) en posant X'(t) =
f(X(t)) avec

On met ce systéme sous forme vectorielle en posant X = . On vérifie alors que

RZ — R2
TG ()
Yy —Wwp SINT

6 .
et Xo = <v0>' Il s’agit de nouveau d’un systéme autonome. Cet exemple montre
0

comment on peut ramener ’étude d’'une EDO scalaire d’ordre 2 & celui d’'une EDO
vectorielle d’ordre 1.

Remarque 3.1.3. Dans la définition ci-dessus, on ne suppose pas que g appartient a l'inté-
rieur de Ix (ni que lintervalle Ix est ouvert) : ¢a peut étre une extrémité de 'intervalle.

Proposition 3.1.4 (Forme intégrale des solutions). Une fonction continue X : Ix — U
est solution du probleme de Cauchy (3.1) si et seulement si

X(t) = Xo + tf(u,X(u))du. (3.2)

to
Démonstration. Si X : Ix — U est solution du probléme de Cauchy (3.1)) alors

Y(t):=Xo+ 1tj‘“(u,X(u))du

to

satisfait, par le théoréme fondamental de I’analyse,
YI(t) = f(t, X(t) = X'(t).

Dans la dérivation du terme intégral on a utilisé le fait que f(u, X (u)) est une fonction
continue, grace a 'hypothése de continuité sur f et X. On en déduit que Y (¢) — X (¢) est
une constante. D’autre part Y (t9) = Xo = X (o), donc Y et X coincident sur Ix.
Réciproquement, si X satisfait alors X'(t) = f(t, X (t)) et aussi X (tg) = Xo, donc
X est bien solution du probléme de Cauchy . O
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Ezxemple 3.1.5. Considérons le probléme de Cauchy suivant

{x’(t) =ta(t) VtER,
z(0) = 1.

Nous savons déja trouver la solution explicitement, il s’agit de e%. Nous allons la retrouver
d’une autre fagon, en ayant en téte la proposition précédente sur la forme intégrale des
solutions.

Pour toute fonction continue = : R — R définissons une nouvelle fonction Tz : R — R
par

(Tx)(t) =1 —l—/o uz(u)du.

Posons 2° la fonction constante donnée par la donné initiale : 2%(¢) = 1 pour tout t € R.
Ensuite, pour tout n € N*, on définit la fonction 2™ := Tz" !, c’est-a-dire

z"(t) =1 —I—/O ux™ (u)du.

Nous pouvons calculer explicitement :

t t2
a:l(t)—1+/udu—1+,
0 2

t 2 2 2\ 2
9 u t 1/t
t) =1+ 1+ —)du=1+—+—-| —
7(t) /Ou( 2)u 2 2(2)’

et par récurrence on trouve pour tout n € N

t n—1 2\ k 2\ k
1 [u 1/t
2"t) =14+ [ vy —|—) du= —(=) .
=1+ [0 5 (5) #-La(3)
k=0
Il s’ensuit donc que la suite de fonctions z™ vérifie
t2
lim z"(t) =e?,
n—oo
donc on a retrouvé la solution du probléme de Cauchy par itération de la fonction constante
donnée par la donné initiale a travers T. C’est cette approche que nous allons utiliser
pour démontrer le résultat suivant dans le cas d’équations pas nécessairement résolubles
explicitement.

Théoréme 3.1.6 (Théoréme de Cauchy—Lipschitsz existence locale). Soit I un intervalle
ouvert de R, U un ouvert de R™, et soittg € I, Xo € U. Soit f : I xU — R™ une fonction
C! (c’est-a-dire que les dérivées partielles de f par rapport a toutes les variables existent et
sont continues.)

Alors il existe T > 0 tel que le probléme de Cauchy admet une solution X de
classe C* sur lintervalle [ty — T,to + 7.

On a également la propriété d’unicité suivante : si Y est une autre solution de
définie sur un intervalle Iy, X et'Y coincident sur Iy N [tg — T, to + 7]. Plus généralement,
siY et Y sont deuz solutions de définies sur les intervalle Iy et Iy respectivement,
alors elles coincident sur Iy N Iy .

1. Les théorémes de Cauchy-Lipschitz sont aussi connus sous le nom de Picard-Lindeldf; ils datent de
1820-1900.
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Remarque 3.1.7. Ce résultat assure que certaines équations différentielles (systéme de
Lotka-Volterra, pendule simple. ..) admettent des solutions pour toute donnée initiale, au
moins localement en temps (c’est-a-dire sur un petit intervalle autour de tp). On verra
plus tard des conditions pour que les solutions d’équations différentielles soient globales,
c’est-a-dire définies pour tout temps.

Remarque 3.1.8. La condition f € C!' peut étre légérement relaxée : il suffit que la fonction
f soit continue et lipschitzienne sur tout compact en la 2éme variable. Mais en général, on
peut pas faire “mieux” (dans le sens : “on ne peut pas supposer moins”) que le caractére
Lipschitz, comme le montre ’exemple suivant.

On considére le probléme de Cauchy suivant :

{x/(t) :3\/90(75), teR, (3.3)

On vérifie facilement que la fonction constante égale a zéro est solution de ’équation. On
va montrer qu’il existe une infinité d’autres solutions : pour 7" > 0, on pose

pr(t) = 0 sit<T,
W=V @-1)2 sit>T.

On vérifie facilement que z7 est également solution de 1’équation différentielle (3.3)) pour
tout T > 0. I1 n’y a donc pas unicité. Ce défaut d’unicité vient de ce que la fonction
x — +/x n’est pas lipschitzienne au voisinage de zéro.

Démonstration. Comme expliqué dans ’Exemple [3.1.5] nous allons chercher la solution du
probléme de Cauchy par itérations de la fonction constante donnée par la donné initiale.
Construction par itération d’une suite de fonctions :

Posons X" la fonction constante donnée par la donné initiale : X°(¢) = X, pour tout ¢ € I.
Ensuite, pour tout n € N*, on définit par itérations successives la suite de fonctions

X"(t) = Xo+ tf(u, X" Y(u))du,
to

sur un intervalle de temps [tg — T, to + 7] qui se préte a ce type d’itérations, et qu’on définit
comme suit.

Choix de lintervalle de définition :

Comme I est un intervalle ouvert de R, U est un ouvert de R™ et (¢g, Xo) € I x U, il existe
des nombres positifs a et b tels que [tg — a, to +a] x B(Xo,b) C I x U. Par exemple lorsque
m = 1 ce cylindre fermé de R™*! se réduit au pavé [tg — a, tg +a] x [Xo — b, Xo +b] du plan
R?. S’agissant d’un ensemble compact et f étant continue, son image est aussi compacte.
Soit M > 0 un majorant de || f|| sur [to — a, to+ a] x B(Xo,b). Aussi, comme f est de classe
C!, elle est différentiable et nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis
pour obtenir une constante K > 0 telle queﬂ

1f(t, X) = f&, V)| < KX =Y|, ¥(tX),(tY)E€[to—a,to+a] x B(Xo,b). (3.4)
Nous définissons alors )
. 1
T—mln{a,M,M}.

2. Nous voyons ici qu'il suffit d’avoir f continue, localement Lipschitz en la 2éme variable.
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Estimations sur la suite de fonctions :
D’abord nous allons démontrer par récurrence que pour tout n € N nous avons

X"(t) € B(Xo,b), Vte[to—T,to+T7]

Ceci est vrai pour n = 0, et en le supposant pour n on a
t
X" () = Xoll = II/ flu, X (w))dul| < M|t —to] < M7 <b.
to
Ensuite nous avons tout n € N*

t
sup X = X0 = | [ s X)) — 1, X))
tE[to—T,to-‘rﬂ to
KX () — X1 du
to
<Kr s X0 - XN

te[to—7,to+7]

sup [|X7 () = X ().

1
S —
2 telto—r to+7]

En itérant cette estimations nous avons obtenu que pour tout n € N*

1 b
sup [ X" — X"(1)] < on , Sup IXH(t) = XO(t)|| < o (3.5)
teto—T,to+7] t€lto—7,to+7]]

Définition de la fonction limite :
De la majoration ci-dessus il s’ensuit que >_(X™—X""1) est une série de fonctions continues
normalement convergente. En posant

X = XO + Z _ X" 1
on obtient donc une fonction X : [ty — 7, tp + 7] — R™ continue, telle que

N
X(t) = lim (X°(t) + ) (X"(t) - X" (1)) = lim XN(¢).
n=1

N—o0 N—oo

Par ailleurs, il s’ensuit que
X(t) € B(Xo,b) CU, Vte[to—T,to+ 7]

Vérification du probléme de Cauchy :
Pour montrer que X est bien solution du probléme de Cauchy (3.1)) nous remarquons que
pour tout t € [to — 7,to + 7],

X)) = lim XN(t) = Xo+ hm f(u XN w))du

N—o0 to
= Xy +/ f(u, X (u))du+ lim (f (u, XN (w)) — f(u, X (uw)))du.

to N—o00 to
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Il nous reste donc & montrer que le dernier terme vaut zéro. Comme X (u), XV ~1(u) €
B(Xg,b) C U,Yu € [ty — 7,to + 7] nous avons pour tout ¢ € [tg — 7, to + 7|, par (3.5)),

t

g/ K[ XY (u) — X (u)||du

to

< Kt sup HXN_I(U) —X(u)”
u€lto—7,to+T7]

/t (s XV () — fu, X ()

0

Unicité :
Nous allons démontrer directement le résultat d’unicité pour Y et Y deux solutions de
définies sur les intervalles Iy et Iy respectivement. Si Iy NIy = {to} la conclusion
découle du fait que Y et Y ont la méme donnée initiale. On se place donc dans le cas ou
Iy NI contient un intervalle centré en g (le cas ou Iy N I contient un intervalle de type
[to, B8] ou ]a, to] se traite pareil).

Nous commencons par montrer qu’elles coincident localement autour de tg. Pour ¢ €
Iy N I nous avons, en utilisant la forme intégrale des solutions,

t ~

YO -V = [ (7Y (@) - 0¥ ) du

0

Les fonctions Y et Y étant continues et prenant la méme valeur X en to, il existe 0 < § < 7
tel que [tg — 6,t0 + 0] C Iy N Iy et tel que

Y (u),Y (u) € B(Xo,b), Yu € [tg—6,tg + 0]
Il s’ensuit comme avant que pour tout t € [tg — d,tg + ]
~ t ~
1Y (t) =Y ()] < / K|Y (u) = Y (u)||du,
to
et en particulier

sup Y)Y (@I <KS sup V(1) =Y (@) <
t€[to—9,t0+9] te[to—9,t0+9]

sup |[Y(t) = Y(#)].
te[to—8,to+0]

N | —

On en déduit que sup;ep, s+ 1Y (1) — Y (t)]| = 0, et donc que Y et Y coincident sur
[to — 6, to + ).

Nous allons maintenant démontrer que Y et Y coincident sur ¢t € Iy N I; n{t > to}
(montrer qu’ils coincident sur Iy NIy N {t < 1o} se fait de fagon similaire). Comme Iy
et Iy sont des intervalles, leur intersection l'est aussi. Notons #; l'extrémité supérieure de
Iy N I;. On considére I'ensemble

A={tely NIy |t>to,Y(u) =Y (u)Vu € [to, 1]},

qui n’est pas vide car il contient fo, et c’est un ensemble majoré par ¢y, donc t4 = sup A
est un élément de R, et ty < ;. Si t; = t; cela implique que l'on a bien ¥ = Y sur
t € Iy NIy N{t > to}. Supposons maintenant par I’absurde que ¢t < t;. D’aprés ce qui
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précéde sur l'unicité locale, on obtient aussi ty < tg + d < t4. Pour t dans 'intervalle
non-vide [t, ¢, [ on a Y (t) = Y (t), donc en passant a la limite quand ¢ — ¢, on obtient
par continuité Y (ty) = Y(t;). On pose Y, = Y (t,), et on considére le probléme de
Cauchy au point t, avec la donnée initiale Y, dont Y et Y sont solutions. Le résultat
d’unicité locale démontré ci-dessus nous assure que Y et Y coincident sur un petit intervalle
[ty =64, t4+0.]NIyNI; avec 0 < 64 <ty —ty,doncsur [ty —d4,t, +64] C IyNIy. Nous
déduisons que Y (t) = Y (t) pour tout t € [to,t4 + 0], donc t, + d, € A. Par conséquent,

t+ +5+ S supA = t+,
ce qui est une contradiction car 64 > 0, donc on ne peut pas avoir t4 < tj. ]

Nous remarquons que la partie unicité du théoréme donne un résultat de non-croisement
de solutions. Nous verrons plus tard (Proposition [3.3.2]) cette propriété précisée dans le cas
des EDO scalaires.

3.2 Solutions maximales

3.2.1 Existence et unicité

On va & présent définir la notion de solution maximale d’une équation différentielle.
Pour cela, on introduit une relation d’ordre sur les solutions de ’équation différentielle

BI) :

Définition 3.2.1. Soit X,Y deux solutions de , définies respectivement sur des in-
tervalles I et J contenant ty. On dit que Y est une extension de X et 'on note X <Y
si et seulement si I C J et X (t) = Y (¢) pour tout ¢t € I.

On dit que X4, est une solution maximale de si c’est une solution de (3.1f) et
si pour toute solution X de ,

Xmaz <X = X = Xz

Remarque 3.2.2. On vérifie facilement que < est une relation d’ordre (pas total) sur les
solutions de (3.1)), et que les solutions maximales sont précisément les éléments maximaux
pour cette relation d’ordre.

Théoréme 3.2.3 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz — solutions maximales). Soit I un in-
tervalle ouvert de R, U un ouvert de R™, et soittg € I, Xo € U. Soit f: I xU — R™ une
fonction C'.

Alors il existe une solution maximale Xyq, de l'équation , définie sur un intervalle
ouvert Iyq, C I. Cette solution maximale est I’élément mazimum (plus grand élément) pour
la relation d’ordre <. Par conséquent, elle est unique.

Démonstration. On note S 'ensemble des solutions de (3.1). D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, ’ensemble S est non vide. On définit alors ’ensemble

Imaa} = U IX,
XeS

ol Ix est 'intervalle de définition d’une solution X de (3.1). On va montrer que I,,q, est
un intervalle, et que 'on peut définir une solution X4, de (3.1) sur I,,4,. Il restera alors
4 démontrer que cette solution est une solution maximale.
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Premiére étape : I,,,, est un intervalle. Il suffit de montrer que pour tout ¢1,ts €
Iz, on a [t1,ta] C Imaxlﬂ Soit t1,ts quelconques dans Ipq.. Il existe X7, Xo solutions
de tels que t; € Ix,,ta € Ix,. Or Ix,, Ix, sont des intervalles, et ty € Ix pour tout
X € 8. On en déduit que

[to,tl] CIXl, [to,tg] CIX27

et par conséquent
[to,tl] U [t(},tQ] Clx, Ulx, C Ings.

Or [t1,t2] C [to, t1] U [to, t2]. (Cette propriété se montre facilement en distinguant le cas ot
to € [t1,t2] et le cas ou ty & [t1,t2].) Donc [t1,t2] C Lnag-

Deuxiéme étape : Définition de X,,,,. On définit donc X,,,,; de la facon suivante :
soit t € Lnae quelconque. Soit X une solution de (3.1)) telle que t € I'x. On pose

Kmaz(t) = X (t).

La définition de X4, ne dépend pas du choix de la solution X telle que t € Ix. Effective-
ment, si Y € S telle que ¢t € Iy, alors d’aprés 'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz

X(u) =Y (u) Yuelxnly,

et en particulier X (t) = Y (¢). Donc X4, est définie de fagon univoque.

Troisiéme étape : I,,,, est un intervalle ouvert et X,,,, est solution de (3.1).
On va montrer que pour tout £ € I, quelconque il existe un voisinage de ¢ inclut dans
Iz sur lequel X4, vérifie 'équation. Comme de plus on a X4, (o) = xo par définition
de Xz (toujours en utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz), on en déduit aussi que
Xinaz €st bien solution de .

Si t = tg on a la propriété ci-dessus grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Si £ # to on note X;= Xmaz(t). Par définition de Ipnaz, Xmaz, il existe une solution X
de telle que £ € Ix et X = Xynqp sur Ix. En particulier [to,?] C Ix et X(f) = X

D’autre part, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz , il existe 7 > 0 tel que le
probléme de Cauchy

X'() = f(6 X (1), X (D) = X;

posséde une unique solution XCL sur [f —Ft+ 7]. Ainsi, on a nécessairement X = X'CL
sur Ix N[t — 7, + 7], et en particulier sur [tg,] N [t — 7,7 + 7]. On définit & présent, sur
[t()vt] U [t - 7-7t + 7:]7

X(t) =

. { X (1) sit € [to, 1],
Xop(t) sitelt—7,1+7).

On vérifie aisément, a I'aide de ce qui préceéde, que la fonction X est bien définie et qu’elle
est solution de (3.1). Donc X € S. En particulier,

[t —F,t4+ 7] C [to, ] U[t — 7, + 7] C Inmaa- (3.6)

Aussi, on obtient X,,..(t) = X (t) pour tout t € [t — 7, + 7], et donc X,nq. est solution de
I’équation

X'(t) = f(t, X(t))
sur l'intervalle [ — 7,7 4+ 7]. On a donc bien obtenu I'existence d'un voisinage de # inclut
dans I,;,q, sur lequel X, vérifie ’équation.

3. Les intervalles sont ici définis au sens large : si a > b, U'intervalle [a, b] est égal a V'intervalle [b, a].
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Quatriéme étape : X, est une solution maximale, et c’est ’'unique solution
maximale. On observe que si X € S, alors Ix C I4, par définition de I, et X =
Xmaz sur Ix par définition de X,q.. Par conséquent, X < X4, pour tout X € S.
Donc X4z est le plus grand élément de S pour la relation d’ordre <. Si Y € S est aussi
une solution maximale, alors puisque c¢’est une solution on a Y < X4, et puisqu’elle est
maximale, par définition on obtient Y = X,,,4.. Donc X4, est I'unique solution maximale.

O]

3.2.2 Dichotomie existence globale/explosion

On s’intéresse a présent a des solutions maximales uniquement, et a leur intervalle
d’existence. On va montrer qu’il y a deux cas de figure possibles : soit les solutions sont
globales, c’est-a -dire qu’elles sont définies sur R tout entier, soit elles explosent quand elles
approchent du bord de leur intervalle de définition.

On commence pour cela par un lemme trés utile :

Lemme 3.2.4. On suppose que les hypothéses du Théoréme[3.1.6 sont vérifiées avec I = R,
U =R™, et on considére une solution mazimale Xq, de (3.1)), définie sur un intervalle
Iz =Ja,b]. On suppose que Xpar est bornée sur un voisinage & gauche de b. Alors b =
+o00.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde : supposons que b < oco. Nous allons montrer
dans un premier temps que X4, admet une limite a gauche en b.

Soit V' un voisinage de b sur lequel X4, est bornée. 11 existe donc un intervalle compact
V contenant V. Notons aussi R = sup;cy || Xmaz ()| < 0o. On pose alors

Co=sup [If(t,2)]
tev.|Z||<R

Comme f est de classe C! et V est compact, il s’ensuit que Cy est fini. Puisque X4 est
solution de ({3.1)), on en déduit que

[ Xpae W < Co VEEV.

axr
D’apres I'inégalité des accroissements finis, pour tout t,u € V', on a
[ Xmaz(t) — Xmaa(w)|| < Colt — ul.

On en déduit que si (t,)nen est une suite quelconque de Ja, b[ tendant vers b, alors la suite
(Xmaz(tn))nen est de Cauchy dans R™, donc elle est convergente. De surcroit cette limite
ne dépend pas de la suite (£,)nen choisie : en effet, si (£,)nen est une autre suite de ]a, b]
tendant vers b, on pose, pour n € N,

S tpsin=2kkeN,
"7 tsin=2k+1,keN.

On voit alors que (7,,)nen est également une suite de ]a,b[ tendant vers b. Par consé-
quent (X (7,))nen est une suite convergente, et toutes les suites extraites de (X (7,,))nen
convergent vers la méme limite. Donc

lim Xmax(tk) = lim Xmax(fk)-
k—o0 k—oo
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Soit X € R™ la limite commune de toutes les suites (Xqaz (tn))nen vérifiant les hypothéses
précédentes :
Xp = lim Xpaz(t).

t—b—

Cela permet de prolonger par continuité X,,,, en b.

Montrons maintenant que X4, est dérivable a gauche en b avec X/, ,..(b) = f(b, Xpnaz(D)).
Pour tout t € V, on a X/ . (t) = f(t, X;maz(t)). Par continuité de f, et par prolongement
par continuité de X,,q, en b, cette fonction admet f(b, X;) comme limite pour ¢ — b~. Par
le théoréme de prolongement des dérivées, on en déduit que le prolongement par continuité
de X,naz est dérivable & gauche en b, de dérivée f(b, Xp).

Ainsi, Xy est solution du probléme de Cauchy sur ]a, b| ce qui est en contradic-

tion avec le fait fait que X,,qz est solution maximale. O
On déduit de ce lemme le résultat suivant :

Théoréme 3.2.5 (Dichotomie existence globale/explosion). On suppose que les hypotheéses
du Théoreme |3.1.6] sont vérifiées avec I = R, U = R™, et on considére une solution
mazimale Xae de , définie sur un intervalle I, =)a,bl.

Alors l'une et 'une seulement des deux propriétés suivantes est vérifide :

(i) soit b= 400 ;

(i) soit b < 400 et
lim || X ez (t)]| = .

t—b_

La preuve de cette proposition reprend des éléments de la démonstration du lemme
précédent.

Démonstration. L'une et I'une seulement des deux propriétés suivantes est vérifiée : soit
b = +oo, soit b < +4o00. Pour conclure il suffit de montrer que b < +oo implique que
limy | Xomaz(£)]] = o0

Raisonnons par l’absurde : supposons que b < +00 et que || Xpqz|| ne tend pas vers
+o00 en b_. Par le Lemme il suffit de montrer que X, est bornée sur un voisinage
a gauche de b : cela impliquera alors que b = 400, une contradiction.

Puisque || Xmaz|| ne tend pas vers +oo en b_, par caractérisation séquentielle, il existe
une suite de temps (s, ),>0 tendant vers b par valeurs inférieures, ainsi que R > 0, tels
que || Xomaz(sn)|| < R pour tout n € N. Soit V' un voisinage & gauche de b qui est borné et
inclus dans ]a, b[. On pose alors

Co= sup |f(t 2]
teV, || Z||<R+1

Comme f est de classe C et V est compact, il s’ensuit que Cy est fini.
Pour tout n € N, on pose

Sp =inf {5 € [sp, b | [ Xmaz(s)|| > R+ 1}

Si un des §, n’est pas bien défini (’ensemble définissant I'inf est vide), on en déduit que
Xmaz est bornée sur un voisinage a gauche de b, ce qu'on veut démontrer.

On suppose donc que tous les §, sont bien définis, ils sont donc strictement inférieurs
a b. Par continuité de X,,q,, on a également §, > s, (sur un voisinage a droite de s,, on
a || Xomaz ()] < | Xmaz(sn)]| +1 < R+ 1). De nouveau par continuité de Xz, o0 a que
| Xmaz (o)l = R+ 1.
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Puisque X4, est solution de (3.1), on en déduit que

X ae ()] < Co ¥t € [sn, 5n].

axr

Par I'inégalité des accroissements finis, cela implique que
HXmaz(Sn) - Xmaac(gn)” S (gn - Sn)CO-

Or | Xmaz(sn)|| < R et || Xmaz(8n)]] = R+ 1. Par I'inégalité triangulaire inversée, on en
déduit que || Xmaz(Sn) — Xmaz(5n)|| > 1, si bien que 8, — s, > Cio, donc §,, > s, + Cio

Or pour n assez grand on a s, > b — ﬁ, ce qui implique que §, > b, ce qui est une
contradiction avec la définition de §,. O

Exemple 3.2.6. On considére le probléme de Cauchy

{x’(t) = 22(t)
=1.

C’est un probléme de Cauchy de la forme avecm =1, tg =0, zg = 1 et autonome
avec f(y) = y?>. Comme f est une fonction C' sur R, on peut appliquer le théoréme de
Cauchy-Lipschitz et obtenir une solution maximale ;4. du probléme de Cauchy ci-dessus,
définie sur un intervalle ouvert I,,,, contenant 0.

On remarque que la fonction constante égale & zéro sur R est solution de z'(t) = z%(t).
Par conséquent, la solution maximale x,,,, ne s’annule pas sur son intervalle de définition
Iaz (ce qui implique d’ailleurs que Zpqqz(t) > 0 pour tout ¢ € Ie,). Effectivement,
s'il existait t1 € Lnaq tel que Tpe.(t1) = 0 alors d’aprés 1'unicité du théoréme de Cauchy-
Lipschitz appliqué au probléme de Cauchy avec donnée initiale égale a 0 en ¢ on obtiendrait
que Tp,q. coincide avec la fonction nulle sur I, NR, donc en particulier en ¢, ce qui n’est
pas le cas puisque T (0) = 1.

Pour tout t € 1,42, on a donc

T
mer (1) = 1,
‘rmaa:
et en intégrant entre 0 et ¢
1
1l—— =t Vtée I,
ijax(t) max

ce qui nous donne déja l'information 1 ¢ I, et on a

1

Comme I, est un intervalle ouvert |a,b[ contenant 0 mais pas 1 donc —co < a < 0 et

0 < b < 1. D’autre part, comme la fonction ﬁ est bornée au voisinage de tout point de
| — 00, 1] on conclut par la proposition précédente que a = —oo et que b = 1, donc
Iz =] — 00, 1].

Plus généralement, pour une donnée initiale 2(0) = xg on trouve de la méme fagon que

_ 1 :
T Iz =] — 007:70[7 si xg > 0,

xmax(t) = 0, Iae = R, si zg =0,
I'ax :]%7 +OO[7 si zg > 0,
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En représentant dans le méme repére plusieurs telles solutions, voir dessin ci-dessous, nous
remarquons deux choses : par tout point du plan passe une solution (grace a l’existence
du théoréme de Cauchy-Lipschitz), et les solutions ne se croisent pas (grace a l'unicité du
théoréme de Cauchy-Lipschitz).

3.3 Quelques conséquences de 'unicité

Solutions a valeurs réelles

Pour des équations & valeurs réelles, I'unicité des solutions a plusieurs conséquences
remarquables. La premiére est que les solutions d’équations autonomes sont soit constantes,
soit strictement monotones.

Proposition 3.3.1 (Cas réel autonome). Soit f : R — R de classe C'. On considére une
solution x de ’équation

a'(t) = f(x(t)),
d’intervalle de définition I. Alors x est monotone, et plus précisément soit x est strictement
monotone, soit x est constante.

Démonstration. Si z'(tg) = 0, alors f(x(tp)) = 0. Posons y : R — R la fonction constante
égale a x(tp). Alors y est solution de ¢y = f(y), avec y(tg) = z(to). Par unicité dans le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que = = y.

Ainsi, si 2’ change de signe, alors par le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢
tel que 2/(t) = 0, ce qui implique par ce qu’on vient de voir que z est constante. Ainsi, 2/
est de signe constant (soit strictement négatif, soit nul, soit stritement positif). L]

Une autre conséquence est le fait que les solutions sont ordonnées.

Proposition 3.3.2 (Solutions ordonnées). Soit f: I x R — R de classe C'. On considere
deuzx solutions x,x de l’équation

:C/(t) = f(tvx(t»?
d’intervalles de définition I, 1. On suppose qu’il existe to € I N T tel que
x(t0> < .f(t()).

Alors )
x(t) <z(t) VtelInl.
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Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe t; € I NI tel que
.%'(tl) Z .’Z’(tl).

De deux choses l'une : soit x(t1) = Z(t1), soit x(t1) > Z(t1), et dans ce cas il existe
ta €]to, t1] tel que z(t2) = Z(t2), grace au théoréme des valeurs intermédiaires appliqué
a la fonction z(t) — Z(t). Dans tous les cas, on obtient Pexistence de ty € I N T tel que
x(t2) = Z(t2) =: xo. Il s’ensuit que x et T sont deux solutions du probléme de Cauchy avec
donnée initiale xq & to, donc par 'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz local on obtient
que z(t) = &(t) pour tout t € I N I. Or par définition ty € TN 1. Donc z(tg) = #(ty) ce qui
contredit I’hypothése. O

Croisement de solutions

Dans le cas des équations autonomes, le théoréme de Cauchy-Lipschitz a plusieurs
conséquences frappantes. Le premier est un résultat de non croisement, qui implique que
les trajectoires des solutions sont soit disjointes, soit confondues.

Proposition 3.3.3 (Non-croisement). Si f : R™ — R™ est de classe C' et si X1, Xo sont
des solutions de [’équation

X'(t) = ft, X(1)),

d’intervalles de définition I, Io, telles qu’il existe t1 € Iy et ty € Iy pour lesquels X1(t1) =
Xo(t2) alors X1(t1 + u) = Xa(ta + u) pour tout u € I1 — t; N Iy — ta.

Démonstration. Pour ¢ = 1,2, on pose

Xl' : Il —t; — R
ur— X;(t; + u).
On a X1(0) = Xi(t1) = Xo(t2) = X»(0), et de plus X!(u) = X/(t; +u) = f(X;(t; +u)) =
f(X;(u)). Donc X; et X5 sont tous les deux solutions du méme probléme de Cauchy ; par

unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz on a Xl = XQ sur I'intersection Iy —t1 NIy —to
de leurs intervalles de définition. ]

Un second exemple est une propriété de périodicité en temps, qui sera utilisée plus tard
dans les exemples du pendule simple et du systéme de Lotka-Volterra.

Proposition 3.3.4 (Périodicité en temps). Soit f € C1(R™,R™), to € R, Xy € R™. On

consideére le probléme de Cauchy différentiel

{X’(t) = f(X(1)), (3.7)

X (to) = Xo.

Soit X la solution mazimale de (3.7)), et soit I, son intervalle (ouvert) de définition. On
suppose qu’il existe T € R* tel que tg +1T € Iqn et tel que

X(to +T) = Xp.

Alors Laz = R et X est périodique de période |T|.
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Démonstration. Notons Iyq. =]a,bl. On définit
Xt)=X({t+T) Vte€la—T,b—T]J.
Alors X est une fonction C!, X (to) = X (to + T) = Xo, et
Xt = X' +T) = F(X(t 4+ 1)) = F(R (1))

Donc X est solution de . Comme X est la solution maximale, on en déduit que Ja —
T,b—T|[Cla,b[ et
X(t) = X(t) Vte€la—T,b-TI.
Pour fixer les idées, a ce stade, supposons T" > 0 (le raisonnement est strictement
analogue si T' < 0). D’aprés la premiére propriété nécessairement inf I,,,, = —00 et I est
de la forme | — 0o, b[. On déduit de la deuxiéme propriété que

X(t)=X(t+T) Vie]—oob—T]

ce qui s’écrit encore

X(t—T)=X(t) Vte]—oo,b].

En vertu du lemme on voit que nécessairement b = 400. En effet, si on a b < 400,
alors Jt,, €] — 00, b[, lim,,_,oc t, = b et telle que lim,,_,~ || X (¢,,)]| = co. Mais d’autre part,

nlglgoX(tn):nlirrgoX(tn—T):X(b—T) e R™,

contradiction.
Donc I, = R et X est T-périodique. ]

3.4 Critéres d’existence globale

On va a présent donner quelques conditions pour que les solutions de ’équation
soient globales, c’est-a dire définies sur R. Pour cela, il convient de considérer des champs
de vecteurs b tels que b est défini sur R x U, avec U ouvert de R™ (autrement 1’équation
n’a pas de sens!). Remarquons que 1'on sait déja que si une solution est bornée, alors elle
est globale (cf. Lemme . Ce lemme se généralise de la fagon suivante :

Lemme 3.4.1. Soit f : R x R™ — R™ une fonction de classe C', ty € R, et Xo € R™. On
considére la solution mazimale X g, de Uéquation (3.1), définie sur un intervalle Ipqy.
On suppose qu’il existe une fonction h : R — Ry, continue, telle que

[ Xmaa (E)]| < h(t) Yt € Inae-
Alors Iz = R.

Démonstration. On raisonne par I'absurde et on suppose que sup(Z,q,) € R. On pose

K = [to, sup(Imaz)]-

K est un intervalle compact et un voisinage a gauche de sup(Z,;,4,). Comme h est continue
sur R, h est bornée sur K.

En utilisant I’hypothése du lemme, on en déduit que X4, est bornée sur K. D’aprés
le lemme sup(Laz) = 400 : absurde.

De méme, on montre que inf I,,,, = —00. ]
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On va ensuite utiliser des propriétés structurelles de 1'équation (ou plus spécifiquement,
du champ de vecteurs f) qui assurent que 'on a une solution globale. Pour cela on utilise
le résultat suivant :

Lemme 3.4.2 (Lemme de Gronwall — forme différentielle). Soit I un intervalle de R,
@, : T — R des fonctions telles que @ est de classe C et 1) est continue. On suppose qu’il
existe une constante C' telle que

¢'(t) <PE)(C+o(t) Vel
Alors pour tout t > u dans I, on a
o(t) < go(u)efiw(s)ds +C (efifw(s)ds - 1) .
Démonstration. On remarque que pour tout ¢t € I, on a

©'(t) — v(t)p(t) < C(t).

On multiplie cette inégalité par e~ Jut(s)ds (on remarque que cette quantité est toujours

positive). On obtient alors

d t d t
£(¢@k<@W$“>§Cﬁsz*h¢@“> Vel (3.8)
On intégre cette inégalité entre u et t :

p(t)e bV — o) < € (e St 4 1)

En multipliant de nouveau par exp ( qu w(s)ds), on obtient I'estimation annoncée. ]

Corollaire 3.4.3. Soit I un intervalle de R, @, : I — R des fonctions telles que ¢ est
de classe C' et 1) est continue. On suppose qu’il existe une constante C' telle que

1 (1) < () (C +(t)) Vtel.

Alors pour tout t,u dans I, on a
max{t,u} max{t,u}
o(t) < (p(u)efmin{t,u} vls)ds | o (6fmin{t,u} W(s)ds _ 1) )

Démonstration. Pour t > u l'inégalité voulue est exactement celle de Gronwall. Pour ¢ < u
on applique aussi Gronwall aux fonctions —yp, — avec la constante —C car on a

—¢'(t) <P(t)(C +o(t) = =) (=C —¢(t)) Vtel.

On obtient ainsi, pour u >t
_SO(U) < _Sp(t)eftu(fw(s))ds _C (eftu(fw(s))ds _ 1) ?

ce qui nous donne, en multipliant par elt' ¥(s)ds 1'inggalité de 1'énoncé. O

4. On peut aussi remarquer que la fonction z(t) = cp(u)eﬁi vlods 4 ¢ (efziws)ds — 1) vérifie ' (t) =

Y()(C +x(t)) avec x(u) = @(u). Comme (p —z)" < (¢ — ) on a que la fonction (p(t) — z(t))e” Jiw(s)ds
est décroissante et vaut 0 en u, donc on conclut que ¢(t) < z(t) pour tout t > w.
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On arrive finalement au résultat suivant, dont les hypothéses ne portent que sur la
forme de I’équation :

Théoréme 3.4.4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz global). Soit f : R x R™ — R™ de
classe C*. On suppose qu’il existe une fonction continue 1 : R — Ry telle que

1F(& ) <@ +[12]) V(t 2Z2) € R xR™

Soit X ez une solution mazimale de l’équation (3.1)). Alors elle est définie sur R (on dit
aussi qu’elle est globale).

Démonstration. Quitte & modifier la fonction 1 en la multipliant par une constante, on
peut toujours supposer que || - || est la norme euclidienne. On pose alors

p(t) = ”Xmam(t)”z'

La fonction ¢ est de classe C' sur I'intervalle de définition I,,4, de Xpmae, et pour tout
t € Imaz, On a, en utilisant ’équation puis 'inégalité de Cauchy-Schwarz

ga’(t) = 2 ;nam(tmeax(t)) = 2(f (¢, Xmaz(t)), Xma:l:(t)> (3.9)
'O < 200 + [ Xomaz (DD Xmaz (0[] = 20() (Veo(t) + (¢ (3.10)
En utilisant 'inégalité
1 a?
a< = 5 + 5 Va € R,

avec a = /p(t) on obtient finalement, pour tout ¢ € I 44,

1 3 1
(01 < 2000 (5 + 360)) =300 (5 +000)).
En utilisant le Corollaire [3.4.3] du Lemme de Gronwall, on en déduit que

| Xmaz ()] = V() < g(t) Yt € Lnaa,

max{tq,t} max{tq,t}
g(t) = <<p(to)efmin{to?t} Bp()ds +% (efmm{to(ft} Bplo)ds _ 1))

Comme g est continue sur R, en utilisant le Lemme [3:4.1] on en déduit que I, = R. O

avec

N

On a déja vu que les solutions des équations différentielles linéires a coeflicients constants
(avec second membre) sont globales. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz global permet de
généraliser ce résultat au cas non constant.

Corollaire 3.4.5. Les solutions des équations différentielles linéaires sont globales.

Démonstration. Soit donc A : R — M,,(R) et B : R — R™ deux applications continues. On
se donne X4, une solution maximale de I’équation X'(t) = A(t)X (t) + B(t), autrement
dit on a ici f(t,X) = A(t)X + B(t). Alors (rappelons que || A|| est la norme d’opérateur
de A associée a la norme || - ||, voir le paragraphe [2.3.1]).
£t X)) = [[AD)X + B(®)]|

< [[A@OX] + B@)]

< IAOIX -+ IB@)

< @)+ [1X1)
ot on a posé (t) = max(||A@)|I|X], [|B(t)|]). Cette fonction v est continue, on peut

donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz global qui assure que la solution X4, est
définie sur R. ]
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3.5 Deux exemples de résolution par des séries

3.5.1 Par série entiére

On veut résoudre I'équation différentielle suivante :
=y (t) +ty'(t) +y(t) = L. (EDSE)

Pour cela, on cherche une solution sous la forme d’une série entiére

y(t) = Z ant”

n>0

de rayon de convergence > 0. On suppose donc que y est solution de (EDSE|) a 'intérieur
de son intervalle de convergence. Rappelons que pour ¢ dans cet intervalle,

y'(t) = Znantnfl et y'(t) = Zn(n — 1)ant"™ 2.

n>1 n>2

On injecte ces expressions dans (EDSE]), ce qui donne :

— Z n(n — 1)a,t" 2 +t Z nant" ! + Z ant” =1,

n>2 n>1 n>0

et donc par réindexation de la premiére somme,

Y —(n+2)(n+ Dapgot" + > nant™ + Y ant" =1,

n>0 n>1 n>0

d’ou, en regroupant les sommes, et en isolant le terme pour n = 0
) group ) p )

Z (= (n+2)(n+ 1)ant2 + nap + an)t" + (2a2 + ag — 1) = 0.
n>1

Or une série entiére (a gauche) est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,
par conséquent d’une part 2as = 1 — ag et d’autre part, pour tout n > 1,

—(n+2)(n+ 1apta +nap, +a, = —(n+ 1)((n + 2)apt2 + an) =0.

Ainsi,
ag— 1 a
as = 2 et Vn > 1, an+2:n_:2.
Par récurrence sur n, on en déduit que
1 1——a0 ao—-l
a == as = =
T @n)(2n—2)---4 7T 2n)(2n—2)---4-2  2npl’
d’autre part
1
a = a
T on+D@2n—1)---3""
(2n)(2n —2)---2 2" n!
= al = a.
Cn+1)2n)2n—1)@2n—2)---3-2"" @n+ 1"

Remarquons que |az,| < |1 — ag|/n! et |azn+1| < |a1]/n! (la seconde majoration se voit
par exemple sur la premiére ligne de la formule pour agy+1). Par conséquent, si on choisit
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ag,a1 € R, et on pose as, = % et agp41 = (22:74:11!)!@1, alors le rayon de convergence de
la série > -, ant" est infini (les coefficients sont inférieurs en module & ceux de la série
exponentielle). On peut tout a fait "remonter" les calculs ci-dessus, ce qui montre que la
série entiére ainsi définie est solution de .

Conclusion : pour tout ag, a; € R, il existe une solution de satisfaisant y(0) = ag
et y'(0) = aq; celle-ci est développable en série entiére en 0, de rayon de convergence

infini, et s’écrit y(t) = >_,5qant" avec, pour tout n > 1, les formules ag, = ;iﬁ et
_ _2™n!
ao2n+1 = mal.
De plus, cette solution est unique, par théoréme de Cauchy-Lipschitz. En effet, si on

pose Y = (y,y'), on voit que Y satisfait 'EDO

v = (0 L) vo+()).
(tY) (_01 _1t> Y + (?)

est de classe C, ce qui permet d’appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz local.
Notons que si on impose 3'(0) = 0, on obtient

et I'application

1-— 2 2)n
y<t):a0+z aoxzn:2a0—1+(1—a0)zw=2ao—1—|—6$2/2.

2" nl n!
n>1 n>0
3.5.2 Par série de Fourier
On veut résoudre 1'équation différentielle suivante :
Y (t) + ey(t) = 0. (EDF)

On cherche une solution de classe C? de cette équation qui est 2m-périodique. Rappelons
que

T o

Alors, par double intégration par parties, on obtient que

1 2
en(y) /0 y(s)e ""ds.

1

Cn(y//) = %

2m
/ y'(s)e ™ ds = —nle,(y).
0

De plus, si y est solution de (EDF]), alors 3" (t) = —ey(t), si bien que

1 1 2

2
/ —ey(s)e ™ds = — | —y(s)e "ds = —c, 1 (y),
0

"o

et donc

autrement dit

Ainsi, par une récurrence directe, on obtient pour tout n > 1 :

enly) = co(y)

= ()2 et  c_p(y) =0.
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Rappelons que si y est une fonction 27-périodique et de classe C?, alors sa série de Fourier
converge (normalement). Par conséquent, si elle est de plus solution de (EDF]), alors on
peut écrire

Réciproquement, si on pose

Neg

—~
~

N—r
Il

3=
N Nen)
M\—/
a

X
3
\.H

nZO( ’

alors cela définit une série normalement convergente, et on vérifie facilement que cette série

est solution de (EDF)) de classe C?.
Conclusion : les seules solutions de (EDF) de classe C? et 2m-périodiques sont les

fonctions s’écrivant .
_ int
y(t) = CZ Wem ;

n>0

avec C € C

3.6 Tracé des trajectoires de solutions d’équations différen-
tielles
3.6.1 Un peu de vocabulaire

Définition 3.6.1. On dit qu’'une équation différentielle est autonome lorsqu’elle peut
s’écrire sous la forme

2(t) = fla(t), 2/ (1), , 2" D(1)),

avec f : R™ x --- x R™ — R™. Autrement dit, la fonction f intervenant dans I’équation
différentielle ne dépend pas explicitement du temps.

Ezxemple 3.6.2. Donner ici des exemples dans lesquels on identifie la fonction f : cas auto-
nomes et non autonomes.

Remarquons qu’on peut transformer une EDO non-autonome

X'(t) = f(t, X(1)),
en une EDO autonome, en considérant comme inconnue Y (t) = (¢, X(¢)) € R™™! qui
satisfait I’équation
avec g définie sur R™*! par

9(2) = (1, f(2)).

Définition 3.6.3. Un champ de vecteurs de régularité C* est une application f : R™ —
R™ de classe C*, définie par ses m composantes

1 filzy, - xm)

Tm fm(xlyxm)
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Sim = 2 (et éventuellement si m = 3), on peut représenter un champ de vecteurs
en tragant, en un nombre fini mais élevé de points (x1,x2) (ou (z1,z2,23)), le vecteur de
coordonnées (fi(x1,x2), fa(z1,z2)).

Par ailleurs, si m = 2, on peut aussi s’intéresser a ’équation différentielle autonome

X'(t) = f(X(1)).

Soit Xo € R? tel que f(Xo) = (0,0). On vérifie alors que X (t) = X est une solution
globale de I’équation. Son tracé dans le plan est juste le point Xj.

Soit X € R? tel que f(Xo) # (0,0). Soit X une solution de I'’équation différentielle
précédente telle que X (tg) = X pour un certain ty € R. Il découle que le vecteur f(Xy) est
un vecteur tangent a la courbe paramétrée C = {X(¢) | t € R}. Ainsi la représentation du
champ de vecteurs F' évoquée ci-dessus donne une idée de ’allure des courbes représentant
les solutions de I’équation différentielle : on trace les courbes en se laissant guider par le
champ de vecteurs.

Définition 3.6.4. Les solutions de I’équation différentielle X'(¢) = f(X (¢)) sont appelées
courbes intégrales du champ de vecteurs f.

Nous allons voir au chapitre suivant que nous pouvons tracer facilement dans le plan
les trajectoires des solutions d’équations linéaires & coefficients constants d’ordre 1, vecto-
rielles avec m = 2. Ceci est grace au fait que nous saurons résoudre explicitement ’équation.

Dans le cas général une telle précision n’est pas attendue, mais nous pouvons, selon
les cas, avoir une idée de l'allure du tracé de solutions. Dans la suite nous allons nous
restreindre au cas d’équations différentielles scalaires.

3.6.2 Contraintes sur les solutions scalaires

Dans ce dernier sous-chapitre nous donnons quelques pistes pour comprendre 1’allure
du tracé de solutions d’équations différentielles scalaires

a'(t) = f(t,2(t)).

a) Etude du champ de directions.

Dans le cas d’équations différentielles scalaires les valeurs de la fonction f vont définir le
champ de directions de I’équation. Plus précisément, la valeur f(tg, o) va étre la pente
de la tangente a ty au graphe de la solution du probléme de Cauchy avec donnée initiale
x(tg) = x. Ainsi, en dessinant en plusieurs points du plan (¢,y) des traits de pente f(¢,y)
nous allons avoir une idée de I’allure du tracé des solutions de 'équation 2'(t) = f(¢, z(t)) :
on trace les courbes en se laissant guider par le champ de directions.

Par exemple, si f(tg, z9) > 0 alors la solution x de ’équation, telle que z(tg) = xg, est
strictement croissante localement en tg. Il est utile donc des savoir quelles sont les endroits
du plan ot f prend des valeurs strictement positives, et celles ou f prend des valeurs
strictement négatives. Pour trouver ces zones il convient de déterminer les endroits ou f
s’annule.

Dans ce méme esprit, il est utile de comprendre quels sont les endroits ot le champs de
directions a la méme pente :

Définition 3.6.5. Soit a € R. On appelle isocline de la pente a de I’équation /() =
f(t,z(t)) Pensemble des points (¢,y) tels que f(¢,y) = a.
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Exemples : dessiner des tracés de solutions des ODE suivantes : 2/(t) = x(t),2/(t) =
222(t), 2’ (t) = t(2t> — x(t)).

b) Recherches de symétries.

— Si f(t,—y) = —f(t,y) alors si z(t) est solution avec x(ty) = xo, T(t) = —x(t) est aussi
une solution de I'équation satisfaisant Z(ty) = —xo. Il s’ensuit qu’il suffit de tracer
les solutions seulement dans le demi-plan supérieur, et faire aprés une symétrie par
rapport a I'axe des abscisses (comme c’est le cas pour z/(t) = x(t)).

— Si f(—t,y) = —f(t,y) alors si z(t) est solution avec x(ty) = xo, Z(t) = z(—t) est
aussi une solution de I’équation satisfaisant Z(—ty) = xg. Il s’ensuit qu’il suffit de
tracer les solutions seulement dans le demi-plan d’abscisses positives ¢ > 0, et faire
aprés une symétrie par rapport a axe des ordonnés (comme c’est le cas pour 2/(t) =
t(2t2 — xz(t))).

— Si f(—t,—y) = f(t,y) alors si x(t) est solution avec z(tg) = xo, T(t) = —x(—t) est
aussi une solution de ’équation satisfaisant Z(—ty) = —x¢. Il s’ensuit qu’il suffit de
tracer les solutions seulement dans un demi-plan délimité par une droite passant par

l'origine, et faire aprés une symétrie par rapport a 'origine (comme c’est le cas pour
2/ (t) = 22%(t)).

c) Sur-solutions et sous-solutions, piéges a solutions scalaires.

Définition 3.6.6. On appelle sur-solution ou barriére supérieure de I’équation
2(1) = f(t, (1))
toute fonction uw: I — U C R de classe C! telle que
u'(t) > f(t,u(t)), Vtel.

De méme, on appelle sous-solution ou barriére inférieure de I’équation toute fonction
v:I — U C R de classe C! telle que

V'(t) < f(t,v(t)), Vtel.

Par exemple si f est la fonction nulle, toute fonction u croissante est une exemple de
barriére supérieure et toute fonction v décroissante est une exemple de barriére inférieure.
Par exemple dessiner u(t) = t,v(t) = —t, (to,x0) = (2,1),z(t) = 1.

Une fagon naturelle de trouver des sur-solutions est de trouver une fonction f telle que

f(t,y) > f(t,y) et telle qu’on sache résoudre explicitement 1'équation u/(t) = f(¢,u(t)) (et
similairement pour les sous-solutions).

Nous allons montrer maintenant que toute solution qui se trouve sous une sur-solution
a tg ne pourra jamais la dépasser pour t > tg, et similairement pour les sous-solutions. Par
ailleurs notons que le Lemme de Gronwall en est une conséquence.

Proposition 3.6.7. Soit I un intervalle ouvert de R, U un ouvert de R, et soit (ty,z¢) €
IxU. Soit f:1IxU — R une fonction C', et soit x une solution sur |a, B[ (o, € R) du
probléme de Cauchy avec donnée initiale x(ty) = xo. Alors :
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Siu ), B U est une sur-solution et x(to) < u(ty) alors z(t) < u(t),Vt € [to, .

Si v :|a, B[— U est une sous-solution et x(ty) > v(tg) alors x(t) > v(t),Vt € [to, B].

En particulier, si x est piégée a tg entre une sous-solution et une sur-solution, elle reste
piégée pour tout t € [tg, B].

Démonstration. On considére ’ensemble non-vide
A= {t € to, B[| Vs € [to, 1], z(s) < u(s)},

et on note

tt =sup A.

On veut montrer que t; = 3. On suppose par absurde que t+ < 3. En particulier ceci
implique que t; < +o0o. D’apreés la définition de la borne supérieure, il existe une suite qui

l’approche a valeurs dans l’ensemble : 3t,, € A, t, —7 Ceci implique z(t,,) < u(t,) et
n—oo

par continuité z(t4) < u(t4). Sion avait z(t4) < u(ty) alors par continuité cette propriété
resterait vraie dans un voisinage de ¢ ce qui contredirait le fait que 3 = sup A. On obtient
donc que

o(ty) = u(ty).

Ceci implique en utilisant I’hypotheése :

u'(ty) = flte,ulty)) = flte,a(ty) = 2'(t) = (u—2)/(t4) 2 0.

Si (u—x)(ty) > 0, ce qui est le cas si u/(t4) > f(t4,u(ty)), par continuité on obtient
que (u — x)’ est strictement positive dans un voisinage de ¢, donc localement croissante,
donc en particulier (u — x)(t) > (u — x)(t4) = 0 sur un voisinage & droite de ¢, en
contradiction avec le fait que t; = sup A. Ainsi, nous obtenons ¢, = 8 donc la conclusion
de la proposition dans le cas de toute sur-solution stricte, ¢’est-a-dire u/(t) > f(t,u(t)),Vt €
|a, B]. La preuve est similaire pour le cas des sous-solutions strictes en considérant la borne
supérieure de I’ensemble {t € [to, B[, v(u) < z(u),Vu € [to, t]}.

Il nous reste a traiter le cas (u—z)’(¢t+) = 0. Pour tout € €]0, 1] on considére le probléme
de Cauchy

(3.11)
Te(t4) = x(t4).

La fonction f.(t,y) = f(t,y) — € étant encore de classe C!, nous pouvons appliquer le

théoréme de Cauchy-Lipschitz pour obtenir ’existence d’une solution maximale z. définie

sur un voisinage de t. Soit a,b > 0 tels que [ty —a,t4 +a] X [x(t4) —b,z(tL)+b] C I xU.

Par continuité de z., il existe 7(¢) = 7 €]0,a] tel que [ty — 7,4 + 7] est inclus dans

I'intervalle de définition de x., et que

xe(t) € [x(t4) — b, x(ty) + 0], Vte |ty t4+ 7]

{x@(t) = f(t,zc(t) — €,

On note également
K =sup {|f(t,2)] | (t.2) € [ty — a,ts +a] x [(t;) — b,a(t;) + 8]}

Il s’ensuit que pour tout t € [t4,t4 + 7],

|(t) — ze(t)] =

t f(s,2(s)) — f(s,2c(8)) + eds

t
< Klx(s) — ze(s)|ds + eT
ty
<Kt sup |z(s) —z(s)| + er.
SE[t4,t4+T]
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1
En prenant 7 < 5 on a

€T €
sup  |z(s) — zc(s)| < <27 < —.
SE[t4 b4 +T] ‘ 1= Kr K
Cela implique que
w(t) <z(t) + —, VEE [to,ty+7). (3.12)

K
D’une part, par continuité de = en ¢4, il existe 79 > 0 tel que

x(t) € [z(ty) —b/2,2(t+) + b/2], Vte€ [ty — 70,14 + T0],
ainsi, si € < Kb/4, et 7 < 19,
ze(t) €lax(ty) —b,x(ty) + 0], Vi€ [ty — 1t + 7).

par le théoréme de prolongement des solutions maximales, on en déduit qu’on peut choisir
7 <71 :=min(a,2/K,7p) : la taille de l'intervalle d’existence de z. est donc indépendante
de €.

D’autre part,

x(t) < w(t) + a¢

< K’ Vit € [t+,t+ + T1],V€ E]O,Kb/4[

D’autre part, u est une sur-solution stricte de 1’équation du probléme de Cauchy (3.11]),
avec u(t4) = z(t4) = z(t4), la premiére partie de la preuve assure alors que

ze(t) <wu(t), Vte [ty ts+7],Ve€]0,1].

A Tl'aide de (3.12)), on obtient donc finalement

o(t) < ult) + 36,

Vt € [ty,ty + 71, Ve €]0, Kb/4].
En faisant tendre € vers zéro on obtient

x(t) <wu(t), Vtelty,ty+7l.
Ceci est en contradiction avec la définition de ¢, donc t4 = 3 et

xz(t) <wu(t), Vtelty,

La preuve que toute solution qui se trouve au-dessus d’une sous-solution a ty ne pourra
jamais la croiser pour t > tg est similaire. ]
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Chapitre 4

Exemples d’études avec portraits de
phase d’équations non-linéaires

4.1 Le systéme de Lotka-Volterra

Les équations de Lotka-Volterra, que 'on désigne aussi sous le terme de "modéle proie-
prédateur", sont un couple d’équations différentielles non-linéaires du premier ordre, et
sont couramment utilisées pour décrire la dynamique de systémes biologiques dans lesquels
un prédateur et sa proie interagissent. Elles ont été proposées indépendamment par Alfred
James Lotka en 1925 et Vito Volterra en 1926. Le but de Volterra était de trouver un
modéle pour la dynamique des populations de sardines et de requins en mer Adriatique,
afin notamment d’expliquer pourquoi les quantités de sardines péchées aprés l'interruption
due a la guerre n’étaient plus aussi importantes que précédemment et pourquoi a la reprise
de la péche la proportion observée de requins avait augmenté.

Obtention des équations

On considére une population de proies N (t), et une population de prédateurs P(t). les
hypothéses de modélisation sont les suivantes :

— Les proies sont supposées avoir une source illimitée de nourriture et se reproduire
exponentiellement si elles ne sont soumises & aucune prédation ;

— Le taux de prédation sur les proies est supposé proportionnel & la fréquence de ren-
contre entre les prédateurs et les proies. Cette fréquence de rencontre est elle-méme
proportionnelle au produit du nombre de prédateurs par le nombre de proies;

— En l'absence de proies, la population de prédateurs s’éteint exponentiellement ;

— La vitesse d’accroissement de la population des prédateurs due & la prédation est
proportionnelle au taux de prédation.

En effectuant un bilan entre ¢ et ¢ + dt comme au premier chapitre, on obtient les
équations suivantes :

dN
- = aN(t) = bN(t)P(1),

(4.1)
dP

ou a, b, c,d sont des paramétres positifs.
La fonction
(z,y) € R? = (az — bxy, cxy — dy) € R?

73
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est de classe C* (donc en particulier C') car ses composantes sont polynomiales en x, .
Soit (Ng, Py) € R? quelconque. On considére I'équation munie des conditions initiales
N(t=0) = Ny, P(t =0) = Py. D’aprés le théoréme de Cauchy—Lipschitz ce probléme
de Cauchy admet une unique solution maximale (N, P) définie sur un intervalle ouvert
contenant 0.

Remarque 4.1.1. L’intervalle d’existence I est défini de part et d’autre de zéro. Cependant,
comme ici on s’intéresse a 1’évolution d’un systéme aprés avoir prescrit une donnée initiale,
on ne considere ici que la famille {N(t), P(t) }ser n1-

Positivité
e Soit N7 € R quelconque. On observe alors que le couple (N, P) défini par
N(t) = Nie™, P(t)=0 VtcR

est solution de (4.1).
De méme, pour P; € R quelconque, le couple (N, P) défini par

N({t)=0, P(t)=Pe® vteR

est solution de (4.1)).

e Soit Ny > 0, Py > 0. Considérons a présent la solution maximale du systéme (4.1])
muni de la condition initiale N(t = 0) = Ny, P(t = 0) = Fy. On cherche & montrer
que N(t) > 0 et P(t) > 0 pour tout ¢ € I. On raisonne par 'absurde et on sup-
pose par exemple qu’il existe ¢, € I tel que N(¢;) = 0. On pose P = P(t1)e?. On a
alors (N, P)(t1) = (N, P)(t1), et donc d’aprés I'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz,
(N, P)(t) = (N, P)(t) pour tout t € I. En particulier, Ng = N(0) = N(0) = 0 : absurde.
Par conséquent, N ne s’annule pas sur I. Comme N est une fonction continue et que I est
un intervalle, N garde un signe constant sur I. Donc N(¢) > 0 pour tout ¢ € I. De méme,
P(t) > 0 pour tout t € I.

“Emnergie” du systéme
On a la propriété suivante, qui permet de mieux comprendre le comportement des
solutions et de tracer les trajectoires :

Proposition 4.1.2. On définit la fonction

R{? — R
H: (z,y) — by+cr—alny—dlnz.

Alors pour toute solution (N, P) de (4.1)) telle que N(0) = Ny > 0, P(0) = Py > 0, on a,
pour tout t € 1
H(N(t), P(t)) = H(No, Po).

Démonstration. On dérive par rapport a t la quantité H (N (t), P(t)) : cette manipulation
est autorisée puisque (N, P) est de classe C' et que H est C*°. Notons également que
H(N(t), P(t)) est bien défini d’aprés ce qui précéde puisque (N(t), P(t)) € R 2
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En utilisant I’équation (4.1]), on obtient

d 4P 4N  P'(t) N'(t)
GHNO.PO) = b+ e —aps —d s

= beP(t)N(t) — bdP(t) + caN(t) — beP(#)N(t) — acN(t) + ad — da + dbP(t)

= 0.
On en déduit que la quantité H (N (t), P(t)) reste constante le long de chaque trajectoire.
O
Corollaire 4.1.3. On suppose Ny > 0, Py > 0. Alors il existe x_,x4+,y—,y+ tels que
d
O<z_ < - <y,
c
a
0<y-< 7 <Y+
et tels que pour tout t € I,
r- < N(t) <aq, y- < Pt) <y
Par conséquent, I = R.
Démonstration. On définit les fonctions ¢y 4, @c.q par
cxe€RY —br—alnx
®b,a + ) (42)

Yed: T €ERY = cx —dlnz,

de sorte que
H(xay) = Qob,a(y) + @c,d(x) V(m,y) S R*+2

Le tableau de variations de ¢, 4 est

x 0 g +o00
@) - 0 +
—+00 —+00
e T _—
d(1-1n?)

Celui de ¢y, est analogue.
On en déduit en particulier que

d
@e,d(r) > d(1 —1In E) Vz e R},

a *
#baly) > a(l—In3) vy €RY.

Par conséquent, pour tout t € I,

Ped(N(B) = H(No, o) = ¢5.a(P(1) < H(No, Py) —a(l —In3).



76 CHAPITRE 4. PORTRAITS DE PHASE D’EQUATIONS NON-LINEAIRES

Ainsi

a
sup ¢ed(N(t)) < H(No, Py) —a(l —In 3)’
(S

et de méme

d
sup .a(P(1)) < H(No, Po) = d(1—1n ).
te

On déduit des tableaux de variations de ¢, g et ¢y qu’il existe r4,y+ tels que
d
O<z_ <-< Ty,

O0<y-<+-<wyt

-~ a®

et tels que

¢ed(z+) = H(Ny, Po) —a(l —1In %), ©ba(y+) = H(No, Py) —d(1 —In %)- (4.3)

Par conséquent,
N(t)e [x—ax-f—]a P(t) € [y—ay-i-] Vtel.

Les solutions de (4.1]) restent donc bornées sur leur intervalle maximal d’existence. La
Proposition implique alors que I = R. O
Tracé du portrait de phase

Tragons & présent quelques courbes paramétrées
CNo,Py = {(z,y) € R2a JteRy, z=N(t), y=P(t)},

ou (N, P) est la solution de (4.1)) de donnée initiale (Ny, Fp).

D’aprés la proposition [£.1.2] ces courbes paramétrées sont incluses dans des lignes
de niveau de la fonction H, c’est-a -dire des courbes d’équation H(z,y) = constante =
H(Ny, Py). Par ailleurs, les fonctions N et P sont définies pour tout ¢ et ne possédent pas
de symétrie évidente.

Notons Dy, la courbe d’équation

H(l‘,y) = HO-

On a Cny,py C Dr(ny,py)- Il faut donc d’une part tracer les courbes Dy, pour différentes
valeurs de Hp, et d’autre part montrer que Cny p, = Dy (n,,py), autrement dit que les
solutions (N (t), P(t)) parcourent toute la courbe D, py)-

> Tracé des courbes Dy, :

Tout d’abord, on observe que si

HO < inf ®b,a + inf Pe,ds

la courbe Dy, est vide. Si

d
Ho=inf ppq +infp.q = a <1 —ln%) +d (1 —ln> ,
c
la courbe est réduite au point (a/b,d/c). Dans toute la suite, on étudie donc le cas ou

Hy > inf oy o + inf . 4.
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On trace alors la courbe Dy, en séparant ses deux branches y € [y_,a/b] et y € [a/b, y,],

ol y_,y+ sont définis par .

On observe alors que ¢ q (resp. ¢p,q) est une bijection de ]0,d/c] sur [d (1 — In4) , +oo]
(resp. de ]0,a/b] sur [a (1 —In$),+o0]), et également de [d/c,+oo[ sur [d (1 —In2), +oo]
(resp. de [a/b, +00] sur [a (1 —In %) , +00[). On définit les bijections réciproques ¢_, 14 de
©p,q Testreinte aux intervalles ]0,a/b] et [a/b, +o00[. Les fonctions t_, 1 sont toutes deux
définies sur [a (1 —In¢),4oo[. Siy € [y—,a/b], on a

(z,y) € Dy, &y =¥- (Ho — ¢calz)),
et pour y € [a/b,y4], on a
(z,y) € Duy = y = ¥4 (Ho — ¢ca(T)) -
On est donc ramené a tracer les graphes des fonctions
friz—=vYs (Ho — pcalz))
sur l'intervalle [z_, z4]. Notons que si x € [z_, z4], par définition de x4, on a

ed(r) < Hp—a (1 —1In %)

et donc les fonctions f., f_ sont bien définies sur [x_, z4].
La fonction ¢_ (resp. 1) est décroissante (resp. croissante) sur [a (1 —Ina/b),+ool,
dérivable sur Ja (1 —Ina/b),+oo], et sa dérivée est

1
W= ——.
* Pb,a © 11&
Par conséquent les fonctions fi et f_ sont dérivables sur Jz_, z;[, de dérivée
1
filx) = - (v)—F.
+0) = e R

On observe que

On en déduit les tableaux de variations suivants :

8

8

I
ol

L+

™

&
SIS]
Salls]

e
SallS]
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La courbe posséde donc des tangentes horizontales aux points (d/c,y_) et (d/c,y+) et
des tangentes verticales aux points (z_, a/b) et (x4, a/b).

Enfin, on observe que y_ et xz_ sont décroissants en Hp, tandis que y4 et x4 sont
croissants en Hy. En considérant plusieurs valeurs de Hy, on obtient donc une série de
courbes qui ont 'allure représentée sur la figure En particulier, on observe que les
courbes d’équation H(x,y) = Hy sont des courbes fermées.

> Description des trajectoires (N (t), P(t)) pour t > 0 :

Remarquons tout d’abord que si (Ng, Py) = (%, %), alors on a

: d a
H(Ny, Ry) = R?;ﬁi H=4d(1—1In E) +a(l—1In g)

En particulier
H(N(t),P(t)) = min H VteR,
R* xR*%.

et donc (N(t), P(t)) = (No, Py) pour tout ¢ : le point (%, ) est un point d’équilibre du
systéme, et la courbe Cp,, p, est un point.

Dans toute la suite, on suppose donc Ny > 0, Py > 0, et (Ny, Py) # (%, %) On sait déja
que pour tout ¢t € R, (N(t), P(t)) € Du, avec Hy = H(Ny, Pp). La premiére question est
de savoir dans quel sens la courbe va étre parcourue. Or comme les fonctions N et P sont

définies par une équation différentielle, il est assez facile de déterminer les signes de N'(¢)
et P'(t). On a

N'(t) >0 < P(t) <

9

[SESUES NS}

P'(t)>0 < N(t) >

On en déduit immédiatement que la courbe D, est parcourue dans le sens trigonométrique.
En particulier, si on repére la position (N (t), P(t)) en fonction de son abscisse curviligne
s(t) sur la courbe Dy, on voit que s est une fonction croissante du temps (en augmentant
s de la longueur de la courbe a chaque fois que I'on fait un tour complet).
Il y a donc deux possibilités : soit s admet une limite finie en 400, et en ce cas il existe
(N, P) € Dy, tel que
lim (N(¢), P(t)) = (N, P),
t—o0
soit limy_yo0 $(t) = 400, et dans ce cas il existe T > 0 tel que s(T") = s(0) + L, c’est-a -dire
(N(T), P(T)) = (No, Py).
Supposons que (No, Py) € RY xR\ { (g, %)} . On va a présent montrer que la premiére
possibilité ne peut pas se produire. Raisonnons par ’absurde et supposons que

lim (N (t), P(t)) = (N, P),

t—o00

Alors nécessairement, on a aussi

lim (N'(t), P'(t)) = (aN —bNP,cNP — dP) = (c1, ¢c2).

t—o0

Si (c1,c2) # (0,0), alors on a nécessairement lim; oo |N(t)] = +o00 ou limy_,o |P(t)| =
400 : absurde. Donc ¢; = ¢co = 0, ce qui implique

(N.P) e {(0,0), <‘ZZ>}
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Or par conservation de 1’énergie et continuité de H, on a aussi H(N, P) = H(Ny, Py) >
min H = H (%, %) et H(N, P) < +oc : on aboutit & une contradiction.

On en déduit que si (No, Py) € RY x R\ {(g,%)}, alors il existe T" > 0 tel que
(N(T),P(T)) = (No, Py). D’apres la proposition [3.3.4] les trajectoires sont périodiques de

période T'.

Remarque 4.1.4. La propriété importante utilisée ici est que si les trajectoires sont portées
par des courbes fermées, et que la vitesse ne s’annule pas, alors le mouvement est périodique.
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FIGURE 4.1 — Tracé de quelques trajectoires du systéme de Lotka-Volterra

4.2 Le pendule simple

On considére les solutions de 1’équation ([1.2))
0" + %sin@ = 0. (4.4)

Pour simplifier les calculs, on prendra dans tout ce paragraphe wg = /g/L = 1. On cherche
a représenter, pour différentes valeurs des parameétres 6y, vy, les courbes paramétrées

Coowo = {(z,y) € R?, JteR, z = 090,00 (1), ¥ = 0{,0’1,0 (1)},
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ol g, ., est la solution de I'équation telle que 6(0) = 6y, 0'(0) = w.

Dans la suite, pour alléger les notations, on omet les indices 0y, vg ; il faut cependant
bien garder en téte que les trajectoires {0(t)}+>0 dépendent des données initiales.

> énergie du systéme :

En multipliant par #'(t), on obtient

O'(t)0"(t) + 6 (t)sind(t) =0, VteR,

soit

% (“"(2”)2 - cosG(t)) — 0.

On en déduit que ’énergie est conservée au cours du mouvement :

(0'(t) v
2

—cosO(t) = cste = 5 —cos 6y Vit

On pose
2

(Y
Ey= -2 — cosby.
0 B COS U

Notons que Ey > —costlp > —1. La courbe paramétrée Cy, ,, est portée par la courbe
d’équation y%/2 — cosx = Ey. Chacune de ces courbes est symétrique par rapport a l’axe
des abscisses et par rapport a celui des ordonnées. Il suffit donc de tracer les courbes sur
le domaine x > 0,y > 0 et d’en déduire I’ensemble de la courbe par symétrie.

Ce cas est en fait un peu plus simple que celui du systéme de Lotka-Volterra car sur le
domaine z > 0,y > 0, I’équation de la courbe relative a I’énergie Ey est

y =+/2(Ep + cosx). (4.5)

On a donc une équation cartésienne explicite pour chaque courbe. On va commencer par
tracer les courbes d’équation en distinguant les cas Fg < 1,Eg = 1 et Ey > 1. On
verra ensuite comment comprendre la trajectoire suivie par le pendule sur chacune des
courbes.

Soit ¢g, la fonction ¢, : © € R+— /2(Ep + cosx).

La fonction ¢p, est définie sur R si Ey > 1, et sur [—arccos(—Ey), arccos(—Ep)] si
FEy < 1. Elle est paire, continue sur son ensemble de définition et dérivable sur R si Ey > 1,
sur R\ {7 + 2km, k € Z} si Ey = 1, et sur | — arccos(—FEy), arccos(—FEp)[ si Ey < 1. Sur
I’ensemble de dérivabilité de ¢g,, on a

& (2) = —sinz
Bokl V2(Eg + cosx)

On a donc deux types de tableaux de variations :

— Premier cas : Ep > 1 : dans ce cas la fonction ¢, est définie sur R et périodique de
période 27, donc il suffit de tracer son tableau de variations sur Uintervalle [—m, 7] :

x —T 0 77
() | 0 + 0 — 0
2(Eo+1)
(on _— T~
2(Ey — 1) 2(Ey — 1)
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Si Ey > 1, la courbe admet des tangentes horizontales en x = km, k € Z.

Si By = 1, la courbe admet une tangente horizontale en x = 2kw, k € Z. Calculons
la pente de la tangente en 2 = 7F : on pose x = 7 + h avec |h| < 1 et h # 0. Alors

sinz = sin(r + h) = —sinh = —h + O(h?),
h2
1+cosx=1+cos(m+h)=1—cosh = ?+O(h4).

On en déduit que
h
/ —_—

Ainsi la courbe représentative de ¢; admet une tangente a gauche de pente -1 et une
tangente a droite de pente 1 en z = 7.

— Deuxiéme cas : Eg < 1 : on a alors le tableau de variations suivant, oti 'on a posé
xg = arccos(—Fyp)

z —Z0 0 o
T (2) + 0 -
2(E0 + 1)
OB,
0 / \ 0

La courbe admet une tangente horizontale en x = k7 et deux tangentes verticales en
x = +arccos(—Ejp).

Les courbes d’équation 32/2 — cosx = Fj ont donc I'allure suivante :
Yy

N
N N

En vert : deux courbes d’équation y?/2 — cos x = Ey avec Ey < 1. En bleu, la
“séparatrice”, avec Fy = 1. En rouge, deux courbes avec Ey > 1.
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A présent que les courbes des trajectoires sont connues, voyons dans quel sens celles-ci
sont parcourues :

> Premier cas : Fg <1 :

Ce cas correspond & un pendule qui oscille (car lancé avec une énergie inférieure a
I’énergie nécessaire pour faire un tour complet).

Si Eg <1,0n a

—cosf(t) = Ey — <6/<2t))2 < Ey,

et donc cos@(t) > —Ep pour tout t. Ainsi 0(t) € [— arccos(—Ep), arccos(—Ep)] mod 27
pour tout t. Comme par ailleurs la fonction 6 est continue (car dérivable), et que 6y €
[—7, 7], on en déduit que 6(t) € [— arccos(—Ey), arccos(—Ep)] pour tout ¢.

On pose par ailleurs vy,q: = 1/2(Eo 4+ 1). Notons qu’on a |0/ (t)| < vyaq. pour tout ¢.

On peut alors mener le méme type d’analyse que pour le systéme de Lotka-Volterra.
De nouveau, pour Fy = —1, on a 0(t) = 0 pour tout ¢ : la position # = 0 est un point
d’équilibre. Si Ey €] — 1, 1], la courbe d’équation

2
% —cosx = Ey

est une courbe fermée. On peut définir ’abscisse curviligne s le long de la courbe, que I'on
oriente par exemple dans le sens trigonométrique. On montre alors que s est strictement
décroissante en t. En appliquant le méme raisonnement que pour le systéme de Lotka-
Volterra, on en déduit que les trajectoires sont périodiques.

Les courbes du portrait de phase correspondant a une énergie Ey < 1 sont donc par-
courues dans le sens des aiguilles d’une montre. On voit que pour chacune des trajectoires,
le pendule parcourt toute la courbe d’équation y?/2 — cosx = Ej.

Les points 6 = + arccos(—Ej) correspondent aux extrémités des oscillations du pendule.
Les points en lesquels 6 = 0 et ' = 0,4, correspondent aux passages du pendule par la
position verticale. Une oscillation compléte correspond au parcours de l'intégralité d’une
courbe d’équation y?/2 — cosx = Ej.

> Deuzieme cas : Ey > 1

Dans ce cas 6’ ne peut pas s’annuler (sinon on aurait —cosf = Ey > 1 : impossible).
Comme 0" existe et est continue d’aprés I’équation , 0" est également continue. Donc
0" garde un signe constant, celui de vg. Ainsi

0'(t) = sgn(vg)\/2(Eg + cosA(t)).

Par conséquent, pour une trajectoire donnée, on reste uniquement sur une branche de la
courbe d’équation y2/2 — cosx = FEy. La branche de la courbe qui correspond au signe
opposé de vy n’est jamais visitée (évidemment, elle le sera pour d’autres données initiales!)
De plus 6 est strictement monotone (croissante si vg < 0, décroissante sinon). Le pendule
parcourt uniquement une demi-branche de la courbe d’équation y?/2 — cosz = Ej.
Par ailleurs, on rappelle que les courbes d’équation

y = ++/2(Ep + cosx)

sont périodiques de période 27. Supposons que le pendule parte d’un angle 6y avec une
vitesse vy > 0 telle que Ey > 1. Alors 6 est strictement croissante au cours du temps et on
lit sur le portrait de phase qu’il existe un temps 7' > 0 tel que

O(T) =0y + 2w, 60(T) = vp.
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Cela signifie que le pendule a fait un tour complet et est revenu a sa position initiale. La
encore, le mouvement est périodique, mais le pendule ne s’arréte jamais.

Les points de la courbe de coordonnées x = 2km,y = /2(Ey + 1) correspondent aux
passages du pendule par la position verticale en bas, et ceux de coordonnées z = 7 +
2km,y = \/2(Ep — 1) aux passages du pendule par la position verticale en haut.

> Troisiéme cas : Eg =1

On suppose dans tout ce paragraphe que (6g,v9) ¢ {(7,0), (—m,0)}. En effet, si (6p, vo) =
(£7,0), alors on a 0(t) = £m pour tout ¢ : le point § = 7 est une position d’équilibre. On
se concentre donc sur les cas oul vg /2 — cosBy =1 avec vy # 0.

Ce dernier cas est un peu particulier : le pendule a tout juste assez d’énergie pour
arriver au sommet. La question est de savoir s’il parcourt 'ensemble de la courbe, c’est &
dire si la bille redescend aprés étre passée par le maximum.

La réponse est non : le pendule ne parcourt qu’une branche de la courbe. En effet, on
peut montrer qu’il met un temps infini a arriver a la position d’équilibre (instable) 6 = T,
qui correspond au point d’altitude maximal de la bille. Pour voir cela, il y a deux preuves
possibles :

— La premiére possibilité est de raisonner par ’absurde et de supposer qu’il existe un
temps 1" > 0 tel que
O(T) = +m, O(T)=0.
On Vé}'iﬁe alors aisément que é(t) = constante = 47 est solution de I’équation ,
avec 0(T) = 6(T), 0'(T) = 0'(T). D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en
déduit que § = 6, et donc en particulier 6(0) = £ : absurde.

— L’autre possibilité est de calculer a la main le temps mis par le pendule pour parvenir
au sommet. Pour cela, on peut utiliser le fait que 6’ ne s’annule pas avant d’atteindre
le sommet et donc garde un signe constant sur cet intervalle. Supposons pour fixer
les idées que vg > 0. Soit Ty €]0, +0o0] le temps auquel le sommet est atteint. On en
déduit que 6} 7, : [0, To[— [0o, [ est une bijection. D’aprés la formule de changement

de variables, on a donc
To
o= [
0

&0
0, 0

B /7r do
0o \/2(1+ cos )
Orpour =m—havech>0,h <1, ona
14 cosh =1+ cos(m —h) = — + O(hY),

et donc
1 1
2(1+cosh) m—0

qui n’est pas intégrable au voisinage de 8 = w. Donc Ty = oo.

On en déduit que le pendule met un temps infini & atteindre la position d’équilibre
0 = +m. Par conséquent 6’ ne s’annule pas sur R et donc # est strictement monotone
(croissante si vy > 0, décroissante si vy < 0).

On obtient ainsi le tableau de variations suivant si vy > 0 :
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t 0 +oo
0'(t) +
H(t) /
to

Si vg < 0, le tableau de variations est analogue :

to
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Chapitre 5

Deux types particuliers d’équations
différentielles

5.1 Recollements

Toutes les équations différentielles étudiées jusqu’ici étaient de la forme
X'(t) = f(t, X(1)).

C’est le cadre pour lequel on dispose de théorémes d’existence et d’unicité généraux.
Néanmoins, il se peut qu’on rencontre des équations différentielles qui ne puissent étre
mises sous cette forme de fagon immédiate. L’exemple le plus simple est celui d’une équation

différentielle de la forme
g(t)X'(t) = h(t, X (1)),

ott la fonction ¢ : R — R est de classe C!, et h: R x R™ — R™ est aussi de classe C', mais
f peut s’annuler sur R. Dans ce cas il n’y a pas de théorie générale assurant I’existence ou
I'unicité de solutions. La stratégie est alors la suivante :

— On identifie les points d’annulation de g, et, par suite, les intervalles sur lesquels ¢
ne s’annule pas;

— Sur chacun des intervalles sur lequel g ne s’annule pas, on peut appliquer le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz. On cherche alors ’ensemble des solutions de ’équation
différentielle sur cet intervalle (pour n’'importe quelle valeur de la donnée initiale).
Attention, pour pouvoir appliquer le point suivant, il faut que ces solutions soient
définies (et bornées) dans un voisinage du point auquel on souhaite raccorder ;

— Il faut ensuite raccorder, ou recoller : par exemple, si f s’annule en ty € R, et que 'on
a trouvé des solutions sur | — oo, tp[ et sur ]to, +o00[, il faut construire une fonction
continue (et méme C!, si possible) X telle que

[ X_(t) sit<to
X(t)_{X+(t) sit > to,

ou X_ et X sont des solutions sur | — oo, tp[ et sur |¢y, +00[ respectivement.

Suivant 'allure des fonctions X_ et X, parfois il n’y aura aucune solution continue de
I’équation, parfois il y en aura une unique, et parfois une infinité : tous les cas de figure sont
possibles. Il convient également de remarquer que les problémes de recollement ne sont pas
associés a une condition initiale en général : en quelque sorte, le fait de devoir recoller en
un point joue le role de condition initiale. On donne ci-dessous quelques exemples.
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Exemple 1

On consideére ’équation
(1 —t2)u'(t) — 2tu(t) = 1.

La fonction ¢ — 1 —t? s’annule en —1 et en 1. On résout donc I’équation sur les intervalles
I :] — 00, —1[, I :] —1, 1[, I3 :]1,+OO[.
Sur chacun des intervalles I, j = {1,2,3}, on a

2t 1
!
wit) -l =

Les solutions générales de I’équation homogéne associée sont de la forme

N 312 ds _ c
u(t)=Ce’ 1 TR

Pour trouver la solution générale de I’équation avec second membre, on applique la méthode
de variation de la constante. On cherche des solutions sous la forme

_C®)
u(t) = o
I1 vient alors
C'(t) 1

-2 1-¢
et donc C(t) = tsgn(1 — t?) + O}, puisque sgn(1 — 2) est constant sur les intervalles I;.
Bilan : sur chacun des intervalles I, la solution est de la forme

(= tsen(l=)+C; _ tssn(l—13) 1 C,
B T R TC ) C W) ]

On cherche maintenant a raccorder aux points —1 et 1. Pour cela, il faut que les fonctions
uy et uo admettent une limite en —1, et que uy et uz admettent une limite en 1. Or :

— w1 admet une limite finie en —17 si et seulement si C} = —1;
— ug admet une limite finie en —17 si et seulement si Cy = 1;
— uo admet une limite finie en 17 si et seulement si Cy =1

— wug admet une limite finie en 17 si et seulement si C3 = —1.

On voit donc que us ne peut pas avoir simultanément des limites finies en —11 et en 17.
Le probléme n’a donc pas de solution globale, car on ne peut pas recoller sur R entier.

Par contre notons que l'on obtient un recollement continu sur | — oo, 1[ (et similairement
sur | —1,00[), qui est, en prenant donc Cy = —1 et Cs = 1, la fonction continue u(t) = .
Cette fonction est aussi de classe C!, donc solution de 1’équation sur | — oo, 1].

Exemple 2

On considére une variante de 1’équation “explosive”,
td(t) = u(t)?, teR.

Comme la fonction ¢ + ¢ s’annule en zéro uniquement, on résout cette équation sur
R*
:l:.
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Tout d’abord, sur chacun de ces intervalles, on remarque que la fonction nulle est
solution. On cherche & présent les solutions qui ne sont pas identiquement nulles. Soit u+
une solution de I’équation

1
W(1) = Tult)?

sur Ry, définie sur un intervalle I+ C Ryx, et soit t4+ € I+ tel que u(ty) # 0. On pose
ay = ug(ty). D’aprés la Proposition [3.3.2) u4 ne s’annule pas et garde un signe constant
sur I+. On a donc

/
== Vteli.
w2 ¢ EtE
On en déduit que
1 1 t
—— =In|—]|,
atr  ux(t) +
et donc )
uz(t) = 1 ¢
ar 0|7

La fonction u4 est donc définie tant que la quantité

1
— —1In

a+

t

b+

reste non nulle et du méme signe que a4, autrement dit tant que

> 0.

t
=1- 1
) aint

+

Par conséquent, si on veut que u4 soit définie au voisinage de zéro, il faut que a4+ > 0
nécessairement. Dans ce cas 'intervalle de définition de u+ est
1

1 1
I+ :]0,t+€a+ [, I_ :]t_e“— ,0[

On vérifie de surcroit que les fonctions u- ainsi définies ont toutes pour limite zéro quand
t — 0%. On peut donc raccorder par continuité quelles que soient les valeurs de t, a4 .
Autrement dit, la fonction w définie par

1

. sit>0,
F (i)
u(t) = 1

sit <0,

avec ay,a_,t4 > 0, t— < 0 quelconques, se prolonge par continuité en zéro en posant
u(0) = 0, et est solution de I'équation différentielle sur R et sur R*.
Néanmoins le raccord ne sera jamais de classe C! : en effet la fonction u4 a pour dérivée

qui a pour limite +o00 quand ¢ — 0. Le raccord n’est donc pas C! (on peut montrer qu’il
n’est pas non plus dérivable en zéro).
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Exemple 3

On considére 'équation
It () — u(t) = t2.

Comme pour les exemples précédents, on commence par résoudre cette équation sur R* et
*
sur R .
Sur I =R* ouR%, ona
1

—u(t) = |t|.

u'(t) — i

La solution générale de I’équation homogeéne est ¢ — Ct sur RY, et ¢ — CT‘ sur R*. On
applique ensuite la méthode de variation de la constante : on cherche uy,u_ sous la forme

C_(t
wel) = oot u_n = =0,
On obtient
CL(t)y=1, ,C.(t)=—t,
d’ou
t3
C+(t) =1t + C+,C_(t) = —g + c_,

avec cq,c— € R. Finalement, les solutions sur R* et R sont de la forme

2 e
u_(t):—§+%, t <0,

uy(t) =t*+cqt, t>0.

Par conséquent, u_ et us ont des limites finies en zéro si et seulement si ¢ = 0. Dans ce
cas, la fonction définie par

)
—— sit <0,

ult) =4y )3 =
t +C+t S1t>07

est continue sur R et solution de I’équation différentielle sur R” et sur R* pour toutes les
valeurs de cy € R.
Il reste a voir la question de la dérivabilité en zéro. On a

lim u'(t) = 0,
t—0~

lim ' (t) = cg.
t—0t ( ) *
D’apreés le théoréme de la limite de la dérivée, u admet des demi-dérivées & gauche et &
droite en zéro. Elle est dérivable si et seulement si ¢y = 0. Dans ce cas, la fonction est de
classe C! sur R.

Conclusion : I'unique solution de classe C! sur R de I'équation [t|u/(t) —u(t) = t* est

t2
U(t) —g sit S 0,

t2 sit>0,
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5.2 Equations a variables séparées

Le but est de résoudre des équations du type

y'(t) = g(y(®))f (1), (5.1)

ot f,g : R — R sont des fonctions de classe C'. On munit cette équation d’une donnée
initiale y(to) = yo.

On va commencer par faire un raisonnement manquant un peu de rigueur, mais qui
donne l'intuition du résultat, puis on démontrera ce résultat rigoureusement & ’aide des
théorémes des paragraphes précédents.

On remarque immédiatement que si g(yp) = 0, alors la fonction constante t — g est
solution de I’équation . D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz et ses corollaires,
c’est 'unique solution de donnée initiale y(ty) = yo.

On suppose donc a présent que g(yo) # 0. Alors si y est une solution de (5.1)), comme
la fonction g o y est continue (puisqu’elle est de classe C!), elle ne s’annule pas sur un
voisinage de tg. Tant que g o y ne s’annule pas, on a

Soit F' une primitive de f, et soit H une primitive de 1/g sur un intervalle contenant yg et
sur lequel g ne s’annule pas. On obtient

H(y(t)) = F(t) + C,

ou C est une constante arbitraire. Encore une fois, cette formule reste vraie tant que goy ne
s’annule pas. Si on arrive & inverser la fonction H, on a donc obtenu une formule permettant
d’obtenir y en fonction de t.

Remarque 5.2.1. Ce type d’équation se rencontre souvent en physique. Les physiciens ont
I’habitude d’écrire alors

v (1) = = o) f(),

et par suite

Cette identité méne de nouveau a
H(y)=F(t)+C

On dit que 'on “sépare” les variables y et ¢, d’oul le nom attribué & ces équations.

Remarque 5.2.2. Attention, la méthode ci-dessus n’est valable que pour un champ de vec-
teur b(t,y) s’écrivant

b(t,y) = 9(y) f(t)-
Sion ab(t,y) = g(y) + f(t), cette méthode échoue.

On peut justifier les calculs menés ci-dessus de fagon rigoureuse, en montrant en parti-
culier que la fonction g oy ne s’annule jamais sur l'intervalle (maximal) de définition de y,
et que la fonction H est toujours inversible. On obtient alors le résultat suivant :
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Proposition 5.2.3. Soit I,U deuz intervalles ouverts de R, et soit f : I - R, g: U — R
deux fonctions de classe C'.

Soit E = {z € U,g(z) = 0}.

Soittg € I,yp € U.

On considere la solution maximale y du probléme de Cauchy

y'(t) = f(t)g(y(t)),
Y

y(to) = Yo,

et on note J C I l'intervalle ouvert sur lequel elle est définie.
On a alors les propriétés suivantes :

— Siyo € E, alors J =1 et y(t) = yo pour tout t € I ;

— Siyy ¢ E : soit
= J o
Ointervalle,

Yo €O,
OCE°

Alors Uy # 0, Uy est ouvert, et Uy est le plus grand intervalle contenant yo et inclus
dans E€. Soit H une primitive de 1/g sur Uy, F une primitive de f sur I. On a :
— y(t) € Up pour tout t € J ;

— 1l existe une constante C' telle que
H(y(t)=F(t)+C VteJ,

— La fonction H est un C* difféomorphisme de Uy sur H(Up).

Démonstration. On a déja justifié que si g(yo) = 0 (i.e. yo € E), alors y(t) = yo pour tout
t. On s’intéresse donc au cas ou yo ¢ E.

Remarquons que E = ¢g~({0}), et g est continue; I’ensemble E est donc fermé (au
sens de la “topologie induite” : E = U N F ou F est un fermé de R), et E€ est un ouvert.
Par conséquent, il existe & > 0 tel que |yg — 0,y — 0+ d[C E°.

On remarque que

— Up est non vide (puisque |yg — d§,y — 0+ §[C Up) ;

— Up est un intervalle contenant gy puisque c’est une union d’intervalles contenant vy ;

— Uy C E¢;

— Si O est un intervalle contenant g et inclus dans E€, alors O C Uy par définition de
Up.

L’ensemble Uy est donc le plus grand intervalle contenant yg et inclus dans E€. De plus, si
z € Uy, d’une part il existe O C E° intervalle contenant yg et z, et d’autre part, puisque
z € E° il existe &' > 0 tel que [z — 0",z +0'] C E°. Alors OU [z —¢', 2+ '] est un intervalle
contenant gy et inclus dans E°¢, donc

[z—08,2+8CcOUz—d,2+ 8] CUy.

Par conséquent Uy est ouvert.

Montrons a présent que y(J) C Uy : d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
y(J) est un intervalle. De plus y(J) contient yo. Montrons que y(J) C E° : on raisonne
par l'absurde et on suppose qu’il existe y; € E,t1 € J tel que y(t1) = y1. D’aprés l'unicité
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pour le probléme de Cauchy en ¢t = t;, on en déduit que y(t) = y; pour tout ¢t € J. En
particulier yo = y(t9) = y1 € E : absurde. Donc y(J) C E°€.

Par définition de Uy, on en déduit que y(J) C Up. Puisque y(J) C E°, goy ne s’annule
pas sur J et on peut écrire

y'(t)
= N .
sy TS
Cette égalité s’écrit encore
dH
) _

On en déduit qu’il existe une constante C' telle que
Hyt)=F(t)+C VteJ

Enfin, la fonction H est de classe C! sur Up, et sa dérivée 1/g ne s’annule pas sur Up.
Par conséquent H est un C! difféomorphisme de Uy sur H(Up). t

Remarque 5.2.4. En pratique la constante C' est déterminée par la relation

H(yo) = F(to) + C.

Exemple 1

On consideére 'équation différentielle

avec y(to) = yo # 0.

Onaicig:zGR*H%. On prend donc U = R si yg > 0, R* si yp < 0. On
remarque alors que E = (), et donc Uy = U. Soit y la solution maximale du probléme de
Cauchy, définie sur un intervalle ouvert J contenant ty. En particulier y(t) # 0 sur Inas
donc sgn(y(t)) = sgn(yo)-

Pourt € J, on a

Y (tyt) =1,

soit
Tdy(t)? _
a7

On obtient donc
y(t)* — yg = 2t — 21y,

et
VteJ, y(t)? =i+ 2t — 2.

On en déduit avec les arguments habituels que

Puisque y(t) € U pour tout ¢t € J, on a

y(t) = sgn(yo)\/yd + 2t — 2ty Vt € J.
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Exemple 2

On considére I'équation différentielle

avec y(to) = yo € R.

La fonction g : z € R — z — 2* s’annule en 0 et en 1. Ainsi, si yg € {0, 1}, la fonction y
est constante et égale & yg. On se concentre donc & présent sur les cas ou yo ¢ {0,1}.

On a alors Uy = R* si yg < 0, Uy =0, 1] si yo €]0, 1, Uy =]1,00[ si yp > 1.

Avec les notations de la Proposition, pour tout t € J, on a y(t) € Uy, et

y'(t)
y(t) —y(t)?

Pour appliquer la méthode, il faut calculer une primitive de z — ﬁ sur Uy. Pour cela,
on décompose la fraction en éléments simples : on écrit que pour z € R\ {0, 1},

2

=1.

1 1 1 1

=22 Z(1—2) 2z 1—2z

9

dont une primitive sur chacun des intervalles R* ,]0, 1[,]1, oo est

z

z—In|z| —In|l —z|=1In .
1—-2

1. Premier cas : yg < 0 : une primitive de z ﬁ sur Rs_ est

—z 1
| =In(1l- .
ZHnl—z n( 1—z>

On obtient donc, pour tout ¢t € J,

ln<1_1—1y(t)> =t+C,

1
Cz—to-i-ln(l— ><—t0.
1—wo

En inversant la fonction du membre de gauche, on obtient finalement

ou

et+C

y(t) = —

d’ott 'on déduit finalement que J =] — 0o, —C[=]| — 00, tp — In (1 - 1}y0) [.

2. Deuxiéme cas : yp €]0, 1] : une primitive de z — ZEZQ sur ]0, 1] est

z+—In i :1n< 1 —1).
1—=z2 1—=z2

On obtient donc, pour tout t € J,
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Dans ce cas on obtient

et donc finalement J = R.

3. Troisiéme cas : yp > 1 : une primitive de z —

z

z 1
| =In({l1+——|.
Zan—l n<+z—1>

On en déduit que pour tout t € J,

1
n{l+—— )=t 1C=—tg+In(1
n<+y(t)—1) +C, ouC 0+n(+

En inversant une nouvelle fois la formule, on arrive &

et—i—C

et done J =] - C,+oo[=Jto — In (1 + 311 ) , +ool.

fZQ sur |1, 00 est

Yo —

L
1 0

95
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Chapitre 6

Calculs d’exponentielle de matrice

6.1 Quelques exemples

Commengons par quelques exemples simples :

a) Matrice diagonale :

. . o Al 0 A €>\1 0
Soit A1, Ag € C, et soit A = <0 )\2> . Alors e = < 0 6/\2> .

En effet : on montre facilement par récurrence que pour tout k € N,

Mo
kE 1
A‘(o A)

On en déduit que
1 /M0 M0
A _ 1 - 1 —
© - nlﬂ&kz_o k! (0 A’;) < 0 e’\2) '

b) Matrice nilpotente :
Soit

N:(g g).

On vérifie aisément que N2 = 0. Par suite, N* = 0 pour tout k& > 2. On obtient donc
o= lim D Nt =D+ N (0 1) '
k=0
¢) Matrices semblables :
Soit A, B € M3(C), P € GLy(C) telles que
B=PAP.

Alors
B = peAp1.

En effet, on vérifie facilement (par exemple par récurrence) que si k € N,

B = pAkp—1,

97
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On en déduit alors que pour tout n € N,
~ Bk L
M:P(Z kl)P_l.
k=0
La propriété s’ensuit.
d) Matrices diagonalisables :
Il découle des propriétés précédentes que ’exponentielle d’'une matrice diagonalisable

A se calcule facilement. En effet, si A € M3(C) est diagonalisable, alors il existe
A1, A2 € C, P € GLy(C) tels que

(M 0N
aer(y DY

A1
A e 0 —1
e - P ( O e)‘2> P .

e) Un cas particulier de matrice réelle diagonalisable avec valeur propres
non-réelles : On considére la matrice

N
A‘(ﬁ a)’

qui est une matrice réelle diagonalisable avec valeur propres non-réelles a + i3 avec
a,BER,B# OE] . En calculant les vecteurs propres associées aux valeurs propres on

conclut que
AzP(OH_ZB 0.)P1, avech(l. 1)
0 a—if —i 1

D’apres 'expression de ’exponentielle pour les matrices semblables

A_ (11 eat 0 i -1\ 1
T\ i 0 e#)\i 1) 92

(I ) ()

= () i)

Résumons dans un tableau les propriétés obtenues jusqu’a présent :

En ce cas,

Type Formule Exponentielle
. A0 e 0
Matrice diagonale ( 0 )\2> < 0 e )\2)
Un cas de matrice nilpo- 0 7 Ly
P 0 0 0 1

tente

Un cas de matrice réelle (g —6 ) & (CIO;((?)) - Slr(léﬁ)))
diagonalisable avec va- o S cos

leur propres non-réelles
Matrices semblables A=PBP! ed = PePp-1

1. On peut aussi calculer exp(A) en remarquant que A = als + BN. On utilise alors la formule

MieM2 — oMitMz yalable si les matrices Mi, Ms commutent, et dont la démonstration est proche

de celle de Pexistence de I’exponentielle de matrice. On a donc e? = e®2¢PN = %N et on calcule

sy _ (cos(B) —sin(B) ; N2k 1k 2k+1 _ (_1\k
el = (Sin(ﬁ) cos(B) sachant que les puissances de N sont : N** = (=1)"I3, N = (—=1)"N.

e
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Pour traiter le cas général, on a besoin d’un résultat d’algébre linéaire supplémentaire,
comme suit.

6.2 Cas général

Théoréme 6.2.1 (Décomposition de Dunford). Soit A € Mo(C) quelconque. Alors 'une
des deux propriétés suivantes est vérifiée :

1. A est diagonalisable, i.e. il existe A1, Ao € C, P € GLy(C) tels que

(A 0N
aer(y DY

2. A n’est pas diagonalisable et dans ce cas A est trigonalisable : il existe A € C, v € C*,

P € GLy(C) tels que
_ A7 pet
A=P (0 )\> P

Démonstration. On rappelle que les valeurs propres de A sont les racines de son polynA “me
caractéristique x 4(X) = det(A— X 1,) € C[X]. De plus, d’aprés le théoréme de d’Alembert-
Gauss, x4 est scindé et admet donc exactement deux racines complexes distinctes ou
confondues. On distingue donc deux cas :

e Premier cas : x4 admet deux racines distinctes \; # Ag :

En ce cas dimker(A — A\ I2) € {1,2}, dimker(A — \212) € {1,2}, et comme

dimker(A — A\ I2) + dimker(A — Aa1z) < 2,

on en déduit que dimker(A — A\1I3) = dimker(A — Aolz) = 1. Pour i € {1,2}, soit v; €
ker(A — \;I3)\ {0}. Comme \; # A2, v1 et ve sont des vecteurs libres. Ils forment donc une
base de C2. Soit P la matrice de passage de la base canonique & la base (v1,v2). On a alors

(A 0N
aer(y DY

On est donc dans le premier cas énoncé dans le théoréme.

e Deuxiéme cas : x4 admet une seule racine A € C :

Autrement dit, x4(X) = (X — \)2.

On a de nouveau dimker(A — Al3) € {1,2}. Si dimker(A — A\3) = 2 = dim C?, alors
A = A5 : on est de nouveau dans le premier cas énoncé dans le théoréme, avec P = I et
Al =XA= A\

Il reste donc & examiner le cas ot dimker(A — Al3) = 1. Soit v; € C? tel que ker(A —
A3) = Cv;. On prend vy € C? \ ker(A — Alp). Alors les vecteurs v; et vy sont non nuls
et non colinéaires. Ils sont donc libres et forment une base de C?. En particulier il existe
v, 1 € C tels que Ave = yuy + pvs.

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (v1, v2). Comme Av; = Avy,
on note Ave = avy + pvg et on a :

A:P(A 7>P—1,
0 u

ot 7, 1 € C. Le polynA “me caractéristique est invariant par similitude, donc

XA(X) = (X = A)? = (X = A)(X — p).
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On en déduit que A = p. Aussi v # 0 car sinon cela impliquerait Avy = Awvg donc
dimker(A — AI3) = 2. On est donc dans le deuxiéme cas énoncé dans le théoréme. O]

Maintenant on peut calculer I’exponentielle d'une matrice quelconque A € My(C) a
I’aide du théoréme précédent. Si la matrice A est diagonalisable alors on est dans le premier
cas du théroréme, et 'exponentielle d’une telle matrice a déja été traité dans les remarques
qui précédent le théoréme. Si la matrice A est non-diagonalisable nous sommes dans le
deuxiéme cas du théoréme et remarquons que

A=P\L+ N)P™ 1,

que IbN = NI, = N et que N*¥ = 0y, Vk > 2. Par conséquent, pour tout £ > 0,

k PRI i b1 PUBIRY P
(A + N)k z;ckmv T =Ly + kX N:<O Ak )
]:

On obtient donc, pour tout n > 0

)\k >\k 1
nAk:P< k=0 AT 'szl )Pl_
0 Zk;:O k:'

En passant a la limite quand n — oo, on arrive finalement &

A
6A2P<€ ’}/€>P_
0 e

Pour une matrice quelconque de M3(C), on a donc deux possibilités :

Type Formule Exponentielle
Matrice diagonalisable P A0 Pl P et 0 p-1
& 0 A 0 et

A A

Matrice trigonalisable (mais | P A pt | p(° fye)\ p1
. i 0 A 0 e

pas diagonalisable)

En pratique, nous allons devoir souvent calculer des exponentielles de matrices réelles
A € M3(R). Pour calculer son exponentielle, on considére A comme une matrice complexe.

Notons que e sera malgré tout une matrice réelle, comme on peut le voir sur la formule
q g ) b
A_ o A
e’ = lim —
Nn—00 k!

De plus, si A € M2(R) a pour valeurs propres complexes Aj, Ag, on a deux possibilités :

1. A1 € Ret Ay € R; dans ce cas les vecteurs propres peuvent étre choisis réels et A est
diagonalisable ou trigonalisable sur R (autrement dit, dans le théoréme on a
P e GLy(R), v € R).

2. On peut aussi calculer exp(A) en utilisant alors la formule exp

(M) exp(M2) = exp( 1+M2 valable
A
si les matrices Mi, M2 commutent, et on obtient e =P (60 €0A> (é ) =P < )
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2. A} € C\ R, X2 € C\ R; dans ce cas A; et Ay sont des nombres complexes conjugués
a+if. De plus, comme \; ¢ R, on ne peut pas avoir \; = Ay (sinon A; = A;). Donc
les valeurs propres A1 et Ao sont nécessairement distinctes, et A est diagonalisable
sur C. Il existe donc P € M2(C) telle que

. Oé+7/,8 0 -1
amp(t8 0 e
On écrit alors
A=pab+8(" " tzan+pp(l Y)p
-0 i — o 0 —i)

Comme A € M3(R) ceci implique que P (8 —Oz) P~ € M5(R). D’autre part, cette

. . . 0 —1 .
matrice a comme valeurs propres 47, tout comme la matrice réelle ( 10 ) .11 s’agit

donc de deux matrices réelles semblables dans C. Or on a le lemme suivant, que I'on
démontre a la fin de cette section :

Lemme 6.2.2. Soit n € N, et soit M, M € M, (R). On suppose que M et M sont
semblables dans C : il existe S € GL,,(C) tel que M = SMS™1.

Alors M et M sont semblables dans R : il existe P € GL,(R) tel que M = PMP~'.

Dans le cas présent on déduit donc l'existence de R € GLy(R) telle que

7 0
Py G)r=r(l 3)R
On obtient alors

A=als+ SR <(1) > R'=R(al+ B <(1) ) =R <g _aﬁ> R,

donc

exp(A) = Rexp(a) <COS(5) - Sm(ﬁ)) R

sin(8)  cos(8)

Résumons les formules obtenues pour les exponentielles de matrices réelles :

Type Formule Exponentielle
. . . M0 M0 L,
Matrice diagonalisable P P~ P e GL,(R) P v | P
0 )\2 0 e?

avec valeurs propres
A1, A2 € R distinctes ou
confondues

Matrice diagonalisable P <a _ﬂ> P71 P e GL,(R) Pe® (C?S((g)) - Sl?(ﬂﬁ))) p-1
avec valeurs propres sin cos
non-réelles a £if3, 5 # 0

Ay

Matrice non- | P <O A\

diagonalisable avec
une  valeur  propre

double A € R

> P~!.P € GL,(R), v € R* Pe* <1 7) p!
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Enfin, voici la preuve du Lemme [6.2.2]: On décompose S en sa partie réelle et sa partie
imaginaire,

S =051+1iSy, 51,5 € Mn(]R).

En prenant la partie réelle et la partie imaginaire de l'identité MS = SM, on obtient
MS; =S M et MS,=S,M.

Attention : en général les matrices S1 et Sy ne sont pas inversibles !
Pour z € C, on considére la matrice T'(z) = S1 + xS2 et son déterminant p(z) =
det(T'(x)). On fait alors les observations suivantes :

— Pour tout z € R, T(z) € My(R) et MT(z) = T(z)M ;

— p est un polyndéme,

— Siz=i,onaT(i)=5 +1iS =S, et donc p(i) # 0.

On déduit des deux derniéres propriétés que p n’est pas le polyndéme nul. Par conséquent,

p s’annule au plus un nombre fini de fois sur R. Il existe donc z¢ € R tel que p(xg) # 0.
Ceci implique que la matrice T'(zg) est inversible et a coefﬁcien‘Es réels. En choisissant
P = T(xp), on a bien P € GL,(R) et MP = PM. Donc M et M sont semblables dans
M, (R).
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