AMPHI 3
REPRESENTATIONS DES GROUPES FINIS (FIN)

INTEGRALE DE LEBESGUE



Produit tensoriel de représentations
eV, de base (e1,...,e,) et Vo de base (fy, ..., f,). On définit V; ® Vs
debase g;; = e; ®@f;, pour1 <i< net 1 <j <metx®y € Vi ® Vo par

(Z)\iei>®(z,ujfj) ZZ)\/LJ el®f
i—1 i=1

i=1 j=1

Lemme Siu: Vy X Vo — W est bilinéaire, il existe 1 : V1 ® Vo — W

linéaire, unique, tel que 1(x ® y) = u(x,y), pour tous x € V1,y € V.

ePropriété universelle (= Indépendance du choix des bases).

oV* ® V* = {formes bilinéaires sur V}; (A1 ® A2)(x,¥) = A1(x)A2(y).



Proposition (1) Si V; et Vo sont des représentations de G, alors V1 ® Vs
aussi, avec g - (x ®y) = (g-x) ® (g -y), pourtousx € Vi ety € Vo.
(11) XV1i®Va (g) = XV, (g)XVQ (g)

oV ® V se décompose : V® V = Sym? V & A?V, avec Sym? V espace
engendré par les xy = %(X Ry + v ®x) (carré symétrique), et N>V espace

engendré parlesx ANy =X ® y — vy ® x (carré extérieur). De plus

Xsym2 v(g) = %(Xv(g)2 +xv(g?) xazv(g) = %(XV(%)Z — xv(g?)).



Représentations induites
oH C G sous-groupe et V une représentation de H.

Ind§V ={¢:G =V, ¢(hx) =h-¢(x), sihe Hetx € G}
est une représentation de G, avec (g - ¢)(x) = p(xg).

ol induction est fondamentale pour I’étude des représentations de G.

Théoreme Si W = IndgV, alors dim W = [G : H] dim V er

1 _
Xw(g) = H Z xv(sgs™h).
s€@G, sgs—1ecH

Théoreme (réciprocité de Frobenius) Si W' € Irr(G), la multiplicité de

W’ dans Indg; V est égale a (xw-, xv ).
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Ensembles de mesure nulle

R, = R, U {+0c0}. (Toute série dans R a une somme.)

eDans R™, dalle élémentaire D, jc = [[._,[2 ki, 27" (k; + 1)[.
eMesure (de Lebesgue) A(D, i) = 27™™.

eMesure extérieure AT (A) de A C R™ (notion purement théorique).
o\ (UiA;) < >0 AT(A;), sii € I dénombrable.

o A est de mesure nulle si AT (A) = 0.



eUn ensemble dénombrable est de mesure nulle.
el ’ensemble de Cantor est non dénombrable et de mesure nulle.

eEnsemble de Besicovich (hérisson fractal) et probleme de Kakeya.

eUne propriété p est vraie p.p. si {x, p(x)} est de mesure nulle.

Théoréme (Borel-Cantelli) Si AT (A,) < ajyer ) a, < +00, alors presque

tout x n’appartient qu’a un nombre fini de A,,.



Fonctions mesurables

eSoit e, x = 1p, .. Une fonction en escalier est une combinaison lin€aire
(finie) des e, i, pourr € N etk € Z™.

of : R™ — C est mesurable si elle est limite simple p.p. de fonctions en
escalier.

o \f, f + g et fg sont mesurables si f et g le sontet A € C.

eUne fonction continue est mesurable.

eUne limite simple p.p. de fonctions mesurables est mesurable.

e Toute fonction (raisonnable) est mesurable (Solovay 1966).



Intégration des fonctions positives

Théoréme I/ existe f — [ f de Mes(R™, R ) dans R vérifiant :
(1) Si f = a, ke k est en escalier; alors [ =) 27"a, .

(ii) [af+bg=a [f+ Db [g sia,b > 0 (linéarité).

(iii) [f=0ssif=0p.p.

iVf<g= [f< [g

(v) Le théoreme de convergence monotone :

Si (fn)nen croissante, f,, € Mes(Rm,ﬁ+), alors flim f, = limf f,.



o[> u, = [uy,siu, € Mes(R™, Ry).
el _a linéarité et le théoreme de CV monotone sont fondamentaux.

elc (1) équivaut a I’'invariance par translation.

oX C R™ est mesurable si 1x est mesurable : tout ensemble (raison-

nable) est mesurable. S1 X est mesurable, on définit sa mesure de Lebesgue

A(X) = [gm 1x, et on montre que A\(X) = A" (X).

elntégration vs théorie de la mesure.



Intégrale de Lebesgue
of : R™ — C, mesurable, est sommable si [ |f| < +o0.
eSoit £ (R™) I’espace vectoriel des fonctions sommables et ||f||; = [ [f].

oSi f est sommable, on pose (avec Re™ (z) = sup(Re(z), 0))
[f= [Re™(f) — [ReT(—f) +i [Re™ (—if) —i [ Re™ (if),

(onaz = Re(z) — Re"(—z) + iRe " (—iz) — iRe™ (iz)).
of — [ estlinéaire sur ZH(R™)et| [f| < [|f] = ||f]1.
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Le théoreme de convergence dominée

eX C R™ mesurable. ¥!(X) = {f: X — C, f sommable}.

Théoreme Soient X C R™ mesurable, f, € Mes(X), pourn € N, avec :
il existe g € L1 (X) telle que |f,| < g p.p., Vn (domination) ;
t, — 1 p.p.

Alors f est sommable, lim [ |f — f,| = 0etlim [ f, = [ limf,.

eSif : [a,b] — C est continue et F/ = f, alors f[a y f = F(b) — F(a)
(permet de calculer des intégrales !)

eThéoreme de convergence dominée pour les séries.
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Théoréme (Fubini sur N x X) Soit u, € Z'(X), pour n € N, avec
2_n [[unfl1 < 4o0.

(i) La série Y uy,(t) converge absolument p.p. et la somme g est sommable.

(ii) Ona g = > u, dans L' (X) et, en particulier, [, g =" [ Un.

*h(t) = 2, [un(t)].

*[h(t) => [ |un| < +00 = A = {t, h(t) = +00} de mesure nulle.
*S(t) = > un(t)sit ¢ A, 0 sinon.

*Théoréme de CV dominée : [ |S— > . u| — 0.

Corollaire Sif, — f dans £"(X), il existe p telle que £,y — £ p.p.
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