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Cher}fﬁﬁ?éﬁée,

s telephone hier, nous avons varlé du * fait " que tont
systéme de valeuza prorres des opérateurs de Hecke se trouve
realise(aﬁtaraien prés) par une forme de poids € p+i. Comme
je te 1tai ﬁzt j‘ai un schéma de démonstration (pas Tout a fait
;_pmmé tu le verras) de ce " falt ¥ , hasé sur 1! isomorphis:
de Lichler-Shimura. Voicl comment on proceﬂe £,

et hesvim tow“ &iahord a'un rdsultat sur les renresenfatian&
irr&ductihtes'ﬁ&1 G = GLz(F ) en caract. r , a savoir :

‘irr#ductibie de G est de la forme diai . a* est
la puissanca &~ém@ de la représentation de degré 4 dennfe par le
deﬁerninant?(c_<1 p=2), et B, est Sywj ¢e la représentation
éyidente’ de dﬁ#re 2 de G (0<ig<p~1). {Le produit est le
produit t&ﬁsarlel des repreaentatians - ou, ce gul rovédent au mame ,
le produit de Jfaracteres modulaires correspondants. lote que d°==1
= 8,. ) ﬁne faeen de prouver ¢a consiste A " compter " : on cbtient
ainsi p(p»%\ repr irréductibles distinctes, et le nombrez de elaases
p-re&ulierea ést agal au nombre des polyndmes caractéristiques
possibles - Tz f‘a T + “2 s qul est aussi plp-i}.

Ce qui m‘interasse surtout led, ctest le corollaire @

81 3 7. Dy ;gg s sont gombinaisons lindaives (A coef, entiers
20¥ des digm,g_g_, o< mépnt,

1 hxemgle §3p==3 On a 84 = s,4dB, ; 8, = s,t14d [ 8, = 8y +2ds1,
£y = 32*632%1 ' Iﬁ' 23 +2d4s 38T s tda Ay, 7

Tu peu#ﬂégg'f démontrer () directement, en utilisant lea deux-fﬂr
mules suivantedr’': L

si 3§ 2 1 (cas particulier de Clebsc
Gordan)

Ily aﬁwf 5@&13 cas particuliers, dont celui-ci (da a Tate, dans
un ccntexta 3ifferent celui de la formile de Selberg, cf. Naomi,p.ZB

j+p+{ =844yt dey + + a3%2g 8 =3 0 £ 3 € p=3).



Comment anpﬁlquer ga aux formes mndulaires 7 .Je vals considérer
le grouﬁo _
‘3([ = 8Ly(Z¢p))
of ?( @su 1& 1oea113e de Z en (p), i.e. l'ensemble des fr&%#
tions a/a avec 5 &0 {mod n), '

rar reductiqn (mof P}, on a wun homomorphisme surjectif

' G(p) = G = GLy(F.).

Toute ae;réa& ;étinn lindaire de G en définit donc mme de 6(93

ceci s”agpiiq ¢ en particulier aux rsprésentetions diaj ! nous

pouvons Ies r;earder comme des représentations de h( y .

Soit mainttnant I un entier prerier 2 p, et intéresrons~nous
a des forﬁas mndulaires de niveaun ¥, L‘isemnrahisme ‘de tichlerw
"1'#a:.instance le livre de Shimura) fait ccrrespondre
:%§suélasaes de cohomologie dane ~ . HI(T Syﬁk*z),] |
;gﬂgroupe considéré (disons (, (), pour fixer les idees)
: at 1@ puissance avmetrique k2 iAma de la repr. evidan-

te. e pius, et clost 14 un fait essentlel, les nnérataurs de Hescke

1, (¢ ya j);@n; eﬂalement des définitions cohamalcﬁiquﬁn (nar'des

transferts} utilisant ypniguement des , sroupe Gepy -
€hxempléfft ;éﬁi M= 8L (Z}, On obtient T, de la menifre suivant

g x ¢ ﬂiiﬁ';[;_f' s On restreint X AU TONE=LronuDe (ﬁ) de r]

puis on euniuggﬁ par (0 ‘} ce qui transforme =X - en une clasee de

cohomoiazie sﬁ?’ F‘(£3 = ( } avee b 5 C (mod 2), et on fait
ensuite un’ tr&mafert pour expedier ca dang une classe de cohomolow
gie de Ffﬁ;);4, e

(5'al un geh triché - déja 1 : 11 faut prendre ia cohomologle
Earabo;igue de,a i s 1.6, la cohomlozie fglagive » Todulo les
sousagroupes paraboliques, pen importe.)

ie point éssentiet est que tout se volt dans ’( y s autrement
dit que des renresantations isomerphes de ,(n) vont ﬂnnner les
mémue syatemes de valeurs propres, A

Je vais maintenant tricher bien plus sérieumement, i»a. je vais
procéder comma si ! (T +2¢) était un foncteur exact en te
G(p)-mndule des coefficients. .Je reviendrai un peu mlu% 1oin sur
cetie tricheria » Que j'ospére innocente.
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Je m'interssae aux systémes de valeurs propres des op.de Hecke
dans Q‘(F‘ ?yﬁk*z') mele jo mly intéresse uniquenent mod Pe YV
l’exactituﬁe supposde du fonctsur H? |, cela robient A dire que
Je m'interessa a i, 5vm 21p°yﬁk z)g i.e. a ﬁi(l,ﬂk 2)s
avec les natat1ons da la 1ére page, Mais d'aprqs (%) ces HY se
laiassent devigaer en ceux relatifs & ko2 € pei, 1.6, k < pii, cqfd.

(atee ntinn! **ai begoln du groupe GL, et pas seuiemant comms on
pourrait naive“ant le croire du groupe 8Lz , qul pourtant cantient
aon groupe- discrat "+ Cela provient de ce que les oper&tenrs d&
conjugaisan_utilises dans la construction des orérateurs de Hecke T
n’appartﬁﬁnﬂemt pas a SL2 3 ils sont représentés par das matrices
de detarﬂinent*f& “ais heureusement ils sont dans ce grand mac
que censtitué"ﬁan groupe G{p}.}

Bien sﬁr, it faut verifier que les syatémes de valeurs propres
donnés par - éaj' sont bien les " Tate twists " de ceux donnds par

j je najlfa&xpas derit en détail, mais ca ne peut gu'dtre trivial.

Reste mailntenant 3 expliquer pourquoi mon hypothdse fausse
que"ﬁﬁ :ﬁdm.j:;ag\_ est un foncteur exact " nlest pas génante.
dutrement dit (vu les suites exsctes de cohomlosie) il faut
axpliquer gcurquﬂi #° et ﬁz nlont pas d'importarce. Clest
que je m'intﬂéesse uniquenimy aux gystémes de valeuza propres des
1, qui cﬁnduiﬂent A des repr ‘ 8 Inisiennes T les
ler kisanatein ne m*interessent Pas. Frecisuns ca en deelarant qu‘uu

’

aystime de valgurs propres ag i ?% des 7, est banal sl a,
ne dégggd'gge‘gg la glgsge de 2 modulo un certain entier (en terme
de representatians, ¢a voudra dire que la semi-gimplifide de 1a
repr. corrcs_, dahte est &beiianne, doenc réductibis), Je prétends
que ‘

tout gz Bnmg da v&}gggg_gggprss des T, fourni par du H° ey
du #2 (dans une repr. mod p de G) est hanal,

Je n ai pas vérlfie complatement (?7), mais jo suls str gque clest
essentieIIQNEﬁ; vrai, Liidée est que, pour “° , comme 1'image
de I dans =§_ est SLE(?p}, ltaction de ¢ sur un élémont fixe
se fait par une puiasance du déterminent; la banalité dnit en réeull.
ter. Four #2, la duslité de loincaré doit permsttrs de se ramener
a Ho (Mref cVest 1'idée habituelle que, dans la cohomologie
d'une ccurbe algebrique, les seules choses intérsssantes ge passent

en dim@naion 44)



sur Q /

Tel est mnn schemﬁ de démonsiration; Ll est inspiré de remarques
de Kuga (troeﬁaaulﬂar, KRR 1965, p.337, dernidres lignes). Je suis
sdr que Riheﬁ et toi n'aurons ras de mal i le wmettrs au point,

Je ntai- pas avance, héiaa dans la rédaction du texts sur LA
canjectur&‘ 11 y @ beaucoup de choses a dire. Diabord les nombreuses
applicatians

Taniyama~whii, _

Fermat, ot phus généralament des équations du type xp+yp==czp

P prTE nier, « m;mir, 1 <c £ 45 (pour p 2 5, ces équations
ne devraiﬁt paﬁ avoir de solutions non banaies)*

schem&&r ,graupaa de type (p,p) sur Z : co sont seudoment les
SOMMYE dirﬁ&ugé lez ® Z/p2 , 2/pZ ® Fp et fp e ﬂ? , & 1a geuls
exception 6e; ‘,22 ot il y a également une extension non triviele
de Z/2Z par PE , réalisable coneretement ngr les points de di-
vision par.. ;de 1 courbe elliptique v = x %3

motifs. & 13 2 et de polds impalr (par exemple le H3 d'une
var.prnjeéﬁzvs iisse& si ce H? ost de dim,2): cela utilise tes
regultate¢ ' |

It faudfa auggi que je donne une iiste des exemples numériques
qul appuiamt Ia conjscthre

represeqtatwﬁas dens bLZ(FZ) = 85 , dans QLE(*A) = #g , cang
GLZ(F3) % dans un cerfiain sour-groupe de GLZ(Fg? 12€ au
falr que P%Lg(FQ)==A6 s dans un aartain sous-groupe de 1L2(F&9)
1ié eun grﬁupe simp!er PSLZ(F?) dtordre 16.. Dans chagque cas, on
part d'une tepresantation galeisienne qui n'eet pas du tout cons-
truite mndulafremwnt, et on trouve une forme modulaire qul a 1lair
de liexpliquer. (Je ais ¥ & l'air " car an#e borne 3 vérifier
qu'elle & une seria de propridtés nécessaires; 11 sorait trds dife
ficile de pmnuver ¥HEXERG qu'elle correspond vralment 3 la reprée
sentation &unt on e8t parti.)

Seuhaitammpi du courage !
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