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1 Introduction

Le but de cet exposé est de présenter les principes fondamentaux du calcul quantique. Le con-
cept fondamental de 'information classique est le bit. L'information quantique est construite a
partir d'un concept analogue, le bit quantique ou qubit. Un bit classique possede un état, 0 ou (ex-
clusif) 1, de méme, un qubit posséde un état. La différence réside dans le fait qu’il est également
possible de considérer des combinaisons linéaires d’états, parfois appelées superpositions :

|9) =al0)+3]1)

ol « et 3 sont deux nombres complexes tels que | a |* + | 3 |*= 1. Lorsque 'on mesure 1'état
de ce qubit on trouve 0 avec une probabilité | « |? ou (exclusif) 1 avec une probabilité | 3 |2.
Apres la mesure, le qubit devient un bit classique. C’est cette superposition d’états qui permet la
résolution rapide de problemes considérés comme ”difficiles” en information classique (voir par
exemple l'algorithme de Grover dans [2]).

Dans le premier chapitre on décrira en détail le modele fondamental du calcul quantique:
les circuits quantiques. On définira tout d’abord les qubits puis I'analogue des portes logiques,
les portes quantiques. Enfin, on cherchera un ensemble de portes permettant I'implémentation
de toutes les portes quantiques ainsi qu’une estimation de la longueur des circuits nécessaire a
I'implémentation. On verra alors une autre différence entre l'information classique et I'information
quantique : en information classique, lorsque I'on cherche toutes les opérations possibles pour
transformer un n-bit en un n-bit, c’est a dire toutes les applications de {0,1}" dans {0,1}" on
trouve un nombre fini. On verra qu’en information quantique 1’ensemble des opérations sur les
n-qubits est indénombrable. Comment alors réaliser toutes les opérations sur les n-qubits a partir
d’un ordinateur quantique qui n’aurait que des possibilités finies ? La solution consiste a faire
des approximations de portes quantiques avec une erreur arbitrairement petite. C’est I'objet du
second chapitre. On définira d’abord la notion d’approximation puis on cherchera un ensemble
fini de portes permettant ’approximation de toutes les portes quantiques avec une erreur arbi-
trairement petite. Enfin, on cherchera, étant donnée une erreur ¢, une majoration de la longueur
d’un circuit minimum nécessaire pour 'implémentation de toutes les portes a e prés. On verra
que le cotit sur la longueur pour un gain de précision n’est que d'un facteur logarithmique en € !

2 Portes quantiques, circuits quantiques, bases universelles

2.1 Qubits, portes quantiques

Dans toute la suite on fixe M un opérateur hermitien agissant sur C? et ayant deux valeurs
propres distinctes . Soit (vg,v1) une base orthonormée associée a la décomposition spectrale de
M et Iy, II; les projecteurs spectraux.

M©®™ est hermitierl, agit sur C?®" et possede 2" valeurs propres distinctes. La base (vj)jc {0.1}7
ouvg = v;, ®...Qu;,, k= (i1,...,i,) estune base orthonormée de C>**™ associée a la décomposition
spectrale de M ®". On note IIj, les projecteurs spectraux.

Dans ces conditions, on pose :



Définition 1 Un n-qubit est un vecteur de C*®™ de norme 1.
Tout ¢ n-qubit induit une mesure de probabilité sur ’ensemble {0, 1}" des n-bits donnée par :
Py(k) = |z, k€ {0,1}".

En particulier, si ¢1 ~ 12 mod U(1) (ie. 11 = A2 avec | A |= 1) alors Py, = Py, etsiU ~V
mod U(1) ou U, V € U(2") alors V¢ n-qubits on a Py, = Pyy. Cette remarque conduit a la
définition suivante :

Définition 2 Une porte quantique i n entrées est un élément de U(2") /[U(l )

On utilisera la notation de Dirac :

Si ¢ est un vecteur on le note | ¥). Le produit tensoriel est noté ¥ ® ¢ =| ¥¢) et vy, v1 sont
notés respectivement | 0), | 1). Cette notation est assez ambigue mais elle permet de noter des
indices comme des vecteurs.

En mécanique quantique, I'espace d’état d'un systeme physique est un espace de Hilbert H,
I'état du systeme est un vecteur de norme 1 dans 7. La dynamique quantique est décrite par un
opérateur unitaire agissant sur et vérifiant 'équation de Schrodinger. Une mesure sur H est la
ier MiM; = 1. L'ensemble
I correspond aux différents résultats possibles. Si le systeme est dans 1’état ¥ alors la probabilité

donnée d'une famille (M;);cr d’opérateurs linéaires sur H vérifiants >

que le résultat de la mesure soit i est P(i) = ||M;¥¢||?, la condition de normalisation sur les M;

assure que P est bien une mesure de probabilité sur I. Apres la mesure, le systéme a évolué et se
M,V

1Mol *

c’est a dire que 1'on peut, en mesurant plusieurs fois un méme un systéeme physique dans un

trouve dans l'état ¥, = Ces postulats assurent que le résultat d"'une mesure est aléatoire
méme état avec la méme mesure trouver des résultats différents. La seule chose que I'on connait
est la probabilité de trouver un résultat donné. Un cas particulier de la mesure est la mesure pro-
jective : c’est la donnée d’un opérateur hermitien M sur H. Sil'on note M = > g,y AP la
décomposition spectrale de M ot Sp(M) est le spectre de M et Py le projecteur associé a la valeur
propre \ alors la famille (P)esp(m) est une mesure car } -y g, PAP5 = 1. Si maitenant on
a deux systémes physique d’espaces d’états H; et H» alors le systeme physique global a pour
espace d’état H; @ Ho.

Dans notre cas particulier, un qubit correspond a I'état d'un systéeme physique d’espace d’états
H = C2. L'opérateur M introduit précédemment correspond a une mesure projective avec deux
résultats différents possibles (pour l'existence des qubits voir 1’'expérience de Stern et Gerlach
dans [2]). Un qubit est une superposition d’états classiques O et 1 :

[ ¥)=al0)+8]1), |aP+]8P=1

Le résultat de la mesure d’un tel ¢ est 0 avec une probabilité | « |* ou 1 avec une probabilité
| 3 ]%. Apres la mesure le qubit est dans l'état | i) ou1 i correspond au résultat de la mesure. Si
deux opérateurs unitaires U et V' appartiennent a la méme porte quantique alors quelque soit
I'état initial du systeme, le faire évoluer a I'aide de U ou de V ne change pas les probabilités des
résultats de la mesure du nouvel état.



2.2 Exemples de portes et de circuits

Dans toute la suite, on écrit les matrices dans la base (| k)) yns OU les k sont ordonnés

ke{0,1
dans I'ordre croissant en base deux. Cette base est appelée base de calcul. Par exemple sin = 21a

base de calcul est (e1, ea, €3, e4) o1 e1 =| 00), e2 =| 01), e5 =| 10),et e4 =| 11).

2.2.1 Portes quantiques simples

1 1 0 1
Voici des représentant de portes quantiques classiques : Soit H = —= , X = ( ),

V21 1 10
() (s ) (2 )= (3 L) onsnemnerar
Hadamard
Pauli-X
Pauli-Y
Pauli-Z
Porte-T

2.2.2 Porte U-Controlé

En informatique classique, on utilise des opérations qui contrdlent 1’état d'un ou plusieurs bits
et qui, suivant 1’état des bits contro6lés effectuent (ou n’effectuent pas) une opération sur d’autres
bits. L'exemple typique est le CNOT'. 1l agit sur un 2-bits et échange le dernier bit si et seule-
ment si le premier est dans 1’état 1. On peut définir des opérations analogues en informatique
quantique.

Définition 3 Soit U € U(2"). On appelle U-contrdlé a k qubits de controle et n qubits de cible I'opérateur
ARU défini par :
AFU =
U

La matrice est donnée dans la base de calcul définie précédemment, elle agit donc sur 'espace
vectoriel engendré par la famille :

(11...10...0),[1...1 0...0 1),....]1...1))
—— ——
n—qubits (n—1)—qubits



Son action sur la base de calcul est donc donnée par :
AkU(| X1 e TRTht1 - Togk)) =| X1 U5 (| Tpg1 -+ Tign)))

i.e, U agit sur les n derniers qubits de la base de calcul si et seulement si les k premiers sont tous

N

a

1). On schématise A*U par :

k qubits de controle

U n qubits de cible

Cas particuliers :

e CNOT = A'X

1 0 00
i 01 00 .
C’est 'opérateur : 00 o0 1l 11 agit sur la base de calcul par :
00 10

A X (] 00)) =| 00), A'X (| 01)) =| 01), A* X (| 10)) =| 11), A*X (| 11)) =| 10).

I échange donc le dernier qubit de la base de calcul si et seulement si le premier est a

-

Le cas général a un qubit de contrdle se simplifie par I'exercice suivant :

1).
On schématise par :

o AU, U € U(2)

Exercice: SoitU € U(2),3A, B, C € U(2) et € Rtels que:

U=¢e*AXBXC et ABC = 1.

On en déduit :

iy —E——

De plus le circuit de droite utilise 5 portes de I'ensemble U(2) U {CNOT}. On dira que la
longueur L est 5 a partir de U(2) N {CNOT} ( pour une définition générale de la longueur,

voir la définition 5).

o A2U, U € U(2)

On voit facilement que :



e o1 T G

ol V € U(2), V2 =U.
L =5apartirde {A'U, U € U(2)} U{CNOT}.

L = 17 a partir de U(2) U {CNOT}. Le circuit de A?(U) parait plus simple que A'(U) car
le fait de contréler sur deux niveaux permet de choisir quand appliquer V* pour revenir a
l'identité.

S

e Toffoli: A2X

En faisant tourner a la main le circuit, on peut vérifier que :

° ° I
o rteos}—

= I I LT ] @
—(EFe o e {T-o- -

L =16 apartirde {H,T,CNOT, S}.

De méme, on vérifie que :

) 3 b

ot A — <cos(§) —sin(%))

sin(§)  cos(§)

L =T7apartirde AU{CNOT}.

2.2.3 CNOT a contréle inversé, CNOT mixte

La définition est la méme mais cette fois ci, on échange le dernier qubit si et seulement si le

i ] 4XTX*

De méme, on définit le Cnot mixte :

5

premier est a




2.3 Circuits quantiques

Dans cette section, on donne une définition formelle de la notion intuitive de circuit quantique.

Définition 4 Une base est un sous-ensemble de | J,, .y U(2").

On note I, l'identité sur M,,(C). Soitn, r € N* avecr < n. Si X € My(C), on note X[r] =
I_1®X®I,, € My(C). Si X est unitaire, alors X [p] 'est aussi. Si X est un opérateur unitaire
sur C?®" on le décompose en une somme finie : Yom Xim - Xpm ot X, € My(C). Soit A C
{1,...,n} ordonné, de cardinal r. On pose X[A] = > Xin[pi1]... X;m[pr] € U(2") ot A =
{p1,- - pr}-

Intuitivement, X [A] correspond a une étape d’un circuit a n-entrées ot1 'on choisi de faire agir
X sur les r lignes définies par A et de ne rien faire sur les n — r autres lignes du circuit.

On peut maitenant formaliser la notion de circuit quantique :
Définition 5 Soit A une base. Un circuit de A, i n-entrées et de longueur L est une suite finie :

C = (Ui[A4],...,UL[AL])

oiVi, 1<i<L, U € AnU((2°d4)  CardA; < n.

W = Ur[AL]...U1[A1] est l'opérateur réalisé par C. On dit alors que la porte quantique P dont W
est un représentant est réalisée par C.

Un opérateur U est implémenté par A si il existe un circuit C' de A qui réalise U. On dit alors que la
porte quantique P dont U est un représentant est implémentée par A.

Pour accélérer certaines opérations on utilise souvent en informatique classique des bits de
travails. Le probleme de la définition précédente est qu’elle ne permet pas l'utilisation de qubits
de travail. Avant de définir la notion de qubits de travail construisons un circuit qui en utilise.

Pour réaliser A*U dans le cas général, on utilise le circuit suivant & k — 1 qubits de travail
(représenté ici dans le cas o1 k = 5) :

. e :

c3 @ @ qubits de controle

c4 @ @

c5 @ @

1 !

0 NP NP . .
qubits de travail

0 N I I N

0 N N

c e

qubits de cible

on effectue on remet les qubits
clc2c3cdch de travail a 0



On peut facilement vérifier que I'implémentation est bonne. On utilise 2(k — 1) portes Toffoli
et une porte A'U. Donc, siU € U(2), L = 2(k—1) x 7+5 = 14k — 9 = O(k) a partir de
U(2) U{CNOT}

Si on fait du contréle mixte, aux points de contrdle inversé il faut rajouter X avant et apres. Si
on a parmis les k qubits de controle, p qubits (p < k) de contréle inversé, on rajoute 2p portes X
donc:

L =14k +2p —9 < 16k — 9 = O(k) a partir de U(2) U {CNOT}, et toujours k — 1 qubits de
travail.

On pose donc :

Définition 6 Soit A une base et U € U(2"). On dit que U est implémenté par A avec p qubits de travail
si il existe W € U(2"1P) implémenté par A tel que :

V&) eC*¥, W( 6o | 07) =U(| €)@ | 07).
01 | 07) =| 0...0).
p fois

Remarque :
Il est important que les qubits de travail reviennent a I'état | 07) afin de pouvoir mesurer le

résultat. En effet si a la sortie d’un tel circuit on obtient un état | £)® | ¢) ot | ¢) est inconnu,
on ne peut pas effectuer de mesure sur | £') par contre si on obtient un état | £)® | 07) alors la
probabilité que le résultat de la mesure sur | £ )® | 0P) soit z; ... 2,0...0 (ot z; € {0,1})est égale

p fois
a la probabilité que le résultat de la mesure sur | £') soit z; . . . z,.

2.4 Bases universelles

Il nous faut maintenant trouver des ensemble de portes qui permettent 'implémentation de toutes
les portes quantiques. C’est 1’objet de cette section.
Soit A une base. On note C'(A) 'ensemble des circuits de A.

Définition 7 Une base A est dite universelle si pour toute porte quantique P il existe C € C(A) réalisant
P (avec ou sans qubits de travail).

Le théreme suivant est le résultat principal de ce chapitre. Il permet de se ramener aux portes
quantiques simples et au CNOT pour I'implémentation de toutes les portes quantiques. Il donne
également une majoration de la longueur minimale nécessaire pour I'implémentation d’une porte
quantique quelconque a partir des portes simples et du CNOT'.

Théoréme 8 La base A = U(2) U{CNOT} est universelle. De plus pour tout entier naturel n > 3, pour
toute porte quantique P i n-entrées, 3C € C(A) réalisant P avec n — 2 qubits de travail et de longeur
L=0(4"n?).

Démonstration.
Voyons d’abord I'implémentation sur un exemple :



o O O 0 & O o o
S O R O O O O o
S = O O O O o O
_ O O O o o o o

O O O O O o O
o O O O o o~ O
S O O O O = O O
S O O QT o o o

b
Soit vV = 4 U agit sur <| 011), | 100) >. On construit une suite de 3-bits joignant 011 & 100
c

et dans laquelle 2 3-bits consécutifs différent en exactement un bit :

A C

= O O O
o O R =, ™
S O O

On construit alors un circuit a partir de {V, CNOT'} en utilisant la suite de 3-bits que 1’on vient
de construire. La premiere porte du circuit est un C/NOT mixte de cible le bit C' qui différent entre
les deux premiers termes de la suite. Le contrdle porte sur les deux autres bits, c’est un controle
inversé lorsque les deux sont égaux a 0, c’est a dire en A, c’est un controle classique lorsque les
deux sont égaux 1, en B. L'autre CNOT est construit de la méme facon en comparant le second
et le troisieme 3-bits de la suite. Enfin en comparant le dernier et 'avant dernier 3-bit de la suite
on construit le V-contr6lé mixte, la cible étant sur le bit A qui différe, et le controle inversé ou
simple est choisi comme précédemment. Enfin on replace les deux mémes C'NOT mixtes mais
dans I'ordre inverse.

7 i - i 7
U N\ / / U
On vérifie facilement que ce circuit réalise U.
Cela nous amene a la définition suivante :
Définition 9 Soit s et t deux n-bits. Un Gray code de s a t est une suite finie de n-bits (g1, ..., gm) Ol

g1 =5 9gm="tetVie {l,...,m—1}, g; et giy1 different en exactement un bit.

Dans le cas plus général d'un opérateur a deux niveau, si U € U(2") agitsur | s), | s +1) on
construit un Gray code de s a s + 1. Comme s et s + 1 différent d’au plus n-bits on peut trouver
un Gray code de s a s + 1 de longueur m < n + 1. On prend celui-ci. On construit alors un circuit
a n-entrées et de longueur 2(m — 2) + 1 de la facon suivante :

Pour1 < i < m — 2, la i¢™me porte du circuit est un CNOT mixte, la cible étant le bit qui
differe entre g; et g;11 et les n — 1 qubits de controle étant les bits restants (égaux entre eux dans
gi et gi+1), controlés par 0 si ils sont égaux a 0 ou bien par 1 si ils sont égaux a 1. La (m — 1)#me

10



porte est alors un U contr6lé, ot U € U(2) correspond aux deux niveaux de U, la cible étant
le bit qui differe entre g,,—1 et gn,, les autres qubits sont des qubits de controle (mixte) définis
comme précédemment. Enfin, les m — 2 dernieres portes du circuit sont les mémes que les m — 2
premieres, en inversant 1’ordre des portes.

On adonc 2(m —2) < 2(n —1) = O(n) CNOT mixtes dont I'implémentation est en O(n) et
utilisant n — 2 qubits de travail a partir de A et un A"~ '(U) dont I'implémentation est également
en O(n) et utilise aussi n — 2 qubits de travail a partir de .A. Soit un circuit de longueur O(n?) et
utilisant n — 2 qubits de travail pour I'implémentation d’"un opérateur a deux niveaux.

Si maitenant U € U(2") quelconque, on le décompose en un produit d’opérateurs a deux
niveaux par le lemme suivant :

Lemme 10 Soit M > 2et U € U(M). Il existe Uy, ..., Uy € U(M) de la forme :

1
a b
d
1
telsqueU =U;y ... Uget k= W
Démonstration.
Soit (v1,...,vp) une base orthonormée de CM_ En remarquant que :
2 2
vcl,@e@,gVGU@),V(q):(¢lml +|cz|>
(6] 0
on déduit par une récurrence immédiate que :
1
, , , 0
vee CM e =1,3vM-D v e um), v L vM=Dey = |
0

o V) agit sur < v,, Vg1 >.
Soit maitenant U € U(M). La premiére colonne de U ! est un vecteur de CM de norme 1
donc IVED VLML ¢ U(M), ot V1#) agit sur < v, ve41 > tels que

10 ... 0

V(Ll) o V(11N[71)U71 — 0

0
On termine par récurrence et on trouve V(JVS), 1<j<s<M-1, v (G:s) agit sur < vg, Vg4 >

et:
V(I\/[*l,]\/[*l) (V(I\/[72’]V[72)V(I\/[72’]V[71)) o (V(Ll) o V(17M71))U71 =TI

11



Les matrices VU*) sont de la forme demandée etil y en a W

|
Pour finir la démonstration du théoréme, on se donne U € U(2") quelconque, on a U =
Ui ...Ux avec U; a deux niveaux et k = 2"71(2" — 1) = O(4™). Soit pour implémenter U un
circuit de longueur O(4™n?) et n — 2 qubits de travail d’apres ce qui précede.
|
Remarque :
Il est possible d’implémenter A¥(U) ot U € U(2) en O(n?) a partir de U(2) U {CNOT'} sans
utiliser de qubits de travail (cf. [1]). L'implémentation de U € U(2") quelconque se fait alors sans
qubits de travail mais en O(4"n?).

Exercice: Soit A une base. Supposons que 3n € N*, I M > 0 tels que toute porte quantique a n-entrées
soit implémentable par A avec un nombre de qubits de travail borné par M. Alors A est indénombrable.

Remarque :

Supposons que les ordinateurs quantiques existent. Les capacités d'un tel ordinateur seraient
finies. Il serait munit d'une base finie 4 et d’'un nombre d’entrées k maximum de ses circuits
fini. Il ne pourrait, bien stir, réaliser que des opérateurs de taille | < k. L'exercice précédent nous
dit que Vn € N*, en particulier Vn < k, il existe une porte quantique a n-entrées qui n’est pas
implémentable par A.

3 Approximation de portes quantiques, bases finies compleétes

Dans le chapitre précédent, on a vu qu’une base finie n’est pas universelle. L'objet de ce chapitre
est de définir la notion d’approximation de porte quantique (section 3.1) afin de construire une
base finie permettant 'approximation de toutes les portes quantiques avec une erreur arbitraire-
ment petite (section 3.2). Enfin, on cherchera une estimation de la longueur minimum nécessaire
a l’'approximation d’une porte quantique quelconque avec une erreur e donnée (section 3.3).

3.1 Définitions
Soit U,V € U(2"),¢ € C*®*" etk € {0,1}". Posons § = (U — V)Y ona:

| Puy (k)= Pyy (k) |=] U, TRU)— (Ve V) [=] (8, TRU%)+(Vep, TIgd) | < 2| < 2|U-V|

ou

U — V|| est la norme d’opérateurs classique.
Ce calcul nous conduit a la :

Définition 11
1. Soit U et U € U(2"). On dit que U est une approximation de U a e pres si |[U — U|| < e.
2. Soit U € U(2") et W € U(2"*P). On pose :

A C2®n _, C28(ntp) | ) =] )@ | OP).
On dit que W est une approximation de U i € pres et p qubits de travail si |WA — AU|| < e.

12



3. On dit qu'un circuit C est une approximation i e prés d’un opérateur U (respectivement d’une porte
quantique P) si I'opérateur implémenté par C est une approximation de U a e prés (respectivement
d’un représentant de P).

4. Une base A est dite complete si ¥ P porte quantique, Ve > 0, 3C € C(A) approximation de P i ¢
pres (avec ou sans qubits de travail).

La proposition suivante nous dit que I'erreur s’accumule linéairement.

Proposition 12 Soit Uy,..., Uy, W1,..., W), € U(2™)ona:

k
|- U) = (W W) < S U~ Wi
i=1
Démonstration.
C’est une récurrence évidente car :

[U1Us = WiWa|| = |[(Ur — W) (Uz2) + (Wh)(Uz — Wa)|

etsiU € U(2), |U]| =1.
u

Proposition 13 Soit A C U(2) tel que A= := {U~1, U € A} C U(1)Aet < AUU(1) > = U(2);
alors la base AU {CNOT'} est complete.

Démonstration.

C’est un corrolaire du théoreme 8. En effet, soit n € N*, ¢ > 0 et P une porte quantique a
n-entrées on peut trouver C' = (U1[44],...,UL[AL]) € C(U(2) U{CNOT}) réalisant P. Vi, 1 <
i < L tels que U; € U(2) on peut trouver ¢ € RetW; = V; ...V, tels que "W, est une
approximation de U; a 7 preset V; ; € A. Pour les i tels que U; = CNOT, on pose W; = CNOT.
On pose C' = (Wi[Ay],...,WL[AL]) € C(AU{CNOT}). En remarquant que l'on a toujours
IXpl=Ypll =X =Y]|,ou X, Y € Ms(C) et p < n et en utilisant ’'accumulation linéaire de
I'erreur (voir proposition 12) on conclut.

]

Construisons maintenant un exemple de base finie complete.

3.2 Bases finies completes

Soit E = {M € M5(C), hermitiennes, detracenulle}. C’est un espace euclidien de dimen-
sion 3. Le produit scalaire est < A, B >= 1Tr(AB), et la famille (X,Y, Z) (matrices de Pauli) est
une base orthonormée. U(2) agit sur E par :

UP=UPU', UecU@2),PcFE
. Cette action induit un isomorphisme :

U@)fy(1) = SO).

13



Sous cette action, 1’élément de U(2) défini par :
0 .. 0 . 3 015
Ry (0) := cos(§)l—zsm(§)(nmX—|—nyY—|—nzZ), = (g, Ny, nz) € R, Al =1,0 € R

est la rotation d’axe 7 et d’angle 6.
Voici maitenant un critére de complétude :

Lemme 14 Soit 7, m € R3, ||a| = ||| =1, A lfmeta, 3 € R L cR—Qalors:

4 27r’27r

<{Ra(a), Rpn(B)} UTU(1) > =TU(2).
La démonstration de ce lemme se déduit de 1’exercice suivant :

Exercice :

1. Soit 0 ¢ 2mQalors : < {Rx(0)*, n € N} > ={Rs(a), « € R} Vi € R3, ||a]| = 1.

2. Soit i, € R3, ||a|| = ||m|| = 1, A j . Soit U € U(2) 3¢, an,..., ks, f1,.... 0 €R
tels que :

U=e"Riy(a1)Rn(B1) ... Ra(oun) R (Br).
Démontrons maintenant le lemme. Soit U € U(2) et ¢ > 0. On écrit
U= einﬁ(al)Rm(ﬁl) ces Rﬁ(ak)Rm (ﬁk)

On trouve n;, m; € N1 <i < ktels que ||Ra(a)™ — Ra(ai)l| < 5z et |[Ra(8)™ — Ra(Bi)ll < 55
Alors W = e R ()™ Ry, (B)™ ... Ra(a)™ Ry (B)™ € < {Ra(a), Rp(B)}UU(1) > et |[W-U|| <
€ (par la proposition 12).

On peut enfin construire une base finie complete :
Proposition 15 La base { H,T,CNOT'} est complete.

Démonstration.
Comme H? = I et T® = [ il suffit de construire, modulo U(1), deux rotations d’axes non
paralleles et d’angles des multiples irrationnels de 27 en utilisant H et 7. On a :

T:(1 Q,,)zei
0 e'a

De plus, comme HZH = X,ona HTH ~ R;(7%). Puis :

o3

e's 0 i s
< 0 eig>:e 8(605(8)I—zsm(8)Z R( ).

Rg(%)R@(g) = cos2(g)1 - isin(g)(cos(g)(X +Z)+ sin(%)Y) (carZX = %Y).
Si on pose 7 = (cos(%),sin(%),cos(%)) et = H—_T,onacos (%) + sin (%)””HQ = ldonc 36 €
R, cos(g) = cosQ(g) et sin(g) (%)Hn” Alorson a R:(§)R:(F) = Ra(0).

Lemme 16 Soit § € R vérifiant cos(4) = cos?(Z) alors 0 ¢ 2rQ.

14



Démonstration.

On vérifie que le polyndme minimal de @ = e*™ ot A = £ est X4+ X3 +1X2 + X +1
qui n’est pas cyclotomique car il n’est pas a coefficients entiers. On note ®,, le n’“™¢ polynéme
cyclotomique.

Supposons que Asoit rationnel, A = £. Alors a?—1 = 0 et donc, siI’on note P, (X) le polynome
minimal de a ona P, (X)|X? — 1 dans Q[X] or X9 — 1 =[], ®a(X) donc Po(X)|®,(X) pour un
n|g. Comme les deux sont irréductibles et unitaires, on a P, (X) = ®,,(X), contradiction.

]

On termine la proposition en remarquant que HYH = —Y et HXH = Z donc HR;(0)H =
Ry (0) avec i = % et m = (cos(Z), —sin(Z), cos(Z)) ff 7.

|

Remarque : On peut construire d’autres bases finies complétes par des méthodes similaires

(voir par exemple [2]).

3.3 Théoreme de Solovay-Kitaev

Etant donnés une base finie et compléte , ¢ > 0, et n € N*, on cherche une borne supérieur a
la longueur minimal des circuits capables d’approximer a e pres toutes les portes quantiques a
n-entrées.

On ne s’interesse désormais qu’aux bases finies completes de la forme GU {CNOT} ou G C
U(2), G fini, G~' C U(1)G, < GUTU(1) > = U(2), 'est le cas de tous les exemples précédents.

3.3.1 Enoncés

Le résultat suivant donne la borne voulue :

Théoréme 17 Soit A C U(2), A fini, A=' C U(1)Aet < AUU(1) > =U(2)alorsVn € N*, Ve >0,
V P, porte quantique a n-entrées, 3C € C(AU{CNOTY}) approximation de P a € pres et n — 2 qubits
de travail, de longueur :

4"n* _ log(5)

L= 04" log' (1)), o=
2

= 4.

L'importance de ce théoreme réside dans 1’aspect logarithmique de la borne qui ne pénalise
pas trop la longueur par rapport au gain de précision. Une échelle logarithmique est réellement
nécessaire comme le montre la proposition suivante :

Proposition 18 Soit A une base finie complete telle que I'approximation de toute porte quantique se fait
avec un nombre de qubits de travail borné alors 3n € N*, JU € U(2") tel que l'approximation de U a €
pres a partir de A demande un circuit de longueur :

3.3.2 Démonstration du théoréme 17

Soit S. la boule de centre I'identité et de rayon € dans SU(2). Pour la démonstration du théoreme
17 on aura besoin du lemme suivant.

15



Lemme 19 Soit G C SU(2), G™' € G, <G > = SU(2), G fini. eo > 0 ne dépendant pas de G tel
que :

Ve < ey, Gpe?—dense dans S. = Gs Ce® — dense dans S\/a%, C' = constante.

Démonstration.
Exercice :
1. YU € SU(2)3T € R, U=e""" .= (@), 007 =(X,Y,Z) et .7 = a1 X +asY +a3Z
E) (a/laa/Qaa/g)'
. — — _) N 5
2.5iU=u(@),V=u(b)ave ||d|, ||b|| < ealors || U, V], (@ x b)|| =0()
ay aiby
N el o — LT
o [UV]gp =UVU 'V et dx b =]as| X = | azby
as asbs
3. (@) |u(@) —uwy)| =2v2y/1—cos(£)sin(Z) —sin(Z)sin(L)z.gon 2, ¥ € R3,
=z, y=17I.
®) u(T) - 1] = 4sin(2)
(© Siz, y < ealors [u(T) - u(P)| = |7 - T + O?).

Etape1: d¢p > 0, indépendant de G, tel que, Ve < g :

G, € — dense dans S. = (G1, Gl gp Ce — dense dans S.2, C = constante.

En effet, soit U € S.2, 37 € R3, U = u(7). Alors 2 < €2 4+ O(e’). Soit maintenant 7/, z' €
R3telsque ¥ =y x Z ety, 2 <e+ O(e”). Onaalors :

[u(y) = I < e+ O(e”) et |u(y) —I|| < e+ O(e”)

Supposons G; €* — dense dans S, alors :
UL, Uy € GiNSe, U —uw(W)|| <€+ 0(e”) et |Us —u(Z)| < € + O(e).
On écrit alors Uy = u(y), Uz = u(z) et ona donc :
yo, 70 < e+ 0(e?) et |55 — T, % — ZI| < & + O(?).
— L 1is
En remarquant que ||@ x b || < ab, on déduit:

1101, Ualgp = Ul < U — (s x z0)Il + [[u(ys x Z6) — [Us, Ualgy |
<17~ x = + O(%)
< (Y = o) + wll(Z — Z0) + Z0] — 4o x zoll + O(e”)

<Y —50) x (Z =20l + I(¥ — w0) x Zll + 1go x (Z = Z0)l| + O(¢?)
< 0(e%)
< Cé
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o1 C' est une constante bien choisie et e < ¢y avec ¢y suffisament petit. D’ot1 I’étape 1.
Etape 2 : Résultat par translation :

Quitte & diminuer ¢y on suppose que (Cel)? < €. Soite < ¢getU € S VL Supposons
G, €2 — dense dans S.. On peut donc trouver V € G, tel que |[U — V| < €% Alors UV* € S et
donc, par I'étape 1, IW;, Wy € G tels que:

W1, Walgp = UV = [[W1, W2l V = U|| < C€’

et comme [W1, Wa],,V € Gsi, le lemme est démontré.
[
Le théoréme 17 est en fait un corollaire du résultat suivant démontré par Solovay en 1995
(manuscrit non publié), et indépendament par Kitaev ([3]) :

Proposition 20 Soit G C SU(2), G=! C G, <G > = SU(2), G fini, alors G, est ¢ — dense dans
SU(2) pour 1 = O(log®(L)) ot ¢ = 22861 ~ 4,

log(3)

Démonstration. Par compacité de SU(2), 3, tel que G, est €3 — dense dans SU(2), en partic-
ulier dans S, .

Etape 1: En intérant le lemme 19 on construit :

e(k) = —+—, Vk € N, Gy, est e(k)? — dense dans S).

Etape 2 : Résultat par translations :

Soit U € SU(2). Quitte a diminuer ¢, on suppose Ceg < 1 ete(k)? < e(k + 1).

Comme G, est €2 — dense dans SU(2) on choisi Uy € G, ||[U — Up|| < €3 < €(1). Alors
UUg € Sey- Parl'étape 1 on trouve Uy € Gy, [UU — ULl = U — UrUg]| < €(1)? < €(2). En
itérant I’étape 1 et le procédé de translation on trouve :

U, € G5il0, OS’LSI{/’, ||U—UkUO|| <6(k’)2.

11 faut donc un produit de I = Iy + 5l + ... + 51y < 25*]; éléments de G pour une approxi-
mation de U a €(k)? pres.

Soit € > 0. On veut que €(k)? < e. Quitte & diminuer légérement e on suppose k tel que
e(k)? = e. Ce qui donne :
( §)k _ 1Og(ﬁ)

- log(mgy)

On pose ¢ = 11;);((?) alors (2)* = 5% et donc :

5 k . cl
l< 15 lo = O(log (e))
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On en déduit facilement le théoreme 17. En effet, si on note G I'ensemble des représentants
des éléments de A mod U(1), G vérifie les hypotheses du théoreme 20. Soit n € N*, ¢ > 0 et
P une porte quantique a n-entrées. Par le théoreme 8, 3C € C(U(2) U {CNOT'}) de longueur
m = O(4™n?) réalisant P avec n — 2 qubits de travails. On approxime alors, mod U(1), chacun
des opérateurs du circuit C' qui sont dans U(2) a = prés en utilisant des éléments de G; avec
I = O(log°()). Le nouveau circuit est alors de longueur L = O(4"n” 1ogc(#) et par la
proposition 12, c’est une approximation a € pres de P.

3.3.3 Démonstration de la proposition 18

On note Vi (r) et Si(r) le volume et la surface d’une boule de dimension k et de rayon r. On

représente 'ensemble des états des n-qubits par S2"" ~1. Soit € > 0, on recouvre S2" ~! par des

boules B, de rayon e. Comme Sur face(S*"" =2 N B,) ~ Van+1_s(€) on peut recouvrir S~ par

ou moins :
N, = Senria(l)
R i) L
Vot _5(e)
boules d Or Vi(r) = 2R Zr g oot g
oules de rayon €. Or k(r)fmet kT—F(ki%l) onc:
1

Ny = Q)

Notons g = CardA et f = Maxz{n,U € ANU(2")}. Soit C € C(A), de longueur m, a n-
entrées. On fixe | 0") comme I'état initialement introduit dans le circuit. Soitn € N, f < [§ 4 1]
(ou [.] désigne la partie entiere). A chaque étape du circuit on peut générer au plus (C})9 états
différents (car les coefficient binomiaux sont croissants jusqu’a [4 4 1]). Soit sur un circuit de taille

m au plus :
N2 = O(nfgm)

états différents. Pour pouvoir réaliser tous les états possibles a € pres il faut :

Ny > Ny
1
=)
> Q2" log(2)——)
= o8 log(n)

—0(nf™) > 0(

En particulier, il existe un état | ¢) qui demande un circuit de A de longueur au moins (2" log(+) logl(n) )
pour étre réalisé & partir de de I'état initial | 0™) sans utiliser de qubits de travail. En choisissant
un U € U(2") tel que U | 0™) =| e) la proposition est démontrée dans le cas ol on n’utilise pas
de qubits de travail mais si on utilise un nombre de qubits de travail borné par p, quitte a ten-
sorialiser convenablement par 'identité, on peut supposer que tous les circuits ont exactement p
qubits de travail et si on pose N le nombre d’états de n-qubits réalisables par un circuit de longeur

m, an + p entrées dont p qubits de travailon a :
N < O((n+p)™) = O(n™)

et on obtient le méme résultat.
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