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Synthese des travaux de recherches
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Ce texte résume ’ensemble de mes travaux de recherche. Je me suis initié a la recherche en travaillant sur les
groupes quantiques localement compacts et leurs algebres d’opérateurs (section 3.2). Par la suite, je me suis
intéressé plus spécifiquement aux groupes quantiques compacts et discrets, toujours dans la perspective des
algeébres d’opérateurs (section 3.1). Cela m’a mené a étudier plus directement les algebres de von Neumann
d’actions (section 2.2) et de groupes (section 2.1). Plus récemment, j’ai étudié les actions de groupes hautement
transitives (section 1.2) et moyennables (section 1.1) ainsi que les actions homogenes sur le graphe aléatoire
(section 1.3) et, plus généralement, sur un espace d’Uryshon (section 1.4). Enfin je m’intéresse également a la
KK-théorie des C*-algebres (section 4).
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Notations. Lorsque G est un groupe et gi,...,9n € G, (91,...,9n) désignera le groupe engendré par
J1s---,9n- Si G est de plus localement compact, L(G) désignera l'algébre de von Neumann de G, C*(G)
la C*-algebre pleine et C¥(G) la C*-algebre réduite. Pour un espace de Hilbert H, le produit scalaire, supposé
linéaire & gauche, sera noté (-, -). Nous noterons B(H) la C*-algebre des opérateurs bornés sur H et I(H) la
C*-algebre des opérateurs compacts sur H. Le symbole ® désignera, suivant le contexte, le produit tensoriel
d’espaces de Hilbert, le produit tensoriel minimal de C*-algébres ou le produit tensoriel d’algébres de von
Neumann. Enfin, pour un A-module Hilbertien H, on notera £4(#) la C*-algebre des opérateurs A-linéaires
et admettant un adjoint de H dans lui-méme et (-,-) le produit scalaire & valeurs dans A qui sera supposé
linéaire & droite dans ce contexte.
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1 Groupes et actions de groupes

1.1 Actions moyennables de groupes non moyennables

A la suite de la construction de la mesure de Lebesgue [Leb01] au début du xX° siecle, la découverte des
paradoxes de Banach-Haussdorff-Tarski [Ban23, HSS14, Tar29] a incité von Neumann [vN29] & étudier la
question suivante : étant donné un groupe agissant sur un ensemble X, existe-t-il une moyenne invariante sur
X7

Définition 1.1 (von Neumann [vN29]). Soit X un ensemble et P(X) l'ensemble des parties de X. Une
moyenne sur X est une application m : P(X) — [0, 1] telle que

— m(AUB) =m(A) +m(B) pour tous A, B C X disjoints.

— m(X)=1.
On dit qu’une action I' ~ X du groupe I' sur X est moyennable s’il existe une moyenne m sur X telle que
m(gA) = m(A) pour tous g € T et A C X.

Cette notion d’action moyennable est différente de celle introduite plus tard par Zimmer [Zim84].

L’article de von Neumann montre que l'origine des paradoxes est dans la structure du groupe lui méme plutot
que dans I’ensemble sur lequel il agit. von Neumann propose alors d’étudier les groupes moyennables, c’est-a-
dire les groupes tels que 'action I' ~ I' par translations & gauche est moyennable. 11 est facile de voir que toutes
les actions d’un groupe moyennable sont moyennables. La réciproque est vraie pour les actions libres. Greenleaf
se demande dans son livre [Gre69] si la réciproque est encore vraie pour des actions non nécessairement libres.
Afin d’éviter une réponse négative triviale, il est important de se restreindre aux actions transitives (un point
fixe donne une moyenne invariante évidente) et fideles (sinon ce que ’'on considére vraiment est un quotient
de T'). La question de Greenleaf est donc la suivante : si I' admet une action moyennable, transitive et fidele
alors I" est-il moyennable ?

La réponse négative a cette question est donnée par van Douwen. Il montre, dans un article posthume [vD90],
que tous les groupes libres (avec un nombre fini ou infini dénombrable de générateurs) admettent une action
moyennable, transitive et fidele.

Le résultat de van Douwen a incité Glasner et Monod [GMO07] & étudier la classe A de tous les groupes
dénombrables admettant une action moyennable, transitive et fidele. Glasner et Monod ont caractérisé les
produits libres qui sont dans la classe A. En particulier, ils ont montré que la classe A est stable par produit
libre. Leur résultat, qui est basé sur le théoreme de Baire, donne une preuve beaucoup plus simple, mais non
explicite, du résultat de von Douwen. Grigorchuk et Nekrashevych [GN05] ont également donné une preuve
plus simple du résultat de van Douwen.

En conclusion de leur article, Glasner et Monod posent la question suivante : quels produits libres amalgamés
et extensions HNN sont dans la classe A7 Par la suite, Moon [Mool0, Moolla] a montré qu'un produit libre
de groupes libres finiment engendrés amalgamé sur certains sous-groupes cycliques est dans la classe A. Elle
a aussi montré [Moollb] qu'un produit libre amalgamé sur un groupe fini de deux groupes moyennables ou



bien d’un groupe résiduellement fini et d’un groupe moyennable infini est dans la classe A. Les résultats de
Moon sont également basés sur le théoreme de Baire.

Nous dirons qu’une action est a orbites infinies si toutes les orbites sont infinies.

Théoreme 1.2 ([Fim14]). Soient T'y, Ty et H des groupes dénombrables infinis et ¥ un sous-groupe fini de
Iy, Ty et H. Soit 6 : ¥ — H un morphisme injectif.

1. Sl existe une action moyennable, fidele, a orbites infinies de H sur un ensemble dénombrable et libre
sur ¥ et 0(X) alors lextension HNN HNN(H, X, 0) est dans A.

2. Si, pour i = 1,2, il existe une action moyennable, fidéle, a orbites infinies de I'; sur un ensemble
dénombrable et libre sur X3 alors le produit libre amalgamé I’y ;F2 est dans A.

Pour démontrer le théoreme 1.2 nous utilisons le théoreme de Baire. L’énoncé du théoreme 1.2 dépend du
sous-groupe fini X. Il est possible d’obtenir un énoncé “uniforme en X7 en imposant une hypothese plus forte
sur l'action. Nous dirons qu’une action est presque libre si tout élément non trivial du groupe agit avec un
nombre fini de points fixes. L’intérét d’une action presque libre I' ~ X est que l'action diagonale I' ~ X,,, ou
X ={(z1,...2p) € X" : x; # x; Yi # j} est le complémentaire de la diagonale large de X™, est moyennable
(respectivement & orbites infinies) dés que I' ~ X T'est et tout élément g € T ayant au plus n — 1 points fixes
dans X agit librement dans X,,.

Notons Ax la classe de tous les groupes dénombrables admettant une action moyennable presque libre et a
orbites infinies sur un ensemble dénombrable. On déduit de la discussion qui précede que sil' € Ar et F C T
est un sous ensemble fini alors il existe une action de I' moyennable, fidele, a orbites infinies et telle que tout
élément non trivial de F' agit librement. On obtient ainsi une version uniforme du théoreme 1.2.

La classe Ar contient évidemment tous les groupes moyennables infinis. De plus, I’action moyennable, tran-
sitive et fidele de F,,, 1 < n < oo, construite par van Douwen est en fait presque libre. Il est facile de voir, en
considérant 'action induite, que si H est un sous-groupe d’indice fini de I" alors H € Ar — T' € Ax. On
en déduit que tous les groupes virtuellement libres sont dans Ax. De plus, 'obstruction & étre dans la classe
A découverte dans [GMO7] est également une obstruction & étre dans la classe Ax. Plus précisement, si N est
un sous-groupe distingué de H et si la paire (N, H) a la propriété (T') relative alors H € Ax (resp. H € A)
implique que N est d’exposant fini. En particulier, Z? x SLy(Z) n’est ni dans A ni dans Azx.

En utilisant la théorie de Bass-Serre, on montre par récurrence le corollaire suivant de la version uniforme du

théoreme 1.2.

Corollaire 1.3 ([Fim14]). Soit T’ un groupe dénombrable agissant sans inversion sur un arbre non trivial T .
On suppose que les stabilisateurs des arétes sont finis et que le graphe quotient T /T est fini. Si les stabilisateurs
des sommets sont dans Ax alors T € A.

Il reste toujours de nombreuses questions ouvertes au sujet de la classe A. L’une d’entre elles est la suivante.

Probleme 1.4. La classe A est-elle stable par équivalence mesurable 7

Il n’est en fait méme pas connu si la classe est stable par sous-groupe d’indice fini.

Probléme 1.5. Soit H < I' un sous-groupe d’indice fini d’un groupe I' € A. A-t-on H € A?

1.2 Actions hautement transitives de groupes agissant sur un arbre

Les résultats exposés dans cette section sont issus de deux travaux : [FMS15] en commun avec Soyoung Moon
et Yves Stalder et [FLMMS20] en commun avec Frangois Le Maitre, Soyoung Moon et Yves Stalder.

Dans cette section, X est un ensemble dénombrable infini. Une action I' ~ X est dite hautement transitive si
elle est n-transitive pour tout n > 1. Soit S(X) le groupe Polonais des bijections de X muni de la topologie
de la convergence simple. Il est clair qu'une action I' ~ X est hautement transitive si et seulement si I'image
de T" dans S(X) est dense dans S(X). En particulier, le groupe S, des permutations de X de support fini



agit hautement transitivement sur X. Ce groupe n’est pas de type fini et, étant moyennable, il est loin d’étre
libre.

La premiere construction explicite d’une action hautement transitive et fidele du groupe libre F,,, 2 < n < oo,
est due & McDonough [McD77]. Par la suite, Dixon [Dix90] a démontré que pour tout k& > 2, génériquement au
sens de Baire, k permutations 1, ...,7; € S(X) telles que laction du groupe (71, ...,7k) sur X est & orbites
infinies, engendrent un groupe libre qui agit hautement transitivement sur X. Glass and McCleary [GM91]
ont construit une action fidele et hautement transitive du groupe I'y * I'y lorsque I'1,I's sont deux groupes
dénombrables non triviaux et 'un des I'; posséde un élément d’ordre infini. Ils ont également remarqué que
Zs x 75 ne possede pas d’action fidele et 2-transitive. Enfin, ils ont posé la question suivante : pour quels
groupes non triviaux dénombrables 'y, I's, le produit libre I'y * I's possede-t-il une action fidele et hautement
transitive ?

Gunhouse [Gun92] a complétement répondu & la question en construisant, pour tous les groupes non triviaux
et au plus dénombrables I'y,I's, avec I'un des I'; de cardinal au moins 3, une action fidéle et hautement
transitive du produit libre I'y xI's. Un résultat similaire a été démontré indépendamment, et presque en méme
temps, par Hickin [Hic92]. Récemment, Moon et Stalder [MS13] ont obtenu un résultat de généricité a la
Dixon pour les actions hautement transitives et fideles de produits libres.

Nous dirons qu’un groupe est hautement transitif si il admet une action hautement transitive et fidele. En
utilisant les techniques explicites de Hickin, Gunhouse a caractérisé, en 1993 dans sa these, les produits libres
amalgamés sur un groupe Artinien qui sont hautement transitifs. L’existence de ce résultat, qui n’a jamais
été publié, m’a été communiquée par Glass, le directeur de these de Gunhouse. Gunhouse démontre que si
r=1, % I'youX CTIYy, i =1,2 est un groupe Artinien, alors I' est hautement transitif si et seulement si

le seul sous-groupe de X qui est distingué a la fois dans I'; et I's est le groupe trivial. Lorsque X est fini et
d’indice au moins 3 dans I'un des I'; cette derniere condition est équivalente a dire que I' est a classes de
conjugaison infinies (cci) [Cor09].

D’autres exemples de groupes hautement transitifs ont été découverts récemment : les groupes hyperboliques
avec un radical fini trivial (Chainikov [Chal2]), les groupes de surfaces (Kitroser [Kit12]) et Out(F,,) pour
n > 4 (Garion et Glasner [GG13]). Kitroser obtient un résultat de généricité a la Dixon alors que Garion et
Glasner construisent une action explicite.

Il est facile de voir que si I' est hautement transitif alors I' est cci, n’est pas virtuellement résoluble et tout
sous-groupe distingué non trivial ainsi que tout sous-groupe d’indice fini de I' est encore hautement transitif.

Nous montrons le résultat suivant dans [FMS15].

Théoréme 1.6 ([FMS15)). Soit T' un groupe agissant sans inversion sur un arbre non trivial. Si les stabili-
sateurs des arétes sont finis et les stabilisateurs des sommets sont cci alors I' est hautement transitif.

Par les arguments standards de la théorie de Bass-Serre, la preuve du théoréme 1.6 se réduit au cas d’'une
extension HNN ou d’un produit libre amalgamé. De plus, il n’est pas nécessaire de se restreindre au cas ou
les stabilisateurs d’arétes sont finis. L’hypothese que nous imposons sur ces sous-groupes est qu’ils aient un
ceeur enfantin.

Soit ¥ < H un sous-groupe et S C H un sous-ensemble. Le ceeur de ¥ relativement a S est I’ensemble
ceeurg () = Npesh™1Xh. On dit que le cceur de X est trivial si coeury (X) = {1}. Nous avons besoin d'une
propriété plus forte que le coeur trivial : on impose que, pour tout recouvrement de H en sous-ensembles
non vide, il existe au moins un élément du recouvrement relativement auquel le coeur de X est trivial. Si I'on
demande de plus que cette propriété soit vraie pour les recouvrements modulo un nombre fini de Y-classes on
arrive a la définition suivante.

Définition 1.7 ([FMS15]). On dit que le coeur d’un sous-groupe ¥ < H est enfantin (dans H) si, pour tout
sous-ensemble fini ' C H, pour tout n > 1, pour tous sous-ensembles non vide S4,...,S, C H tels que
H\XF C Up_, Sk, il existe 1 < k < n tel que cceurg, (X) = {1}.

Il est clair que si le coeur de X est enfantin alors son coeur est trivial. De plus, si H est fini, alors le cceur de
tout sous-groupe non-trivial n’est pas enfantin (il existe cependant des groupes finis possédant un sous-groupe
non-trivial avec un cceur trivial, par exemple le groupe de permutation S,, dans S, 41 a un coeeur trivial). Plus



généralement, le coeur d’un sous-groupe d’indice fini n’est jamais enfantin. Cela montre que cette notion n’est
intéressante que pour les groupes infinis.

Exemple 1.8 ([FMS15]). L’exemple le plus simple est un sous-groupe fini relativement cci. En particulier,
un groupe fini dans un groupe cci.

Tout sous-groupe > < H d’indice infini et malnormal tel que Cls(c) = {tot™ : t € I} est fini pour tout
o € X. Voici quelques exemples particuliers.
— Un sous-groupe fini et malnormal dans un groupe infini.
— H =X %G, G et ¥ non-triviaux et ¥ abélien. Plus généralement, tout sous-groupe abélien malnormal
3 d’indice infini dans un groupe infini H.
— H=K"x Ket ¥ = K* < H ou K est un corps infini.
— H = (a,b) = Fy et ¥ un sous-groupe cyclique infini engendré par un élément primitif (par exemple
a*ba=tv=1 avec k,1 € Z\ {0}).

Nous démontrons le théoreme suivant en utilisant le théoréeme de Baire.

Théoréme 1.9 ([FMS15]). 1. Soient H un groupe dénombrable infini, > < H un sous-groupe et 0 : ¥ —
H un morphisme injectif. Si les ceeurs de ¥ et 0(X) sont enfantins dans H alors T = HNN(H, %, 6) est
hautement transitif. St H est moyennable et X2 est fini alors I admet une action hautement transitive,
fidele et moyennable.

2. Soient I'1, 'y deux groupes infinis dénombrables et ¥ un sous-groupe commun. Si le ceur de ¥ est
enfantin dans I'y et I's alors I' =17y ;Fg est hautement transitif. Si I'1 et 'y sont moyennables et

est fini alors I' admet une action hautement transitive, fidéle et moyennable.

Ce théoreme fournit de nombreux nouveaux exemples de groupes admettant une action hautement transitive
et fidele. On retrouve également le résultat principal de [Kit12] assurant que le groupe fondamental (%)
d’une surface orientable de genre g > 1 admet une action hautement transitive et fidele. En effet, pour g > 1,
le groupe m (X,) s’injecte dans 71 (X2) comme sous-groupe d’indice fini. Il est alors facile de vérifier que la
restriction & m1(X,) d’une action hautement transitive et fidele de 7 (2X2) reste hautement transitive et fidele.
11 suffit donc de montrer que m(X2) = (a1, b1) 3 (ag,ba), out (a1,b1) ~ Fy ~ (ag,by) et ¥ = (alblal_lbl_1> =

(agbgay 'by ) admet une action hautement transitive et fidele. C’est une conséquence du théoréme 1.9 car,
d’apres l'exemple 1.8, le coeur de ¥ est enfantin dans (aq,b1) et (as, ba).

Apres Dobtention des résultats précités, Hull et Osin [HO16] ont démontré que les groupes hyperboliques
acylindriques avec un radical fini trivial sont hautement transitifs et Miasyan et Osin ont montré [MO15] que
tout produit libre amalgamé T' = T'y ;1"2 non dégénéré (I'y # X #Tg et [['1 : X] > 3 ou Iy : X] > 3)

est hyperbolique acylindrique deés que ¥ est faiblement malnormal dans T' (c’est-a-dire si 3g € T' tel que
|g¥9~1 N Y| < 00). Plus généralement, ils ont montré que si I' est un groupe agissant sur un arbre 7 sans
point fixe sur le bord 07 et si il existe deux sommets dont I'intersection des stabilisateurs est fini alors I' est
soit hyperbolique acylindrique soit virtuellement cyclique. Ainsi, pour de nombreux nouveaux exemples de
groupes hautement transitifs découvert dans [FMS15], la haute transitivité peut maintenant étre déduite des
travaux [HO16] et [MO15].

Mentionnons également les résultats de Gelander, Glasner et Soifer [GGS19] portant sur la haute transitivité de
certains groupes linéaires. Ils démontrent que, pour tout corps local k et tout groupe dénombrable T' < SLa (k)
non borné et avec un centre trivial, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. T n’a pas de sous-groupe distingué fini non trivial, et pas de paire de sous-groupes distingués non
triviaux M, N <T" tels que [M, N] = {1};

2. I est Zariski dense;
3. I' n’est pas virtuellement résoluble;

4. T est hautement transitif.



Encore plus récemment, Adrien Le Boudec et Nicolds Matte Bon [LBMB20] ont découvert une nouvelle
obstruction a la haute transitivité. Rappelons que le degré de transitivité dt(I') d’un groupe I est :

dt(T) :=sup{n > 1 : T admet une action n-transitive et fidéle} € N* U {+oc0}.

Notons que si I' est hautement transitif alors dt(I') = 400 mais la réciproque de cet énoncé est ouverte.
Rappelons également qu’une action I' ~ 7 d’un groupe I' sur un arbre 7T est dite minimale si il n’existe pas
de sous arbre invariant non trivial et de type général si I' possede deux éléments hyperboliques transverses.
Adrien Le Boudec et Nicolas Matte Bon ont montré dans [LBMB20] que si un groupe I admet une action fidele,
minimale, de type général sur un arbre T et telle que I'action sur le bord I' ~ 9T est topologiquement libre
(c’est-a-dire I’ensemble des points fixes de tout élément non trivial de I" est d’intérieur vide) alors dt(I") > 3.
Notons que si I' ~ T est topologiquement libre alors I' ~ T est fidele.

Le résultat principal de [FLMMS20] est le suivant.

Théoréme 1.10 ([FLMMS20]). Soit I' un groupe dénombrable et I' ~ T une action minimale et de type
générale sur un arbre T. Si Uaction sur le bord T' ~ OT est topologiquement libre alors T' est hautement
transitif.

On combinant le théoreme précédent et le résultat de Le Boudec et Matte Bon on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.11. Soit I' un groupe dénombrable admettant une action sur un arbre I' ~ T fidéle, minimale
et de type général. Il y a équivalence :

1. ' ~ OT est topologiquement libre.
2. T' est hautement transitif.

3. dt(T') = 400

4. dt(T) > 4

Ceci donne notamment une nouvelle classe de groupes dénombrables T' pour lesquels 1’équivalence (I' haute-
ment transitif) < (dt(I') = 4+00) est vraie. Notons que cette classe de groupes est tres large. En effet, tout
produit libre amalgamé I" = T'y % I'; agit par translation a gauche sur son arbre de Bass-Serre Tr dont les som-

mets sont S(7r) = I'/T1 UT/Tg, les arétes positives sont A(Tr)T = I'/3, l'application source est s(g%) = gI'y
et application but est b(gX) = gT's. Il est alors facile de vérifier que I' ~ Tr est toujours minimale et l'on a :
— I' ~ Tr est de type général si et seulement si le produit libre est non-dégénéré c’est-a-dire I'y #£ X #£ T’y
et [I'; : ¥] > 3 pour au moins un i € {1,2}.
— I' ~ Tt est fidele si et seulement si le coeur de ¥ dans I" est trivial.
De plus, toute extension HNN I' = HNN(H, X, 0) = (H,t) agit par translation & gauche sur son arbre de
Bass-Serre Tr dont les sommets sont S(7r) = I'/H, les arétes sont A(Tr) = I'/3 U T'/0(X), Papplication
source est 5(g%) = gH, s(90(2)) = gH et Papplication but est b(¢%) = gtH, b(g0(X)) = gt~ ' H et I'inversion
est g3 = gth(X), g0(X) = gt ~¥. 1l est alors facile de vérifier que I' ~ Tr est toujours minimale et 1'on a :

— I' ~ Tr est de type général si et seulement si 'extension HNN non-ascendante c’est-a-dire H # 3 et
H#6(%).

— I' ~ Tt est fidele si et seulement si le coeur de X dans I' est trivial.

Ainsi, dans le cas des produits libres amalgamés et des extensions HNN on obtient le résultat suivant.

Corollaire 1.12 ([FLMMS20]). Soit T' = T’y X Iy un produit libre amalgamé non dégénéré ou bien I' =

HNN(H, X, 0) une extension HNN non-ascendante. Si Uaction de T' sur le bord de son arbre de Bass-Serre est
topologiquement libre alors I' est hautement transitif. Si cette action n’est pas topologiquement libre mais que
le coeur de ¥ dans T est trivial alors dt(T") < 3.

Exemple 1.13. A comparer avec le théoreme 1.9.

1. Soit I' = HNN(H, 3, §) une extension HNN non-ascendante. Si le coeur de 3 ou de 6(X) dans H est
trivial alors I'action de I sur le bord de son arbre de Bass-Serre est topologiquement libre et donc I’
est hautement transitif.



2. Soit I' =T ; I's un produit libre amalgamé non dégénéré. Si le coeur de X est trivial dans I'; ou dans

I’y alors l’action de T' sur le bord de son arbre de Bass-Serre est topologiquement libre et donc IT" est
hautement transitif.

Enfin, notre résultat nous permet de répondre & une question posée dans [HO16] : Hull et Osin demandent
quel est le degré de transitivité du groupe de Baumslag-Solitar BS(2, 3). Rappelons que, pour n,m € Z\ {0},
le groupe de Baumslag-Solitar associé est BS(n,m) = {(a,b : ab™a~* = b"™). BS(n,m) est :

— metabélien, donc résoluble, si |m| =1 et [n| =1;

— non-moyennable si |m| > 2 et |n| > 2;

— icc si et seulement si |m| # |n|;

— llinéaire si et seulement |m| =1, or |n| =1, or |m| = |n|.
— pas acylindriquement hyperbolique.
Ainsi, il est facile de vérifier que dt(BS(n,m) = 1 pour |n| =1 ou |m| =1 ou |n| = |m|. Par contre, lorsque

|m| > 2 et |n| > 2 et |n| # |m| il est facile de vérifier que I’action de BS(n,m) (vue comme une extension
HNN) sur le bord de son arbre de Bass-Serre est topologiquement libre. On obtient ainsi le corollaire suivant,
répondant complétement a la question de Hull et Osin.

Corollaire 1.14 ([FLMMS20]). BS(n,m) est hautement transitif si et seulement si |m| > 2 et |n| > 2 et
In| # |ml.

Notons que ni les résultats de [HO16] sur les groupes acylindriquement hyperboliques, ni ceux de [GGS19]
sur les groupes linéaires, ni nos précédents résultats [FMS15] ne peuvent étre utilisés ici pour obtenir la haute
transitivité. Nous donnons également dans [FLMMS20] d’autres exemples nouveaux et explicites de groupes
hautement transitifs.

1.3 Actions homogenes sur le graphe aléatoire

Le travail exposé dans cette section [FMS20], en collaboration avec Soyoung Moon et Yves Stalder, est
dans la continuité de [FMS15]. Rappelons que dans [FMS15], nous cherchions & comprendre les sous-groupes
dénombrables dense du groupe polonais des bijections de N. Dans [FMS20], nous nous intéressons aux sous-
groupes dénombrables denses du groupe polonais des automorphismes du graphe aléatoire R.

Le graphe aléatoire R, aussi appelé le graphe de Rado, est I'unique graphe dénombrable satisfaisant la propriété
que pour tous sous-ensembles finis de sommets U et V avec U NV = (), il existe un sommet p qui est joint &
tout sommet de U et n’est joint a aucun sommet de V.

Le graphe aléatoire satisfait la propriété surprenante que tout isomorphisme entre deux sous-graphes finis
s’étend en un isomorphisme de R. De plus, tout graphe au plus dénombrable est isomorphe & un sous-graphe
de R. Ces propriétés font que le graphe aléatoire tient une place centrale en théorie des graphes : R est a la
théorie des graphes ce que Q est a la théorie des ensembles ordonnés ou encore ce que I'espace d’Uryshon est
a la théorie des espaces métriques. Il est donc surprenant que ce graphe n’est pas été étudié bien avant les
années soixante. En effet, le graphe aléatoire a été popularisé par Erdos et Rényi dans une série d’articles entre
1959 et 1968. Ils ont montré [ER63] qu’un graphe dénombrable (infini) choisi aléatoirement en sélectionnant
chaque aréte indépendamment avec probabilité % parmi l’ensemble des sous-ensembles & deux éléments de
I’ensemble des sommets est, avec probabilité 1, isomorphe au graphe aléatoire R : c’est un processus aléatoire
dont le résultat est déterministe! D’apres Erdos et Rényi, ce résultat détruit la théorie des graphes aléatoires

infinis. La théorie des graphes aléatoires fini est cependant beaucoup moins prévisible.

Erdos et Rényi ont également montré que, au sens de la mesure aussi bien qu'un sens de Baire, presque tous
les graphes dénombrables infinis sont isomorphes a R. C’est pourquoi ils n’ont pas donné de construction
explicite de R. La premiere construction explicite du graphe aléatoire est attribuée & Rado en 1964 [Rad64].

Considérons le groupe Aut(R) de tous les automorphisme de R. C’est un sous-groupe fermé du groupe polonais
des bijections des sommets de R et donc un espace polonais pour la topologie de la convergence simple sur
les sommets.

Soit ' ~ R une action du groupe I" sur le graphe R. Il est facile de vérifier que I'image de T dans Aut(R)
est dense si et seulement si l'action est homogéne c’est-a-dire, pour tous sous-ensembles finis U,V et tout



isomorphisme ¢ : U — V entre les graphes induits, il existe g € T' tel que g(u) = (u) pour tout u € U.
Comprendre les sous-groupes dénombrables de Aut(R) revient donc & comprendre la classe Hg des groupes
dénombrables admettant une action fidele et homogene sur le graphe aléatoire.

Le résultat principal de [FMS20] est le suivant.

Théoréme 1.15. 1. Soient 'y, Ty deux groupes dénombrables non triviauz. Si 'y est infini alors T'1x['y €
Hr. Si X <T'1,Ty est un sous-groupe commun fini tel que X est enfantin dans I'y et que, soit T'y est
infini et X est enfantin dans T, soit T's est fini et [I'y : X] > 2 alors T’y ;FQ € Hr.

2. Soit H un groupe dénombrable infini, ¥ < H un sous groupe fini et 0 : ¥ — H un morphisme injectif.
Si ¥ et 0(X) sont enfantins dans H alors HNN(H, X, 0) € Hg.

Pour montrer ce théoréme, je démontre d’abord que tout groupe dénombrable infini admet une action satisfai-
sant de bonnes propriétés sur R en utilisant une construction explicite d’actions sur R par limites inductives.
Puis, a partir de cette action de I sur R, avec ' =T’y ;I} ou I' = HNN(H, X, 0) jutilise certains automor-

phismes de R pour modifier cette action et le théoreme de Baire pour produire ’action voulue.

J’obtiens également un résultat d’ubiquité des sous-groupes libres et dense de type fini parmi les sous-groupes
de Aut(R)* de type fini dont I’action sur R est orbites infinies. Plus précisément je démontre le résultat
suivant. Pour & > 2 et a = (ay,...,a;) € Aut(R)* on note (a) le sous-groupe de Aut(R) engendré par
ai,...,ar. On considere le sous-ensemble fermé

A = {a € Aut(R)* : (a) ~ R est & orbites infinies} C Aut(R)*.
Théoréme 1.16. Pour tout k > 2 l’ensemble
O :={a € Ay : (a) est un groupe libre de base (a1, ...,ax) et (o) ~ R est homogéne }

est un Gg-dense dans Ay,.

1.4 Actions homogenes sur les espaces d’Urysohn

Le travail présenté ici [FLMMM20], en collaboration avec Frangois Le Maitre, Julien Melleray et Soyoung
Moon, est dans la continuité de [FMS15, FMS20]. Soit G un groupe Polonais et notons H(G) la classes des
groupes dénombrables isomorphe & un sous groupe dense de G. Les résultats de [FMS15, FMS20] (résumés
dans les deux sections précédentes) montrent que “beaucoup” de groupes agissant sur un arbre sont dans la
classe H(G) pour G = S(X) [FMS15] ainsi que pour G = Aut(R) [FMS20].

11 parait alors naturel d’étudier la classe H(G) pour d’autres groupes Polonais G. Notons que S(X) et Aut(R)
sont tout les deux des groupes d’isométries d’espaces d’Urysohn dénombrables. Le but de ce travail est
d’étudier la classe H(G) lorsque G est le groupe d’isométrie d’un espace d’Urysohn dénombrable général.

Rappelons maintenant la notion d’espace d’Urysohn. Soit S un sous ensemble de [0, 4o00[ contenant 0. Un
espace métrique (X, d) est appelé un S-espace métrique lorsque la métrique d est & valeurs dans S. Un
S-métrique dénombrable Ug est appelé un S-espace d’Urysohn si il satisfait les deux propriétés suivantes :

— Universalité : Ug contient une copie isométrique de tout S-espace métrique fini.
— Homogénéité : toute isométrie bijective entre deux sous espaces métriques finis de Ug se prolonge en
une isométrie bijective de Ug.

La méthode du wva-et-vient, classique en théorie des modeles, permet de démontrer 'unicité, & isométrie
bijective pres, d'un S-espace d’Urysohn. C’est Urysohn qui, en 1927, dans le travail fondateur [Ury27], a
construit le Q-espace d’Urysohn. Spécifions les hypotheses sur S sous lesquelles le S-espace d’Uryshon existe.

Dans toute la suite, S est un sous-ensemble de [0, +oo[ contenant 0 et |S| > 2. Nous dirons que :

— S est un ensemble de distance non-borné si S est un sous semi groupe additif de [0, +o00[ ¢’est-a-dire si
pour tout s,t € Sonas+teS.
— S est un ensemble de distance borné si il existe M > 0 tel que Vs, € S on a min(s +¢,M) € S.



Deés que S est un ensemble de distance, borné ou non, le S-espace d’Urysohn existe. Fixons donc un ensemble
de distance S et notons Iso(Ug) le groupe des isométries bijectives de Ug. Lorsque 'on munit Iso(Ug) de
la plus petite topologie pour laquelle toutes les évaluations ev, : Iso(Ug) — Ug, a — a(z) (z € Ug) sont
continues, pour la topologie discrete sur Ug, le groupe Iso(Ug) devient un groupe Polonais.

Exemple 1.17. 1. Si|S| = 2 alors S est un ensemble de distance borné et, quitte & multiplier la distance
par un M > 0, on peut supposer que S = {0, 1}. Un {0, 1}-espace métrique est juste un ensemble munit
de la métrique discrete et on a donc Uyg 1y = N et, en tant que groupe Polonais, Iso(Ugg,1)) = S(N).
La classe H(Uyqo,13) est donc la classe des groupes hautement transitifs étudiée dans [FMS15] (section
1.2).

2. 8 =1{0,1/2,1} est également est ensemble de distance borné. Un {0,1/2,1}-espace métrique est un
graphe (non orienté et sans boucle) : d(z,y) = 1/2 < x et y sont joints par une aréte et d(z,y) =1 < z
et y sont distincts et ne sont pas joints par une aréte. Le {0, 1/2, 1}-espace d’Urysohn est donc le graphe
aléatoire R et la classe H(Ugo,1/2,11) est la classe des groupes admettant une action homogene et fidele
sur R étudiée dans [FMS20] (section 1.3).

S’agissant des ensembles de distance bornés, nous démontrons dans [FLMMM20] le résultat suivant.

Théoréeme 1.18 ([FLMMMZ20]). Soit T' un groupe agissant sans inversion sur un arbre non trivial. Si les
stabilisateurs des arétes sont enfantins dans les deux stabilisateurs de sommets correspondants alors T’ €
H(Us) pour tout S ensemble de distance bornés.

En particulier, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 1.19 ([FLMMMZ20]). Soit S un ensemble de distance borné, I'y, T's et H des groupes dénombrables
mnfinis avec un sous-groupe commun X et 8 : X — H un morphisme injectif.

1. 51 X est enfantin dans T'y et Ty alors T'q ;1"2 € H(Ug). En particulier,

(a) Pour tous groupes dénombrables infinis T'y, Ty on a Ty xT'y € H(Ug).
(b) Si S, est une surface fermée, orientable et de genre g > 1, alors m(S,) € H(Ug).
2. Si ¥ et 0(X) sont enfantins dans H alors HNN(H,X,0) € H(Ug).

Notons que dans le cas S = {0,1/2, 1} cela renforce les résultats de [FMS20] ou tous les stabilisateurs d’arétes,
en plus d’étre enfantins, étaient aussi supposés finis, ce qui ne permettait d’obtenir le résultat pour m(Sy).

Dans le cas ou l'ensemble de distance S n’est pas borné, nous obtenons le résultat suivant. Notons que
Q1 :=QnN[0,+oo[ est un ensemble de distance non borné.

Théoréme 1.20 ([FLMMM20]). SiI'y et I'y sont deux groupes dénombrables infinis alors I'y T’y € H(Ug+).

Au sujet des obstructions pour étre dans la classe H(Ug), notons que, en utilisant les méthodes de K. Tent
et M. Ziegler, on démontre que les groupes Iso(Ug) sont topologiquement simples. Il en découle directement
que si I' € H(Ug) alors I est i.c.c., non résoluble et tout sous-groupe d’indice fini de I" est dans H(Ug). Enfin,
notons que dans le cas S = {0,1} Hull et Osin [HO16] obtiennent la dichotomie suivante : Si I" est hautement
transitif alors soit T contient une copie du groupe alterné infini soit il est MIF (mized identity free).

Le résultats précédents sont basés sur le théoreme de Baire. Au vu de ces résultats, il parait fondamental de
déterminer & quel point les classes H(Ug) dépendent de I’ensemble de distance S. Ces classes coincident-elles ?
Y a-t-il des inclusions non triviales 7 Ce probléme reste largement ouvert bien que nous établissions le résultat
suivant.

Théoréme 1.21 ([FLMMM20]). Soit S un ensemble de distance et S le groupe des bijections de N de
support fini. 1l y a équivalence :

1. S € H(Ug).

2. 15| =2.

3. Iso(Ug) ~ S(N).
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Ce théoreme démontre que les classes des groupes dénombrables isomorphes & un sous-groupe dense de S(N)
et de Aut(R) sont différentes. De nombreuses questions restent cependant sans réponse. Par exemple, nous
ne connaissons pas de sous groupe dénombrable dense de Aut(R) qui ne soit pas isomorphe & un sous groupe
dense de S(N) bien qu’il semble probable qu’un tel groupe existe.

Il est clair que lorsque |S| = 2, on a Iso(Ug) ~ S(N) et donc Sy, € H(Ug) et donc une seule des implications
du théoreme 1.21 est non triviale. Notre approche pour démontrer cette implication est la suivante : fixons
une action So, ~ Ug fidele et homogene (c’est-a-dire que l'image de S, dans Iso(Ug) est dense) et fixons un
point 2 € Ug. Considérons le sous-groupe stabilisateur A = {v € S, : vy = x}. L’action étant homogene,
elle est en particulier transitive et Ug s’identifie, de fagon Sy-équivariante & S, /A. L’action étant fidele, A a
un coeur trivial et ’action étant homogene, I’adhérence de S, dans S(Soo/A) est isomorphe & Iso(Ug). Nous
démontrons que tout sous-groupe A apparaissant ainsi est maximal. La suite de la preuve consiste & classifier
les sous-groupes maximaux d’indice infini de S,,. Nous obtenons alors le résultat suivant, intéressant en soi.
Rappelons que le bi-indice d’'un sous-groupe H d’un groupe G est le cardinal minimal d’un sous-ensemble
FCGtelque HFH = G.

Théoréme 1.22 ([FLMMM20]). Soit A un sous-groupe mazimal d’indice infini de Soo.

1. sile bi-indice de A est fini et vaut k + 1 alors A est le stabilisateur global d’un sous-ensemble fini de
N de cardinal k.

2. si le bi-indice de A est infini et A n’agit pas transitivement sur N alors A est le stabilisateur global
d’un sous-ensemble infini et co-infini de N.

3. le bi-indice de A est infini et A agit transitivement sur N alors il existe une relation d’équivalence E
sur N dont toutes les classes d’équivalence ont le méme cardinal k > 2 et telle que A est I’ensemble
des éléments de So, qui sont des automorphismes de E.

Tous les groupes décrits ci-dessus sont bien mazrimauz.

Nous démontrons ensuite que pour tous les sous-groupes maximaux d’indice infinis A < S, du théoréme
1.22, S est distingué dans la fermeture de So dans S(Soo/A) (c’est la complétion de Schlichting de Seo
respectivement & A). Enfin nous montrons que si |S| > 3, la classe de conjugaison de tout élément non trivial
de Iso(Ug) est non dénombrable, en particulier, Iso(Ug) ne contient pas de sous-groupe distingué non trivial
et dénombrable ce qui conclut la preuve. Une autre conséquence intéressante du théoreme 1.22 est que S, a
exactement une seule action 2-transitive :

Corollaire 1.23 ([FLMMMZ20]). Si Soc ~ N est une action 2-transitive alors elle est conjuguée a l'action
naturelle de Soo sur N.

2 Algebres de von Neuman

Dans cette section, toutes les algebres de von Neumann sont supposées a prédual séparable.

2.1 Propriétés structurelles des algebres de von Neumann

Il existe plusieurs notions d’indécomposabilité pour les facteurs II; dont la plus évidente est la primalité. Un
facteur II; M est dit premier si il n’admet pas de décomposition non-triviale en produit tensoriel de deux
facteurs. C’est-a-dire, pour toute décomposition M ~ M; ® My, My ou M5 est un facteur de type I. Murray
et von Neumann ont démontré que le facteur hyperfini II; R n’est pas premier, car il est McDuff. Un facteur
Iy M est dit McDuff si M ~ M ® R.

Le premier facteur II; premier a été découvert par Popa. Il a montré [Pop83] que le facteur du groupe libre
avec une infinité non-dénombrable de générateurs est premier. Le cas des groupes libres dénombrables est
resté longtemps ouvert avant d’étre résolu par Ge [Ge98]. Ce résultat a ensuite été généralisé par Ozawa au
cas des groupes hyperboliques. Nous dirons qu’une algebre de von Neumann finie M est solide si, pour toute
sous-algebre de von Neumann A C M diffuse, le commutant relatif A’ N M est injectif. 11 est facile de vérifier
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que si M est un facteur II; solide alors M est premier. Ozawa [Oza04] a montré que l’algébre de von Neumann
d’un groupe hyperbolique est solide.

Une autre notion d’indécomposabilité pour un facteur II; est I’absence de sous-algebre de Cartan. Une sous-
algébre de Cartan A dans un facteur II; M est une sous-algebre de von Neumann telle que

— A est abélienne mazimale : AANM = A,

— A est réguliere : Npf(A) = M ou Npyf(A) = {u e U(M) : uAu* = A} est le normalisateur de A.

Feldman et Moore [FM77] ont démontré que M posseéde une sous-algébre de Cartan si et seulement si M
est isomorphe a ’algebre de von Neumann d’une relation d’équivalence Borélienne, a orbites dénombrables,
préservant la mesure et ergodique sur un espace de probabilité standard, tordue par un 2-cocycle.

Pendant longtemps, I'existence d’une sous-algebre de Cartan dans tout facteur II; ou, de facon équivalente,
la décomposabilité de tout facteur II; en algebre de relation, fut une question ouverte. Le premier exemple de
facteur II; sans sous-algebre de Cartan fut découvert par Voiculescu. Il a démontré dans [Voi96] que le facteur
d’un groupe libre non-abélien L(F,,), 2 < n < oo, n’a pas de sous-algebre de Cartan. Ce résultat a ensuite été
renforcé par Ozawa et Popa. Ils ont démontré dans [OP10a] que L(F,,) est fortement solide pour 2 < n < co.
Une algebre de von Neumann est dite fortement solide si, pour toute sous-algebre de von Neumann diffuse et
moyennable Q C M, l'algebre de von Neumann N, (Q)” engendrée par le normalisateur de @ est moyennable.
Si M est non-moyennable alors il est clair que la solidité forte implique I'absence de sous-algebre de Cartan.
La solidité forte est également un renforcement de la solidité.

D’autres propriétés structurelles des facteurs II; permettent d’obtenir des résultats de non-isomorphisme.
Par exemple, pour montrer que L(Fs) n’est pas isomorphe au facteur hyperfini IT;, Murray et von Neumann
[MvN43] ont démontré que L(F3) n’a pas la propriété Gamma, ce qui implique qu’il n’est pas McDuff, alors que
R Test. On dit qu'un facteur II; M munit de la trace 7 a la propriété Gamma s’il existe une suite d’unitaire
u,, € U(M) telle que 7(uy,) = 0 pour tout n € N et ||u,z — zuyl||l2 — 0 pour tout € M. La propriété Gamma
implique également la non-solidité.

Dans Darticle [Fim11] nous étudions les propriétés structurelles de 'algébre de von Neumann d’un groupe de
Baumslag-Solitar.

Soient n,m € Z\ {0} et BS(n,m) = (a,b : ab"a~! = b™) le groupe de Baumslag-Solitar associé. Moldavanskii
a montré dans [Mol91] que BS(n, m) ~ BS(p, ¢) si et seulement si il existe € € {—1,1} tel que {n,m} = {ep, eq}.
On sait que le groupe BS(n,m) a la propriété de Haagerup ainsi que la propriété d’approximation métrique
compléte (Gal et Januszkiewicz [GJ03]), qu’il est non-moyennable mais intérieurement moyennable et cci dés
que |nl|,|m| > 1 et |n| # |m| (Stalder [Sta06]).

Théoreme 2.1 ([Fiml11]). Soient |n|,|m| > 1, |n| # |m| et T = BS(n,m). On a
1. L(T") est premier.
2. L(T") n'est pas solide et n’a pas de sous-algébre de Cartan.

La preuve de non-solidité est tres simple. Notons que Ozawa a également observé que L(T') a la propriété
Gamma. Ce qui implique le résultat de Stalder sur la moyennabilité intérieure ainsi que la non-solidité. La
primalité se déduit des résultats de Chifan et Houdayer [CH12] et I’absence de Cartan est démontrée en utili-
sant les techniques d’Ozawa et Popa [OP10a] qui reposent de fagon cruciale sur la propriété d’approximation
métrique compléte. Nous montrons en fait que L(I") est robuste, c’est-a-dire que le commutant relatif de toute
sous-algebre de von Neumann moyennable et réguliere n’est pas moyennable, ce qui implique I’absence de
sous-algebre de Cartan.

Il existe beaucoup d’autres travaux sur la primalité et la solidité dans le cas fini [OP04, Shl04, Oza06a,
0za06b, Pet09b, Oza09, Boul2] ainsi que dans le cas général [Sh100, VV07, CH12, Houl0Oa, HV12, Iso13b,
Isol2, DI12]. Citons également les nombreux résultats d’absence de Cartan et solidité forte dans le cas fini
[Shl09, OP10b, HoulOb, HS11, Dabl0, Sinll, CS13b, CSU13, Avsll, Ioal2a, DI12] ainsi que dans le cas
général [HR11, Iso12, BHR12, Iso13a].

2.2 Unicité de la sous-algébre de Cartan et actions W*-superrigides

L’un des thémes centraux de la théorie des algebres de von Neuman est la classification des produits croisés
L*°(X) x T en termes de 'action libre, ergodique et préservant la mesure de probabilité (pmp) T' ~ (X, p).
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Le célebre théoreme de Connes [Con76] implique que, pour toute action libre, ergodique et pmp le facteur Iy
L*°(X) x I" est isomorphe au facteur hyperfini II; et oublie donc beaucoup d’informations sur l’action initiale
I (X, p).

En utilisant sa technique de déformation/rigidité, Popa a réussi a établir de nombreux théoreémes de rigidité.
Pour certaines familles d’actions de groupes, il a réussi a retrouver laction initiale I' ~ (X, ) & partir du
facteur IT; L°(X) x I'. Dans [Pop06], Popa a démontré que si I' ~ (X, p) est une action libre, ergodique et
pmp d’un groupe qui a la propriété (T) et si A ~ (Y,n) = [0,1]* est I'action de Bernoulli d'un groupe cci
alors un isomorphisme de L*(X) x T" et L>°(Y) x A implique un isomorphisme des groupes I' et A et une
conjugaison de leurs actions.

Dans les articles [Pet09a, PV10, Toallb], des actions satisfaisant la plus forte des formes de rigidité, appelée
la W*-superrigidité, ont été découvertes. Une action I' ~ (X, u) est dite W*-superrigide si pour toute action
libre, ergodique et pmp A ~ (Y, %), un isomorphisme de L>°(X) x T" et L°°(Y") x A implique un isomorphisme
de I' et A et une conjugaison de leurs actions.

La W*-superrigidité est équivalente & la coexistence de deux phénomenes de rigidité :

— L’unicité, a conjugaison unitaire pres, de la sous algebre de Cartan de type produit croisé : si M =
L*>°(X) x T a une autre décomposition en produit croisé par une action libre, ergodique et pmp M =
L>®(Y) x A, alors les sous-algebres de Cartan L>°(X) et L°°(Y') sont unitairement conjuguées dans M.

— La superrigidité orbitale de 'action T' ~ (X, p) : 8’il existe une action libre, ergodique et pmp A ~ (Y, 7))
qui est orbitalement équivalente & I' ~ (X, u) alors T' et A sont isomorphes et leurs actions sont
conjuguées.

Ces deux phénomenes sont tres difficiles & établir. Ils sont encore plus difficiles a obtenir simultanément.

Les premiers résultats de rigidité orbitale furent obtenu par Zimmer [Zim80, Zim84|. La premiere action
orbitalement superrigide a été découverte par Furman [Fur99]. Depuis, de nombreuses autres actions or-
bitalement superrigidites ont été obtenues [Pop07a, Kid10, Ioalla, PV11, Kidll, PS12]. Pour un pano-
rama des résultats sur la rigidité et superrigidité orbitale, le lecteur intéressé pourra consulter les articles
[Furll, Gabl10, Pop07b, Sha05, Vae07, Vael0).

Le phénomeéne d’unicité de la sous-algebre de Cartan a plusieurs facettes. Pour obtenir un résultat de W*-
superrigidité nous avons uniquement besoin de l'unicité, & conjugaison unitaire pres, de la sous-algebre de
Cartan de type produit croisé. Il est aussi possible de considérer I'unicité de toutes les sous-algebres de Cartan,
a conjugaison unitaire pres ou bien a conjugaison par un x-automorphisme pres. Par exemple, les résultats
de [CFW81] et [Kri76] impliquent que deux sous-algébres de Cartan du facteur hyperfini II; sont toujours
conjuguées par un *-automorphisme. Plus récemment, Ozawa et Popa ont réussi a produire les premiers
exemples de facteurs II; non-moyennables avec une unique sous-algebre de Cartan, a conjugaison unitaire
pres. Ils montrent dans [OP10a] que, pour toute action libre, ergodique pmp et profinie F,, ~ (X, u) du
groupe libre & n > 2 générateurs, le facteur II; L>°(X) x I'" a L°°(X) comme unique sous-algebre de Cartan,
a conjugaison unitaire pres.

Dans [PV10] Popa et Vaes ont découvert une classe de groupes dénombrables telle que tous les produits croisés
L*°(X) xT', pour n’importe quelle action libre, ergodique et pmp I' ~ (X, u), ont L°°(X) comme unique sous-
algebre de Cartan de type produit croisé, a conjugaison unitaire pres. Cette classe contient non seulement
tous les produits libres T'y *I'y d’un groupe T'; infini ayant la propriété (T) avec un groupe non-trivial I's mais
aussi une famille assez large de produits libres amalgamés I'y % I'y. Dans Particle [FV12], en collaboration avec

Vaes, nous montrons un résultat similaire pour les extensions HNN.

Théoréme 2.2 ([FV12]). Soit H un groupe dénombrable contenant un sous-groupe non-moyennable avec la
propriété (T) relative ou bien deuz sous-groupes non-moyennables commutant ['un avec Uautre. Soient ¥ < H
un sous-groupe moyennable et 6 : X — H un morphisme injectif. S’il existe g1,...,9, € T = HNN(H, X, 0)
tels que ﬂ?zlgingl soit fini alors pour toute action libre, ergodique et pmp T' ~ (X, ) le facteur L°(X) x T
a L>(X) comme unique sous-algébre de Cartan de type produit croisé, a conjugaison unitaire pres.

Lorsque G est un graphe, nous notons V(G) (resp. E(G)) l'ensemble des sommets (resp. des arétes) de G et

s : E(G) = V(G) (resp. r) I'application source (resp. but). En utilisant la théorie de Bass-Serre, les théorémes
2.2 et [PV10, Theorem 1.1] nous obtenons le résultat suivant.
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Théoreme 2.3 ([FV12]). Soit T’ un groupe dénombrable satisfaisant les conditions suivantes.

1. T contient un sous-groupe non-moyennable ayant la propriété (T) relative ou bien deux sous-groupes
non-moyennables commutant 'un avec ’autre.

2. T agit sans inversion sur un arbre T de telle sorte qu’il existe un sous-arbre fini ayant un stabilisateur
fini et une aréte e € E(T) telle que le stabilisateur de e est moyennable et les petit sous-arbres contenant
toutes les arétes de T'.s(e) (resp. T.r(e)) sont tous les deuzx égauz a T .

Alors, pour toute action libre, ergodique et pmp T ~ (X, ) le facteur L=®(X) x T' a L°(X) comme unique
sous-algebre de Cartan de type produit croisé, a conjugaison unitaire pres.

C’est en superposant leur résultat d’unicité de Cartan avec ceux de superrigidité orbitale de certaines actions
de Bernoulli obtenus par Popa [Pop07a, Pop08] que Popa et Vaes avaient obtenu leurs exemples d’actions
W-superrigides dans [PV10]. En faisant de méme, nous obtenons de nouveaux exemples.

Rappelons que, si I' ~ I est une action sur un ensemble dénombrable I, alors ’action de Bernoulli généralisée
I' ~ (Xo, p1o)?, out (Xg, po) est un espace de probabilité standard et (g - x); = Tg-1.;, est libre si et seulement
si ' ~ T est fidele lorsque (Xo, f19) est sans atomes ou bien {g-4 : ¢ € I} est infini pour tout g € T'\ {e}
lorsque (X, pg) possede au moins un atome. Dans 1'énoncé qui suit, nous supposons implicitement que les
actions de Bernoulli généralisées rencontrées sont libres.

Théoréme 2.4 ([FV12]). Soient H un groupe dénombrable ayant la propriété (T), ¥ < H un sous-groupe
infini moyennable et 8 : X — H un morphisme injectif tel que X N O(X) = {e}. Si T ~ I est une action
sur un ensemble dénombrable telle que X - i est infini pour tout i € I, alors laction de Bernoulli généralisée
'~ (Xo, po)! est WH-superrigide.

En considérant deux copies différentes de Z dans SL,(Z), pour n > 3, on obtient un exemple explicite
satisfaisant les hypotheses du théoreme 2.4.

D’autres résultats d’unicité de la sous-algébre de Cartan et d’actions W*-superrigides ont été obtenu [Toallb,
HPV13, CP13, Vael3, CS13b, CSU13, PV13a, loal2¢c, PV13b, Ioal2a, Boul3, DI12, CIK13]. Le lecteur
intéressé pourra aussi consulter le papier [Ioal2b] pour une vue d’ensemble. Le plus spectaculaire de ces
résultats de W*-superrigidité est celui de Ioana [loallb] qui assure que 'action de Bernoulli d’un groupe
cci avec la propriété (T') est W*-superrigide et le plus spectaculaire des résultats d’unicité de Cartan est
certainement celui de Popa et Vaes [PV13a, PV13b| qui généralise celui d’Ozawa et Popa en prolongeant
leurs méthodes. Ils montrent que, pour toute action libre, ergodique et pmp d’un groupe hyperbolique non-
élémentaire I' ~ (X, u) le facteur L°(X) x I' a L*°(X) comme unique sous-algebre de Cartan, & conju-
gaison unitaire pres. Citons également les résultats d’unicité de Cartan et de W*-superrigidité pour des
actions uniquement supposées non-singulieres [HV12, BHR12|. Enfin, il existe également des résultats de
W-superrigidité pour des algebres de groupes [IPV13, BV12].

3 Groupes quantiques et algebres d’opérateurs

3.1 Groupes quantiques compacts

Historiquement, la motivation initiale pour introduire des objets plus généraux que les groupes localement
compacts était d’étendre I'analyse harmonique aux groupes non commutatifs, notamment la transformée de
Fourier ainsi que la dualité de Pontrjagin. L’ensemble G des caracteres d’un groupe localement compact
abélien G est encore un groupe localement compact abélien, le groupe dual de G. La transformée de Follrier

envoie les fonctions sur G sur des fonctions sur @, et le théoreme de dualité de Pontrjagin assure que G est
isomorphe a G. Lorsque G n’est plus abélien, le dual de G n’est plus un groupe et le probleme est d’introduire
une catégorie plus large contenant a la fois les groupes localement compacts et leurs duaux.

Ce fut T. Tannaka [Tan38] qui, en 1938, donna un théoréme de dualité pour les groupes compacts. Il fut
capable de reconstruire un groupe compact a partir de ses représentations unitaires irréductibles. En 1949,
M.G. Krein [Kre63] introduisit une définition intrinseque du dual d’un groupe compact. En 1959, W.F.

14



Stinespring [Sti59] montra un théoreme de dualité pour les groupes localement compacts unimodulaires qui
permit de retrouver un groupe localement compact unimodulaire a partir de son algebre de von Neumann
munie du coproduit standard et du poids de Plancherel. Il fut certainement le premier a souligner I'importance
de l'unitaire fondamental d’un groupe. C’est finalement G.I. Kac [Kac61, Kac65] qui, en 1961, restaura la
symétrie de la dualité de Pontryagin en définissant la structure de ring group. Cette catégorie a une dualité et
contient a la fois les groupes localement compacts unimodulaires et leurs duaux. Un théoreme de dualité pour
les groupes localement compacts généraux fut donné par P. Eymard [Eym64] en 1964 et par N. Tatsuuma
[Tat66]. Cependant, dans ces deux travaux, la dualité, qui est dans ’esprit de Tannaka-Krein-Stinespring, n’est
plus symétrique. Apres d’'importants travaux de M. Takesaki qui fournirent les outils nécessaires, le programme
de G.I. Kac fut finalement achevé en 1973, indépendamment par L. Vainerman et G.I. Kac [KV73, KV74],
et par M. Enock et J.M. Schwartz [ES73, ES75]. La catégorie qu’ils ont défini a une dualité et contient a
la fois les groupes localement compacts et leurs duaux. Ces objets sont maintenant appelés algébres de Kac
(voir [ES92]). Cette théorie est formulée dans le langage des algébres de von Neumann et sa reformulation
C*-algébrique fut donnée par J.M. Vallin et M. Enock [EV93, Val85].

L’histoire de la théorie des groupes quantiques localement compacts ne s’aréte pas la. A partir des années
80, de nouveaux groupes quantiques apparurent, des exemples importants d’algebres de Hopf obtenues par
déformations d’algebres universelles enveloppantes et d’algebres de fonctions sur des groupes de Lie. Les
exemples considérés par V.G. Drinfel’d et M. Jimbo en 1985 [Dri85, Jim85], ainsi que I’exemple analytique
SU,(2), construit en 1987 par S.L. Woronowicz [Wor87b] comme un exemple de sa théorie des compact matric
pseudo-groups [Wor87al, ont montré que la théorie des algebres de Kac était trop étroite pour inclure tous les
groupes quantiques : dans la théorie des algebres de Kac, le carré de 'antipode (qui est ’analogue quantique
de Vopération d’inversion dans un groupe) est toujours égal & 1, mais dans les exemples de V.G. Drinfel’d,
M. Jimbo et S.L. Woronowicz, ce n’est pas toujours le cas. L’exemple de Woronowicz montre également que
I’antipode n’est pas toujours bornée et est en général seulement densément définie.

Dans cette section nous introduisons la théorie des groupes quantiques compacts de Woronowicz.
Définition 3.1 (Woronowicz [Wor98]). Un groupe quantique compact (GQC) est une paire G = (C(G), A),
ou C(G) est une C*-algebre unifere et A : C(G) — C(G) ® C(G) est un *-morphisme unifere, telle que :

— (A®id)A = (Id® A)A.

— A(C(@)(1®C(G)) et A(C(G))(C(G) ® 1) sont denses dans C(G) ® C(G).
Les groupes quantiques compact contiennent & la fois les groupes compacts et les duaux de groupes discrets.

Soit G un groupe compact. Soient C(G) la C*-algebre (commutative) des fonctions continues de G dans C et
A C(G) —» C(G) ® C(G) = C(G x G) le x-morphisme définit par A(F)(g,h) = F(gh) pour F € C(G) et
g,h € G. La paire (C(G),A) est un GQC. De plus, tout GQC G avec C(G) commutative est de ce type.
Soit T un groupe discret. Soit A : C*(T') — C*(T') @ C*(T"), A(g) = g®g, g € T'. La paire G = (C*(T"), A) est
un GQC, appelé le dual de T" et noté T. La version mazimale de tout groupe quantique compact co-commutatif
(tel que A = A ot ¢ est la volte sur C(G) ® C(G)) est de ce type.

Woronowicz a démontré 1’existence de I’analogue de la mesure de Haar.

Théoréme 3.2 (Woronowicz [Wor87a, Wor98]). Soit G un GQC. Il existe un unique état h € C(G)*, appelé
état de Haar, tel que (h ®id)A = (id ® h)A = h(-)1.

Dans le cas d’un groupe compact, I’état de Haar est I'intégration suivant la mesure de Haar. Dans le cas du
dual d’un groupe discret T', I’état de Haar est la trace canonique sur C*(T'), qui n’est pas fidele en général.

Nous noterons Cy(G) (resp. L>(G)) la C*-algebre (resp. I'algebre de von Neumann) obtenue par construction
GNS de I'état de Haar. Par la propriété d’invariance de ’état de Haar, le x-morphisme A se factorise en un
s-morphisme, toujours noté A, de C,.(G) vers C,.(G) ® C,.(G). Ainsi (C,.(G), A) est un GQC appelé le groupe
quantique réduit de G.

Définition 3.3 (Woronowicz [Wor87a, Wor98]). Soit G un GQC. Une représentation unitaire de dimension
n est un unitaire u = (u;5);; € M, (C) ® C(G) tel que, pour tous 1 <4,j <mn,

n
A(U”) = Zuik & U
k=1
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Soit u (resp. v) une représentation de dimension n (resp. m). L’espace des entrelaceurs de u vers v est
Mor(u,v) ={T € B(C",C™) : (T®lu=v(T®1)}.

Les représentations u et v sont dites équivalentes 8’1l existe un opérateur inversible dans Mor(u, v) (dans ce cas
il existe aussi un unitaire dans Mor(u, v) par décomposition polaire). Une représentation u est dite irréductible
si Mor(u,u) = C1. Le produit tensoriel de u et v est la représentation :

u® v = uzusg € M,(C) ® M,,(C) ® C(G) ~ My, (C) @ C(G).
On définit également la somme directe de deux représentations de fagon évidente.

Théoréme 3.4 (Woronowicz [Wor87a, Wor98]). Soit G un GQC. Toute représentation unitaire de G est
équivalente a une somme directe de représentations unitaires irréductibles.

Soit Irr(G) D'ensemble des classes d’équivalences de représentations unitaires irréductibles de G et, pour
x € Irr(G), soit u® un représentant de z. L’espace vectoriel Pol(G), engendré par les coefficients uj;, pour
z € Irr(@), est une sous-algebre unifere involutive dense dans C(G). Sa C*-algebre enveloppante est notée
Cn(G). Comme A(Pol(G)) C Pol(G) ® Pol(G), A se prolonge, par universalité, en un *-morphisme toujours
noté A de C,,(G) vers Cp,(G) @ Cr (G). Ainsi (C, (G), A) est un GQC appelé le groupe quantique mazimal
de G. Par construction, on a un morphisme surjectif canonique A\¢ : Cp,(G) = C.(G). Nous dirons que G est
co-moyennable si Ag est un isomorphisme.

La C*-algebre C,,(G) admet une représentation de dimension 1, € : C,,(G) — C, appelée la représentation
triviale ou la co-unité, définie par e(uf;) = d;j, pour tout x € Irr(G) et tous 1 <4, j < dim(x). La co-unité
est 'unique *-morphisme € : Cp,(G) = C tel que (e ®id)A = (Id ® ) A =id.

Nous dirons que G est de co-type fini ou bien que G est un groupe quantique compact de matrices si la catégorie
des représentations de dimension finie de G est de type fini ¢’est-a-dire 8’il existe une partie finie £ C Irr(G)
telle que pour toute représentation unitaire de dimension finie u, il existe n > 1 et by, ..., b, € Mor(ug, u), ot
uy, est un produit tensoriel d’éléments de E, tels que ), biby = id.

En plus d’introduire de nouveaux exemples spectaculaires de groupes quantiques, de développer la théorie
générale des groupes quantiques compacts, Woronowicz a aussi étudié et obtenu une description complete
de la théorie des représentations des groupes quantiques compacts SUy(n) dans [Wor88]. Par la suite, de
nouveaux exemples de groupes quantiques compacts ont été introduits par Wang : les groupes quantiques
libres orthogonaux et unitaires [Wan95] ainsi que les groupes quantiques d’automorphismes de C*-algébres
de dimension finie [Wan98]. Van Daele et Wang ont également introduit les versions non-unimodulaires des
groupes quantiques libres orthogonaux et unitaires [VDW96]. La description de la théorie des représentations
de tous ces groupes quantiques compacts a été obtenue par Banica [Ban96, Ban97, Ban99] ce qui a permis
par la suite d’obtenir de nombreux résultats sur les algebres d’opérateurs associées a ces groupes quantiques.

3.1.1 Propriété T
Dans [Fim10] nous étudions la propriété (T') dans le cadre des groupes quantiques.

Définition 3.5 ([Fim10]). Soit G un GQC. On dit que G a la co-propriété (T) si toute représentation de
Cp(G) qui contient faiblement ¢ contient e.

Si G =T est le dual d'un groupe discret T alors G a la co-propriété (T) si et seulement si I" a la propriété (7).
Si G est un groupe compact alors G a la co-propriété (T) si et seulement si G est fini. Plus généralement, G
est co-moyennable et a la co-propriété (T') si et seulement si C(G) est de dimension finie.
Théoreme 3.6 ([Fim10]). Soit G a GQC tel que C(G) soit séparable. Si G a la co-propriété (T) alors :

1. G est de co-type fini et son état de Haar est une trace.

2. Si H est un GQC tel qu’il existe un x-morphisme surjectif de C(G) vers C(H) qui entrelace les comul-
tiplication alors H a la co-propriété (T).
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La premiere assertion du théoreme généralise au cas non-commutatif le résultat de Kazhdan assurant qu’un
groupe discret dénombrable avec la propriété (') est de type fini. Le fait que I’état de Haar soit une trace
n’est pas non plus surprenant car cela signifie que notre groupe quantique est unimodulaire ce qui est un
résultat bien connu pour les groupes localement compact avec la propriété (7).

Il découle de T'assertion 2 du théoreme précédent que, sauf dans les cas de dimension finie, les groupes
quantiques libres orthogonaux, unitaires et de permutations n’ont pas la co-propriété (T'). Le probleme de
construire un exemple non-trivial de groupe quantique discret ayant la propriété (T) est résolu plus tard, dans
[FMP17].

3.1.2 K-moyennabilité

Le plus célebre probleme ouvert dans la théorie des algebres d’opérateurs est certainement celui sur I’isomor-
phisme des facteurs de groupes libres qui pose le question de savoir si oui ou non les facteurs II; de groupes
libres L(F,) et L(F,,) sont isomorphes pour n # m. Dans le cadres des C*-algebres pleines et réduites ce
probléme a été résolu depuis longtemps en calculant leurs groupes de K-théorie. En 1982, Cuntz [Cun82] a
montré que K1 (C*(F,)) = Z™ et Pimsner et Voiculescu [PV82] ont montré que K;(C}(F,) = Z". 11 découle
de ces calculs que les C*-algebres réduites (resp. pleines) des groupes F,, sont deux a deux non-isomorphes
pour n > 1. Le calcul de la K-théorie de la C*-algébre réduite est tres difficile, a ’opposé du calcul de Cuntz
de la C*-algeébre maximal. De plus la méthode de Pimsner et Voiculescu ne s’applique pas au calcul de la
K-homologie et des groupes de K K-théorie. Cuntz réalisa alors qu’il serait plus efficace et élégant de déduire
le résultat sur la C*-algebre réduite a partir du résultat sur la C*-algebre maximale. C’est ainsi qu’il introduit
dans [Cun83] la notion de K-moyennabilité.

Un groupe discret dénombrable I' est dit K-moyennable si la surjection canonique A : C*(T') — C}(I)
est inversible dans KK (C*(T"), C#(T')). En particulier C*(T") et C;(T") sont K K-equivalentes lorsque I" est
K-moyennable. Cuntz démontre dans [Cun83] que les groupes libres sont K-moyennabes. Julg et Valette
montrent dans [JV84] que les groupes agissant sur un arbre avec des stabilisateurs moyennables sont K-
moyennables. Pimsner [Pim86] généralisa ensuite ce résultat dans le cas ol les stabilisateurs sont seulement
K-moyennables.

Dans le cadre des C*-algebres, Skandalis [Ska88] introduit une notion de K-nucléarité et Germain démontra
[Ger96] que le produit libre réduit de deux C*-algebres nucléaires est K-nucléaire.

Dans le cadre des groupes quantiques, les travaux de Baaj et Skandalis [BS89] sur la K K-théorie équivariante
pour les actions de C*-algébres de Hopf ont permis & Vergnioux [Ver04] d’introduire et d’étudier la K-
moyennabilité pour les groupes quantiques localement compacts.

Un GQC G est dit co-K-moyennable si la surjection canonique Ag : Cp,(G) — C,.(G) est inversible dans
KK(Cn(G),Cr(G)). Vergnioux démontre dans [Ver04] que le produit libre amalgamé de deux GQC co-
moyennables est co- K-moyennable. La co- K-moyennabilité du groupe quantique libre orthogonal est démontré
par Voigt dans [Voill]. Le cas des groupes quantiques libres unitaires et de leurs produits libres avec des
groupes quantiques libres orthogonaux est résolu par Vergnioux et Voigt dans [VV13]. Enfin Voigt démontre la
co-K-moyennabilité du groupe quantique d’automorphismes d’une C*-algebre de dimension finie dans [Voil2,
Voil4]

Rappelons que, par la théorie de Bass-Serre, un groupe agissant sans inversion sur un arbre non-trivial est
une itération de produits libres amalgamés et d’extensions HNN. Afin de généraliser le théoreme de Julg et
Valette il faut donc commencer par considérer le cas d’une extension HNN de GQC co-moyennable. Nous
introduisons dans [Fim13] les extensions HNN de GQC.

Commencons par les extensions HNN de C*-algebres introduites par Ueda [Ued05]. Soient A une C*-algebre
unifere, B C A une sous-C*-algébre unifére et § : B — A un *-morphisme unifere injectif. Nous noterons :

_ [ 8(B) si e=—1,
BE_{B si e=1.

L’extension HNN mazimale est la C*-algebre unifere universelle engendrée par A et par un unitaire w tels
que wbw* = §(b) pour tout b € B. On la note HNN,,,(A4, B, 0).
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Supposons maintenant qu’il existe, pour € € {—1,1}, une espérance conditionnelle GNS fidele E, : A — B..
11 est alors possible de construire une extension HNN réduite qui vérifie également une propriété universelle.

Théoreme 3.7 ([Fiml3]). Il existe une unique, d isomorphisme canonique pres, C*-algébre unifére P en-
gendrée par A et un unitaire u et munie d’une espérance conditionnelle GNS fidele E : P — A telle que

1. ubu* = 6(b) pour tout b € B,

2. Pour tous n > 1, €1,...,6, € {—=1,1}, ag,...,ar € A tels que E. (ar) = 0 dés que €, # €x41 on a
E(apu ... u"ay) = 0.

La C*-algébre du théoréme précédent se note HNN,.(A, B, 0) et s’appelle I’extension HNN réduite.

Supposons maintenant que G et H soient deux GQC tels qu’il y ait une inclusion unifere C,.(H) C C,.(G)
et un *-morphisme unifere et injectif 6 : C,.(H) — C,.(G) qui entrelacent les comultiplications. La théorie
générale assure qu’il existe une espérance conditionnelle GNS fidele de C,.(G) sur C,.(H) (resp. 6(C,.(H))). De
plus, 'inclusion et I’+-morphisme 6 définissent également une inclusion et un *-morphisme injectif, toujours
noté 6, au niveau des C*-algebres maximales qui entrelacent les comultiplications. On peut donc considérer
les C*-algebres P. = HNN,.(C,.(G), C-(H),0) et Py, = HNN,,(Cp,(G), Cin(H), 0). Par la propriété universelle
de P,,, il existe un unique *-morphisme unifere A : P,, — P,, ® P, tel que

Aluw)=u®u et A(a) =Ag(a) pour tout a € Cp,(G).

La paire (P,,, A) est un GQC que 'on appelle I’extension HNN que I'on note GY;. Nous noterons également
A : P, — P. 'unique x-morphisme unifere tel que AM(w) = u et A(a) = A\g(a) pour tout a € Cy,(G).

Théoreme 3.8 ([Fim13]). On a :
1. L’é¢tat de Haar de G‘?{ est hgo Eo X, ot hg € Cpy(G)* est létat de Haar de G.
2. La catégorie des représentations de G%, est engendrée par Irr(G) et u.
3. La C*-algébre réduite de G est Py, la mawimale est Py, .

4. Si G est co-moyennable alors G% est co-K-moyennable.

Par théorie de Bass-Serre, le théoreme de Julg et Valette peut étre énoncé de la fagon suivante. Si I' est le
groupe fondamental d’un graphe de groupes (G, '), X.) et siles ', sont moyennables alors I' est K-moyennable.
Dans un travail en collaboration avec Freslon [FF14], nous construisons le groupe quantique fondamental d’un
graphe de groupes quantiques.

Commencons par la construction de la C*-algébre fondamentale d’un graphe de C*-algebres. Soit G un graphe
connexe. Nous noterons E(G) (resp. V(G)) ’ensemble des arétes (resp. sommets), s : E(G) — V(G) 'applica-
tion source et € l'aréte opposée de e € E(G). L’application but est alors définie par r(e) = s(e).

Définition 3.9 ([FF14]). Un graphe de C*-algebres est uplet (G, (Ap)pev(g), (Be)eer(g), (8e)ecr(g)) Ol
— @ est un graphe connexe.
— A, et B, sont des C*-algebres uniferes et B, = Bz pour tout e € E(G).
— Se : Be = Ag(e) est un x-morphisme unifere et fidele.

On note 7. : B, — A, (¢) Papplication r. = sz. Pour simplifier les notations nous désignerons un graphe de
C*-algebres par (G, Ay, Be). Nous noterons également B = s.(B.).

Fixons un sous-arbre maximal 7 C G. La C*-algébre fondamentale mazimale (relativement & 7) est la C*-
algebre unifere universelle engendrée par les A,, p € V(G), et des unitaires we, e € E(G), avec les relations :
— pour tout e € E(G), w} = we,
— pour tous e € E(G), b € B, wese(b)we = 1(b),
— pour tout e € E(T), we = 1.
En utilisant la connexité de G il est facile de vérifier que la C*-algebre fondamentale ne dépend pas du choix
du sous-arbre maximal.

Supposons maintenant qu’il existe, pour tout e € E(G), une espérance conditionnelle GNS fidele E¥ : A, —
B2, 1l est alors possible de construire la C*-algebre fondamentale réduite qui vérifie également une propriété
universelle.
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Fixons po € V(G). Une famille F = {(7,)pev(g), (te)ecr(g)} de représentations fideles sur des A, -modules
Hilbertiens 7, : Ay — La,, (Hp) et dunitaires ue € La, (Hr(e), Ha(e)) est dite admissible si,

*

up =ug et UgTs(e)(5c(D))ue = Tr(e)(re(b)) pour tous e € E(G), b€ Be.

Soient F = {(7p)pev(g)s (Ue)eer(g)} une famille admissible et Az le sous-espace vectoriel fermé de L4, (Hp,)
engendré par 7y, (Ay,) et les opérateurs de la forme

To(er)(@0)Uey - - - Ue, Tr(e,) (an),

ottn > 1, (e1,...,e,) est un chemin dans G de po a po, ag € Ay, et, pour 1 <k <n, ar € Ay(,). Comme F
est admissible, Ax est une C*-algebre. Un opérateur a = my(.,)(a0)te, - - - Ue, Tr(e,)(an) € Ar est dit réduit
si, pour tout 1 <k <n—1, B (ax) = 0 dés que exy1 = €. Nous dirons que la famille F est réduite s'il
existe une espérance conditionnelle GNS fidele E : Ar — m,,(Ap,) telle que E(a) = 0 pour tout opérateur
réduit a € Ar.

Deux familles admissibles F = {(7},)pev(g), (te)ecr(g) } et F' = {(,
a)

p)pe\/(g)a (ul)ecr(g)} sont dites isomorphes
gl existe un (unique) *-isomorphisme p : Arx — Ar tel que p(a) = mp,(a) pour tout a € A,, et,

p(ﬂ-s(el)(a’o)uel e Ue, 71-7”(en)(a’n)> = ﬂ-;(el)(ao)ulel s ulenﬂ-;(en)(anL
pour tout opérateur réduit my(c,)(ao)te, - - - Ue, Tr(e,)(an) € AF.

Théoreme 3.10 ([FF14]). Pour tout pg € V(G) fixé il existe une unique, & isomorphisme prés, famille
admissible réduite Fp,. De plus, A]:po est exacte si et seulement si A, est exacte pour tout p € V(G).

La C*-algebre A Fpo S'appelle la C*-algebre fondamentale réduite. Elle ne dépend pas du choix de pg € V(G).
Comme les représentations 7, sont fideles, on supposera dans la suite que 4, C £ Apy (Hp) et que m, = id.

Placons nous maintenant dans le cadre des GQC.
Définition 3.11 ([FF14]). Un graphe de GQC est un uplet (G, (Gp)pev(g): (Ge)ecr(g)s (Se)ecE(g)) OU
— G est un graphe connexe.

— G, et G, sont des GQC et G, = Gz pour tout e € E(G).
— 8¢+ On(Ge) = Cp(Gy(ey) est un *-morphisme unifere et fidele qui entrelace les comultiplications.

Comme dans le cas des extensions HNN on obtient deux graphes de C*-algebres (G, Cpn(Gp), Crm(Ge)) et
(G,Cr(Gp),Cr(Ge)) et, pour tout e € E(G), on a une espérance conditionnelle GNS fidele canonique E¥ :
Cr(Gs(ey) — Cr(Ge). On peut donc considérer la C*-algebre fondamentale maximale P, du graphe de C*-
algebres (G, Cpn(Gp), Cin(Ge)) ainsi que la C*-algebre fondamentale réduite P, du graphe de C*-algebres
(G,Cr(G,),Cr(Ge)). Par propriété universelle de P,,, il existe un unique *-morphisme unifere A : P,, —
P,, ® P, tel que

A(ue) = ue ® ue pour tout e € E(G) et A(a) = Ag,(a) pour tous a € Cp,(G)p), p € V(G).

On obtient ainsi un GQC G = (P,,,A) que l'on appelle le groupe quantique fondamental. Nous noterons
également \ : P,, — P, 'unique *-morphisme unifére obtenu par propriété universelle vérifiant :

A@oWe, -+ We,, an) = A, (@0)Ue, - - - Ue, Ay, (an)-
Nous dirons qu’un groupe GQC unimodulaire G est co-hyperlinéaire si L>°(G) se plonge dans un ultraproduit
R¥ du facteur hyperfini II; R.

Théoréme 3.12 ([FF14]). Soit (G,G)p, G.) un graphe de GQC et G le GQC fondamental en py € V(G).
1. L’¢tat de Haar de G est h = hGpo oFEo, ot hGpo est la mesure de Haar sur G, .
2. La catégorie des représentations de G est engendrée par Irr(G,,), pour p € V(G) et les ue pour e € E(G).
3. La C*-algébre réduite de G est P, et la mazimale est Py,.

4. G est unimodulaire si et seulement si G, est unimodulaire pour tout p € V(G).
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5. Si G est unimodulaire et G, est co-moyennable pour tout e € E(G) alors G est co-hyperlinéaire si et
seulement si G, est co-hyperlinéaire pour tout p € V(G).

6. Si G est unimodulaire et C(G.) est de dimension finie pour tout e € E(G) alors G a la co-propriété de
Haagerup (voir section 3.2.3) si et seulement si Gy a la co-propriété de Haagerup pour tout p € V(G).

7. Si G est unimodulaire et C(G,) est de dimension finie pour tout e € E(G) alors G est co-faiblement
moyennable avec constante 1 si et seulement si G, est co-faiblement moyennable avec constante 1 pour

tout p € V(G).

Le prochain théoreme généralise le résultat de Julg et Valette au cas des groupes quantiques, modulo la
théorie de Bass-Serre. Il n’existe pas de théorie de Bass-Serre pour les groupes quantiques. De plus, quelque
soit la définition d’un groupe quantique agissant sans inversion sur un arbre, il est clair qu’il ne sera pas,
en général, isomorphe & un groupe quantique fondamental d’un graphe de groupes quantiques car ce dernier
admet beaucoup trop de représentations unitaire de dimension 1 (les ue, ¢ € E(G)). Un groupe quantique
fondamental est en quelque sorte “trop co-commutatif ” pour décrire tous les groupes quantiques agissant
sur un arbre. Le résultat suivant donne quand méme de nouveau exemples de GQC co-K-moyennables : les
itérations d’extensions HNN et de produits libres amalgamés ou les GQC initiaux sont co-moyennables.

Théoréme 3.13 ([FF14]). Soit (G,Gp,Ge) un graphe de GQC et G le GQC fondamental. Si G, est co-
moyennable pour tout p € V(G) alors G est co-K-moyennable.

La preuve du théoreme de Julg et Valette ne fonctionne pas dans le cas quantique. Pour démontrer le théoreme
précédent nous avons d’abord trouvé une autre preuve plus explicite pour les groupes puis nous 'avons adapté
au cas quantique. Notre preuve ne fonctionne plus si l’'on suppose que les G, sont seulement co- K-moyennables.
Plus tard et a I’aide de nouvelles techniques, je démontre dans [?] que le groupe quantique fondamental d’un
graphe de groupes quantiques (G, G, G.) est co-K-moyennable si et seulement si G, est co-K-moyennable
pour tout p € V(G).

3.1.3 Solidité forte et propriété de Haagerup renforgée pour le groupe quantique libre ortho-
gonal

Le premier groupe quantique non-trivial pour lequel la propriété de Haagerup (voir section 3.2.3.) a été
démontrée est le groupe quantique libre orthogonal. Une preuve tres élégante est donnée par Brannan dans [?].
Sachant que Vergnioux avait montré précédemment que tout cocyle propre a valeurs dans une représentation
équivalente a une somme directe de copies de la réguliere est toujours trivial, si I’on veut construire un cocyle
propre qui donne la propriété de Haagerup, ce cocyle doit avoir ses valeurs dans une représentation qui n’est
pas une somme directe de la réguliere. Je construis dans [FV15], en collaboration avec Roland Vergnioux,
ce cocycle propre a valeurs dans une représentation qui est “presque une somme directe de copies de la
réguliere” : ¢’est une représentation faiblement contenue dans la réguliere! Cela démontre la propriété (HH)™*
d’Ozawa-Popa et me permet également de montrer que le dual d’'un groupe quantique libre orthogonal n’est
pas intérieurement moyennable. J’en déduit également, en utilisant la méthode de déformation/rigidité de
Popa et les techniques d’actions faiblement compactes d’Ozawa-Popa, une preuve simple du fait que ’algebre
de von Neumann d’un groupe quantique libre orthogonal est fortement solide.

3.1.4 Produit de graphe d’algébres d’opérateurs et de groupes quantiques

Le produit de graphe [Gre90] est une construction de théorie des groupes introduite par Green dans sa these
en 1990. Les exemples de base de cette construction sont les produits directs, les produits libres, les groupes de
Coxeter et les groupes d’Artin dits right angled. Cette construction est une source importante d’exemples en
théorie des groupes car elle préserve de nombreuses propriétés telles que la soficité, la propriété de Haagerup,
de décroissance rapide ainsi que le fait d’étre résiduellemment fini ou linéaire et bien d’autres encore.

Bien que toutes ces propriétés ont d’importantes conséquences en algebres d’opérateurs, la construction du
produit de graphe pour les algebres d’opérateurs n’avait jamais été développée précédemment. L’étude de
cette construction d’'un point de vue algebres d’opérateurs et des propriétés d’approximation du produit de
graphe est Pobjet principal de [FC17].
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Etant donné un graphe simplicial G et une famille de groupes Gp, pour p € V(G), o V(G) est 'ensemble des
sommets de G, le produit de graphe des G, est le groupe G engendré par les groupes G, et avec les relations
supplémentaires faisant commuter tous les éléments de G, avec tous les éléments de G, lorsque p et g sont
joints par une aréte.

Je construis dans [FC17], en collaboration avec Martijn Caspers, le produit de graphe d’espaces de Hilbert,
d’algebres d’opérateurs (C*-algebres et algebres de von Neumann) et de groupes quantiques. Cette construc-
tion est faite pour étre compatible avec la construction de Green : si G, p € V(G), est une famille de groupes
et G leur produit de graphe alors le produit de graphe C*-algébrique maximal des C*-algebres C*(G,) est
la C*-algebre C*(G), le produit de graphe C*-algébrique réduit des C*-algebres C}(G)) (relativement aux
traces canoniques) est C)(G) et le produit de graphe von Neumann des algebres de von Neumann L(G))
(relativement aux traces canoniques) est L(G).

Je calcule tous les ingrédients du produit de graphe en termes des données associées aux sommets : les
ingrédients de la théorie de Tomita-Takesaki pour les algebres de von Neumann, les commutants, représentations
GNS, la théorie des représentations pour les groupes quantiques compacts. Je montre également, dans les
cadres C*-algébriques pleins, réduits et von Neumann que tout produit de graphe se décompose récursivement
comme un produit libre amalgamé dans un sens tres précis. Ainsi, toutes les propriétés préservées par pro-
duit libre amalgamé le sont également par produit de graphe. Cependant, la propriété de Haagerup n’est pas
préservé par produit libre amalgamé mais je démontre quand méme le résultat suivant.

Théoréme 3.14. Soit G un graphe simplicial au plus dénombrable et M,, pour p € V(G), une algébre de von
Neumann. Soit M le produit de graphe.
1. Si chaque M, est o-finie alors M (qui est o-finie) a la propriété de Haagerup si et seulement si M, a
la propriété de Haagerup pour tout p € V(G).
2. Si, pour tout p € V(G), M, est un facteur II; alors M est un facteur II;.

Notons que la preuve de la stabilité de la propriété de Haagerup donne, dans le cas des groupes, une nouvelle
preuve, & mon avis plus simple que [AD14], de la stabilité de la propriété de Haagerup par produit de graphe
de groupes. Cependant, étant donné que pour les groupes quantiques non Kac la propriété de Haagerup
de lalgebre de von Neumann n’est pas nécessairement équivalente a la propriété de Haagerup du groupe
quantique, ce résultat ne suffit pas pour déduire la stabilité de Haagerup pour le produit de graphe des
groupes quantiques. C’est pourquoi la premiere assertion du résultat suivant est non-triviale dans le cas non
Kac.

Théoréme 3.15. Soit G un graphe simplicial au plus dénombrable et Gy, pour p € V(G), une famille de
groupes quantiques compacts. Soit G le produit de graphe.
1. Gala propriété de Haagerup si et seulement si ép U’a pour tout p € V(G).
2. Si G est fini alors, si pour tout p € V(G), ép est un groupe classique a décroissance rapide ou bien un
groupe quantique a croissance polynomiale alors G est & décroissance rapide.

3. Si G n'a pas d’arétes et si, pour tout p € V(G), @p est a décroissance rapide alors G = *peV(g)ép est
a décroissance rapide.

3.1.5 Propriétés d’approximations des biproduits croisés compacts

Afin d’obtenir de nombreux exemples non-triviaux de groupes quantiques Kac a introduit la construction
du biproduit croisé de groupes finis. Cette construction a depuis été étudiée dans différents contextes par de
nombreux auteurs et sa formulation finale pour les groupes quantiques localement compacts est due a Vaes
et Vainerman [VV03].

Soient G un groupe localement compact, u une mesure de Haar a gauche et G1, G2 deux sous-groupes fermés
de G. Nous dirons que (G, G3) est un couple assorti si G1 N Ga = {e} et u(G — G1G2) = 0.

Lorsque (G4, G2) est un couple assorti, on peut écrire pour presque tout g € Gi,s € Ga, gs = ay4(s)Bs(g). On
obtient ainsi deux applications définies presque partout et mesurables :

a: G xGy— Gy (g,5) = ay(s),
f:GexGr— Gy (s,9) = Bs(9)-
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On montre que « est une action de G sur L>°(Gz2) et B est une action de G sur L>°(Gy). Vaes et Vainerman
construisent dans [VV03] un groupe quantique localement compact (voir définition 3.26) G, appelé biproduit
croisé, tel que :

~

LOO((G) = LOO(GQ) Ao G1 et LOO(G) = LOO(Gl) Xpg GQ.
Vaes et Vainerman démontrent que le biproduit croisé est compact si et seulement si GG; est discret et Go

est compact. Etant donné le manque de régularité (en général 'ensemble G — G1Go peut-étre non-vide et les
actions a et 8 sont seulement définies presque partout), la construction du biproduit croisé est trés technique.

Dans [FMP17], en collaboration avec Kunal Mukherjee et Issan Patri, j’étudie la construction du biproduit
croisé G lorsque G est compact. Le premier résultat que j'obtiens est une régularité automatique de la paire
(G1, Gs) lorsque Gy est discret et Go est compact.

Proposition 3.16. Soit (G1,G2) une paire de sous groupes fermés d’un groupe localement compact H avec
G1 NGy ={1} et H\ G1Gy de mesure de Haar nulle. Si Gy est discret et Go est compact alors G1G2 = H.
De plus, a est une action a gauche, continue, de G1 sur l’espace topologique Go et la mesure de Haar de G
est a-invariante. Enfin, 5 est une action a droite, continue, de Gy sur l’espace topologique G1.

Notons maintenant (I',G) une paire assortie avec I' discret et G compact et «, [ les actions de I' et G
respectivement. Nous noterons, pour g € G et v € I', v - g := f4(7). Comme J est une action continue de G
sur Pespace topologique discret T', il est facile de vérifier que les ensemble A, ; :={g € G : r.g = s} sont & la
fois ouverts et fermés dans G. Donc les fonctions indicatrices v, s := 14, , sont continues sur G. De plus, la
compacité de G implique que toutes les S-orbites sont finies. Pour toute -orbite -G € I'/G nous avons donc
une matrice vV°¢ = (v,.5) € M|,.¢|(C) ® C(G) et il est facile de vérifier que c’est une représentation unitaire
de G et un unitaire magique (chaque ligne et chaque colonne est une partition de 'unité dans C(G)).

A Taide de ces remarques, la construction du biproduit croisé devient tres simple. Soient A,, ;=T o, x C(G)
le produit croisé maximal et A =TI, x C(G) le produit croisé réduit, engendré par les unitaires canoniques .,
v € I" et I'image du morphisme C(G) — A, que l'on note encore . Comme la mesure de Haar (normalisée) p
sur G est a-invariante il existe une unique trace fidele 7 sur A telle que 7(uya(F)) = 41 [, Fdp pour tous
g €T, F e C(Q). Notons A : A,, — A la surjection canonique.

En utilisant la propriété universelle du produit croisé maximal A,,, on construit un unique x-morphisme
unifere A,, : A, — A, @ Ay, tel que

Apoa=(a®@a)oN, et A,(uy)= Z uya(vy,,) pour tous vy €I
rey-G

Je montre alors le résultat suivant.

Théoréme 3.17. G = (4,,, A,n) est un groupe quantique compact et l'on a :
1. L’état de Haar est h = 1o \.

2. Toute représentation irréductible de G est équivalente a une sous-représentation d’une représentation
unitaire de G de la forme V7% @ v pour v -G € T'/G avec VV'C = ZTVS@_G ers ® ura(vys) €
M,.¢)(C) ® Ay et v = (id ® ) (u) ot u est une représentation unitaire irréductible de G.

3. On a Cp(G) = A, C.(G) = A, X est la surjection canonique et L>(G) est le produit croisé von
Neumann.

G est co-moyennable si et seulement si I' est moyennable.
Si T est K-moyennable alors G est K-moyennable.

$iG ala propriété de Haagerup alors T’ a la propriété de Haagerup.

SIS

Si Uaction T' ~ L°(G) est compact et T a la propriété de Haagerup alors Gala propriété de Haagerup.

Le groupe quantique construit dans le théoreme précédent est exactement le biproduit croisé construit dans
[VV03] mais 'on voit que, grice & la régularité de la paire (G1, G2) lorsque G est discret et G5 est compact,
la construction du biproduit croisé et le calcul des ses représentations irréductibles devient tres simple.

A T’aide de cette description, j’étudie ensuite la propriété (T") relative et la propriété de Haagerup relative pour
la paire (G, G). Jobtiens la caractérisation suivante qui généralise le résultat de Cornulier-Tessera [DCT11]
valable pour un produit semi-direct avec un groupe abélien.
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Théoréme 3.18. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La paire (G,G) n’a pas la co-propriété (T') relative.
2. Il existe une suite (fin)n de mesures de probabilités boréliennes sur G telle que
— vp({1} = 0 pour tout n € N;
— p — 01 *faiblement ;
— oy (itn) — pin|l = 0 pour tout v € T'.
De plus, les assertions suivantes sont également équivalentes.
1. La paire (G,G) a la co-propriété de Haagerup.
2. Il existe une suite (fin)n de mesures de probabilités boréliennes sur G telle que
— La transformée de Fourier de w, est dans C;}(G) pour tout n € N;
— p — 01 *~faiblement ;
— llay(pn) = pnll = 0 pour tout v € I.

Au sujet de la propriété (T') j'obtiens le résultat suivant.

Théoréme 3.19. On a :
1. $iG a (T) alorsT a (T) et G* := {9 € G : a,(g9) = g pour tout v € '} est fini.
2. 8iG a(T) et a est compact alors T a (T) et G est fini.
3. SiT a(T) et G est fini alors G a (T).

Je donne également une méthode systématique pour construire des exemples explicites de biproduits croisés
non-triviaux (tels que les actions « et 3 soient non-triviales) par déformation de paire assortie & 'aide de
morphismes tordus et j’obtiens ainsi une série d’exemples satisfaisant différentes propriétés d’approximations.
Notamment, j’obtiens les premiers exemples explicites de groupes quantiques discrets non-triviaux (c’est-a-dire
ne provenant pas d’un groupe classique) qui ont la propriété (T'). J'obtiens également les premiers exemples
non-triviaux avec la co-propriété (T) relative et de nombreux exemples non-triviaux avec la propriété de
Haagerup, la moyennabilité faible.

Pour construire de tels exemples, on considere la situation suivante. Soient n,p > 3 deux entiers naturels et
l'on suppose également que p est premier. On note F,, le corps fini de cardinal p et I' = SL,,(Z) x SL,(F,),
G = SL,(F,) et ¢ : SL,(Z) — SL,(F,) la surjection canonique. On définit une action & droite de G sur
I' en posant f,(7,h) = (7,9 'hg). Remarquons que (3 est non-triviale car G n’est pas abélien. On notera
H =T %3G le groupe localement compact obtenu par produit semi-direct. Les deux inclusions canoniques de
T et de G dans H en font une paire assortie (I', G) triviale : Paction de G sur T est 5 mais 'action de ' sur G
est triviale. Pour obtenir une paire non-triviale on la déforme a l’aide du morphisme de groupes x : I' — G,
X(7,h) = q(y). On définit Ty, := Graphe(x) = {(v,x(7)) : v € '} C H. Il est facile de vérifier que I'y est
un sous-groupe fermé (et discret) de H et que la paire (I'y, G) est assortie et non-triviale : 'action de G sur
I'y est toujours /5 (apres identification canonique de I'y avec I' en tant qu’espace topologique) et I'action de
Iy sur G est donnée par a.(g) = x(7)gx(v)™!, pour g € G et v € T'y. Cette action est non-triviale car G
n’est pas abélien. On obtient donc un biproduit croisé non-trivial que I’on note G, ,. Par le théoreme 3.19,
@n,p a la propriété (T). De plus, il est facile de calculer le spectre de la C*-algebre C,,(G,, ) et on trouve
Sp(Cm(Gy p)) = Z/dZ, ou d = pged(n, p— 1). En particulier, les groupes quantiques compacts G, , sont deux
& deux non-isomorphes, pour p > 3 premier, et leurs duaux ont la propriété (7).

Dans la derniere partie de ce travail, j’étudie les propriétés d’approximations pour un groupe quantique obtenu
par produit croisé d’un groupe quantique compact par une action par automorphismes quantiques d’un groupe
classique discret. J’obtiens 'analogue des théoremes 3.18 et 3.19 et j’étudie aussi la moyennabilité faible et la
propriété de décroissance rapide. Je donne enfin de nombreux exemples explicites non-triviaux de tels produits
croisés avec les différentes propriétés d’approximations mentionnées précédemment.
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3.1.6 Le produit en couronne libre

Le produit en couronne libre G f* Sf\', d’un groupe quantique compact G par le groupe quantique de permu-
tations S]f, a été introduit par Bichon [Bic04] comme une version quantique libérée du produit en couronne
classique d’un groupe classique par le groupe des permutations Sy . La motivation initiale de Bichon était de
décrire le groupe quantique des symétries de N copies d’un graphe fini en termes du groupe quantique des
symétries du graphe initial et de SJJ{,. Un premier exemple trés simple est analysé dans [Bic04], c¢’est le produit
en couronne libre de la forme Zs [, S% et les représentations irréductibles sont calculées. Puis Banica et Ver-

gnioux [BV09] étudient les produits en couronne libres ZS f* S]f, et ils calculent notamment les représentations
irréductibles et les régles de fusion. Un grand pas en avant dans la généralisation de ces résultats est fait par
Lemeux [Lem14] qui calcule la catégorie des représentations pour les produits en couronne libres de la forme
r /. S]"\} pour n’importe quel groupe discret ' et enfin Lemeux et Tarrago [LT14] font le méme calcul pour
tous les produits en couronne libres G f* Sj\', lorsque G est un groupe quantique compact de type Kac.

La question naturelle qui se pose alors est d’identifier le produit en couronne libre S7; [, S3; de deux groupes
quantiques de permutations. Est-ce un groupe quantique de permutation? La réponse est non mais il est
démontré dans [BB07] que S]\Z f* S]J\r, est un quotient tres simple et explicite de SJJ\} n- Il est également connu
que le produit en couronne (classique) de deux groupes de symétries G(X), G(Y) de deux graphes finis X,Y
est, sous les bonnes hypotheses sur X et Y, un groupe de symétrie d’un autre graphe fini X *Y :

G(X)/G(Y) ~G(XY).

C’est cette derniere identité qui est la motivation initiale de ce travail de recherche, en collaboration avec
Lorenzo Pittau. Lorsque 'on cherche a donner un sens quantique a cette derniére égalité, le premier probleme
qui se pose est de donner un sens & un produit en couronnes libre G [, Autt(B,v) ot G est un groupe
quantique compact et Aut™ (B, 1) est le groupe quantique d’automorphisme d’une C*-algebre de dimension
finie B munie d’un état ¢ (c’est la généralisation quantique naturelle d’un groupe de symétrie de graphe).

Je définis dans [FP16] de tels produits en couronne libres et je calcule la catégorie des représentations en
termes de partitions non-croisées décorées par les représentations irréductibles de G. J'en déduis de nombreux
résultats sur la structure de ces produits en couronne libres.

Premierement, les représentations irréductibles et les regles de fusion sont calculées : soit M le monoide libre
de base les mots dont les lettres sont Irr(G). On considere les trois opérations suivantes sur M :
— linvolution : (a1,...,ay) = (@n, ..., @1);
— la concaténation : (aq, ..., ax), (B1, .., B1) = (@1, ooy @k, By ey B1) 5
— la fusion de deux mots non-vides : (a1, ..., ax).(81, ..., B)est le multi-ensemble composé des mots
(1, .oy 1,7, B2, ..., B;) ol 7 varie dans l’ensemble des sous-représentations possibles v C ax ® 51 et
la multiplicité de chaque mot est donnée par dim Hom(y, ay ® B1).

Théoreme 3.20. Si i) est une d-forme et dim(B) > 4 alors Uensemble des classes d’équivalences des
représentations unitaires irréductibles de G f* Aut™ (B, ) peut étre indexé par M et, en notant r, lirréductible
correspondant a x € M, on a :

— linvolution est donnée par T, = rz ;

— les regles de fusion sont :
e & Ty = Z Tu,v > Z Tw-

T=u,t r=u,t y=t,v
y=t,v uF#0,vA£0
weu.v

Deuxiemement, j’étudie la stabilité de I’équivalence monoidale et des semi-anneaux de fusion sous la construc-
tion du produit en couronne libre.

Théoréme 3.21. Soient B, B’ deur C*-algébres de dimension finie munies des 6-formes 1,1’ respectivement
et supposons dim(B), dim(B’) > 4.

1. SiGy et Gy sont deur GQC monoidalement équivalents et 6 = &' alors Gy |, Aut™ (B, ) et Gy /. Autt (B, )
sont monoidalement équivalents.
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2. Si les semi-anneauz de fusions de G1 et Go sont isomorphes alors les semi-anneaux de fusions de
Gi [, Aut™ (B, 1) et Go [, Aut™t (B’,¢') sont isomorphes.

Troisiemement, j’étudie les propriétés algébriques et analytiques des algebres d’opérateurs associées aux pro-
duits en couronne libres. Je renvoie le lecteur intéressé a [DCFY14] pour la définition de la propriété d’ap-
proximation centrale ACPAP qui est un renforcement a la fois de la moyennabilité faible avec constante 1 et
de la propriété de Haagerup.

Théoréme 3.22. Soit ¥ une d-forme sur la C*-algébre de dimension finie B et supposons dim(B) > 4.
1. SiG ala propriété centrale ACPAP alors le dual de Gf* Aut(B, ) la aussi.

2. 8i G est exact alors le dual de G [, Aut(B, ) Uest aussi.
3. Si de plus G est Kac et dim(B) > 8 alors C.(G [, Aut(B,v)) est simple avec trace unique.

Notons que tout ces résultats se généralisent au cas ol ¥ n’est plus une d-forme mais juste un état fidele grace
a un résultat de décomposition en produit libre.

Finalement, voici le résultat principal de [FP16]. La preuve est tres technique mais le résultat s’énonce de
facon tres simple.

Théoreme 3.23. On a un isomorphisme canonique :

Cr(Autt (B B,y @) /I ~ Cp(Aut™ (B, ¢) / Aut®(B',¢)),
ou I est lidéal involutif fermé engendré par la relation idp @ npny, € End(U) et U est la représentation
fondamentale de Aut™ (B ® B',v ®1').

Ceci généralise le résultat sur le produit en couronne libre de deux groupes quantiques de permutations énoncé
précédemment.

3.1.7 Décroissance rapide et croissance pélynomiale des bipoduits croisés

Ce travail, en collaboration avec H. Wang, est dans la continuité de [FMP17]. Nous étudions la stabilité, sous
la construction du biproduit croisé, de deux propriétés importantes.

La premiére est la propriété de décroissance rapide (RD). Cette notion provient du travail fondateur [Haa78|
de U. Haagerup dans lequel il découvre que la norme d’opérateurs dans la C*-algebre réduite C,.(Fy) du
groupe libre & N générateurs est majorée par une norme de Sobolev [? associée & la fonction longueur des
mots sur Fy. Ce phénomene frappant a en fait lieu dans de nombreux groupes de natures différentes. C’est
Jolissaint [Jol90] qui isola cette propriété, I'appela (RD) et I’étudia de fagon systématique. Cette propriété a
maintenant de nombreuses applications dont certaines en KK-théorie : citons la percée de V. Lafforgue [Laf02]
qui démontre que, pour une large classe de groupes, la propriété (RD) implique la validité de la conjecture de
Baum-Connes.

L’autre propriété est la croissance polynomiale. Elle assure qu’il existe une fonction longueur pour laquelle le
cardinal des boules de rayon k est majoré par un polynéme en k. Notons que, pour un groupe moyennable,
la propriété (RD) est équivalente & la croissance polynomial.

Ces propriétés ont été définies et étudiées dans le cadre des groupes quantiques discrets par R. Vergnioux [?].

La construction du biproduit croisé associe, & une paire assortie (I, G), d’un groupe discrete ' et une groupe
compact G, un groupe quantique compact G, appelé le biproduit croisé. Etant donné une fonction longueur [
sur Irr(G), nous associons dans [?] de fagon canonique une paire de fonctions longueurs (I, lg) sur T et Irr(G)
respectivement. Un telle paire satisfait des relations de compatibilité et toute paire de fonctions longueurs
(Ir,lg) sur T et Irr(G) satisfaisant ces relations permet de construire une fonction longueur sur Irr(G). Nous
dirons qu’un telle paire de fonction longueur est assortie. Nous montrons les résultats suivant.

Théoreme 3.24. [?] Soit G le biproduit croisé associé a la paire assortie (T',G) d’un groupe discrete T' et un
groupe compact G. Il y a équivalence :
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1. G a (RD).

2. Il existe une paire assortie de fonctions longueurs (Ip,lg) sur (T, Irr(G)) telle que (T,Ir) et (G,lg) ont
(RD).

Rappelons que, pour un groupe quantique discret moyennable la croissance polynomiale équivaut & (RD).
Ainsi, pour le groupe compact classique G on a 'équivalence (G,lg) a (RD) < (G,lg) est & croissance
polynomiale. Au sujet de la croissance polynomiale, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.25. [?]
1. G est a croissance polynomiale.

2. Il existe une paire assortie de fonctions longueurs (Ir,lg) sur (D,Irr(G)) telle que (T, 1p) et (G,lg)
sont a croissance polynomiale.

La preuve de ces deux résultats est basée sur la classifications de représentations unitaires irréductibles d’un
biproduit croisé que nous obtenons également dans [?] ainsi que les régles de fusion.

3.2 Groupes quantiques localement compacts

Apres les exemples de Drinfel’d [Dri85], Jimbo [Jim85] et Woronowicz [Wor87b], il est devenu important de
développer une catégorie plus grande contenant a la fois les algébres de Kac et les groupes quantiques compacts
de Woronowicz. Le premier succes dans cette direction fut obtenu par Baaj et Skandalis qui développerent un
nouveau point de vue sur les groupes quantiques analytiques, les unitaires multiplicatifs [BS93]. Ils introduirent
la notion d’unitaire multiplicatif régulier et irréductible, et leur théorie permit d’unifier les algebres de Kac et
les groupes quantiques compacts. Cependant, S. Baaj découvrit [Baa95, Baa92] que I'unitaire multiplicatif du
groupe quantique E(2) construit par S.L. Woronowicz [Wor91] n’est pas régulier. En 1996, S.L. Woronowicz
[Wor96], proposa alors un axiome différent pour les unitaires multiplicatifs, appelé maniabilité. Tous les
exemples connus de groupes quantiques analytiques semblaient posséder des unitaires multiplicatifs maniables.
Les unitaires multiplicatifs maniables ne sont cependant pas la théorie finale des groupes quantiques localement
compacts. En effet, les groupes usuels étant définis par un espace et une multiplication, il est naturel de
définir les groupes quantiques par un espace quantique et une comultiplication. Une idée essentielle dans
le développement de la théorie fut proposée par E. Kirchberg [Kir92] : une déformation de lantipode par
un groupe d’échelle, ce qui permit d’introduire une notion d’antipode non bornée et non définie partout.
En utilisant cette idée, T. Masuda et Y. Nakagami [MN94] définirent en 1994 les algébres de Woronowicz.
Cette catégorie a une dualité et elle contenait a ’époque tous les exemples connus de groupes quantiques
analytiques. Cependant, les axiomes sont trés compliqués et beaucoup de propriétés que 'on aimerait obtenir
comme théorémes sont contenues dans les axiomes. En 1998, A. Van Daele [VD98] définit de fagon purement
algébrique une classe spéciale de groupes quantiques, appelé groupes quantiques algébriques, incluant tous les
groupes quantiques compacts et discrets, et possédant une dualité. Contrairement a la théorie de T. Masuda et
Y. Nakagami, les axiomes sont simples et beaucoup de propriétés attendues sont des théoremes. Cependant,
cette théorie est trop algébrique pour contenir tous les groupes quantiques localement compacts. L’'un des
axiomes de la théorie de T. Masuda et Y. Nakagami est 'invariance de la mesure de Haar par le groupe
d’échelle. A. Van Daele [VDO01] montra en 2001 que le groupe quantique az + b construit en 1999 par S.L.
Woronowicz et S. Zakrzewski [WZ02], ainsi que le groupe quantique az + b construit par Woronowicz [Wor01]
en 2000, ne vérifient pas cet axiome : la mesure de Haar est seulement laissée relativement invariante par
le groupe d’échelle. Ce fut au méme moment que J. Kustermans et S. Vaes développerent leur théorie des
groupes quantiques localement compacts, aussi bien dans sa version C*-algébrique [KV00], que dans sa version
algebre de von Neumann [KV03]. Cette théorie a une dualité, les axiomes sont simples, la plupart des propriétés
attendues sont des théoremes, et elle contient tous les exemples connus de groupes quantiques analytiques.
Notamment, la mesure de Haar est laissée seulement relativement invariante par le groupe d’échelle. Bien
que cette théorie ne soit pas totalement satisfaisante -I’existence de la mesure de Haar est un axiome et non
un théoréme- c’est, pour le moment, la théorie la plus largement acceptée des groupes quantiques localement
compacts.

Soient M une algébre de von Neumann et ¢ un poids normal fidéle semi-fini (nfs) sur M. Nous utiliserons les
notations standards NV, = {z € M : p(z*r) < oo} et My, = NJN,.

26



Définition 3.26 (Kustermans-Vaes [KV03]). Un groupe quantique localement compact (GQLC) est un uplet
G=(M,A,p,), ou M est une algebre de von Neumann munie de poids nfs p et p et A : M — M ® M est
un *-morphisme uniféere normal, tel que

— A est co-associatif : (id ® A)A = (A ®id)A,

—  est invariant a gauche : ¢ ((w ® ¢)A(a)) = w(1)¢(a) pour tous a € M}, w € M,
— 9 est invariant & droite : 1 ((t ® w)A(a)) = w(1)1(a) pour tous a € M, w e M.

Les GQLC contiennent a la fois les groupes localement compacts, leurs duaux ainsi que les GQC.

Soit G un groupe localement compact. Posons M = L*(G), A : M — M ® M, A(F)(g,h) = F(gh) pour
F € L>®(G) et g,h € G et ¢ (resp. ¥) l'intégration contre la mesure de Haar & gauche (resp. a droite). On
obtient ainsi un GQLC ou M est commutative. Tout GQLC G = (M, A, ¢, ) avec M commutative est de ce
type.

Soit G un groupe localement compact. Posons M = L(G), A(A\g) = Ay ® Ay, g € G et ¢ = 1 le poids de
Plancherel. On obtient ainsi un GQLC co-commutatif. Tout GQLC co-commutatif est de ce type. De plus,
lorsque G est abélien on a, par transformation de Fourier, L(G) ~ L*(G), ou G est le groupe dual de G.
Lorsque G n’est plus commutatif, le groupe dual de G n’est plus un groupe, c¢’est un groupe quantique que

l'on note G = (L(G), A, p, ).

Soit G un GQC. Posons M = L°°(G). Par invariance de 1’état de Haar, A se factorise en un x-morphisme
normal A : M — M ® M co-associatif. Posons ¢ = ¥ = h, ou h est 'unique extension normale de I’état de
Haar de G & L>°(G). On obtient ainsi un GQLC. Tout GQLC avec ¢(1) < oo est de ce type c’est pourquoi il
est cohérent de définir un GQC comme un GQLC G = (M, A, ¢, ¥) tel que p(1) < co.

Lorsque G = (M, A, ¢,1) est un GQLC nous noterons, par analogie avec les groupes localement compact et
les GQC, M = L>(G).

Soit G un GQLC avec un poids invariant & gauche . Représentons L>°(G) sur I'espace GNS de ¢ de telle
sorte que (L?(G),id, A) soit une construction GNS pour ¢. Cela signifie que L?(G) est un espace de Hilbert
tel que L*°(G) C B(L*(@)), A : N, — L?(G) est une application linéaire, injective et d’image dense telle que
zA(y) = Alzy) et (A(x), A(y)) = ¢(y*z) pour tous z,y € No,.

Kustermans et Vaes ont démontré [KV03] qu’il existe un unique opérateur unitaire W € B(L?(G) ® L*(G))

vérifiant
W*(A(z) @ Aly)) = (A@ A)(A(y)(z @ 1)), Va,y€N,.
W est appelé l'unitaire multiplicatif de G. C’est 'analogue quantique de la représentation réguliere gauche

d’un groupe localement compact. L’unitaire multiplicatif permet de reconstruire ’algebre de von Neumann
L*°(G) et implémente la comultiplication :

L=(G) = {(t@w)(W) |w € BLAG)),} , Alx)=W*(1®z)W pour tout z € L¥(G).

L’unitaire W permet de définir ’analogue des fonctions continues qui s’annulent & I'infini sur G : ¢’est la C*-
algebre notée Co(G) qui est égale & la fermeture pour la norme dans B(L*(G)) de {(: @ w)(W) |w € B(L*(G)).}.
On a en fait W € M(Co(GQ) ® K(L2(G))).

Le GQLC G a une antipode qui est I'unique opérateur x-ultrafortement fermé S de L*°(G) dans L*°(G)
vérifiant :

— lensemble {(t ® w)(W)|w € B(L?(G)).} est un cceur x-ultrafort pour 3,

— S(t@w)(W)) = (1t @w)(W*) pour tout w € B(L*(G))..

L’antipode S a une décomposition polaire S = RTfé, ol R est un anti-automorphisme de L*°(G), appelé
Pantipode unitaire et (7¢)icr est un groupe a un parametre d’automorphismes de L (G), appelé le groupe
d’échelle. On a la relation o(R ® R)A = AR, ou ¢ est la volte sur L>(G) ® L*°(G). Ainsi, le poids nfs ¢R
est invariant a droite et on supposera toujours que ¥ = ¢R.

Il existe de plus une unique constante v > 0, appelée la constante d’échelle et un unique opérateur positif

it2 .

auto-adjoint & sur L2(G) affilié & L>(@G), appelé 1'élément modulaire, tels que [Dip : Dyl, = v’z . La
constante d’échelle est également caractérisée par la propriété d’invariance relative de ¢ par le groupe d’échelle
poT = vty pour tout ¢t € R.
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L’unitaire W permet également de construire le groupe quantique dual. En effet, si 'on pose W= YXW*E, ou
¥ est la volte sur L*(G) ® L?(G) et

M= {weid)(W) : we B(L2(G))*}” . Az) = ﬁ/\*(l ® 2)W pour tout x € M.

On peut alors construire deux poids nfs ¢ et 1Z sur M de telle sorte que G = (Z/W\, 3, o, zZ) soit un GQLC,

que l'on appelle le groupe quantique dual de G. L’opérateur W est I'unitaire multiplicatif de G' et on a W €
M(Cy(G) ® Cp(G)). Lorsque G est un groupe localement compact, on retrouve le dual G = (L(G), A, ¢, ).

De plus, le théoreme de bidualité de Pontrjagin s’étend : G est canoniquement isomorphe a G. Un GQLC est
dit discret si G est compact.

Notons que L'(G) := L°°(G). est une algebre de Banach pour le produit de convolution w * u 1= (w ® p)A,
w, p € L®(G),. Soient A : L}(G) = Cy(G) le morphisme d’algebre de Banach défini par A(w) = (w ® id)(W)
et LI(G) = {w € LY(G) : il existe § € L'(G) tel que A(w)* = A(A)}. Alors L1(G) est une algebre involutive
pour linvolution w* = 0, ot w € LL(G) et 0 est tel que X(w)* = X(G)7 et on montre qu’elle est *-faiblement
dense dans L!(G). C’est de plus une algebre de Banach involutive lorsque qu’on la munit de la norme ||w||, :=
Max{||w||, ||w*||}. Par construction la restriction de X2 L1(G) est un *-morphisme. Soit Cy,, (G) la C*-algebre
enveloppante de L!(G). Soit Xt Com(G) — C’O(CA?) la surjection canonique. L’unitaire W admet une version

“semi-universelle & droite”, que I'on note W, telle que W € M (Co(G) ® Com(G)) et (id @ A)(W) = W.

La version duale de la construction précédente fournit la surjection canonique A : Cy,,(G) = Co(G). Nous
dirons que G est co-moyennable si A est un isomorphisme. Nous dirons que G est moyennable si L>(G)
posséde une moyenne invariante, c-a-d. un état m € L°(G)* tel que

m((w®id)A(z)) = m((id ® w)A(z)) = w(l)m(z) pour tous w € LY(G), z € L=(G).

Bédos et Tuset [BT03] ont montré que la co-moyennabilité de G implique la moyennabilité de G. L’équivalence
est vraie pour les GQC [Tom06]. C’est un probleme ouvert pour les GQLC généraux.

3.2.1 Bifacteurs

Le but de cette section est d’expliquer la construction d’exemples explicites de groupes quantiques qui sont
les plus éloignés possible des groupes classiques.

~

Soit G un GQLC. G provient d’un groupe si et seulement si I'une des deux algebres L>°(G) ou L*°(G) est

~

commutative. A Popposé, G est “le plus loin possible d’un groupe” si les deux algebres L>°(G) et L°°(G) sont
des facteurs. Nous dirons que G est un bifacteur lorsque L>°(G) et L>(G) sont des facteurs. La formulation
du probléme que nous voulons résoudre est la suivante : étant donné une paire de types de facteurs (z1,z2)

(au sens de la classification de Murray-von Neumann [MvN36] et de Connes [Con73]) existe-t-il un bifacteur G
tel que L*°(G) soit de type 1 et L™ (é) soit de type z2 (nous dirons dans ce cas que G est de type (z1,22)) 7
11 existe beaucoup d’exemples de type (Ino,ls) : le groupe az + b quantique de Woronowicz [Wor01] (voir
section 3.2.2) ainsi que le biproduit croisé de tout couple assorti de groupes conjugués [BSV03]. Cependant,

aucun n’exemple d’un autre type n’était connu avant notre travail [Fim07b].

Commencgons par un résultat négatif.

Théoréme 3.27 ([Fim07b]). Soit G un GQLC tel que L>°(G) soit un facteur fini. Alors lunique trace T sur
L>®(G) est l’état de Haar sur G. En particulier, G est compact et L°°(G) n’est pas un facteur (sauf dans le

~

cas trivial L>*(G) = L>*(G) =C).

Nous construisons ensuite, pour tout A € [0, 1], un bifacteur de type (IIT, IIIy). La méme construction produit
également des exemples de type (Io,1l) et (I, 1o ). Notre construction, basée sur le biproduit croisé de
Vaes et Vainermann [VV03], est une sorte de “produit tensoriel infini” d’une version p-adique de 'exemple de
Baaj et Skandalis (voir [VV03]).

Afin de décrire nos exemples, nous rappelons maintenant la construction du biproduit croisé d’un couple
assorti de groupes localement compacts qui a déja été expliquée dans la section 3.1.5.
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Soient GG un groupe localement compact, p une mesure de Haar a gauche et G1, G2 deux sous-groupes fermés
de G. Nous dirons que (G1, G2) est un couple assorti si G1 NG = {e} et u(G — G1G2) = 0.

Lorsque (G1,G2) est un couple assorti, on peut écrire pour presque tout g € G1,s € Ga, gs = a4(s)Bs(g). On
obtient ainsi deux applications définies presque partout et mesurables :

o G xGy— Gy (9,8) = ay(s),
B :Gax Gy — Gy (5,9) = Bs(9)-

On montre que « est une action de G sur L°(G2) et 8 est une action de Gy sur L°°(G1). Vaes et Vainerman
construisent dans [VV03] un GQLC G, appelé biproduit croisé, tel que :

L®(G) = L™(Gy) xq G1 et L®(G) = L=(Gy) x5 Ga.

Passons maintenant a la description de nos exemples. Soit P I’ensemble des nombres premiers. Lorsque p est un
nombre premier, nous noterons @Q,, le corps des rationnels p-adiques et Z, I’anneau des entiers p-adiques. Soit
S un sous-ensemble infini de P et Ags le produit restreint, pour p € S, des Q, relativement aux sous-groupes
compacts ouverts Zy, :

As =] (@ 2y).

peS
As est un anneau localement compact & base dénombrable d’ouverts. Le groupe des inversibles de Ag est :

As =1 (@.z).

peES

Le groupe ax + b de As, A5 x Ag, contient les deux sous-groupes :

Gs={(a.00€Gs} et G§={((ap),(bp)) € G, ap+byp=1VpeS}.

1

G} est le sous-groupe qui fixe 0. G% est, formellement, le sous-groupe qui fixe (p

>p€$. Nous montrons dans
[Fim07b] que la paire (G%, G%) est assortie. On obtient par biproduit croisé un GQLC que l'on note Gs.
La preuve du théoréme suivant s’appuie sur les résultats de Boca et Zaharescu [BZ00].
Théoreme 3.28 ([Fim07b]). Pour tout sous-ensemble infini S C P, L>(Gs) est un facteur et LOO(C/J?;) o~
L>*(Gs) ® R, ou R est le facteur hyperfini I1y. De plus,

1Y s 5 < +oo e put(As — A5) =0 & Gs est de type (Ino, o).

2. Y pes p = t00 & pt(A5) =05 Gs est de type (111 I11).

De plus,
— pour tout X € [0, 1], il existe un sous-ensemble infini S C P tel que Gs soit de type (IILy, III)).
— pour tout sous-groupe dénombrable K de R et pour tout sous-ensemble dénombrable 3 de R — K, il
existe un sous-ensemble S de P tel que l'invariant T de Connes T(L*>°(Gs)) contienne K et n’intersecte
pas .

Une légere modification de 'exemple précédent permet d’obtenir un GQLC auto-dual (tel que G ~ @) vérifiant
les mémes propriétés. Notons s le sous-groupe de A% défini par le produit restreint suivant :

Ks=]] (Q.1+pZ),

peES

On considere alors les deux sous-groupes suivant de s x Ag :

H: = Ks x {0} et Hg—{<ap,1_pap>,(ap)€ng}.

Il est alors facile de vérifier que (HS, H2) est un couple assorti. Soit Hg le biproduit croisé.
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Proposition 3.29 ([Fim07b]). Le groupe quantique Hs est auto-dual et vérifie L°(Hs) ~ L*°(Gs) @ R.

Il reste encore des paires de types de facteurs pour lesquels nous ne savons pas si un bifacteur existe.
Probleme 3.30. Existe-t-il un bifacteur G avec L*°(G) un facteur semi-fini et Loo(é) de type II17

Probléme 3.31. Construire pour tous A, p € [0,1] un bifacteur de type (IILy,III,).

Enfin, tous les exemples que nous avons construits sont des produits tensoriels infinis de facteurs de type I,
en particulier, les facteurs obtenus sont tous moyennables.

Probléeme 3.32. Construire un bifacteur G de type (IIL III) avec L>(G) et/ou L°(G) non-moyennables.

3.2.2 Torsions et déformations de Rieffel

La torsion (en anglais twisting) est une procédure consistant a tordre la comultiplication d’un groupe quantique
par un 2-cocycle pour produire un nouveau groupe quantique. En général ceci permet, partant du dual d’un
groupe classique non abélien d’obtenir un groupe quantique ni commutatif ni co-commutatif. L’idée remonte
a Drinfel’d [Dri90]. En 1993, le point de vue dual a été étudié par M.A. Rieffel [Rie93b, Rie93a, Rie95]. En
1994, M.B. Landstad étudia la torsion des duaux de groupes localement compacts [Lan94]. Une généralisation
du point de vue de M.A. Rieffel & été donnée par S. Wang [Wan96]. Dans le cadre des algebres de Kac, cette
construction a été étudiée en 1998 par M. Enock et L. Vainerman [EV96]. Elle fut également beaucoup étudiée
dans le cadre des algebres de Hopf. Citons également J. Bichon, A. De Rijdt et S. Vaes [BDRV06] pour le cas
des groupes quantiques discrets. Plus récemment, une généralisation des déformations de Rieffel a été étudiée
par P. Kasprzak [Kas09]. Dans un travail en collaboration avec Vainermann [FV09] nous construisons la torsion
et la déformation de Rieffel d'un GQLC dans un cadre tres général. 11 existe également de nombreux travaux
trés récents et ultérieurs & [FV09] de notamment Belmonte, Beltita, Kaschek, Mantoiu, Neumaier, Neshveyev
et Tuset sur les déformations de Rieffel mais qui concernent uniquement les déformations de C*-algebres et
non les constructions de GQLC.

Soit G un GQLC muni de poids invariant a gauche et a droite ¢ et ¥ = ¢ o R ayant pour groupe modulaire
o et o’ respectivement. Soit Q2 € L°(G) ® L*(G) un 2-cocycle, c’est-a-dire un unitaire tel que

(Q®1)(A®id)(Q) = (1 Q)(id e A)(Q).

Dans le cas commutatif, un 2-cocycle sur G est un 2-cocycle au sens classique c’est-a-dire une application
mesurable Q : G x G — S! telle que Q(r, s)Q(rs, t) = Q(s,1)Q(r, st) pour presque tous r, s,t € G.

Pour un GQLC général, I’équation de 2-cocycle assure que I's-morphisme unifere normal Ag = QA(-)Q2 est
co-associatif. Lorsque G est discret (L>°(G), Aq) admet une structure de groupe quantique discret [BDRVO06].
Lorsque G n’est plus discret, il n’était pas connu, en général, avant notre travail [FV09], si la paire (L>°(G), Aq)
admet une structure de GQLC. Dans [FV09] nous montrons que, sous certaines hypotheses, (L°(G), Aq) est
un bien un GQLC et nous calculons explicitement tous les ingrédients de ce GQLC, notamment ses poids
invariants, ainsi que tous les ingrédients de son dual, qui apparait comme une généralisation d’une déformation
a la Rieffel. I a depuis été démontré par de Commer, dans l'excellent travail [dC11], que (L*>°(G), Aq) admet
toujours une structure de GQLC. Cependant, le papier [dC11] ne contient aucune formule explicite pour les
poids invariants ou les autres ingrédients de ce groupe quantique et de son dual.

Nous considererons dans la suite uniquement des 2-cocycles provenant d’un co-sous-groupe classique. Un
groupe localement compact H est un co-sous-groupe d'un GQLC G si H est un sous-groupe quantique fermé
de G c’est-a-dire s’il existe un *-morphisme unifere, normal et fidele o : L>°(H) — L*°(G) qui entrelace les
comultiplications. Ainsi, tout 2-cocycle classique ¥ sur H produit un 2-cocycle = (a®«)(¥) sur G. Dans la
suite nous supposerons que W est un bicaractere continu sur H. En supposant de plus que o agit trivialement
sur I'image de «, Enock et Vainerman [EV96] ont démontré que ¢ est aussi Ag-invariant & gauche, ce qui
permet de déduire que (L*°(G),Agq) est un GQLC. Ici, nous supposerons que o agit par translations sur
I'image de a c’est-a-dire, nous supposons qu’il existe un morphisme de groupes continu ¢ — v, de R vers H tel
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que o, 0 a(F) = a(F(-y; 1)) pour tous F € L>®(H),t € R. Dans ce que cas nous dirons que le co-sous-groupe
H est stable. Pour un co-sous-groupe stable, o’ agit également par translations :

ojoa(F)=Roo_toRoa(F)=a(F(v; ") =0,0a(F) pour tous FeL>®(H),teR. (1)

Lorsque t +— 7; est non-trivial, ¢ n’est plus Ag-invariant a gauche et nous devons construire un nouveau
poids sur L*>(G). Notons que (t,s) — U(,s) est un bicaractére continu sur R. Ainsi, il existe A > 0 tel que
U(7t,v5) = A%, On peut alors définir, pour tout ¢ € R, les unitaires suivants de L>°(G) :

U = )\iga (\Il(~,’y[1)) et v = Aiga (‘I’(’Yfl, )) .

L’équation (1) implique alors que (u¢)er est un o-cocycle et (v4)ier est un o’-cocycle. Ainsi, la réciproque
du théoréme de Connes fournit deux poids nfs pgq et g sur L=(G) tels que :

us = [Dpq : Dyly et vy =[Dyg : D]y pour tout t € R.

Nous noterons W¢ = Q(j@ J)W(NZ(:]\(X) J) ot J (resp. j) est la conjugaison modulaire de ¢ (resp. @), W
est Dunitaire multiplicatif de G et Q = (o ® a)(¥) avec W(g,h) = ¥(g~!, gh) pour tous g,h € H. Nous
noterons également A (resp. B) le générateur infinitésimal du groupe & un parametre ¢t — « (\Il(, Y 1)) (resp.
t— a(¥(y',))). Notons que A et B sont des opérateurs positifs, auto-adjoints et affiliés & L(G).

Théoreme 3.33 ([FV09]). Le quadruplet Go = (L*®°(G), Aq, vq,tq) est un GQLC. De plus,
1. Wq est lunitaire multiplicatif de Gq (suivant la construction de Vaes et Kustermans).
2. Le groupe d’échelle et la constante d’échelle sont 75 = 1¢, vg = V.

Enfin, si H est abélien, on a :
3. L’antipode unitaire est Rg = uR(-)u*, ot u = o(¥(-71,.)).
4. L’élément modulaire est 6o = A B.
5. L’antipode est Sq(x) = uS(x)u* pour tout x € D(Sq) = D(S).

Il est également facile de vérifier que la torsion est continue dans le sens suivant. Si x — ¥, est une application
s-ultrafortement continue de R dans L>°(H x H) telle que ¥, soit un bicaractére continu pour tout z € R
alors, en notant W, l'unitaire multiplicatif du groupe quantique tordu, l'application x — W, de R dans
B(L*(G) ® L?(G)) est ultrafaiblement continue.

Nous calculons ensuite explicitement le dual d’'un GQLC tordu lorsque le co-sous-groupe stable H est abélien
et nous l'identifions a une déformation de Rieffel généralisée. Cette construction, proposée initialement par
Rieffel [Rie93b], permet, partant d’une action de R? sur une C*-algébre A et d’un opérateur antisymétrique
sur R? de définir un nouveau produit et donne ainsi une nouvelle C*-algebre, appelée la déformation de
Rieffel de A. Dans [Rie93a, Rie95] cette construction est appliquée & la C*-algebre des fonctions continues
s’annulant & I'infini sur un groupe de Lie et produit une nouvelle C*-algébre non-commutative sur laquelle
Rieffel introduit une comultiplication, une antipode et une co-unité.

La dualité entre le twisting et la déformation de Rieffel apparait déja en 1994 dans le travail de Landstad
[Lan94] mais & cette période la théorie générale des GQLC n’est pas encore totalement aboutie. Il faudra
attendre 2006, pour que Kasprzak [Kas09] clarifie le lien de dualité entre la déformation de Rieffel et la
torsion. Bien qu’a ce moment le théorie de Kustermans-Vaes est terminée, le travail de Kasprzak ne sort
toujours pas du cadre des algebres de Kac car sa construction n’est valable que pour le dual d’un groupe
classique localement compact G tordu par un 2-cocycle sur un co-sous-groupe abélien contenu dans le noyau
de la fonction modulaire. Dans ce cas, le groupe modulaire o agit trivialement sur 'image de «, c’est le cadre
d’Enock-Vainerman [EV96]. Nous construisons dans [FV09] la déformation de Rieffel de n’importe quel GQLC
G déformé par un 2-cocycle sur un co-sous-groupe abélien qui est seulement supposé stable. On peut ainsi
sortir du cadre des algebres de Kac méme si ’on part du dual d’un groupe classique G.

Nous supposerons dans la suite que H est un co-sous-groupe abélien stable d'un GQLC G et nous utiliserons
les notations additives pour H. Pour v € H on note u, € L°°(H) la fonction définie par u(h) = v(h), h € H,

et L, = a(u,) € L°(G), Ry, = JL,J € L*(G)’. On obtient une action f : H? ~ L°°(G) en posant

By e (¥) = Ly Ry, xR LY pour tous 71,72 € H ze€ LOO(@).

71
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Soit N = Loo(é) X3 H? le produit croisé engendré par les unitaires My1vas V1, 7Y2 € H, et les 7(x), z € L™ (@)
On démontre qu’il existe un unique *-morphisme normal et unifere I' : N — N ® N tel que

T(Ayymn) = A0 @ Aoy et T(w(z)) = (r@7)A(x) pour tous v1,72 € H, z € L=(G).

Soit ¥ un bicaractere continu sur H. Pour g € H on note ¥, € H Vélément U, (h) =¥(h,g), h € H. Notons
6 I'action duale de H? sur N. On définit 1’action l’action duale tordue 0¥ de H? sur N par :
¥
9(g17g2)(az) =y, v, 9(91)92)(33))\3%17\1,92 pour tous ¢g1,g92 € H, © € N.

Notons Nq l'algébre des points fixes pour I'action 6Y et observons que H? agit sur N par conjugaison par
les unitaires A\, ,, (71,72) € H?. Nous noterons encore 3 cette action. Soient Ay, : L>(H) — N (resp. Ag)
l'unique *-morphisme normal et unifere tel que Ar(uy) = Ay (resp. Ar(uy) = Ag,) pour tout v € H et
T = (Ar® A)(¥*). Nous démontrons que I'q = TT'(-)T* est une comultiplication sur Ngq.

Construisons maintenant un poids I'g-invariant a gauche sur Ng. Pour cela il nous faut d’abord observer que
0o 92)Pi12) = Olgr.90) Ayi ) = (71, 91) (12, 92)Aq, 1, DOUT tOUS g1, g9 € H, 71,72 € H.

Ainsi, il existe un isomorphisme canonique N = L (@) X g H? — Ng 8 H? entrelagant 'action duale tordue
0¥ de H? sur N avec I'action duale de H? sur Ng xg H?2. Nous montrons que t — w; = )\_itz)\R (P(—,))
est un /UN\—cocycle, ol & est le groupe modulaire du poids dual sur N de @. Ainsi, il existe un unique poids nfs
fio sur N tel que w; = [Djig : D?D\]t pour tout ¢+ € R. Nous montrons enfin que fig est §¥-invariant ce qui
implique, par identification de N avec Nq g H 2 qu’il existe un unique poids nfs jqg sur Ng tel que le poids
dual de pq soit fiq.

Théoréme 3.34 ([FV09]). (Nq,T'q) est un GQLC et uq est un poids invariant & gauche. De plus ce GQLC
est canoniquement isomorphe a Ggq.

Remarque 3.35. Dans [Fim07a] nous construisons la déformation de Rieffel dans le cadre C*-algébrique
que nous identifions & Co(ég). Nous déduisons également de notre construction que Cj (é) est nucléaire si
et seulement si Cj (GQ) est nucléaire. Les preuves de ces résultats ne sont pas publiées mais l'article [FVO08§]
contient une vue d’ensemble.

En appliquant cette construction de torsion/déformation de Rieffel, nous pouvons maintenant produire de
nouveaux exemples tres explicites de GQLC.

~

Soient H est un sous-groupe abélien fermé d’un groupe localement compact G et a : L™ (H) — L(G) 'unique
s-morphisme unifére, normal et fidele tel que a(uy) = )\g, pour tout h € H C G, ot1 ¥ est la représentation
réguliere & gauche de G. Le morphisme « entrelace les comultiplications. Le poids invariant & gauche (et a
droite) sur L(G) est le poids de Plancherel pour lequel on a o¢(XS) = 6%(g)AS, pour tout g € G, ot 6¢ est la
fonction modulaire de G. On obtient donc oy o a(uy) = a(ug(- —y¢)), ot 7y est le caractere de H défini par
(v, 9) = 55”(g). Comme D'espace vectoriel engendré par les uy, pour h € H, est ultrafaiblement dense dans

~ A

L>(H), on a oy 0 a(F) = a(F (- — 7)), pour tout F' € L*°(H). On peut donc, étant donné un bicaractere ¥
sur H, appliquer la construction de la torsion. La déformation de la mesure de Haar est non triviale lorsque
H n’est pas dans le noyau de la fonction modulaire de G. Nous appliquons maintenant cette situation & deux

cas concrets.

Pour notre premier exemple, nous considérons le groupe G des matrices 2 x 2 a coefficients complexes trian-
gulaires supérieures de déterminant 1. Pour z € C* et w € C, on note (z,w) la matrice :

(654)

dc((2,w)) = |2 7%

Le module de G est donné par :
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On peut donc considérer le sous-groupe abélien fermé des matrices diagonales H = C* dans G, qui n’est pas
dans le noyau de la fonction modulaire. Le morphisme 7; & valeurs dans C* est donné par (v, z) = |z|?*.
Identifions C* avec Z x R de la fagon suivante :

Z xRy — C*, (n,p)— Ynp = (re?? s etlnrinpeindy
Pour tout x € R, on définit un bicaractere sur Z x R% en posant :
W (0, ), (k1) = eix(Fimpninn),

On obtient par torsion une famille de GQLC G, avec constante d’échelle et groupe d’échelle triviaux. On
montre de plus que l'antipode n’est pas déformée. On note ¢, le poids invariant a gauche et §, 1’élément
modulaire. On note également ¢ le poids de Plancherel sur L(G). En utilisant les résultats sur la torsion ainsi
que sur la déformation de Rieffel dans sa version C*-algébrique, on obtient le théoréme suivant.

Théoreme 3.36 ([FV08]). On a :

— [Dyz : Dol = )\(Cimﬂ 0’ 5” (6—41.7‘f 0

— Gy =GP etsix,y>0 avecx #y alors Gy et Gy ne sont pas isomorphes.
Soit q= e¥*. La C*-algébre réduite duale C’O(Gx) est engendrée par 2 opérateurs normauxr & et B affiliés a
CO(GQ;) vérifiant &8 = Bé et ap* = qB*a. La comultiplication A, sur C’o(éx) est donnée par

h@=dwa o A(h—awitina

Le dual @z de ce groupe quantique apparait donc comme une déformation de ’algebre des fonctions sur le
groupe des matrices triangulaires supérieures de déterminant 1 : seule la relation de commutation entre les
fonctions coordonnées est déformée, la comultiplication est formellement la méme.

Pour notre second exemple, nous considérons G = C* x C le groupe az + b et H = C* le sous-groupe abélien
fermé formé des éléments de la forme (z,0) avec z € C*. On utilise le méme bicaractére ¥, que précédemment
sur = C* et I'on obtient par torsion une famille de GQLC G, avec constante d’échelle et groupe d’échelle
triviaux. On montre de plus que I'antipode n’est pas déformée.

Théoréme 3.37 ([FVOQD On a :
— [Dy, : Dyt = )\(em 0y’ (5” (e 2ite )
— G_; =GP et siz,y >0 avec x 7& Y alors G et Gy ne sont pas zsomorphes
L’algébre de von Neumann duale LOO(GI) est engendree par deux opérateurs & et ﬂ affiliés tels que
— & est normal, ﬂ est g-normal, c-a-d ,BB* = qﬁ [3,
— 046 6@ et aﬂ* = qﬂ*a avec ¢ = e*®
La comultiplication est donnée par Ay(6) = a® & et Ay(B) =a® f+B® 1.

Pour le dual @m on a donc déformé, comme pour le groupe quantique az + b de Woronowicz [Wor01], la
relation de commutativité entre les deux fonctions coordonnées « et (. La différence majeure avec le groupe
quantique az + b de Woronowicz est que 'on a aussi déformé la normalité de la seconde fonction coordonnée.
De plus, notre exemple est un cas particulier d’'une construction générale et non, comme 1'a fait Woronowicz,
une construction isolée, a la main.

Rappelons rapidement ce qu’est le groupe quantique az+b de Woronowicz de parametre 0 < ¢ < 1. Ce groupe
quantique G est auto-dual, son algébre de von Neumann L*°(G) est engendrée par deux opérateurs a et b
normaux affiliés tels que ab = ¢?ba et ab* = b*a. Le spectre de a et b est C1U{0}, ot C4 = {z eC, |z € qZ}.
La comultiplication est donnée par A(a) = a ® a et A(b) = a ® b+b ® 1. Le groupe modulaire o du poids
invariant & gauche ¢ est donné par o(a) = ¢~ ?a et oy (b) = b.

Notre dernier exemple est beaucoup plus original. C’est la torsion d’'un objet qui est déja non trivial : le
groupe quantique az + b de Woronowicz G de parametre 0 < ¢ < 1.

33



Soit a : L*(CY9) — L*(G) le *-morphisme unital, normal et fideéle donné par a(F) = F(a). Comme
Ala) =a®a,ona Aoa = (a®a)oAcs. De plus,

o0 a(F) = 0y(F(a)) = F(ou(a)) = F(q*"a) = a(F (7 1)),
oll v; = ¢*" € C4. Effectuons la torsion en utilisant la famille de bicaracteres sur C? :
\I/I(qu“’, ql+iw) = qix(kw—l”) pour z,k,l€Z.
On obtient des GQLC G,,. Notons a = ula| la décomposition polaire de a.

Théoreme 3.38 ([FV09]). On a
— Ay(a) =a®a et Ay(b) = u " |a|* ! @ b+b @ u|a|~%.
— [Dgy : D¢y = |a| =2, §, = |a|***2 et 'antipode n’est pas déformée.
— Pour tout x,y € N, si x # y, alors G, et Gy, ne sont pas isomorphes; si x # 0, alors G5 et G_; ne
sont pas isomorphes. R R
L’algébre de von Neumann duale L°(G,) est engendrée par deuz opérateurs affiliés & et 8 tels que
— & est normal, B est p-normal, c-a-d, BﬁA* = pﬁA*ﬂA,
— aB = ¢*Bé et 6B* = pB*a, avec p =g~ .
La comultiplication est donnée par Ay(6) = a® & et Ay(B) =a @ f+B@ 1.

Pour le dual on déforme de cette fagon la relation de commutativité entre a et b* ainsi que la normalité de la
“seconde coordonnée” b. Par contre on ne change pas la relation ab = ¢2ba.

3.2.3 Propriété de Haagerup

Apres les résultats de Brannan [Bral2, Bral3] sur la propriété de Haagerup des algébres de von Neumann
des groupes quantiques libres orthogonaux, unitaires et de permutations ainsi que ceux de Lemeux [Lem13a,
Lem13b] pour les produits en couronnes libres d’un groupe de permutations quantiques par un groupe fini,
il est devenu important d’entreprendre une étude systématique de la propriété de Haagerup pour les GQLC.
C’est ce que nous faisons dans le papier [DFSW16], écrit en collaboration avec Daws, Skalski et White.

Soit G un GQLC. Une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert H est un unitaire U € M (Cy(G)®
K(H)) tel que (A ® id)(U) = U;3Us3. Une représentation U est dite mélangeante si, pour tous £,n € H,
(id @ we ) (U) € Cp(G). On dit qu’une représentation unitaire U a des vecteurs presque invariants s'il existe
une suite généralisée de vecteurs unitaires (£,) dans H telle que (id ® we, )(U) — 1 *-faiblement dans L*°(G).

La notion de propriété (T) s’étend naturellement aux GQLC. Nous dirons quun GQLC a la propriété (T') si
toute représentation unitaire ayant des vecteurs presque invariants a un vecteur invariant non-nul (c-a-d un
vecteur ¢ € H non nul tel que (id ® we ) (U) = (£, 1)1 pour tout n € H). Cette définition est cohérente avec

celle des GQC : un CQG G a la co-propriété (T') si et seulement si G a la propriété (T) dans le sens précédent.

Définition 3.39 ([DFSW16]). Soit G un GQLC. On dit que G a la propriété de Haagerup s’il existe une
représentation unitaire mélangeante avec des vecteurs presque invariants.

Remarque 3.40. Soit G un GQLC.
1. Si G est co-moyennable alors G a la propriété de Haagerup ([BT03]).

2. G est compact si et seulement si il possede a la fois la propriété (T') et la propriété de Haagerup (évident
d’apres la définition).

Nous ne savons pas si un GQLC moyennable a toujours la propriété de Haagerup. C’est vrai pour les groupes
quantiques discrets. Ce serait vrai en général si la réponse au probleme de I'équivalence entre la moyennabilité
de G et la co-moyennabilité de G était positive.

Dans la suite nous supposerons que Cy(G) est séparable. Fixons un espace de Hilbert H séparable de dimension
infinie. Soit Repg(H) C U(M(Co(G)®K(H))) ensemble des représentations unitaires de G dans H. Comme
Co(GQ)RK(H) est séparable, U (M (Co(G)®K(H))) est un groupe Polonais pour la topologie stricte et, Rep (H)
étant fermé pour la topologie stricte, on déduit que Rep(H) est un espace Polonais. Nous montrons dans
[DFSW16] que beaucoup de caractérisations classiques de la propriété de Haagerup sont encore valables dans
le cas quantique.
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Théoréme 3.41 ([DFSW16]). Soit G un GQLC. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. G a la propriété de Haagerup.

2. L’ensemble des représentations unitaires mélangeantes sur H est dense dans Repq(H).

3. Il existe une suite généralisée d’états (w;)iez sur Com(G) telle que ((id @ w;)(\W));cz Soit une unité
approchée de Co(G).

Nous démontrons également que la propriété de Haagerup passe aux sous-groupes quantiques fermés de G,
lorsque G est co-moyennable. L’hypothése de co-moyennabilité de G n’est pas excessive car elle est vérifiée
pour G discret et G un groupe localement compact classique.

Soit M une algeébre de von Neumann (& prédual séparable) munie d’un poids nfs . Nous dirons que M
a la propriété de Haagerup s'il existe une suite (6,)n,eny d’applications normales complétements positives
0, : M — M telle que p o8, < 6,, extension L? T}, : A,(x) — Ay(0,(x)) est compacte pour tout n € N
et la suite (7),) converge fortement vers l'identité. La propriété de Haagerup ne dépend pas du choix de ¢
[CS13a, OR13] (voir également [Jol02] dans le cas fini et en ne considérant que des traces normales fideles).
Choda a montré qu'un groupe discret dénombrable I' a la propriété de Haagerup si et seulement si L(T') I'a
également. Ce résultat est faux dans le cas d’un groupe localement compact non-discret. En effet, Connes
[ConT76] a montré que si G est un groupe localement compact connexe séparable alors L(G) est injective et a
donc la propriété de Haagerup [OR13]. Par exemple L(SL, (R)) est injective pour tout n > 1 mais SL, (R) n’a
pas la propriété de Haagerup des que n > 3. Nous généralisons le résultat de Choda dans le cas unimodulaire.

Théoréme 3.42 ([DFSW16)). Soit G un groupe quantique discret. Si G a la propriété de Haagerup alors

~

L>°(G) l’a également. La réciproque est vraie lorsque G est unimodulaire.

Nous ne savons pas si le résultat précédent est encore valable dans le cas non-unimodulaire. Le théoreme
précédent assure que les résultats de Brannan [Bral2, Bral3] et de Lemeux [Lem13a, Lem13b] impliquent que
les duaux des groupes quantiques unimodulairs libres orthogonaux, unitaires et de permutations ainsi que les
duaux des produits en couronnes libres d’un groupe de permutations quantiques avec un groupe fini ont la
propriété de Haagerup au sens de la définition 3.39.

Dans les cas non-unimodulaires, I’algébre de von Neumann L>°(G), lorsque G est le dual d’un groupe quantique
libre orthogonal, unitaire ou d’automorphisme d’une C*-algébre de dimension finie, a encore la propriété de
Haagerup [dCFY13]. Ce résultat est obtenu en utilisant I'invariance par équivalence monoidale d’une version
plus forte, dite centrale, de la propriété de Haagerup. Un cas particulier d’équivalence monoidale est la torsion.
Comme pour la co-propriété (7T'), un corollaire immédiat du théoreme 3.42, est linvariance par certaines
torsions de la propriété de Haagerup.

Corollaire 3.43 ([DFSW16]). Soient G un groupe quantique discret unimodulaire et K un groupe abélien tel

'~

que L (I?) C L>(G) et que Vinclusion entrelace les comultiplications. Soient o un bicaractére continu sur K
et G, le groupe quantique (discret) tordu par o. Si G a la propriété de Haagerup alors G, l'a également.

Nous montrons également dans [DFSW16] que la propriété de Haagerup est stable par produit libre de groupes
quantiques discrets sans hypotheése d’unimodularité (le cas unimodulaire découle directement du théoréme 3.42
et des résultats de [Boc93, Jol02]).

Nous donnons maintenant, dans le cas discret, la version quantique de la caractérisation de la propriété de
Haagerup en termes d’existence d’une fonction propre conditionnellement de type négatif et de celle en termes
d’existence d’une action affine isométrique et propre sur un espace de Hilbert réel.

~ ~

Soit G un groupe quantique discret. Notons € : C,,(G) — C la co-unité. Un semi-groupe d’états sur Cp,(G)

~

est une famille (p);>0 d’états sur Cp,(G) telle que po = &, port = s * p¢ pour tous s,t > 0 et pu — €
x-faiblement quand ¢ — 0.

~

Nous dirons qu’une application linéaire L : Pol(G) — C est une fonctionnelle génératrice sur G si L est

auto-adjointe, L(1) = 0 et L est conditionnellement de type négatif c-a-d, L(a*a) < 0 pour tout a € Pol(G)
tel que £(a) = 0. Nous dirons de plus que L est symétrique si la matrice L, = (L(uf;));; est auto-adjointe
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~

pour tout x € Irr(G). Lorsque L est symétrique nous dirons que L est propre si, pour tout C' > 0, il existe
une partie finie F' C Irr(G) telle que L, > C1 pour tout x € Irr(G) \ F.

~

Un cocycle sur G est une application linéaire ¢ : Pol(G) — H, ou H est un espace de Hilbert muni d’une

~

représentation (unifere) © : C,,(G) — B(H) telle que

~

c(ab) = w(a)e(b) + c(a)é(b) pour tous a,b € Pol(G).

Un cocycle ¢ est dit réel si (c(a), c(b)) = <c(§(b*)),c(§(a)*)> pour tous a,b € Pol(é), ot S est antipode sur

Cpn(G). Un cocyle est dit propre si, pour tout C' > 0, il existe une partie finie F' C Irr(G) telle que cic, > C1
pour tout x € Irr(G) \ F, ot ¢; est la matrice ¢, = (c(uf;))i;-

Théoréme 3.44 ([DFSW16]). Soit G un groupe quantique discret. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. G a la propriété de Haagerup.

2. Il existe un semi-groupe d’états (py)i>0 sur Cp(G) tel que a; = (id ® ) (W) € ¢o(G) pour tout t >0
et a; converge vers 1 strictement quand t tend vers 0.

3. G admet une fonctionnelle génératrice symétrique et propre.

4. G admet un cocycle réel propre.

4 KK-théorie des C*-algebres

En cherchant & généraliser les résultats obtenus dans [FF14] au cas des groupes quantiques K-moyennables, je
me suis apercu que ’essence de la preuve de K-moyennabilité résidait dans le fait que la surjection canonique de
la C*-algebre fondamentale maximale vers la C*-algébre fondamentale réduite est inversible en KK-théorie et
que ceci devrait étre valable pour tout graphe de C*-algebre, sans structure de groupe quantique sous-jacente.
Dans le cas des produits libres de C*-algébres nucléaires amalgamé sur C et avec des états GNS-fideles, ce
résultat a été démontré par Germain dans les années 90.

Dans [FG20] je démontre, en collaboration avec Emmanuel Germain, que, en présence d’espérances condition-
nelles, la surjection canonique du produit libre amalgamé plein vers le produit libre amalgamé réduit est bien
une équivalence en KK-théorie. Ce résultat est valable méme lorsque les espérances conditionnelles ne sont pas
GNS-fidéles mais dans ce cas le produit libre amalgamé réduit doit étre remplacé par un nouveau produit libre
amalgamé, que je construis et étudie dans [FG20], et que j'appelle le produit libre amalgamé vertez-reduced.
La preuve que je donne est extrémement simple, et méme plus simple que la preuve de Germain dans le cas
des produits libres de C*-algebres nucléaires avec un amalgame trivial et des états GNS-fideles : c’est juste
une astuce de rotation.

Les outils développés pour cette preuve me permettent de démontrer une conjecture attribuée a Cuntz et
datant des années 80 : la suite exacte longue en KK-théorie satisfaite par un produit libre amalgamé. Lorsque
les amalgames sont triviaux et les C*-algebres sont nucléaires, cette suite exacte & été démontrée par Germain
puis, par Thomsen lorsque les amalgames sont de dimension finie.

Enfin, dans [FG18] je généralise, en collaboration avec Emmanuel Germain, tous les énoncés précédents au
cas des C*-algebres fondamentales de graphes de C*-algebres. Le fait que ces énoncés soient valables méme
lorsque les espérances conditionnelles ne sont pas GNS-fideles est crucial car cela nous permet de déduire
qu’un groupe quantique fondamental associé & un graphe de groupes quantiques est co-K-moyennable si et
seulement si tous les groupes quantiques initiaux le sont. Nos résultats généralisent, unifient et simplifient
grandement tous les résultats obtenu précédemment sur le sujet.
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