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Chapitre 1

Algorithmes probabilistes et
complexité

1.1 Algorithmes Las Vegas et Monte-Carlo

1.1.1 Algorithmes Las Vegas

La classe des algorithmes Las Vegas définit des algorithmes probabilistes
sans erreur.

Un exemple : Quicksort probabiliste.
Entrée : Une liste L d’entiers.
Sortie : Cette liste triée en ordre croissant.
Algorithme :
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1. Choisir aléatoirement de maniére uniforme’ un entier x de la liste,

2. Déterminer les 2 sous-listes
Li={yeLl|ly>z}let Lo={yeL|y<z},

3. Appliquer la procédure récursivement a Ly et Lo,
4. Retourner L; triée ,z, Lo triée .

Cet algorithme posséde les propriétés suivantes :
— Il donne toujours un résultat correct (sans erreur),
— Le comportement peut varier d’une exécution a l'autre, méme sur une
seule entrée, mais le résultat est le méme,
Le temps d’exécution devient une variable aléatoire,
On peut montrer que ’espérance du temps d’exécution est en O(n.log, n).
Les avantages principaux des algorithmes probabilistes sont :

1On suppose que ’on dispose d’un générateur aléatoire uniforme.



— La performance, pour de nombreux problémes, ils sont plus rapides que
les meilleurs algorithmes déterministes connus,
La simplicité de description et d’implémentation (modulo les générateurs
aléatoires).

1.1.2 Algorithmes Monte Carlo

A contrario, les algorithmes Monte-Carlo peuvent produire des résultats erro-
nés, mais I’'on peut borner la probabilité d’erreur et la rendre exponentiellement
petite avec un nombre polynomial d’itérations de 1’algorithme.

Un exemple : coupure minimale dans un graphe. Un multigraphe est
un graphe dans lequel il peut y avoir plusieurs arétes entre deux sommets.

Définition 1. Une coupure dans un multigraphe est un ensemble d’arétes dont
la suppression rend le multigraphe non connexe.
Une coupure est minimale si elle est de taille minimum.

Exemple :

I’opération de contraction d’une aréte consiste a :
— choisir aléatoirement de maniére uniforme une aréte et la contracter en
identifiant les deux extrémités de cette aréte,
supprimer toutes les arétes entre les deux sommets identifiés,
conserver les arétes existant entre les autres sommets.
L’algorithme consiste a itérer le processus de contraction jusqu’a ce qu’il ne reste
que deux sommets et a produire I’ensemble des arétes entre ces deux sommets
comme candidat & étre une coupure minimale.
Exemple :

Proposition 1. L’opération de contraction ne diminue pas la taille d’une cou-
pure dans le multigraphe.

Preuve. Toute coupure dans le multigraphe & une étape intermédiaire de
I’algorithme est une coupure dans le multigraphe d’origine.

La question de la correction de 1’algorithme probabilite se pose donc en
ces termes : « quelle est la probabilité d’erreur ? », c’est-a-dire quelle est la
probabilité que la coupure produite ne soit pas minimale.



Fi1G. 1.1 — Contraction de 1 et 2, puis 4 et 5, puis 1,2 et 4,5

Calcul d’une borne de la probabilité d’erreur. Soit C' une coupure mi-
nimale dans le multigraphe G. On définit I’événement E; par « aucune aréte de
C n’est contractée a la i-éme itération ».

On cherche & borner la probabilité d’erreur, dans le but de la rendre aussi
petite que I'on veut.

Sil'on considére les deux événements F et F, qui ne sont pas indépendants :
Prob[Ey A Es] = Prob[E1] x Prob[Ey | Eq] ot Prob|E;] x Prob[Ez | E4] désigne
la probabilité conditionnelle de Fs étant donné E;. Plus généralement, si l'on a

k événements Fq, Fs, ..., E; non indépendants :
k k—1
Prob| /\ Ei] = Prob|Ey] x Prob[E; | Ey] x ... Prob|Eg | /\ Ei].
i=1 =1

Soit k la taille de la coupure minimale C'. Le graphe posséde au moins k4
arétes. En effet, §’il existait un sommet de degré? strictement inférieur a k, alors
I’ensemble des arétes incidentes & ce sommet constituerait une coupure de taille
strictement inférieure a k.

On va borner inférieurement la probabilité qu’aucune aréte de C' ne soit
contractée durant une exécution de l'algorithme. La probabilité que I'aréte choi-

sie uniformément, & la le étape de l'algorithme soit dans C est inférieure &

k. _
T = %7 donc

2

n—1

2
Prob|E;] > 1— — et ProblEs | E1] > 1—
n

2degré : nombre d’arétes incidentes & ce sommet.



La probabilité qu’aucune aréte de C ne soit contractée a l'issue de la iéme étape

est telle que :
i—1

ProblE; | )\ Ej] > 1

J=1

2
n—1i+1

Comme il y a n—2 itérations, la probabilité que I’algorithme produise la coupure
minimale C peut étre bornée inférieurement par 'inverse d’un polyndéme en n :

n—2 n—2 2 2 2
Prob E;| > 1-— = —.
70 [J/:\l J]—il;[l( n—j—l—l) n(n—l)_n2

Réduction de la probabilité d’erreur Une méthode classique consiste &

itérer l'algorithme § fois (ou plus généralement, un nombre polynomial de
fois) :

2. 22 1 1
ProblE <(1- T - <
rob[Erreur| < ( n2) - <3
En fait, si I’on itére ’algorithme précédent § fois, on rend la probabilité d’erreur

1

exponentiellement petite : Prob[Erreur] < 5.

1.2 Classes de complexité probabilistes

On rappelle que la classe NP est celle des problémes de décision vérifiables
sur machine de TURING non déterministe (MTND) en temps polynomial.

On peut toujours supposer la machine précise, c’est & dire que tous les calculs
sur une entrée X sont de méme longueur, polynomiale en | X|.

Définition 2 (Classe NP Nondeterministic Polynomial-Time). Soit ¥ un
alphabet et £ C ¥*.
On dit que L est dans NP si il existe une MTND NN d’alphabet X et un polynéme
a coefficients entiers p bornant le temps de calcul de N, tels que :
pour tout z de ¥*,
si x € L, alors il existe y € £* tel que |y| < P(]z|) et n accepte (x,y)
si x € L, alors pour tout y € ¥*, N rejette (z,y).

3

1.2.1 Classes RP et RLP

La classe RP est la classe des problémes de décision pour lesquels il existe
un algorithme probabiliste en temps polynomial, avec erreur d’un seul coté : il
peut y avoir des réponses négatives fausses.

Définition 3 (Classe RP — Randomized Polynomial-Time). La classe RP est la
classe des langages L pour lesquels il existe une machine de Turing probabiliste
A fonctionnant en temps polynomial telle que :
pour tout x de ¥*,

— Si z € L alors Probg[A accepte z] > 1,



— Siz & L alors Probg[A accepte z] = 0.
Q) est 'espace probabiliste des tirages de la machine A.

On peut remarquer que :
la classe RP correspond aux algorithmes Monte-Carlo (en temps poly-
nomial) avec erreur possible lorsque la réponse est négative (z € L et
Arejettex)

— la probabilité d’erreur

Probg[z € L A A rejette x]

est strictement inférieure a %,

la classe co-RP est définie comme la classe des langages (ou des problémes)
dont le complémentaire est dans RP.

FExemple :

Le probléme de primalité est dans la classe co-RP.

Propriété fondamentale de RP La probabilité d’erreur peut étre réduite
de maniére exponentielle & ’aide d’un nombre polynomial d’itérations : si l'on
itére k fois ’algorithme A, on obtient un algorithme A’ tel que

1

Problz € L A A’ rejette ] < 7

De plus, pour § arbitraire, si k > [log 1], la probabilité d’erreur de A’ devient
strictement inférieur & §. Autrement dit :

siz € L, Prob[A" accepte x] > 1 — 4.

Classe ZPP Sil’on définit la classe ZPP (Zero-Error Probabilistic Poly-Time)
comme la classe des problémes pour lesquels il existe un algorithme Las Vegas
en temps polynomial, il est possible de montrer que :

ZPP = RP NcoRP.

En effet, un probléme de RP N coRP posséde 2 algorithmes Monte-Carlo, I'un
sans réponse positive fausse et 'autre sans réponse négative fausse. On peut
alors lancer les deux algorithmes en paralléle...

Enfin, il est facile de montrer la relation suivante avec les classes P et NP :
P C RP C NP. Pour cela, il suffit de reformuler les 2 conditions de la définition
de la classe RP :
si x € L, alors la probabilité qu'un chemin soit acceptant pour x est > %,
— si x & L, alors il n’existe pas de chemin acceptant x.



Classe RLP On désire maintenant définir la classe des langages admettant un
algorithme de Monte-Carlo, avec erreur d’un seul c6té, en espace logarithmique.
Un premier essai de définition pourrait étre le suivant.

Définition 4 (Classe RL’ — Randomized Logarithmic-Space’). RL’ est la classe
des langages L pour lesquels il existe une machine probabiliste M fonctionnant
en espace logarithmique telle que :
pour tout x de ¥*,

— Si z € L alors Probg[M accepte z] > 4

- Siz ¢ L alors Probg[M accepte x] = 0.
Malheureusement, cette définition permettrait de montrer que NL = RL’ :
En fait on définit RLP, souvent appelé RL :

Définition 5 (Classe RLP  Randomized Logarithmic-Space). RLP est la classe
des langages L pour lesquels il existe une machine probabiliste M fonctionnant
en espace logarithmique et en temps polynomial telle que :
pour tout z de ¥*,
Si z € L alors Probg[M accepte x] >
Si x & L alors Probg[M accepte x] =

Il est facile de voir que € RLP C NL.

1.2.2 Classes PP et BPP

Notre objectif dans cette section est de définir une classe de complexité
correspondant aux langages décidables en temps polynomial par un algorithme
du type Monte-Carlo avec erreurpossible des deux cotés.

Définition 6 (Classe PP Probabilistic Polynomial-Time). PP est la classe
des langages L pour lesquels il existe une machine probabiliste A fonctionnant
en temps polynomial telle que :
pour tout z de ¥*,
Si x € L alors Probg[A accepte x] >
Si x ¢ L alors Probg[A accepte | <

DO

Cette classe a une définition assez naturelle pour certains problémes théo-
riques, mais n’a pas vraiment de signification “trés pratique”. En effet, la condi-
tion d’acceptation par majorité est une condition trop fragile : si le temps de la
machine A est borné par le polyndéme p, une entrée x de taille n peut étre dans
L. avec une probabilité d’acceptation

1 1
PT’()bQ[A aCCepte I] = 5 + W,

c’est-a-dire avec seulement 2 chemins acceptant de plus que de chemins rejettant.

La classe BPP est la classe des problémes possédant un algorithmes Monte-
Carlo en temps polynomial avec erreur des 2 cotés.



Définition 7 (Classe BPP — Bounded-Error Probabilistic Polynomial-Time).
BPP est la classe des langages L pour lesquels il existe une machine probabiliste
A fonctionnant en temps polynomial telle que :
pour tout x de ¥*,
Si z € L alors Probg[A accepte z] > 3
— Siz & L alors Probg[A accepte z] < %

On peut montrer que cette classe posséde la propriété de réduction expo-
nentielle de la probabilité d’erreur avec un nombre polynomial d’itérations.

En fait, les bornes % et % pourraient étre remplacées par % + Tln) et % — ﬁ
pour n'importe quel polyndéme p sans affecter la propriété de réduction de la

probabilité d’erreur.

Proposition 1. Les inclusions suivantes se démontrent facilement :
- RP C BPP C PP,
— PP = co-PP et BPP = co-BPP.

1.3 Tests de primalité
Rappels sur les groupes et corps finis Pour tout entier n > 2, on note
R,, 'ensemble R/nR et R I’ensemble suivant :

Ry ={aeR|1<a<mnetpged(a,n)=1}.

On considére le groupe additif (R, +,) et le groupe multiplicatif (R}, .,,), ou
+, et ., sont 'addition et la multiplication modulo n.

Proposition 2. Pour tout n > 2, linverse multiplicatif de z € R,, peut-étre
calculé en temps polynomial.

Preuve. En effet, l'algorithme d’Euclide nous permet de trouver x et y telles
que :
pged(n, z) = za + ny.

x est donc l'inverse multiplicatif de z.

Théoréme 1. Dans (ZF,-,), lexponentiation peut se calculer en temps poly-
nomial.

Preuve. la stratégie naive de calcul de a* nécessite un nombre de multipli-
cations proportionnel & k, donc exponentiel en [log, k].

La méthode des carrés successifs permet un calcul en temps polynomial. Si
I'on veut calculer a*, on considére la représentation binaire de k :

t
k= Z b;2".
1=0

On remarque que :




En u‘rlhsan‘r les valeurs précalculées de la suite (a%)p<i<; pour t = [log, k], le
produit a* peut étre calculé en temps O([log, k1).

On rappelle également, sans démonstration, le théoréme (du reste) chinois.

Théoréme 2. Soit (n;)1<i<k une suite d’entiers 2 4 2 premiers entre eux et

n = Hle leur produit. Alors pour toute suite (r;)1<i<k de “résidus” modulo
ni(1 < i <k), il existe un entier r tel que r = r; modulo n;(1 <i < k).

Définition 8 (Fonction ® d’Euler). La fonction indicatrice ® d’Euler est définie
par ®(n) = |R%|.

Exemple :

~ Sin=11,R: ={1,2,...,10} et |R%| = 10,
~ Sin=12, R} ={1,5,7,11} et [R}| =4,

Théoréme 3 (Théoréme de Fermat-Euler). Pour tout n € N, et a € R},
a®™ =1 [n].

Corollaire 4 (Petit théoréme de Fermat). Sip est premier, alors pour tout x
entre 1 etp—1, 2P~ =1 [p].

La fonction d’Euler posséde les propriétés suivantes.
— Si p est premier, alors ®(p) =p—1
— Si p est premier et a > 0, alors d(p*) =p*~tp-1)
Si n,m sont premiers entre eux, alors ®(nm) = ®(n)®(m)

Théoréme 5. si la décomposition de n en facteurs premiers est n = Hlep;.“,
k i—1 k 1
alors ®(n) = [[;_y pi" " =n[[i,(1 - 5)

Définition 9 (Résidu quadratique). Un a dans R} est un résidu quadratique si
il existe un z dans R}, tel que a = 2% mod n.

Théoréme 6 (Critére d’Euler). Soit p premier et a € R}. a est résidu quadra-

tique st a® =1 mod p.

Il est facile de voir que :
ap 1 =1 mod pet "= e {1,-1},
— a"2" est calculable en temps polynomial.

Définition 10 (Symbole de Jacobi). Soit n impair de décomposition

n = Hle p;* avec les p; premiers. Pour tout a € R}, le symbole de Jacobi

de a modulo n est noté 7[1—'1] et défini par :

[E] = H[E]O‘i ol [ﬁ] — "7 est le symbole de Legendre.
n bi pi
1

1=



Les propriétés suivantes sont utilisées par le test de primalité de Solovay-
Strassen :

La valeur ddu symbole de Jacobi est [2] =1 ou —1,
bien que la définition du symbole de Jacobi utilise la factorisarion de
'entier n, il existe un algorithme en temps polynomial pour calculer [%].

— Cet algorithme utilise les régles de simplification suivantes ainsi que la loi

de réciprocité quadratique :

(28] = [2][2],
St a=b [, 2] = [2],
Si m, n sont premiers entre eux, [2].[2] = (—=1)251 =1 C’est ce qu’on

appelle la loi de réciprocité quadratique.
— on se rameéne ainsi au calcul de [=1] et [2], qui sont faciles.

Test de Solovay-Strassen L’idée de cet algorithme est la suivante :
— Si n est premier, alors pour tout a € R},

a n—1
[=]=a"7 modn,
n
Sin est composé, alors il existe une proportion importante de a € R}, tels

que

2] #a*% [l

Algorithme de Solovay-Strassen

Entrée : n impair.
Sortie : PREMIER ou COMPOSE.

Algorithme :

1.

Choisir aléatoirement de maniére uniforme un a € R, \ {0},

2. Calculer le pged(a,n),

3. Si pged(a,n) # 1, retourner COMPOSE,
4.
5
6

Calculer [%] et a"z" mod n

. n—1
. Si[%]=a"7 [n], retourner PREMIER,
. Retourner COMPOSE.

L’algorithme est de type RP car :

I’algorithme est en temps polynomial,

lorsque l'algorithme retourne COMPOSE, la réponse est correcte; en ef-
fet, c’est qu’il a trouvé un a € R, \ {0} tel que soit pgcd(a,n) # 1,
soit[2] # o= [n],

— le lemme suivant montre que la probabilité d’erreur, i.e. celle de retourner

PREMIER alors que n est composé, est inférieure a %

On considére 'ensemble J,, = {a € R}, | [£] = a™T mod n}.

. , z
Lemme 1. Sin est composé, |J,| < %

10



Preuve (Lemme 1). En remarquant que (Jy,,-,) est un sous-groupe de
(R%, ), il suffit donc de montrer que c’est un sous-groupe propre, i.e. J, # Z*,
car 'ordre d’un sous-groupe divise "ordre du groupe.

On suppose qu’il existe un entier n composé tel que J,, = Z*. La factori-
sation de n peut s’écrire de la maniére suivante :

k
« (677
n=mp".||p.
T =2
7 -
m

c’est-a-dire n = ¢q.m avec ¢ et m premiers entre eux.

L’application du théoréme du reste chinois permet d’affirmer qu’il existe
un a € R} tel que a = g mod ¢ et a = 1 mod m ol g est un générateur du
groupe (R;, -¢)- On remarque que : @ = 1 mod p; pour tout i > 2.

On traite séparément les cas ¢y =l et a3 > 2 :

- Siap=1,onan=p;.m:

k k
ST & e = 4 e
=16 =1
&)= ) [T = (= -
n_pl-i:2pi Cp

car un générateur de R} ne peut eétre résidu quadratique. Par hypothese

Jn =27 et a' T =1 mod n et donc aussi mod m, ce qui est impossible
(a =1 mod m).

Si a1 > 2, on a aussi par hypotheése J,, = Z' et a* T =; mod n. On peut
en déduire : ¢! =1 mod n et ¢" ! =1 mod g, car ¢ divise net a =g
mod g¢. Puisque g est générateur de R, son ordre est D(q) =prai(p1—1)
Comme a3 > 2, p; divise ®(g). Par ailleurs, 'ordre de ¢ doit diviser n—1,
et alors p; divise n — 1. Ce qui est impossible car p;|n. X

Corollaire 7. Le probléme de primalité est dans co-RP.

Test de Rabin-Miller Le test de Rabin-Miller est un raffinement de celui de
Solovay-Srassen qui se fonde sur la remarque suivante : si " =1 mod n et si
”Tfl est encore pair, alors a™T est une racine carrée de 1 mod n et doit donc
étre égale a 1 ou —1. L L

Si 'on examine les racines successives de 1 mod n, a 2 ,a % ,...,a” 2" tant
que c’est possible, c’est-a-dire jusqu’au plus petit r tel que 5= soit impair, alors
si n est premier, la premiére racine différente de 1 que I'on obtient doit étre —1.

Algorithme de Rabin-Miller
Entrée : n impair.

11



— Sortie : PREMIER ou COMPOSE.
Algorithme :

1. Calculer r, s tels que (n — 1) = 2"s avec s impair,

2. Choisir a aléatoirement de maniére uniforme dans R,, \ {0},
3. Pour ¢ =0,...,r, calculer b; = a2i'5,

4. Sia" ' = b, # 1 mod n, retourner COMPOSE,

5. Si pour tout 0 < i < r, b; =1 mod n, retourner PREMIER,
6. Soit j = max{|i| | b; #Z 1} mod n,

7. Si b; = —1 mod n retourner COMPOSE, sinon PREMIER.

On remarque que :
L’entier n satisfait le test si tous les entiers de la liste (bi)o<i<, sont égaux
a 1 ou bien si l'un d’entre eux est égal & —1,
si n est premier, alors la réponse de l'algorithme est correcte.

Proposition 3. Si n est composé, alors la probabilité que n satisfasse le test

de Rabin-Miller est inférieure a %.

12



Chapitre 2

Chaines de Markov. Analyse
d’algorithmes. Bornes de

Chernoft

2.1 Variables aléatoires. Espérance. Inégalité de
Markov

2.1.1 Espace probabiliste

Tout énoncé de type probabiliste fait référence & un espace probabiliste sous-
jacent. Un espace probabiliste est défini en termes d’un espace d’échantillonnage
muni d’une structure algébrique et d’'une mesure de probabilités sur cet espace.
Un espace d’échantillonnage ) est un ensemble arbitraire, éventuellement in-
fini, dont les éléments sont appelés événements élémentaires. Un sous-ensemble
E C Q est appelé un événement. Cependant toute collection de sous-ensembles
de  ne permet pas d’obtenir un espace probabiliste bien défini.

Définition 11. Une o-algebre (2, F) est la donnée d’un espace d’échantillon-
nage et d’une collection de sous-ensembles F satisfaisant les conditions sui-
vantes :

0eF,

stabilité par passage au complémentaire,

stabilité par réunion dénombrable.

Définition 12. Etant donné une o-algébre (Q, F, une mesure de probabilités
i est une fonction : F — R telle que :
- pour tout w € Q p({w}) <1,
n(€2) =1,
pour toute suite d’événements 2 & 2 disjoints, (&))i>0, #(Ni)) = >, &).

13



Définition 13. Un espace probabiliste (§2, F, 1) consiste en une o-algébre (Q, F
munie d’une mesure de probabilités u.

Dans la suite, pour faire référence & un espace probabiliste, lorsque la o-
algébre et la mesure de probabilités associées sont évidentes, on utilisera la
notation simplifiée €.

2.1.2 Variables aléatoires et espérance

Définition 14 (Variable aléatoire). Une variable aléatoire X sur un espace
probabiliste 2 est une fonction X : 2 — R. Une variable aléatoire X est
discréte si 'ensemble de ses valeurs est fini ou dénombrable.

La notation X = a désigne 'ensemble {s € Q | X(s) = a}.

Définition 15 (Variables aléatoires indépendantes). Deux variables aléatoires
X et Y sont indépendantes si

Prob|X =aetY =b] = Prob[X = a] x Prob[X =1].

Définition 16 (Espérance). L’espérance d’une variable aléatoire X discréte,
notée E[X], est définie par :

E[X] =) i.Prob[X =i].

L’espérance est dite finie si E[X] converge. Elle est non bornée sinon.

Proposition 4 (Linéarité). Pour tout ensemble fini X1,...,X,, de variables
aléatoires discrétes o espérances finies :

B[y X)) = Y B,
et
Ele.X] = ¢ E[X].
Preuve.

E[X + Y]

SO i+ 5)Prob[X =i AY = j])

i J

S i[> Prob[X =inY = j]+
i J

> iProb[X =inY =]
i

= ZiPmb[X =1+ Zijb[Y =7

%

E[X] + E[Y]

14



et

Ele.X] = Zj.Pmb[c.Xz 7]

j

_ ; _J

= E j.Prob[X = =]
, c
j

= cE[X]

Proposition 5. Pour toute variable aléatoire discréte X, E[X?] > (E[X])2.

Preuve. Soit la variable aléatoire Y = (X — E[X?])2. Cette variable est
positive et son espérance l'est également : E[Y] > 0

E[Y] = E[X2— XE[X]+ (E[X])?
— E[X? - E[X.E[X]] + (E[X])?
= E[X?] - (E[X))?

En effet : E[X.E[X]] = (E[X])?

2.1.3 Inégalité de Markov

Théoréme 8. Si X est une variable aléatoire positive, alors pour tout a > 0 :

E[X]

a

Prob[X > qd] <

Preuve. Soit I, la variable (de Bernouilli) définie par

1 sinon

Ia:{ 0 siX>A

Comme I, est une variable de Bernouilli, c’est-a-dire & valeurs 0,1 :

X EX
E[l,] = Prob[X > a] <E[—] = ElX]

a a
On utilise le fait que Pespérance conserve les inégalités pour les variables aléa-

. s i X E[X
toires positives : comme I, < ==, E[l,] < %

2.2 Chaines de Markov

Dans cette section, on se restreint aux les chaines de Markov en temps discret
avec un ensemble d’états fini ou dénombrable. Dans le cas d’'un ensemble d’états
fini, il est alors possible de les représenter aussi bien par des graphes de transition
probabilistes que par des matrices de Markov.

15



2.2.1 Deéfinition et représentation

Définition 17 (Processus stochastique). Un processus stochastique est un en-
semble {X(¢) | t € T} de variables aléatoires, ol ¢t représente en général le
temps.

X (t) est Pétat du processus a Uinstant ¢, qui sera noté X.

Remarques :
— Si pour tout ¢, X; prend des valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable,
le processus est dit en espace discret, .
Le processus est en temps discret si I’ensemble 7' est dénombrable. On
Pappelle alors une DTMC (Discrete Time Markov Chain).
Les processus considérés dans la suite seront toujours en espace et en temps
discrets.

Définition 18 (Chaine de Markov). Un processus stochastique en temps dis-
cret (X¢)ier est une chaine de Markov s’il posséde la propriété de Markov
d’indépendance par rapport a I’historique :

Prob[X;: = pt|Xo = ag, ..., Xt—1 = ar—1] = Prob[X: = ¢¢| Xe—1 = as—1].

Autrement dit, la probabilité d’étre dans un certain état X, a 'instant ¢ ne
dépend que de la probabilité d’étre dans un autre état X;_; a I'instant précédent,
et non pas de I'historique suivant lequel le processus est arrivé dans I'état X;_

L’ensemble des états est discret et peut donc étre identifié & un segment
initial de N.

Représentation matricielle

On suppose le nombre d’états fini, égal & n. On considére la matrice suivante :
P = (pi j)i<i,j<n OU P; j = Prob[X; = j|X;—1 = i], dite de Markov. La propriété
caractéristique d’une telle matrice est : pour tout i,

n
Zpi,j =1
j=1

Sil’on note p(t) = (po(t), ..., pn(t)) la distribution de probabilités a I'instant
t, c’est-a-dire p;(t) est la probabilité d’étre dans I’état ¢ & I'instant ¢, on constate
que : p(t) =p(t—1).P

La matrice P! permet d’obtenir la distribution de probabilités & I'instant ¢.

Représentation sous forme de systéme de transition probabiliste

Sil’on se donne un état initial sg, on peut considérer le systéme de transition
probabiliste M = (S, P, sg) ot S est 'ensemble des états et P la fonction de
transition probabiliste.

16



F1a. 2.1 — Systéme de transition probabiliste

Le graphe de transition (S, R) associé est défini par :
(i,7) € R si et seulement si p; ; > 0.

Le systéme de transition probabiliste peut aussi étre représenté par la matrice
de Markov :

Y

I
o ovi- o
NI= O Owim

N[ [ )
= O oW

Probléme du marin saoul'

Cet exemple illustre la notion de promenade, ou marche, aléatoire.

Préambule : « Une longue saison de péche s’achéve. Les gobe-mouches des
ports s’esbaudissent devant les traits burinés des revenants du domaine Nep-
tunéen. L’un de ces forts gaillards, un marin breton retournant fourbu de tant
de lutte, se trouva encore la force de bien vouloir en découdre avec sa sobriété
contrainte des derniers temps. Ledit marin, empreint d’une incroyable envie
qu’elle et sa lucidité y trépassassent, se bourra la gueule a grand renfort d’al-
cool (breton, cela va de soi). »

Cela étant, il lui faut maintenant rentrer chez lui, remercier sa femme de
son attente. Sa bicoque se situant a un kilométre du lieu saint d’ou le sang
du Christ coule a flot, il entreprend lenivrant trajet. Son état (breton aussi)
I’améne & se demander tous les cent métres si il est dans la bonne direction, et
avec probabilité 1, & changer (éventuellement) de direction (continuer ou revenir
sur ses pas).

1« Marin breton, si vous voulez. »

17
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FiG. 2.2 Représentation du probléme

L’état n est absorbant?.

2.2.2 Algorithme probabiliste pour 2-SAT (C. Papadimi-
triou)
Probléme k-SAT
Entrée : Un ensemble de variables propositionnelles {x1,...,x,} et une

formule F' sous forme normale conjonctive : /\Cj oi1 C; est une clause a

J
exactement deux littéraux.

Sortie : Une valuation satisfaisant la formule ou « Non satisfaisable ».
Le probléme 2-SAT peut étre résolu par un algorithme déterministe en temps
polynomial, mais aussi par un algorithme probabiliste en espace logarithmique,
du a Papadimitriou :

Algorithme Rand2-SAT Algorithme :
1. Initialiser une valuation vg arbitraire,
2. Si g satisfait F, retourner vg,
3. Reépéter 2n? fois :
(a) Choisir une clause non satisfaite arbitraire,

(b) Choisir aléatoirement de maniére uniforme I'un des deux littéraux de
cette clause et changer la valeur de la valuation courante sur cette
variable.

4. Si une valuation satisfaisante a été trouvée, retourner cette valuation,
5. Sinon, retourner « Formule non satisfaisable ».

L’algorithme retourne une réponse correcte si la formule n’est pas satis-
faisable. Dans le cas contraire, on va montrer que l'algorithme retourne une
valuation satisfaisante avec probabilité > %

Lemme 2. Si F est une formule 2-SAT satisfaisable, alors espérance du

nombre d’étapes de Ualgorithme est inférieure ot égale a n>.

2absorbant : « rien a voir avec I’état du marin. »

18



Preuve. On suppose qu’il existe une valuation v satisfaisant F. Soit v; la
valuation obtenue aprés i étapes de l'algorithme et X; le nombre de variables
pour lesquelles v; coincide avec v. Si X; = n, l'algorithme termine avec une
valuation satisfaisant F'.

Question : Partant de X; < n, combien d’étapes faut-il pour que X; =n?

On remarque que si X; =0, X;41 =1 et Prob[X;+1 = 1|X; =0] =1, On
suppose maintenant que 1 < X; < n—1. A chaque étape, on choisit une clause
C non satisfaite. Comme v(c) = 1, v; et v différent au moins sur une variable
de cette clause. Chaque clause ayant exactement 2 littéraux, la probabilité

d’augmenter le nombre d’accords entre v; et v est supérieure a 1 :

2
) . 1
Prob[Xipy = j+11Xi = j] =2 5,
. ) 1
Prob[X,11 =j— 11X, =j] < 7
Le processus stochastique X, X1,...,X;, X;+1,... n’est pas nécessaire-

ment une chaine de Markov. la probabilité d’augmenter X; dépend du fait
que v; et v difféerent sur 1 ou 2 variables, et donc des clauses qui ont été
considérées dans le passé.

On considére la chaine de Markov Yy, Y7, ..., 4;, Yi41, . .. qui est une version
“pessimiste” du processus précédent :

Yb:Xoet

ProblYiy = j +1Y; = j] = Prob[Yiy, = j - 1Y; = j] = 3.

Le temps moyen pour atteindre la valeur n & partir d’'un point quelconque
est plus grand pour la chaine de Markov Y que pour le procesus X. cette
chaine de markov modélise une promenade alétoire sur un graphe non orienté,
qui est en fait une droite : c¢’est celle quui correspond au probléme du marin
de la page 18.

Soit Z; une variable aléatoire représentant le nombre d’étapes néces-
saires pour atteindre m & partir de j et h; l'espérance de cette variable. Si
1<73<n-1:

avec probabilité 1, 1’état suivant est j — 1 et Z;=1+27;_4,

— avec probabilité %, I’état suivant est j+1et Z; =14+ Z;44.
On obtient le systeme d’équations suivant pour h; :
hp =0,
— ho=hy+1,
-1<j<n—-1:
1 1
hj = E[Zj] = El5(1+Zj—1) + 51+ Zj11)]
hjt1+1 n hj—1+1
2 2
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I1 est facile de montrer par récurrence sur j que h; = h;j11+2j5+1 et donc

que :
n—1

ho =Y (2i+1)=n",

i=1

Théoréme 9. L’algorithme Rand2-SAT retourne un résultat correct si la for-
mule n’est pas satisfaisable. Si la formule est satisfaisable, alors il retourne une
valuation la satisfaisant avec probabilité supérieure a %

Preuve. On suppose que la formule F est satisfaisable. Soit Z est le nombre
d’étapes nécessaire pour trouver une valuation satisfaisant F :

E
Prob[Z > 2n% < =42 = — = —
2n

On remarque que cet algorithme probabiliste est du type RP et que l'on
peut réduire exponentiellement la probabilité d’erreur en l’itérant un nombre
polynomial de fois.

2.2.3 Algorithme probabiliste pour 3-SAT (U. Schoénig)

La premiére idée consiste & réutiliser I’algorithme précédent avec un nombre
m d’étapes, i.e. de mofification de la valuation courante sur une variable. En
reprenant le méme type d’analyse que précédemment, on obtient un processus
stochastique (X;)i > 0 satisfaisant :

3

o Wl

PT’()b[XiJrl =j— 1|X1 :]] < 3"
La chaine de Markov associée (X;)i > 0 est alors définie par :

}/0 = Xo et
Prob[Yip =j+11Y; = j] =

Prob[Yiys = j — 1Y = j] =

WIN |~

La probabilité de « revenir en arriére » est donc de % et 'espérance h; du
nombre d’étapes pour atteindre n & partir de j est donnée par :
hn, =0,
ho = h1 + 1,
hj = %hjfl + %thrl + 1(1 Sj S n — 1)
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La solution de ce systéme d’équations est, :
hj = (22 = 277%) = 3(n — j).

Le nombre moyen d’étapes nécessaires serait alors exponentiel (©(2")).
La remarque fondamentale de U. Schonig est la suivante :
Aprés initialisation, le processus a plus de chances d’aller vers 0 que vers n.
Par conséquent, il peut étre meilleur de redémarrer le processus avec beau-
coup de valuations initiales choisies aléatoirement et de le faire tourner
chaque fois avec un petit nombre d’étapes, pluot que de le faire tourener
un grand nombre de fois avec la méme valuation initiale.
Si l'on choisit une valuation initiale aléatoirement de maniére uniforme,
alors le nombre de variables sur lesquelles elle coincide avec la valuation
satisfaisant F' admet une distribution binomiale d’espérance 5. Avec une
probabilité non négligeable, le processus peut étre initialisé avec une va-
luation coincidant avec v sur plus de 5 variables.
Algorithme Rand3-SAT
Entrée : Une formule sous forme normale conjonctive.
— Sortie : Une valuation satisfaisant la formule ou « Non satisfaisable ».
Algorithme : Répéter m fois :

1. Initialiser une valuation choisie aléatoirement de maniére uniforme,
2. Répéter 3n fois :
(a) Choisir une clause non satisfaite arbitraire,

(b) Choisir aléatoirement de maniére uniforme l'un des trois littéraux
de cette clause et changer la valeur de la valuation sur la variable
correspondante.

3. Si une valuation satisfaisante a été trouvée, retourner cette valuation,

4. Sinon, retourner « Formule non satisfaisable ».

Analyse : On suppose qu’il existe v telle que v(F') = 1. Soit ¢ la probabilité
que lalgorithme atteigne la valuation v, ou une autre valuation satisfaisante, en
3n étapes a partir d’une valuation aléatoire.

On note g; une borne inférieure sur la probabilité que le processus modifié
atteigne la valuation v, ou une autre valuation satisfaisante, en 3n étapes a
partir d’'une valuation initiale différant de v sur exactement j variables. On
peut associer a ce processus une marche aléatoire qui représente le déplacement
d’une particule sur la droite des entiers avec probabilité % de déplacement vers
le haut () et probabilité % de déplacement vers le bas (]). La probabilité que
dans une suite de (j + 2k) déplacements, il y ait k déplacements vers le bas et
J + k déplacements vers le hautest la suivante :

66
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On obtient ainsi une borne inférieure sur la probabilité que le processus modifié
atteigne la valuation v, ou une autre valuation satisfaisante, en (j 4+ 2k) < 3n
étapes :

En particulier, pour k = j :

v=(7) () ()"

Par ailleurs, la formule de Stirling permet d’obtenir une approximation pour
les coefficients du binome :

Lemme 3 (Stirling).

\/%(%)m <ml< 2%(%)”

(3;_;’)2((3{)! >%(§) m;c:%.

On obtient ainsi une borne inférieure pour ¢ :

Corollaire 10.

n

qg > Z Prob[une valuation aléatoire difféere de v sur j variables]
§=0
1L~ (n\(1\"( ¢
p— - —
> 7206 (7)
c (1\"L
> — = "
= w6 506
7=0

= Z () =)
D (%)" 2/ Vn4
Le nombre de valuations essayés par le processus avant d’en trouver une
satisfaisante est une variable aléatoire géométrique dec paramétre ¢ et donc
d’espérance 1. Le nombre d’étapes de I’algorithme pour chaque valuation initiale
est en O(n). L’espérance du nombre d’étapes pour trouver une solution est donc
en O(n?. (™).
L’algorithme probabiliste obtenu est un algorithme de Monte-Carlo dont la
complexité en temps est exponentielle, mais dont la complexité en espace est
logarithmique.
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2.2.4 Compléments sur les chaines de Markov
Classification des états

Définition 19. On note i — j si Prob(X,, = j pour un n > 0| Xy = i) > 0,
ettt jsit—jetj—i.

< est alors une relation d’équivalence.
On rappelle qu’une chaine de Markov sur un ensemble d’états S est définie
par :
une distribution initiale A = (\;)ies,
une matrice de Markov P = (p;;)i jes-
(n)

. _ (n) L
La matrice P" = (p;; ;; de passer de ¢ & j en n

étapes.

) donne la probabilité p

Proposition 6. Sii # j, les conditions suivantes sont équivalentes :
10— 7,
2. Il existe ig = 4,...,i, = j tels que H;:Ol Dipipt+1 > 0,

3. pl(-;-l) > 0 pour un certain n > 0.

Preuve.

pl(»;?) < Prob(X,, = j pour un n > 0| Xy =1) < sz(;?)
n>0

n—1
pg;’l): Z Hpikik+1

205.+y0n k=0

Définition 20 (Classe close). Une classe d’états C est close si pour tout ¢ € C
et j € S tels que i — j alors j € C.

Etats récurrents et transients

Définition 21. Soit (X, ),>0 une chaine de Markov.
Un état 4 est un état récurrent si Prob(X,, =i pour un n|Xo =14) =1,
— Un état ¢ est un état transient si Prob(X,, =i pour un n|Xo =1) < 1.

Dans une chaine de Markov, on remarque les deux faits suivants :

— une composante récurrente (i.e. une composante dont tous les états sont
récurrents) est close,
soit on part d’un état récurrent, soit on part d’'un étant transient.

Proposition 7. Si une chaine de Markov commence dans une composante ré-
currente C, alors la chaine visite tout état de C infiniment souvent avec proba-
bilité 1.
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Preuve. Si i est 'état initial, alors la probabilité de ’événement e,, définit
par « atteindre I’état j au moins n fois » est de :

Problatteindre I’état j|Xo = 4] x Prob|atteindre I'étatj| Xy = j]" ! = 1,

car les états sont récurrents.

Or, {en/n € N} est un ensemble dénombrable d’événements tels que
Proble,] = 1 pour tout n. Si e = Ne,,, alors Proble] = 1.

En effet, 1 — Proble] = Prob[E — Ne,] = Prob[Ué,] < > Problé,] = 0.

Propriété fondamentale des chaines de Markov

Définition 22 (Chaine de Markov irréductible). Une chaine de Markov est
irréductible si son graphe de transition est fortement connexe.

On note rfj la probabilité d’atteindre I’état j, pour la premiére fois, & partir
de I'état 4, & l'instant ¢.
On remarque qu’un état ¢ est récurrent si Z rf. = 1 et transient si Z < 1.I
t>1 t>1

Définition 23. Un état récurrent ¢ est dit récurrent positif si I'espérance du
temps de retour a I'état ¢ hy; = Z t.r, est bornée.
t>1

On remarque que si un état i est récurrent, alors une fois que la chaine a
visité cet état, elle y retournera dans le futur presque surement, c’est-a-dire avec
probabilité 1.

Définition 24. Un état j est périodique s’il existe un entier £ > 1 tel que
Prob[Xiys = j|Xt = j] > 0 entraine que s est divisible par k, et apériodique
sinon.

Une chaine de Markov est ergodique ssi tous ses états sont ergodiques, c’est-a-dire
récurrents positifs et apériodiques.

Lemme 4. Toute chaine de Markov finie, irréductible et apériodique est une
chaine ergodique.

Définition 25. Une distribution de probabilités 7d’une chaine de Markov est
dite stationnaire si m = 7w.P

Théoréme 11 (Propriété fondamentale des chaines de Markov). Toute chaine
de Markov finie, irréductible et apériodique a les propriétés suivantes :
elle posséde une distribution stationnaire unique notée ™ = (7o, ..., 7n),
— pour tout 1, 7, lim;_ P;i existe et est indépendante de j.
— pour tout i, m; = lim;_, PJ’?- = h%-i’ ot hy; est lespérance du temps de
retour a l’état i.
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2.2.5 Promenade aléatoire sur un graphe non orienté

Une promenade, ou marche, aléatoire sur un graphe est un cas particuliére-
ment simple de chaine de Markov, souvent utile dans ’analyse d’algorithmes.
Dans la suite, on montre qu’une promenade aléatoire permet d’obtenir un al-
gorithme probabiliste de complexité en temps polynomial et en espace logarith-
mique pour le probléme de (s, t)-connexité d’un graphe.

Définition 26 (Probléme de la (s,t)-connexité d'un graphe).

— Entrée : G = (E, R) un graphe non orienté, avec |E| = n et |R| = m;
ainsi que deux sommets s et t,
Question : existe-t-il un chemin dans G entre s et ¢ 7

Le probléme de s-t-connexité ne s’exprime pas en logique du premier ordre,
mais en logique du premier ordre avec opérateur de cloture transitive. On peut
montrer que c’est un probléme NL-complet. De plus, il existe un algorithme
déterministe de complexité en temps O(n + m) et en espace O(n).

Définition 27. Soit G = (E,R) un graphe fini, non orienté (c’est-a-dire R
symeétrique). On suppose E = {1,...,n} et |R| = m. La proemnade aléatoire
sur G est défini en prenant comme états les sommets de G et comme probabilités

de transition : 1 s
,,_{ O (i,j) €R
pl] - 0 H
sinon

ou d(i) est le degré du sommet 4, c’est-a-dire le nombre de sommets adjacents a
i.

Lemme 5. Une promenade aléatoire sur un graphe G est apériodique ssi le
graphe G est non biparti.

Preuve. Dans un graphe non orienté, il existe toujours un chemin de longueur
2 d’un sommet vers lui-méme. D’autre part, un graphe est biparti ssi il ne
posséde pas de cycle de longueur impaire. Si le graphe G est biparti, alors
la promenade aléatoiore est périodique de période2. Si le graphe G n’est pas
biparti, alors il a un cycle de longueur impaire et en traversant ce cycle, on
obtient un chemin de longueur impaire d’un sommet, vers lui-méme.

Théoréme 12. Toute promenade aléatoire sur un graphe non orienté fini, et
non biparti, posséde une distribution stationnaire 7 telle que w; = 2| | (1<i<n). I

Preuve. On montred’abord que 7 est bien une distribution de probabilités

sur F : comme Zd(l =2|R|, Z Z 2|R|

icE icE icE
Soit P la matrice de transition associée & la promenade aléatoire. La rela-

tion 7 = 7.P est équivalente a m; = Z d 2|R|
JEV ()

En effet, V(i) est esnemble des sommets adjacents & i et |V (i)| = d(4).

) NI H o d(9)
c’est-a-dire m; = STR-
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Corollaire 13. Pour tout sommet i de G, l’espérance du temps de retour a i
. _ 2[R

h” = W

Lemme 6. Si (i,j) € R, alors hj; < 2|R)|.

Preuve. On peut calculer h;; de deux maniéres diifférentes :

AR _, L )

On obtient ainsi : 2|R| =} oy (;) (1 + hyi) et hji < 2[R|.

Définition 28. Le temps de couverture d'un graphe est le maximum sur tous
les sommets i de I'espérance du temps de visite de tous les sommets par une
promenade aléatoire commencant en 1.

Lemme 7. le temps de couverture d’un graphe G = (E,R) est inférieur a

4|E||R|.

Preuve. On considére un arbre couvrant G, c’est-a-dire un sous-ensemble
d’arétes qui constitue un graphe sans cycle connectant tous les sommets. Il
existe un circuit sur cet arbre couvrant parcourant chaque aréte une fois dans
chaque direction : un tel circuit peut étre trouvé par exemple par un parcours
en profondeur d’abord.

Soit sg, 81, ..., 82 g|—2 = So I'ensemble des sommets d’un tel circuit. L’es-
pérance du temps de parcours de ces sommets est une borne supérieure du
temps de couverture du graphe :

2|E|-3
> hiipa < (2|E| - 2).2|R| < 4|E||R]
1=0

L’algorithme probabiliste suivant utilise O(logan) (n est le nombre de som-
mets du graphe). On suppose que le graphe n’a pas de composantes connexes
biparties.

Algorithme Rand(s,t)-Connexité Algorithme :
1. Initialiser une promenade aléatoire au sommet s.

2. Si la promenade aléatoire atteint le sommet ¢ en au plus 4n® étapes, re-
tourner “oui”, sinon “non”.

Remarques :

Théoréme 14. L’algorithme retourne une réponse correcte si il n’existe pas de
chemin entre s et t. S’il existe un chemin entre s et t, alors il retourne une
réponse correcte avec probabilité > %
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Preuve. S’il existe un chemin entre s et ¢, 'algorithme commet une erreur s’il

ne le trouve pas en au plus 4n2 étapes. L'espérance du temps pour atteindre ¢ &

partir de s est bornée par le temps de couverture de leur composante connexe,

qui est inférieur & 4n.m < 2n3, car le nombre d’arétes m < @%2 D’apres

l'inégalité de Markov, la probabilité de ne pas trouver de chamin en 4n3 étapes
1

est, inférieure a 5

Corollaire 15. L’algorithme Rand(s,t)-Connezité est du type RLP.

2.3 Bornes de Chernoff-Hoeffding

L’objectif de cette section est de montrer que I’on peut obtenir des bornes
plus fines que simplement en utilisant I'inégalité de Markov pour la partie finale
(“queue”) d’une distribution de probabilité. De plus, ces bornes peuvent étre
rendues exponentiellement petites.

Théoréme 16 (Borne de Chernoff-Hoeffding, 1963). Soient X1,..., X, des
variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs 1 (respectivement 0) avec
probabilité p (resp. 1 —p). Soit X = Y | X; et p = np. Alors pour tout
O<ex<l: )

Prob[X > (1 +e)u] < e T

2
Prob[X < (1 —e)p] <e z#
Dans cet énoncé, (1 + €)u et(1 — €)p représentent les bornes sur lerreur
relative.

Preuve. Pour tout ¢ > 0, ’événement X > (1 4 ¢)u est équivalent a I'événe-
ment etX > k avec k = et-(1+e)-1,
D’aprés I'inégalité de Markov :

E[X]
k
E[etX]
et-(1+e).pn

Prob[X > k] < d’ou,

Prob[X > (14+¢e)u] <

La linéarité de ’espérance permet d’écrire :

E[e'¥] = E[e' 2= Y] = B[] [ '] = [[ Ele"*].
i=1 i=1
La variable X; prenant les valeurs 1 (respectivement 0) avec probabilité p (resp.
1 —p) : E[e!Xi] = (pe! + (1 — p)). On obtient alors la borne suivante sur la
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probabilité considérée :

(1 +p(e’ —1)"
et(l+e)p
enp(1+e)
et(l+e)p

ti
e® 1

)

Prob[X > (1 +¢)u]

IN

puisque (1 +a)" <e*sia >0
o

On étudie la fonction suivante pour la rendre minimum :

h(t) = ele~D7tl+e)
B(t) = e —(1-¢)

donc W'(t) =0sit=In(l+¢
La borne ainsi obtenue es

), et h(t) est un minimum de la fonction h.
t:

ﬂmwzu+@mg<af%§>.

On désire montrer que cette borne satisfait :

e® —e?
Grome =°7

11 suffit donc de considérer la fonction f et de montrer qu’elle est négative :

f(a)zs—(l—i—s)ln(l—i—a)—i—g—;.

(&) 1—1+E—1n(1+a)+—.
€ 0 % 1
O %
ffle) | 0 N\ / —In@2)+3
fe) ] 0 = N -

La fonction f est bien négative sur I'intervalle [0, 1].

52
La borne obtenue est : Prob[X > (1+e)u] <e” 7.
On peut faire un raisonnement analogue avec t < 0 et obtenir :

o
%

Prob[X < (1—e)u] <e 7.

On conclut que
o2
Prob[(1 —e)p <X < (1+e)u] > 1 -2 5/

2
Sin> % In(2) alors 2e~ %+ < 6.
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On dispose donc de deux paramétres pour quantifier la qualité de 'estimation
obtenue pour la valeur de p :

un paramétre d’erreur sur approximation : &, par exemple 1072,
€2 .
— un paramétre de confiance : (1 — §) tel que 2”3+ < 4§ sin > % In (%)
ol n est la taille de ’échantillon. Par exemple, on peut prendre § = 1073,

Théoréme 17 (Borne de Chernoff-Hoeffding avec erreur absolue). Soient X1, ..., X, |}
des variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs 1 (respectivernent 0)
avec probabilité p (resp. 1 —p).

n

Soit X = %ZXZ Alors pour tout 0 <e <1—p :
i=1

—2ne?

Prob[X > p + €]
Prob[X <p—¢] < e 2ne”

IN
3
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Chapitre 3

Vérification de systémes
probabilistes

3.1 Model Checking d’un systéme probabiliste

3.1.1 Systéme de transition probabiliste
Un systéme de transition probabiliste est décrit par un quadruplet
M = (S, P, So,L).

S est un ensemble d’états (fini ou dénombrable),
P : 5% —[0,1] est une fonction de transition probabiliste, c’est-a-dire telle

que pour tout s € S, Z P(s,t) =1 (propriété de Markov)

tes
sp € S est un état initial ,

— L : S — 247 est une fonction d’étiquetage des états par des ensembles de

propriétés atomiques.

Un tel systéme est en fait simplement une chaine de Markov, munie d’un
état initial et d’un étiquetage des états; Dans le cas ot ’ensemble des états est
fini :

— P peut étre représentée par une matrice de Markov,

— M peut étre représenté par un graphe de transition probabiliste étiqueté,

Exemple de systéme de transition probabiliste :

3

Définition 29 (Chemin d’exécution). Un chemin d’exécution d’origine sq est
une suite infinie d’états o = (sg, ..., Si, Sit1 .- .) telle que pour tout i :
P(Si, Si+1) > 0.

Pour tout i > 0, on note ¢* le chemin (s;,5;41...).

3.1.2 Mesure de probabilité sur un ensemble de chemins

L’ensemble des chemins d’origine sq est noté Path(sg).
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FiGg. 3.1 Systéme de transition probabiliste

Définition 30 (Probabilité d’un ensemble de chemins). La mesure de proba-
bilité Prob est définie d’abord sur les “cones”, c’est-a-dire sur les ensembles de
la forme :

C(w) = {o € Path(so) | 7 est un preéfixe fini {sg,...,s,} de o}.

n—1
Prob[{o € Path(sg) | oln = {so,...,sn}}] = H P(si,8i41),
i=0

La mesure de probabilité Prob est étendue a la o-algébre engendrée par les cones.
Un ensemble de cette o-algébre est dit mesurable. La mesure de probabilité Prob
est la fonction définie de maniére unique par :

Prob[{o € Path(so)}] =1,

— si (X;)ier est une famille dénombrable d’ensembles mesurables deux a
deux disjoints, Prob[|J,.; Xi] = Z Prob[X;],
i€l
si X est un ensemble mesurable, Prob[Path(sg) \ X] =1 — Prob[X].

3.1.3 Logique PCTL (Hansson et Johnson)

L’ensemble des formules de chemin est défini comme en CTL a l'aide des
deux opérateurs temporels X (unaire) et U (binaire). L’ensemble des formules
d’état est défini comme le plus petit ensemble :

— contenant true et ’ensemble AP des variables propositionnelles,

— clos par les connecteurs propositionnels (-, V, A, —),

— clos par application de 'opérateur probabiliste [®]>, ot ® est une formule

de chemin et p € [0, 1].

La satisfaction des formules est définie comme pour CTL sauf pour 'opéra-
teur probabiliste, qui a remplacé les quantifications existentielle et universelle
sur les chemins. Etant donné un systéme de transition probabiliste M et un
état sg :

(M, s0) = [@]>p ssi Prob[{o € Path(sg) | (M,0) =@} >p
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11 est facile de vérifier (par induction sur la formule Phi) que la mesure
Prob[{o € Path(so) | (M, c) = ®}] est bien définie.

3.1.4 Model Checking de PCTL

L’algorithme consiste a déterminer Sat(p) = {s € S | (M,s) E ¢ par
induction sur la formule d’état ¢ :

Sat(true) = S Sat(a) ={s€ S|aec L(s)} siac AP

Sat(—p) =S — Sat(¢) Sat(p1 V ¢2) = Sat(pr) U Sat(ps)...

Etant donné une formule de chemin @, le vecteur z = (z5)ses est le vecteur
de probabilités défini par : , = Prob[{o € Path(so) | (M, o) | ®}].

Pour déterminer Sat([X¢]>p) = {s € S | s > p}, il suffit de résoudre le
systéme d’équations linéaires : * = P.b ou b = (bs)ses est défini par by = 1 si
(M, s) E ¢, 0 sinon, et de comparer ensuite a p.

Dans le cas de Sat([p1Up2]>p), on détermine d’abord :

So = Sat(p2), ST = Sat(I(p1Ups)) comme pour le model checking de CTL,
et ST =9-S5T.

Soit S = S—(SoUS ™). le vecteur z = (z5)ses est alors solution du systéme :

1 sis €8y
Ty = 0 sise S~
SiesP(s,t).xy sise s

Le systéme d’équations linéaires peut s’écrire :
s = Btes P(s,t).2¢ + Ties, P(s, 1)

r=Ax+ Pb

ou A est la matrice P restreinte a 'ensemble S’ et b = (bs)ses est défini par
bs =1sis e Sy, 0 sinon.

La complexité de cet algorithme est en temps 0(poly(]S|).|¢|) et en espace
0(|S|?). Cette méthode de model checking est utilisée par le model checker pro-
babiliste PRISM (Université de Birmingham).

3.1.5 Vérification probabiliste (Coucourbetis, Yannakakis)|]

Le probléme de la vérification qualitative est celui de la satisfaction d’une
formule LTL par un systéme de transition probabiliste :

étant donnés M = (S, P, Sy, L) et ®, existe-t-il un chemin o d’origine s¢ tel
que (M, o) = @, i.e. Prob[®] = Prob[{o € Path(sg) | (M,0) =P} >07?

Le probléme de la vérification quantitative consiste a calculer Prob[®].

Théoréme 18. [?]

1. La satisfaction d’une formule LTL ® par une chaine de Markov M peut
étre déterminée en temps (9(|M|.2|‘I"), et en espace polylogarithmique par
rapport & [M | et polynomial par rapport a |®|.

32



2. La probabilité de satisfaction d’une formule LTL ® par une chaine de
Markov M peut étre calculée en temps polynomial par rapport a [M |,
exponentiel par rapport & |®|, et en espace polylogarithmique par rapport
a |M | et polynomial par rapport a |P|.

Vérification quantitative

L’idée de la méthode congue par C. Coucourbetis et M. Yannakakis consiste
& transformer, étape par étape, la formule ® et la chaine de Markov M en
éliminant un par un les opérateurs temporels de ® et en conservant la probabilité
de satisfaction de la formule ®. Au cours de cette transformation, une propriété
fondamentale des chaines de Markov est utilisée.

Définition 31 (Composante fortement connexe terminale). Une composante
fortement connexe C est dite terminale s’il n’existe pas d’aréte sortant de C'.

Proposition 8 (Propriété fondamentale des chaines de Markov). Presque si-
rement, c’est-a-dire avec probabilité 1, tout chemin dans une chaine de Markov
atteint finalement une composante fortement connexe terminale C et visite in-
finiment souvent tous les états de C.

Transformation de la chaine de Markov

Il existe 2 sortes de transformation associées respectivement aus opérateurs
temporels X et U. On décrit la transformation associée a 'opérateur U. On
considére la sous-formule (®;U®P3) de ® “la plus a lintérieur possible”; c’est-
a~dire les formules ®1, ®5 ne sont composées que de propositions atomiques et
de connecteurs propositionnels. On peut donc évaluer les formules ¢, ®5 sur
tous les états et donc déterminer Sat(®;) et Sat(P3). On va transformer la
chaine de Markov M en une chaine M’ et la formule ® en une formule ® sur
AP’ = AP U {a} de maniére & conserver la probabilité de satisfaction.

Pour cela, on effectue une partition de S en 3 sous-ensembles disjoints
So, 8™, S tels que :

si s € Sp, alors Probs[(®1UP2)] =1,
si s € S7, alors Probs[(®,U®3)] =0,

— si s € 57, alors Probs[(®:U®2)] > 0 et Probs[~(®1U®2)] > 0.

La construction de la partition s’effectue en 4 étapes :

1. So = Sat(®3), S~ = Sat(—~P; A =P3); on se restreint dans la suite au

sous-graphe G sur les états qui satisfont ®; A =Py,

2. on met dans S~ tous les s € G tels qu’il n’existe pas dans G de chemin
de s a un état ¢ tel que R(t,u) avec u € Sat(P2), c’est-a-dire & partir de
s il n’est pas possible d’atteindre un état u € Sat(®P2) sans passer par un
état satisfaisant (—®; A —Dy),

3. On met dans Sy tous les s € GG tels qu’il n’existe pas dans G de che-
min de s & un état ¢ € S~ ou qui posséde une transition R(t,u) avec
u € Sat(—®; A =®y), c’est-a-dire & partir de s il n’est pas possible d’at-
teindre un état dans S~ sans passer d’abord par un état de Sy,
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4. on met dans S7 les états restants, c’est-a-dire S* = .5 — (Sp U S™).

Lemme 8. Soit p; = Probg[®1UP5]. Alors les probabilités (ps)ses pewvent étre
calculées a l’aide du systeme d’équations linéaires :

1 si s €Sy
ps=14 0 sis€ST
SiesP(s,t)py sise S’

De plus, ce systéeme admet une solution unique.

Preuve. On considére les quatre cas correspondant aux étapes de construction
de la partition.

1. Si s € Sy, (M,s) = Py et (M,7) |= (2,UD3) pour tout m € Path(s).
Sise ST, M,s) E (-1 A ~P3) et (M,7) E ~(P1UP2) pour tout
m € Path(s).

2. Si s € S, on prend 7 € Path(s) :

(a) soit 7 reste dans G, ne visite jamais un état satisfaisant ®, et donc
(M, 7) [ (21U D),
(b) soit w sort de G en un état satisfaisant (-®; A =®P3).
Dans les 2 cas, (M, 1) = (DU Ds).

3. Si s € Sy, on prend 7 € Path(s). Presque surement, 7 atteint finalement
une composante fortement connexe terminale C' et visite infiniment sou-
vent tous les états de C. On suppose que 7 ne sort jamais de G et
donc C' C @G. Par conseéquent, tous les états de C' ont été classés dans
S~ a la 2e étape, ce qui contredit le fait que s € Sy. De fait, 7w sort
de G par une transition R(t,u) vers un état u € Sat(P2) et par suite,
(M, S) ': ((I)lU(I)Q)

4. Si s € S?, alors (M, 7) = (&1 A =®s). Soit © € Path(s) :

(M,TF) ': ((I)lU(I)g) ssi (M,Tl’l) ): (‘I)lU(I)Q)
Si t est le premier état de 7!, alors soit p; = Probs[®,U®3]. 1l est facile

de voir que : ps = Z P(s,t).p:
tes

On construit ensuite une nouvelle chaine de Markov M’ = (S’, P/, L) et on
rajoute une proposition atomique a : AP" = AP U {a} pour pouvoir remplacer
(®,UP5) par a dans la formule principale ®.

Les états de M’ sont définis en prenant :

pour chaque état s € Sy, un état (s,a) € S’,
pour chaque état s € S, un état (s,—a) € ',
pour chaque état s € S”, deux états (s,a) € S" et (s,-a) € S'.

La distribution initiale pf, de M’ est définie & partir de la distribution initiale
po de M par :

e sise SoUST, py((s,ea)) = po(s),

e sisc S ph((s,a)) = po(s).ps et py((s,—a)) = po(s)(1 — ps).
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Les probabilités de transition dans M’ sont définies par :
o sis, teSyUST, P'((s,ea),(t,e'a)) = P(s,t),
esisecSoUS ette S,
P'((s,ea), (t,a)) = P(s,t).p: et P'((s,ea), (t,—a)) = P(s,t).(1 — p;),
o sis,tes’,
P'((s,0), (t,)) = P(s,1). (2) et P'((s,7a), (t,~a)) = P(s,). (122,
esisc S’ etteSy, P((s,a),(ta))= (s,t)pis,
esisc S ette ST, P'((s,ma),(t,na)) = P(Svt)(pps)'
La fonction d’étiquetage des états de M’ est définie comme suit :
L' (a) = {(s,a) | s € S},
L'7Nb) = {(s,a), (s,—a) | s € L~1(b)} pour tout b € AP.
La nouvelle formule ®® est obtenue en remplacant toutes les occurrences de
(®,UP2) par a dans la formule .

Lemme 9. Tout chemin n’ = (s(,...,s},...) de la nouvelle chaine M’ satisfait

la propriété suivante avec probabilité 1 :
(Vi > 0) s, satisfait a < (M, 7"") = & UD,.

Preuve. Il suffit de montrer que :

- Si s{, = (s0,a) alors Prob[(M’',7') = ®1UPs] = 1,

- Si s{, = (so, na) alors Prob[(M',7") = ~(21UP3)] =1

Etant donné un chemin 7’ dans M’, soit 7 le chemin dans M obtenu en

projetant les états de #«’ sur leur premiére composante.

Premier cas : s = (s,—a) et s € S™.

Soit G le sous-graphe de M’ restreint aux états dont la premiére composante
est dans S :

o si (M, s) E (=P A —=®3) alors (M, 7") | —~(®1UP,),

e si (M,s) = (P A—Dy) alors :

soit 7’ ne sort pas de G} et reste dans une composante connexe termi-
nale dont tous les états satisfont (®1 A =Ps3),
— soit m’ sort de G} en un état qui satisfait (~®; A —Py).

Deuziéme cas : s = (s,a) et s € Sp.

Soit GY le sous-graphe de M’ restreint aux états dont la premiére composante
est dans Sy :

o si (M,s) E @q, alors (M',7') E (21U D),

e si (M,s) E ®; A =Pq, alors il n’existe pas de composante fortement
connexe terminale dans G%, composée d’états satisfaisants (®; A —D3y)
puisqu’une telle composante serait dans G} ; avec probabilité 1, tout
chemin 7 issu de sj, visite un état satisfaisant ®o et satisfait (U P3).

Troisiéme cas : si = (s,ca) avec s € S°.

Soit G%, respectivement G, le sous-graphe induit sur les états (s, a), respective-
ment (s, a), avec s € S”. Ces sous-graphes ne contiennent pas de composante
fortement connexe terminale de M’ puisqu’une telle composante serait déja
dans Gf. On remarque que :
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e toute transition a l'extérieur de G% apparait sur un état de G5,

e toute transition a I'extérieur de G apparait sur un état de G.

Soit 7/ un chemin partant de G%. Avec probabilité 1, ce chemin visite un
état de G4 avec tous les états précédents dans G%. Comme tout état dans G4
satisfait (®; A =®3)) et que presque tous les chemins partant de G% satisfont
(©1UP3), le chemin 7’ satisfait (®,UP5) avec probabilité 1.

Lemme 10. Les chemins w et ©' ont la méme distribution de probabilité.

Preuve. I suffit de le montrer pour les enembles de base
C(p) = {r € Path(s)|p = (s(s- -, s},) préfixe fini de 7}.

On remarque que si (¢,ea) est un état de M’ et qu’il existe une transi-
tion R(s,t), alors (t,ea) a exactement un prédécesseur dans M’ de premiére
composante s.

Partant d’un état s’

' = (sn,€a) on procéde « en arriére » pour obtenir un

unique chemin s, ..., s, avec projection so, ..., s, dans M.
Il est alors facile de vérifier que :
e sica=a, Probag (s, ...,s,) = Probap(so, ..., 8n)-Ps,s
e sica = —a, Probpay(sh,...,S5) = Proba(so, ..., Sn)-(1 —ps,),

Proposition 9. La probabilité de satisfaction de la formule ® dans M est
préservée, c’est-a-dire :

Probam[{m € Path(sg) | (M,7) | ®}] = Probpy [{7" € Path(s) | (M, 7") &= ®*}]I}
Preuve. Comme les chemins 7 et 7’ ont méme distribution de probabilités :
Prob[®] = Proba [®] = Prob g [99]

La second égalité est une conséquence du fait que la formule (®;U®3) = a sur
tout état des

3.1.6 Classe RLP

chemins de M’ avec probabilité 1.

Complexité de I’algorithme

Les différentes étapes de I’algorithme d’élimination de la sous-formule (®,U @3]}
sont les suivantes.

1. Evaluer ®; et ®, sur tout état de M.

2. Initialiser Sy & Sat(®2) et S~ a Sat(—Dy A ~Ps).

3. Soit G le sous graphe induit sur les états satisfaisants (1 A—®3). Calculer
les composantes fortement connexes de G.

4. Traiter les composantes de fagon bottom-up : pour toute composante for-
tement connexe terminale D de G, répartir les états de D dans Sp, S~ et
S” et supprimer D de G :
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(a) s’il n’existe pas d’aréte de M sortant de D ou si toute aréte sortante
va 4 un état de S, mettre D dans S,

(b) s'il existe une aréte de M sortant de D et si toute aréte sortante va
a un état de Sy, mettre D dans S°,

(c) sinon mettre D dans S—.

Complexité en temps

Soit t le nombre de connecteurs booléen de ($,UP;). La taille de la for-
mule ®¢ est || = |®| — ¢. Alors en reprenant la numérotation des étapes de
I'élimination sous-formule (&1 U®s) :

e I'étape 1 s’effectue en temps O(t.|M]),

e létape 2 s’effectue en temps O(|M]),

e l'étape 3 s’effectue en temps O(|M]).

La construction de la nouvelle chaine M’ se fait en temps O(t.|M]) et 1éli-
mination de ®;U®5 au plus double le nombre d’états et d’arétes.

Le temps de construction de la chaine finale est donc en O(2/®1.|M|).

Complexité en espace

La construction du graphe de la nouvelle chaine M’ utilise un espace en
O(|®| + log®(JM|)). En effet, le probleme d’accessibilité dans un graphe a n
sommets utilise un espace O(log™ n).

L’algorithme récursif permettant d’engendrer les états et les transitions de
la chaine finale posséde les caractéristiques suivantes :

e la profondeur de récursion est |P|,

e la taille de la chaine de Markov (au plus) double & chaque transformation.

I’espace nécessaire est donc :

O(|21.(|®] +1og* (2L IM]))) = O(@|* + |@]-log?(|M])).

3.2 Meéthodes d’approximation pour la vérifica-
tion probabiliste

L’objectif de cette section est de montrer plusieurs types de résultats :

1. 'un de type négatif qui montre que 'existence d’un algorithme probabi-
liste d’approximation (relative) en temps polynomial pour le calcul de la
probabilité de satisfaction d’une formule LTL entrainerait ’existence d’un
algorithme probabiliste pour décider tout probléme de la classe NP,

2. Pautre de type positif qui montre ’existence d'un algorithme probabi-
liste d’approximation (absolue) en espace logarithmique pour le calcul de
la probabilité de satisfaction des formules LTL exprimant des classes de
propriétés intéressantes (monotones, anti-monotones),

3. cette derniére méthode d’approximation permettant la conception et 1'im-
plantation d’un model checker probabiliste (APMC : “Approximate Pro-
babilistic Model Checker”)
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3.2.1 Problémes de comptage et approximation

Intuitivement, la classe §P rend compte des problémes de comptage pour le
nombre de solutions des problémes de la classe N P. Les problémes de comptage
associés a tous les problémes N P-complets connus sont §P-complets.

On introduit la notion de schéma probabiliste d’approximation en temps
pleinement polynomial qui est du & R. Karp et Luby [?]. On considére un pro-
bléme de comptage et soit #(x) le nombre de solutions distinctes pour une
instance x de ce probléme. La taille de cette instance est notée |z|.

Définition 32. Un schéma probabiliste d’approximation (RAS) pour un pro-
bléme de comptage est un algorithme probabiliste 4 qui prend en entrée x, et
2 nombres réels £,0 > 0, et produit en sortie une valeur A(z,e,0) telle que :

Pr(|A(z,e,8) — #(z)| < e#(z)) > 1-6.

Un schéma probabiliste d’approximation est dit pleinement polynomial (FPRAS)J}
si son temps de calcul est borné par un polynome en ||, L et log(3).

La probabilité Pr est définie sur les choix aléatoires de l'algorithme. L’al-
gorithme prend non seulement en entrée la donnée du probléme, mais aussi 2
parameétres : € le paramétre d’approzimation et (1—0) le paramétre de confiance.
L’approximation est dite relative car € est un paramétre multiplicatif qui prend
en compte la valeur de #(z).

On adapte la notion de schéma probabiliste d’approximation aux problémes
de calcul de probabilités. Un probléme de calcul de probabilités est défini par
la donnée d’une representation succincte d’'un systéme probabiliste et d’une
propriété z. On désire calculer la measure de probabilités p(z) de I’ensemble
des chemins d’exécution satisfaisant cette propriété.

Définition 33. Un schéma probabiliste d’approximation (RAS) pour un pro-
bléme de probabilités est un algorithme probabiliste A qui prend en entrée z,
et 2 nombres réels £, > 0 et produit en sortie une valeur A(z,¢,9) telle que :

Pr(|A(z,e,0) — p(z)] < ep(z)) > 1-46.

Si le temps de calcul de A est polynomial en |z], L et log(}), A est dit pleinement
polynomial.

Théoréme 19. S’il existait un schéma probabiliste d’approxzimation pleinement
polynomial pour le probléme de calcul de la probabilité Prob[y)] de satisfaction
des formules 1 de LTL , alors NP C BPP.

Preuve. On considére le fragment L(F) de LT L dans lequel F est le seul opé-
rateur temporel. Le résultat suivant est da a Clarke et Sistla [?] : le probléme
de décider l'existence d’un chemin satisfaisant une formule de L(F) dans un
systéme de transition est N P-complet. Leur preuve utilise une réduction en
temps polynomial de SAT au probléme de décider la satisfaction des formules
de L(F).
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A partir de cette réduction, on peut obtenir une réduction, “solution a so-
lution”, du probléme §SAT au probléme de comptage des chemins finie, de
longueur donnée, dont toutes les extensions infinies satisfont la formule asso-
ciee L(F). Soit AL, ¢; une formule SAT , sur les variables propositionnelles
{z; / i=1,...,n}. On construit le systéme de transition probabiliste suivant
M= (S,P,yo,L) :

AP ={c; / j=1,...,m} (ensemble de propositions atomiques),
S={z;/i=1,...,n}U{z; /i=1,....n}U{y; /i=0,...,n},
- P(yi—1, %) =1/2, P(yi—1,2;) =1/2 pour i = 1,...,n,
P(zi,y;) =1, P(zf,y;) =1pouri=1,....n, P(Yn,yn) =1,
- L(z;) = {c; / =; appears in ¢;} pour i =1,...,n,
L(z}) = {c; / ~x; appears in ¢;} pour i =1,...,n.

Maintenant si 'on considére la formule LT'L /\;n:1 Fc;, il est facile de voir
que toute valuation satisfaisant /\;":1 c¢; correspond & un chemin fini allant
de yo & y,, dont toute extension infinie satisfait la formule LTL /\;":1 Fe;.
Par conséquent, le probléme de comter les chemins finis , de longueur 2n,
satisfaisant une formule de L(F) est #P-complet.

Une conséquence de ce résultat est le caractére §P-dur du calcul des proba-
bilités de satisfaction des formules LT L. On remarque ainsi que s’il existait un
schéma probabiliste d’approximation pleinement polynomial pour le calcul de
Prob[y] (¢ formule LTL), on pourrait approximer de maniére efficace §SAT.

Un schéma probabiliste d’approximation en temps polynomial pour §SAT
pourrait alors étre utilisé pour distinguer, étant donné une entrée x, entre le
cas f(z) = 0 et the cas f(z) > 0, ce qui fournirait un algorithme probabiliste
en temps polynomial pour le probléme de décision SAT.0]

D’aprés une conséquence d’un résultat de Jerrum, Valiant et Vazirani [?] et
une remarque de Sinclair [?], Pexistence d’un schéma probabiliste d’approxima-
tion pleinement polynomial pour §SAT entrainerait RP = NP, ou RP est la
classe des problémes de décision qui possédent un algorithme probabiliste en
temps polynomial, avec erreur d’un seul coté.

3.2.2 Approximation pour le model checking probabiliste

Dans cette section, on considére certaines restrictions sur la classe des for-
mules LT'L, et sur le type d’approximation (absolue), permettant d’obtenir des
schémas probabilistes d’approximation efficaces pour le calcul des probabilités
de satisfaction.

Pour de nombreuses propriétés intéressantes, comme l’accessibilité, la satis-
faction par un chemin d’execution de longueur finie entraine la satisfaction par
toute extension de ce chemin. De telles propriétés sont appellées monotones.
Une autre importante classe de propriétés, comme les propriétés de sireté, peut
étre exprimée comme négation de propriétés monotones. On peut ramener le
calcul de la probabilité de satisfaction d’une propriété de sireté au probléme
pour sa négation, qui est une propriété monotone.
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Dans le but d’approximer la probabilité de satisfaction Prob[y)] d’une pro-
priété monotone, on considére d’abord Probg[v], la mesure de probabilité as-
sociée a l’espace probabiliste des chemins d’exécution de longueur finie k. Le
caractére monotone de la propriété considérée permet d’obtenir le résultat sui-
vant.

Proposition 10. Soit ¢ une formule LT L exprimant une propriété monotone et
M un systéme de transition probabiliste. Alors la suite (Probi[Y])ken converge
vers Prob[y].

La méthode consiste & engendrer aléatoirement des chemins de longueur k
dans ’espace probabilistie associé et & calculer une variable aléatoire Y qui ap-
proxime p = Probg[i]. La qualité de ’approximation sera correcte, i.e |Y —p| <
(erreur relative), avec confiance (1 — §), aprés un échantillonnage de taille po-

lynomiale en %, log %. Ce résultat est obtenu a I'aide de la borne de Chernoff-

Hoeffding sur la partie terminale (“queue”) de la distribution de probabilités
d’une somme de variables aléatoires independantes.

Le principal avantage de la méthode est qu’elle n’utilise seulement qu’une
representation succincte du systéme de transition dans un language d’entrée,
comme par exemple Reactive modules (PRISM), éliminant ainsi le probléme de
complexité en espace, dii au phénoméne d’explosion de I'espace des états.

Définition 34. Une représentation succincte, ou diagramme, d’un systéme de
transition probabiliste M = (S, P, so, L) est une représentation qui permet d’en-
gendrer aléatoirement, pour tout état s, un état t tel que P(s,t) > 0.

La taille d’'une représentation succincte est beaucoup plus petite que celle
du systéme correspondant. Par exemple, une representation succincte peut étre
fournie par programme représentant le systéme dans le language d’entrée d’'un
models checkers probabiliste tel que PRISM or APMC. De maniére typique la
taille d’une telle représentation succincte est polylogarithmique dans la taille du
systéme.

La fonction suivante Random Path utilise une représentation succincte
pour engendrer aléatoirement un chemin de longueur k et vérifier la formule 1)
sur ce chemin :

Random Path
Input : diagramag, k, ¢
Output : valeur de la formule v sur un chemin aléatoire 7 de
longueur k
1. Engendrer aléatoirement un chemin 7 de longueur &

2. Si 9 est vraie sur 7 alors retourner 1 sinon 0

On considére maintenant l'algorithme d’échantillonnage GAA congu pour
lapproximation de Probg[v] :
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Generic approximation algorithm GAA
Input : diagramapag, k, ¥, €,6

Output : approximation de Proby[t)]

N :=1In(3)/2¢?

A:=0

For i =1to N do

A := A+ Random Path(diagrama, k, )
Return Y = A/N

Théoréme 20. L’algorithme d’approzimation générique GAA est un schéma
probabiliste d’approximation pleinement polynomial, avec erreur absolue, pour le
caleul de p = Proby Y] lorsque 1 est une formule LT L exprimant une propriété
monotone et p €]0,1][.

Preuve. On désire estimer p = Probg[¢)] par un échantillonnage aléatoire
de taille N. La variable aléatoire A est la somme de N variables aléatoires
indépendantes suivant chacune une distribution de Bernouilli de probabilité p.
On utilise la borne de Chernoff-Hoeffding pour borner la probabilité d’erreur de
I’algorithme. Soit X, ..., Xy IV variables aléatoires indépendantes qui prennent
la valeur 1 avec probabilité p et 0 avec probabilité (1 —p), et Y = Zfil X;/N.
Alors la borne de Chernoff donne :

Prob(Y < (p—¢)) < e 2N ot Prob(Y > (p+e)) < e 2N

. . P 3 M 1 2
Dans 'algorithme précédent, si N > Oggiz‘s)

Prob(p—e) <A/N <(p+e))>1-46.0

, alors :

On peut obtenir un schéma probabiliste d’approximation pour Prob[y] en
itérant ’algorithme précédent. Le principal avantage de ’approximation ainsi
obtenue est que la complexité en espace est logarithmique.

Corollaire 21. L’algorithme de point fixe obtenu en itérant l’algorithme d’ap-
prozimation GAA est un schéma probabiliste d’approximation, dont la com-
plexité en espace est logarithmique, pour le calcul de p = Prob[] lorsque la
formule v est “monotone” et p €]0,1].

Preuve. Pour calculer une e-approximation de Probg[y], on doit stocker les
N := In(2)/2¢? résultats booléens de la fonction Random Path. L’espace
nécessaire est logN et est indépendant d’une borne appropriée sur la longueur
k des chemins d’exécution engendrés pour obtenir une bonne approximation

de Prob[y)].

Dans la suite, on rappelle quelques faits de base de la théorie des chaines
de Markov et on donne un critére sur la vitesse de convergence de la méthode
dans le cas important des chaines de Markov irréductibles et aperiodiques. Soit
P la matrice de transition d’une chaine de Markov finie, en temps discret. Une
chaine de Markov est dite irréductible si le graphe de transition sous-jacent est
fortement connexe. Une chaine de Markov est dite primitive si I'une des puis-
sances de la matrice de transition a tous ses éléments positifs. Il est bien connu
qu’une chaine de Markov est primitive ssi elle est irréductible et aperiodique.
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Proposition 11. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov pri-
mitive et v un vecteur de probabilités arbitraire. Alors limy—oovP* = u o0t u
est l'unique vecteur propre gauche associé a la valeur propre A = 1.

Si ’on démarre une chaine de Markov avec probabilités initiales données par
v, alors le vecteur de probabilités v.P* fournit les probabilités d’étre dans les
différents états aprés k étapes. La proposition précédente établit le fait que la
probailité d’étre alors dans I'état s; est u;.

Le théoréme suivant, connu sous le nom de théoréme de Perron-Frobenius ,
est un résultat classique de la théorie des matrices.

Théoréme 22. Soit P une matrice primitive non négative d’ordre n. Alors il
existe une valeur propre relle A1 de multiplicité 1 telle que A\ > 0 et A1 > |\

pour toute autre valeur propre \j. Soit A2, A3, ..., A\, les valeurs propres de P
autres que A1 ordonnées de maniére que A1 > |Aa| > |A3z] > -+ > |\,| et que, si
[A2| = || pour un j > 3, alors ma > mj, ot m; est la multiplicité de \;. Alors

P* = Xeyu + O(K™271 A |F)

ot u,v sont les vecteurs propres gauche et droit associés a \1.
Si de plus, P est une matrice de Markov, alors A\ = 1.

Ainsi le taux de convergence est géométrique et le probléme est de détermi-
ner k tel que O(k™2~1\o|¥) < e. Si la multiplicité de la seconde valeur propre \a
est 1, alors le nombre k d’itérations suffisant pour obtenir une e-approximation
est O(In(1/¢)). En général, on ne connait pas de critére de convergence en temps
polynomial. Le model checker probabiliste APMC, qui implémente la méthode
probabiliste d’approximation précédente, utilise un critére d’arrét pratique. Le
nombre d’itérations peut étre exponentiel dans la taille d’une representation
succincte du modéle. Cependant, la complexité en espace est logarithmique et
la méthode d’approximation peut étre utilisée en pratique pour verifier des sys-
témes de trés grande taille.
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