INTRODUCTION A L’EQUATION DE BURGERS STOCHASTIQUE ET
BURGULENCE

TAKFARINAS KELAI & SERGEI KUKSIN

REsuME. Cet article propose une introduction a ’équation de Burgers visqueuse stochastique
unidimensionnelle périodique, perturbée par une force aléatoire de type bruit blanc en temps,
et suffisamment réguliére en espace. Nous prouvons des résultats classiques sur l'existence et
P'unicité de solutions, étudions leurs régularités et discutons leurs propriétés quand le temps
tend vers l'infini ou quand la viscosité v tend vers zéro. La derniére limite décrit la turbulence
dans I'équation de Burgers, nommée burgulence par U. Frisch. Notre article sert d’une intro-
duction élémentaire aux méthodes modernes de l'analyse des équations aux dérivées partielles
stochastiques.
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On se propose d’étudier les propriétés qualitatives de 1’équation de Burgers visqueuse stochas-

tique avec une force aléatoire n“ :

w(t, x) + u(t, ) ug(t, ) — vug(t, z) = n*(t,x),
(B) { t>0, z €S =R/Z !

Ici v € (0,1] est la wviscosité. On suppose que pour tout ¢ > 0 :

/S1 n“ (¢, x)dx = / u(0, z)dz = 0.

st

Date: 30 mars 2015.
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D’ici et d’aprés , on a pour tout ¢ > 0

/ u(t, z)dx = 0.
St

On note H l'espace de Hilbert défini par
H={ve€ Ly(S"): / v(x)dz = 0},
St

muni de la norme usuelle et du produit scalaire de Ly qu’on notera || - || et (-,-), et de la base
Hilbertienne {ey(x), k € Z*} avec

es = V2 cos(2msz) .
(1.1) { e_s = \/2sin(27sz) s e N
Notons que si u(z) = 3 uges(x) alors

Elsy/d
. - —1
(1.2) u(z) = U 2™ Wy =0, = (\fg) (us —iu_g) pour tout s € N*.
El<y/d
Dans la suite, on donne n* tel que :
(1.3) N (t,x) = ¥ (¢, x), et (¢, x) = Z bs 5% (t)es(z),
El<y/d

ou bs € R et Y sont les processus de Wiener standard indépendants (appendice A), définie sur
un espace de probabilité standard (2, F,P) [17], [28]. Pour tout m > 0, on pose

(1.4) B, = Z |s|2™b? < +oo.
sEL*

Nous supposerons toujours que By < oo. On appelle la force aléatoire n* le Bruit blanc dans
lespace H et £ le processus de Wiener dans H. On dit que u“ est une solution de , (1.3)), si

u®(t,z) — u(0,z) + /0 (u(s,x) ug(s, ) — vug.(s,x))ds = £“(t,x) — (0, x),

pour tout ¢ > 0, z € S, et pour tout w ¢ @, ot @ est un ensemble négligeable (i.e. Q € F tel que
P(Q) =0).

L’équation , est un modeéle populaire en physique théorique moderne [2]. Nous étudions
le probléeme de Cauchy relatif & , ainsi que les propriétés qualitatives de ses solutions. A savoir,
dans les sections 2-6, nous prouvons les propriétés d’existence et d’unicité des solutions de (B et
discutons les processus de Markov correspondants. Puis, dans les sections 7-8, nous obtenons des
bornes au-dessus et au-dessous pour les normes Sobolev des solutions, lesquelles sont asymptoti-
quement précises quand v — 0. Dans la section 9, nous déduisons de ces estimations que ’échelle
d’espace pour les solutions de est égale & v. Les résultats des sections 7-9 sont basés sur les
theses [5], [8] (voir aussi [4], [7]), ou les méthodes suggérées dans [21], [22] pour étudier 'équation
de Ginzburg-Landau complexe, sont appliquées a . Dans les sections 10-12, nous étudions les
propriétés de mélange de ’équation de Burgers, utilisant 'approche du couplage de Déblin et
suivant [7], [23]. Enfin, dans les sections 13-14, on montre que les estimations des sections 7-8
entrainent que le spectre de l'energie des solutions de (B]) est de la forme de la loi de Kolmogorov
[13], Ex ~ k—2. La, nous suivons [§], [7], ot la dérivation heuristique du spectre, suggérée dans [1],
est rigoureusement justifiée, ceci étant basé sur les résultats des sections précédentes.

Cet article est basé sur les notes de cours pour la seconde année de Master de Mathéma-
tiques Fondamentales a 'université de Paris Diderot, donné par S. K lors des années universitaires
2012/2013 et 2014/2015.
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2. ESTIMATIONS DE LA FORCE &Y

Pour T > 0, notons par X7 l'espace de Banach C(0,T; H), munit de la norme ||¢[|xr =
sup [[€()]]-
t€[0,T)

Théoréme 2.1. [l existe une ensemble négligeable Q € F tel que siw ¢ Q, alors pour tout T > 0
nous avons £ € XT. De plus, il existe a(T,By) > 0, C'(T, By) > 0, et pour chaque p > 1, il
existe C(p,T, Bg) > 0 tel que

(2.1) E[ellE®IF) < ¢,
(2.2) B[ sup &I
te(0,T)

Si w € Q, alors on redéfinie € par £€¥ = 0. Ainsi £ € X7 pour tout w.

Démonstration. Etape 1 : troncature. Fizons T > 0 et posons pour tout N € N :

HW) = wect{ej,|j| < N} € H et eN¥(t,2) = Z bs B (
[s|<N

Alors EN “ est un processus aléatoire continue dans H® ) Pour ¢t > 0, on a
N 2 2
1€M@ = D v38
[s|<N

Maintenant on va estimer les moments exponentiels de sup |[€¥“(¢)||. On a immédiatement pour
te(0,T)

[T Bl @),

[s|<N

tout ae > 0 :
a 3 bIBY(T)?

|si<N

B[l DI — g [¢

car les processus {8, } sont indépendants Comme (,(T) = N'(0,+/T), nous avons que

1
ab?z? 7;—de

, 1
=, sia< —.
T V2T / /1= 2Tab? 2763

En notant byax = sup,s |bs|, on obtient que

Ele abQ@“(T)

" -1 Y Im(1-2Tab?) 1
(2.3) E[eo‘llgN (T)H2] —e 1ZN ,sla< T

max
Comme pour tout |z| < 1 nous avons — In(1 — z) < 2z, alors de (2.3

> 2Tab?

(2.4) E[eollE™(MIF)] < elelzn = 2ToBY o < - ,

2Th2,,

max

avec BIN) = 37 b2 < By. Or, pour tout p > 1 et o > 0 il existe C(p, a) > 0 tel que pour chaque
|s|<N

z>0,onaazxP < Ce™™” . D'ici et I'inégalité 1] nous obtenons

E[[¢Y(T)[[”] < C(p, T, Bo).
Par I'inégalité de Doob (|15.1)) (appendice A) et de cette inégalité, on a finalement
(2.5) E[ sup [V (1)[[]" < C'(p, T, By), pourp>1.

te(0,T)
L’inégalité pour p = 1 suit de (2.5)) avec p = 2.
FEtape 2 : passage & la limite. Pour N < M, considérons

N =M — N = N bpYe.

N<|s|<M

LCrest a dire, pour presque tout w, la courbe t — ¢N¢ (t) € HW®W) est continue.
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Comme E||¢X ()2 = X2 b2, alors par I'inégalité de Doob, nous avons
N<|s|[<M
(2.6) B [lleN % =E[sup ¥ @I <4 > o2
te(o,T N<|s|<M

On considére I'espace de Hilbert Ly = Lo(Q; XT). Par 1' pour N < M, on a ||§MW —waHn%z <
4 Y b2 Comme Y. b = By < oo, alors {€M“} C Ly est une suite de Cauchy et ¢M% — ¢ ¢
N<|s|<M
Lo quand M — 4o0. Comme la convergence dans L, implique la convergence presque partout
pour une sous suite, alors, il existe un ensemble négligeable QT tel que €M% — ¢ dans X7 pour
une sous suite M; — +oo et w ¢ Q7. Soit @ = Q*UQ?U--- . Par le procédé diagonale de Cantor,
on construit une suite M; — 400 tel que eMiv _, v — 3 bsf¥es dans X1, T = 1,2,--- et
SEL*

pour tout w ¢ Q.

De cette convergence, de la relation (2.4]) et le théoréme de Beppo-Levi, on obtient 1'inégalité
(2.1). De méme, avec (2.5) et le théoréme de Beppo-Levi, nous avons ([2.2)). O

Dans la suite, on désigne par H™ ’espace de Sobolev définit par
m—={ve Ho"™ e H},

ot ul™ = 0w représente la dérivée faible en « & I’ordre m de u. On muni H™ du produit scalaire
homogéne

(U, V), = /S1 u(™ (x)v(m) (x)dx,

On note par || - || la norme associée au produit scalaire. Notons que 9, : H™T! — H™ est un
isomorphisme et ||0ul|;, = ||t||mk, pour tout m, k € N.
Si u € H alors u s’écrit dans la base trigonométrique 1 comme u(z) = Y. uses(x), et la
sezL*

norme de v dans H™ est
lull = @m)™ D [s1*" us|*.
SEL*
On utilise cette caractérisation pour définir H™ pour tout m > 0 :

™ ={u € H,|u||m < co}.
Pour m < 0, on définit H™ comme le complété de H par rapport a la norme || - ||,
On rappelle I'injection de Sobolev :

1
(2.7) Hm<—>Ck(Sl)<:>m>k+§,

et que 'espace H™ pour m > % est une algébre Hilbertienne :

(2.8) [uv|lm < cmlullm||0]]m-

Pour T > 0, on note par X7, l'espace de Banach C(0,7; H™) munit de la norme l[ullxz =
sup ||u(t)||m. Avec ces notations, on a le théoréme suivant :

t€[0,T]

Théoréme 2.2. Soit m € N et supposons que B,, < co. Alors pour chaque w € et pour tout

T > 0 nous avons £ € XTI | et il existe a(T, By,) > 0 tel que

(2.9) Ele aHE“(T)Hm] <c,
(2.10) E[ sup [[§¥(0)[Im]” < C;’u Vp =1,
te(0,T)

pour des constantes convenables C., (T, By,) > 0, C/l (p, T, By) > 0.

Ici, comme pour le théoréme nous avons modifié £ sur un ensemble négligeable.
La démonstration est similaire & celle du théoréme 211
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3. PROBLEME DE CAUCHY

Dans cette section on étudie le probléme au limites périodiques , 1.3) avec la condition

initiale.
(3.1) u(0,z) = ug().
3.1. Préliminaires. Soit m € N. On considére ’équation de la chaleur

_ _ T
(CH) ’Ut(t,l’) Z/’sz(t,x) ﬁt(t’x)a é € Xm

v(0, ) = up(x).

On dit que v € X est une solution de (CH]) si pour tout ¢ € [0,7] :

v(t) — 1//0 Vg (8)ds = ug + £(2).

Le lemme suivant est un résultat élémentaire des équations aux dérivées partielles paraboliques.
Pour le démontrer, on décompose la force £ et v dans la base trigonométrique (1.1]) et on retrouve
les coefficients de Fourier de v.

Lemme 3.1. Soit m > 0 et T > 0. Alors pour tout £ € XL et ug € H™, il existe une unique
solution v € XTI de . De plus Uapplication H™ x XI — XTI (ug,&) — v est linéaire et

m m m?
continue.

3.2. Décomposition des solutions de . On écrit maintenant une solution u de , 3. 1))

comme
u(t,z) = w(t, z) +v(t,z),
ol v est la solution de (CHJ). D’ici, w vérifie ’équation de Burgers perturbée :

(BP) Wy — VWge + 3 (w+v)?)y =0,

w(0) = 0.
L’avantage de se ramener de I’équation a est le fait que tout les coeflicients de cette
derniére sont réguliers. Dans la suite on résout ’équation . On commence par deux lemmes

qui portent sur des inégalités fonctionnelles.

Lemme 3.2. (inégalité de Gagliardo-Niremberg [29])
Pour tout (m, (r,q)) € N* x [1,00]% et B € [0,m — 1], il existe C(B,q,7,m) > 0 tel que

(3.2) WP, < Cllwll, ]y, 6(8,q,r,m) =

2 2 146 |, .12—6 m+ 7 - %
(3.3) (027w, w?®)| < Cllwllp {1 [wlg™, 0(m,q) = ﬁ’
q 2
Démonstration. Par la formule de Leibniz, nous avons
(3.4) (02w, D,w?)| < C(m) Z/|w(")w(m_")w(m+1)|daﬂ.
n=0

Nous majorons l'intégrale du membre de droite de (3.4]) par I'inégalité de Holder. On obtient

[ Dl < ) [0

avec p% + p% = % D’ici et 1] avec m :=m+ 1, et r = n puis r = m — n, nous avons
[ e < il
2_1
oud =06(n,q,p1,m+1)+0(m—n,q,p,m+1) = :iL_i . De cette derniére inégalité et la relation
a2

(3.-4), on a (3.3). .
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Théoréme 3.1. Soit m > 1, B,, < 0o, T > 0 et v € XL. Alors il eviste une unique solution
we XTI de et il existe Cy, (T, v, |[v]|xT) > 0 tel que

T
(35 lollxg + [ @it < C
Démonstration. Etape 0 : uncité. Soit w',w” € XL solutions de (BP) et v € XL. Alors w :=
w’ — w'" vérifie ’équation
1
Wy — VWyy = 5((11/ +w” 4+ 2v)w),, w(0)=0.

En prenant le produit scalaire Lo, de cette équation avec w, et en faisant des intégrations par
partie, nous obtenons

5 Il OIP + vl = =5 [ (@(0)+ 0" (0) + 200w (0, ()

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'injection de H' dans L, et I'inégalité de Young,
le membre a droite est majoré par

/I () + 20)w(t)we(t)|dz < [[(w'(t) + w" () + 20())w(B)]] - [Jws ()]

< Ol P + s llw(@IR).
D’ici
L) < Cllw o)
Comme w(0) = 0, le lemme de Gronwall implique que ||w(t)||> = 0, et donc w = 0. D’ot I'unicité.
Etape 1 : estimations & priori. Supposons que v € XTI et que w € XL est la solution de
et montrons d’abord 'inégalité pour m = 0. Apres avoir multiplié (BP|) par w et intégré en
espace, le membre de gauche s’écrit comme

[ = vuayuds = 5 5@ +vlw @,

et le membre de droite devient

1 1 1
~3 /((w +0)?) wdr = 3 /(waw + 02w, + 2vww, )dr = 3 /(vam + 2vww, )dz.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, et utilisant (2.7) avec k = 0, nous obtenons
que le terme & droite est borné par

1% v
L@+ cllollxr + S lw@F +cllol X lw@®]?, =),
4 1 4 1
Donc, on a
d
ZwOI” +vllw@I]F < el lollr @I + cal [0l xr

D’ici et le lemme de Gronwall, il en résulte que

a3

t
(3.6) lw@®)|* < teallv][yre 1 <eo(T), 0<t<T.
Maintenant, on va utiliser (3.6)) pour estimer ||w(t)||,,. Multiplions 'équation dans par w™),

Alors, par une intégration par partie en espace, nous obtenons

2 dt
|2 O, w(®)®) | + 2 we) (), w (@) )| + [ @2, w(l) "))

5 9 dl 9 qm+1
SlwIE, + VOl < (e w(t) +0(0)%, (o)

IA

=:1; =:15 =:13
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Par (3.3) (avec 8 = 0(m,2)), nous avons

- 2m +1
T om+2

1] < Crllw®)| oI,
L’inégalité de Young appliquée au membre & droite de cette inégalité implique
I < 2w + Gl
Nous avons aussi,

v ’ o 14 ’ o
I < Zllw®) [ + Colllollxg)lw®Z, Is < Jlw@) R + Calllollxg) lw®)].

Pour estimer Io = 2{wv(t), wy(t))m, on utilise (2.8) et (3.2) :
2wo(t), wz(t))m < Cllwo@)]lm||lw®)|lmi1 < Crllw@|m[o(E)||m|[w(E)]lmi1

14 mer
w1

m

< Cllo@®)lmllw (@)~ 7

et on conclue par I'inégalité de Young. De maniére similaire, on dérive une estimation du méme
type pour I3. D’ici et (3.6)), on a

1d
2dt
Finalement, l'intégration de cette relation entre [0, 7] permet de conclure & la validité de (3.5))

pour tout m > 1.
Etape 2 : approzimation de Galerkin. Pour tout N € N; soit

(37) (@I + S1w®IE e < C (lellxg)eo(T)

HW) = wect{ej,|j| < N} C H,
et {w™} la suite de solutions approchées de Galerkin du probléme définie par

wN(t) = Z as(t)es,

|s|<N

ott les as(t) sont a déterminer. En effet, en substituant w” dans I’équation de (BP) et en prenant
le produit scalaire Ly dans les deux membre de I’égalité avec e, |j| < N, nous obtenons une EDO
de la forme :

doy
dt

ot Pj(a,t) est un polynome fini en o = (a) k< et en (v (t))rez-. Donc, Pj(a,t) est une fonction

(3.8) (t) = —(2m)%a;(t) + Pi(a(t), 1), ;(0)=0, [j| <N,

lisse en « et continue en ¢, on conclut & 'existence d’une unique solution w™ € C*([0, TN [; H))
de , ot TV est le temps maximal d’existence.

Exactement, comme dans I’étape 1, on montre que w? vérifie I'inégalité et donc ||w™ (t)]]
est borné uniformément en N. En particulier lim sup||w® (¢)|| < oo ce qui implique que 7% =T.
N

t—
Etape 3 : Convergence. En utilisant ’équation , on trouve que {w” } est borné dans I'espace
de Hilbert

W™ = {u € Ly(0,T; H™) s uy € Ly (0, T; H™ )1,

Comme W™ € Ly(0,T; H™) [24, Théoréme 5.1], alors il existe une sous suite {wNJ'} qui converge
vers w € W™ faiblement dans W™ et fortement dans L(0,7; H™). On procéde comme dans
[24] pour vérifier que w est solution de (BP)) et satisfait bien les estimations a priori. De plus,
wm™ c XTI [25], donc w € X1

La suite {w™} est bornée dans X1 et H™ est relativement compact dans H™~!. Comme
{0;wN'} est borné dans Lo(0,T; H™ 1), alors la suite {w™} est équicontinue dans H™~!. Donc,
par le théoréme d’Ascoli, {w™"} est précompact dans XL |, et {wNJ } converge vers w dans X1 |
(Nous utiliserons cette convergence plus tard). (]



8 TAKFARINAS KELAI & SERGEI KUKSIN

Remarque 1. Une version simplifiée de cet argument nous montre que pour tout T > 0, m > 1,
veXT etze XL |, Uéquation linéaire

(3.9) { Wy — YWy + (VW) = 2,

Wit=0 = 0,
admet une unique solution w € X1, vérifiant :
(3.10) lwllxz < Cllzllxz_,, C=CWT|vllxg)-

3.3. Existence et unicité pour Burgers. Par le lemme [3.1] et le théoréme [3.1] on peut énoncer
le résultat suivant :

Théoréme 3.2. Pour tout T >0 m > 1, ug € H™ et £ € X, il existe une unique solution u
dans XL, de (@, ,. De plus, u satisfait

T
(3.11) 1ull%x +/0 ()7 41dt < Crny Co = Con(T, v, | 0 [, €]l x7) > 0

3.4. Analyticité du flot. Désormais, nous étudions la régularité de ’application
H™ x Xy, — X, (10,€) 7 u

ol u est la solution de (B), (3.1) avec n = 9,&.

Considérons 1’équation de la chaleur
(3.12) W — VWgy = 2, W]y—o = 0.
Par la remarque (1} sim > 1 et z € X1, _; alors a une unique solution w € XTI et
(3.13) llellxr < Cllellxr ., C = Clm,v,T).
Soit m > 1 et notons par X1 o = {w € X : w(0) = 0}, et soit £ Papplication définie par

L:X0 1 0nCOT;H™ ) — X

m_1y W Wy — VWgg.

Par (3.13), I'application £~ : X]I | — XTI ; est une immersion continue. On définie P'espace

Z} = L71(X} 1) munit de la norme [[wl|[zr = ||[Lw||xz_, qui est un espace de Banach. Cette

espace s'injecte continiment dans X ; et £ définie une isométrie entre Z et X ;.
Considérons I'équation (BP)) avec v € XI. Par le théoréme la solution w € XJ,. Donc,
D((w+v)?) e XL _j et w= L1 (-2, ((w+v)?)) € ZL . Ecrivons (BP) comme

1
(3.14) O(w,v) =0, P(w,v)=w+ §£_1 0 0, ((w + v)?).
Notons que pour chaque v € XL I’équation ®(w,v) = 0 posséde une unique solution w € Z1.

Lemme 3.4. Pour tout T > 0 et m > 1, ® définie une application analytique de ZL x X1 — Z1.

Démonstration. V'application X, — XT w +—— (v+w)? est analytique car polynomiale et continue
[10]. Comme Z — X , alors I'application

ZEx XT — Z1 (w,v) — (v 4+ w)? — 9, ((w + v)?) — L7 0 8, (w + v)?)
est aussi analytique. Donc ® est analytique. U

Pour tout (w,v) € ZL x XT 1a différentielle de ® en w € Z1, évaluée en h € Z1, est 'application
dw®(w,v)(h) : ZL — ZL  telle que dy,®(w,v)(h) = h+ L7 0 8,(w + v)h [10]. Cette application
est continue par le lemme

Lemme 3.5. Pour tout T >0, m > 1 et (w,v) € ZL, x XL, d,® est un isomorphisme de ZL,.
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Démonstration. 1l est clair que pour tout w,h,g € ZL et v € XTI on a d,®(h) = g si et seulement
si

(3.15) ht — Vhay + 0z (w + v)h = Lg.

Comme (w + v, Lg) € XL x XTI | la remarque || implique qu'il existe une unique solution
h e ng de 1D et que I'application X1, — Xgl,o, Lg —— h est continue. O

Finalement, par les lemmes [3.4] et et la version analytique du théoréme des fonctions
implicites [27, Appendix B], nous obtenons que I'unique solution w € Z~ de 1’équation ®(w,v) =0
est une fonction analytique de v € X . Car nous avons écrit la solution u de I’équation de Burgers
comme u = v+ w, on a du lemme le

Théoréme 3.3. Soit m > 1 et T > 0. Si u est la solution de (@, avec n = 0, alors
Uapplication M : H™ x X — X1 (ug, &) — u est analytique. En particulier M est continue.

On munit 'espace H™ x X% de la norme :

HICE BT = 11l + 1Rl -
Proposition 3.1. l'application M du théoréme est localement Lipschitzienmﬂ

Démonstration. Soit m > 1 et T > 0. Nous notons par H™C I’espace de Sobolev complexe (la
complixificationde 1'espace H™). On définit XIC et ZI'C comme les analogues complexes des
espaces X1 et ZL.

En utilisant la version analytique complexe du théoréme des fonctions implicites [27, Appendix
BJ, nous trouvons que si w’ € ZIC o € XIC et ®(w',v') = 0 (cf. ) alors w’ est une
fonction analytique de v’, et il existe e = ¢(v") > 0 tel que Papplication v —— w'(v") vérifiant
®(w'(v'),v") = 0 se prolonge en une application analytique complexe :

®: By ={ve XL |[v—1||xic <e} = Z]F,

qui est bornée en norme par une constance K(v') > 0. De plus, nous pouvons choisir ¢ =
e(|v'l|xze) et K = K(|[v'||xzc) tel que ¢, K soient des fonctions continues positives. D'ici, il

existe €, KecC (RT,R™) tel que lapplication M du théoréme se prolonge en une application
analytique complexe :

(3.16) M: 0% - xIC

m

ot 0% = {ug € H™ : ||Tm |l < E(||Re wollm)} x {§ € X ¢ [Im€||xze < E(||Re€|lxze)},

et telle que [|M(uo,&)|[xre < K (|| ug||grme + €] x7¢). Chaque couple (ug,§) € H™ x X se

plonge dans O ¢ H™C x XTC avec sont voisinage complexe de rayon Z(|||(uo, £)|||). Donc, par
Panalyticité de (3.16) et I'inégalité de Cauchy [I6, Section VII.A], nous avons que pour tout
u € Hmet £ € X, ¢

1M (10, €) | ez xcz, < min (&(] [ wollm), E([1€]xz)) ™ K (o] [z + €] [ x7¢)-

m’“tm ™m m

D’ici, nous avons que M, est localement Lipschitzienne. O

Pour ¢t € [0,7] et m > 1, nous notons par M; 'application
(3.17) My s H™ x X2 — H™, (10,€) — u(t) = Mjieonsi-

Elle est analytique par le théoréme [3.3]
On notera parfois, u(t) = M(ug,£)(t) = u(t; ug,§) la solution de (B)),([3.1) avec n = 8,¢, et on
notera u®(t; up) = My (g, &) la solution de , (11.3)), (3.1).

2Cest a dire, il existe une fonction C' € C(Rt;R1) telle que pour tout ugp uz) € H™ et f,&l exr:

M (10, €) = M(ug,€ )l xz < Cmmax(]|| uo, &[], | uh, €'IDII (1o, €) = (g, &)
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4. PRINCIPE DU MAXIMUM DE KRUZKOV

Le but de cette section est d’estimer u, u, et u) := max(0, u,), en se basant sur la méthode
de Kruzkov [19]. Commengons avec un lemme évident.

Lemme 4.1. Si f € C}(SY;R) tel que [g f(z)dx =0 et f'(z) < ¢* pour tout x. Alors |f|e < ¢
et |f'l1 < 2c*.

Le théoréme suivant nous fournit des estimations portant sur u; (¢), u(t) dans Lo, et sur u,(t)
dans L.

Théoréme 4.1. Soit By < 0o, T > 0, t € [0,T] et u(t,z) solution de (B), avec n(t,x) =
i€t x), £ € XT et u(0) € HY. Alors, il existe C(T) > 0 indépendante de ug et de v € (0,1], tel
que pour tout § € (0,T]

(4.1) sup | uf (£,-)]oo < COTH(1+[€]Ix7),
0<t<T
(4.2) sup (| u(t, )o + | ua(t,)1) < COH(1 + (€] x7)-
0<t<T

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous supposons que T' = 2. Supposons d’abord que
u(0) € H*. Alors, le théoréme implique que u € XJ. On se propose d’écrire la solution u de

7 7 comme

u=<¢+w.
Par conséquent, v est solution de
(43) (% + UlUy — VUgg = Vé-a:x'

On dérive cette équation par rapport a x et on multiplie par ¢, on trouve

(4.4) e + (02 + Ulpe) = ViUzee + VEE ..

On pose w := tv, et on réécrit comme

(4.5) (wp — vg) +tuZ + (tué,, + W) = Ve, + V..

Maintenant, on considére la fonction w(t,z) sur le cylindre @ = [0,2] x S'. Comme Wit—g = 0

et [w(z)dr = 0 alors, soit w est identiquement nulle ou w atteint son maximum M > 0 en
(t1,21) € Q avec t1 > 0. Si w est identiquement nulle alors v,(t,z) = 0, et v(t,z) = 0 sur Q.
D’ou (4.1) et (4.2). Maintenant, supposons que w atteint son maximum M > 0 en (t1,21) € Q et
notons par

(4.6) K = max(1, max €t o)
Alors

K <max(1,Cl£(t,-)|[xr) <00, C>0
Démontrons que
(4.7) M <9K.

Par un raisonnement par I’absurde, supposons que M > 9K. Comme &, u € X], on trouve de
léquation (4.5) que wy, w,,, we, € C(Q) [12]. Alors les conditions d’optimalité impliquent que

(4.8) wy >0, wy =0 et wy, <0 au point (¢1,x1).
Par (4.8) et (4.5)), on a au point (¢1,z1), la relation
—vy +tud tul,, < v, ..

On multiplie cette derniére inéquation par t et en utilisant le fait que w(t;,z1) = M et t?u2 =
(w + t€,)?, nous avons au point (¢1, 1),

Comme ¢t < 2, par (4.6) on a
(4.10) to) €| <2K, j=0,....3.
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De plus,
(4.11) (M +t£,)? > (M —2K)?,  au point (t1,21),
car M > 2K. De plus, fsl to(z)dz = 0 et tv, = w < M, alors le lemmeimplique que |[tv] < M,
ce qui entraine
(4.12) [tu] <|t&|+ M <2K+ M, V(t,z)€Q,
et
[ €| = [(0)(t,0)| < 2K + M)(2K), VY(t,2) € Q.
Comme vt2¢,,, < 4K, alors d’ici et de (4.12), nous avons

—M + (M —2K)? < 2K(2K + M) + 4K,
Cette derniére relation implique que M < 6K + 2. Comme M > 9K et K > 1 alors 6K +2 < 9K.
D’ou la contradiction, et (4.7]) est établi.
Comme tu, = w + t§, et M < 9K, alors pour tout (t,z) € @, on a tu, < 11K. Donc, u
satisfait (4.1)) si u(0) € H*. Encore une fois, le lemme implique que

2‘;| u|ooat| uw‘l < 22K < 22(1 + ||€||Xz)7

i.e, u satisfait si u(0) € H*.

Maintenant, supposons que u(0) € H' est montrons que la solution u € H! de vérifie
bien et . Choisissons une suite { u/(0)};en € H* qui converge vers u(0) dans H'. Pour
chaque j € N, u/(0) définie une solution v/ € H* de (B) qui satisfait (par ce qui précede) (4.1
et (4.2). Par conséquent, pour tout x € St

(4.13) [uf (8, 2)| < Juf (t,2) — wlt (8, 2)| + C(L+[[¢]|xr), C>0.
Par le théoreme [3:3] avec m = 1,
(4.14) uw/(t,-) — u(t,-) dans H'.

D’ici {ul(¢,7)} converge (a sous-suite prés) vers u,(t,x) p.p tout x. En passant a la limite dans
(4.13) quand j — +oo nous obtenons que | u; (t,2)] < C(1+|[¢||x7) presque partout, et est
vérifiée.
La convergence (4.14) et le fait que est vrai pour u/ implique que reste vrai pour
u. ]
Par le théoréeme et le théoréeme nous avons immédiatement le :

Corollaire 4.1. Si By < oo et u(0) € H', alors pour tout p > 1 et 0 < 0 < T, il existe
C(p,T,By) > 0 tel que

E[ sup |uf(t,-)[5] <CO7F,
0<t<T

E[ sup (Ju(t, )% + [ua(t,-)[))] < CO7P.
0<t<T

5. LOI DE LA SOLUTION u ET LES DEUX SEMI GROUPES DE MARKOV

Soit (X, Bx) et (Y, By) deux espaces mesurables. Par exemple, X et Y sont deux sous-ensemble
fermeées d’espaces de Banach, munis de leurs tribus Boréliennes [28]. Soit F' : X — Y une appli-
cation mesurable. Notons par P(X, Bx) (resp. P(Y, By)) l'espace des mesures de probabilités sur
(X, Bx) (resp. (Y,By)). Rappelons [28] que F' définie I'application

F,:P(X,Bx) — P(Y,By), mr— Fom,
ot pour tout Q € By : (F om)(Q) = m(F~(Q)). L’application F, est linéaire dans le sens ot :
(5.1) F.(ami + (1 —a)mg) = aFi(m1) + (1 — a)Fi(m2),
pour tout mi,ma € P(X,Bx) et a € [0, 1].
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Lemme 5.1. [28] Soit X et Y deux espaces de Banach séparables et p € P(X). Alors, il existe
une variable aléatoire ¢ : ) — X tel que sa loi, noté D(s), est égale & p. De plus, si F : X —Y
est une application mesurable, alors F oy =D(F o§).

Soit m > 0. On munit I'espace de Banach séparable X1 de sa tribu Borélienne B : = B XZ.
On note par P(XL) 'espace des mesures de probabilités Boréliennes sur (X7, B), et par C,(X1)
'espace des fonctions continues et bornées sur X muni de la norme de convergence uniforme
[11]. On rappelle (théoréme que si B, < oo, m > 1, alors £ définie une variable aléatoire
¢€:Q — XI. Sa loi, noté D(£¥), est la mesure 7 = & o P. Clest a dire, telle que pour tout

Qe BXL):7(Q) =P{w: &Y € Q}. Alors, pour tout f € Cp(XL) on a
= [ F©m(de) = / F(69)P(dw) = BLF(€*)],
Xxr Q

(voir [28]). Soit f € (XL)*, i.e f est une forme linéaire continue sur X% . Comme les processus
{84} sont indépendants, alors

for=D (f (Z bsﬂ:(t)(%(.’l}))) =D <Z bsf(ﬁ?(t)es(‘r))> =Ty AT K

El<y/ sezL*

Ici m; = D (b;f(e;B5)) et % est la convolution des mesures. Comme les m; sont des mesures
Gaussiennes alors f o7 'est aussi [28]. C’est a dire, 7 est une mesure Gaussienne dans ’espace de
Banach X7 [6], [20]. Comme 7; depend seulement de f,bs et de la loi de 8% alors

(5.2) 7 dépend seulement de la suite {by, k € Z*}.

Notons qu’on peut obtenir (2.9)) comme conséquence du célebre Théoréme de Fernique qui affirme
que si p est une mesure Gaussienne dans un espace de Banach X, alors il existe un réel positif «
tel que

/ elellellx) )y (dx) < oo (voir [6], [20]).
X

Soit B, < 0o, m > 1. Considérons le probleme de Cauchy (B)), (L.3), (3-1)). Soit mo € P(H™)
et uy € H™ une variable aléatoire indépendante de £“, telle que D(u§) = mg (lemme . Alors
PH™ x X1) 2 D(uf, ) = mg x D(EY).

On note dans la suite D(uy) par my, et D(£”) par . On supposera 7 fixé et on étudie la dépendance
de la loi de la solution u®(t,z) du probléme de Cauchy par rapport a mg. On désigne par u“(¢; ug)
la solution & Iinstant ¢ issue de ug, et on construit 'application S; définie par :

Sy PH™) — PH™), mg— Mo (mgxm):=D(u’(t;uy)),
(cf. théoreme 3.3 et (3.17)). L’application S; est linéaire (cf. (5.1)).

Lemme 5.2. Soit U“ une solution de avec 11¥ = 8@“, Ew(t, x)= > bsﬁj(t)es(x), et {E:J(t),
SEL*
s € Z*} sont des processus de Wiener Standard indépendants. Soit 0“(0) = Ui € H™ une variable

aléatoire indépendante de Ew telle que D(UG) = mg. Alors D((t)) = S5 (mo), pour tout t € (0,T).
Démonstration. Par le théoréme nous avons u’ = Mt(ﬁg,ng et par le lemme nous
obtenons que D(u(t)) = M; o D(ﬁg,gw). Etant donné (5.2) et que 1y est indépendante de &,
alors » .
D(ug,& ) =D(ug) x D) = mo X 7.

Donc, D(u(t)) = Mo (mg x m) = Sf (mo) O

Si up :=v € H™ est indépendante de w, alors D(ug) = §,, € P(H™) est la mesure de Dirac et
S5 (0,) = D(u(t;v)). On considere 'application

YR x H™ — P(H™), (t,v)— S;(§,) =D(ut;v)) = T (v).

Elle est appelée : la fonction de transition de Markov.
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Théoréme 5.1. S§ = Id et pour tout t1,t2 > 0:
(5.3) Sf oSy, = Sf 14,
On dit que {S} }+>0 est le semi groupe de Markov dans P(H™) de I’équation (B)).

Démonstration. La premiére affirmation est évidente. Pour démontrer la derniére, on fixe t1,t5 > 0
et on pose p; = D(u¥(t; uf)) pour ¢ = 1,2. Notons v(t,z) = u(t; + t; u§). Alors v vérifie le
probléme de Cauchy
Vg + VU — Vg =11,
{ v(0,z) = vy,
ou 717(t,z) = n¥(t1 + t,x) et vo = u(ty; uf). Cest a dire,

(@) = 0u(6 (1 + t,2)) = D€ (11 + t,2) — (1, 2)) 1= (€ (¢, ).

et
E(ta) =D b(BL(t+ 1) = B (t))es ().
seL*
Comme {(Y} sont des processus de Wiener standards indépendants alors {8 (¢t + t1) — 8% (t1)}
Pest aussi (appendice A). D’ici, nous avons que D(ﬁw) = D(&¥). La variable aléatoire v =

u(ty, uy) dépend que de uf§ et (€¥(¢),0 < t < t1). Donc, elle est indépendante des incréments
(&%(t1 +t) — £“(t1),t > 0) (qui sont indépendants de uy et des (£“(t),0 < ¢ < #1)). Donc, par le
lemme [5.2]

D(v(t2)) = 5, (1) = S, o S5, (o).
Comme D(v(t2)) = D(u(ty + t2); ug) = S;, 4, (141), alors nous obtenons ([5.3)). O

Notons par L,(H™) l'espace vectoriel des fonctions bornées sur H™, et pour tout ¢ > 0, consi-
dérons l'application Sy : Cp(H™) — Ly(H™) définie par

(5.4) Spf (v) = E[f(u(t;v)], feC(H™), veH™.
Par définition de S;, on a
(5.5) Sif (v) = (£, D(u(t;v))) = (f, My o (0, x 7)) = (f, 57 (60))-

Théoréme 5.2. Soit m > 1 et t > 0. Alors
(1) Si(Co(H™)) C Co(H™).
)
(3) L’application Sy : Co(H™) — Cp(H™) est continue et sa norme est égale & 1.
(4) Pour tout f € Co(H™) et v dans P(H™) nous avons que

(5.6) (Sef, ) = (f, 5¢ (w)-
Démonstration. 1) Si f € C,(H™) alors par :
Sif(v) = Blf (u(t;v)] = Bf o My(v,£7)].

Si v, — v dans H™ alors pour chaque w, foM;(v,, &) — foM(v,£¥) dans H™ (car foM; est
continue). D’ici, et du théoréme de convergence dominée de Lebesgue : S;f(v,) — S:f(v), donc
Suf € Cy(H™).

2) La linéarité et la positivité de Sy sont évidentes.

3) La relation S;1 =1 ou 1(u) = 1 pour tout w est triviale. Soit f dans Cp(H™) et notons par
d = ||f]|- Alors

L’application Sy est linéaire et positive.

—d1 < f <dl.

Par la positivité de S; et cette relation nous avons que —d1 < Sy f < d1, d’ici ||S:f|| < ||f]| et
donc |S¢l¢,,c, <1, et Sy est continue. Finalement, comme S;1 = 1 alors |S¢¢, ¢, = 1.
3) Nous avons

(55 (1) = (f; My o (nxm)) = (f o My, px ).
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Puis par le théoréme de Fubini :

(oMuuxm= [ [ (7o M@ uldo) = (Sif. 1)

(St f)v

O

On démontre dans ce qui suit, que la famille d’opérateurs {Sy, ¢ > 0} forment un semi groupe.
Théoréme 5.3. Nous avons So = Id et pour tout t1,to >0
(5.7) Si, 08i, = St 41,

On dit que {S¢}e>0 est le semi groupe de Markov dans Cy(H™) de I'équation (B]).

Démonstration. Soit t1,t2 > 0, f € C,(H™) et v € H™. Par le théoréme on a (St 44, f)v =
(f, S} 41,(0,)) et par le théoréme (f, St 14,(00)) = (f,Sf o Sf,(0y)). Encore une fois par
le théoreme (f,SF 085,(60)) = (Se,f,S%,(60)) = (St, © Sty f,00). Finalement (St 44, f)v =
(StQ o Sh f)l) u

Théoréme 5.4. (Relation de Kolmogorov-Chapman)
Pour tout t1,to >0, m>1etve H™, on a

(5.8) Sty 1 (0) = / (S0 () S0, (v) (du).

Ici, Uintégrale de droite est une intégrale de la fonction u — 3, (u) € P(H™) par rapport a la
mesure X, (v) [9]. Alors, pour tout f € Co(H™) :

(5.9) Sevstnf(0) = (Strsra(v), ) = / (81 (), )51, (0) (dr).

Démonstration. L’intégrale a droite de (5.9) est égale a [ Sy, f(u)Xy, (v)(du) = (S, 0 Sy, f) (v).
Alors, (5.9)) est une conséquence de ([5.7)). Comme les termes a gauche et a droite de (5.9)) sont les
intégrales de f avec les deux mesures définies dans (5.8]), alors (5.9)) est une conséquence de (5.8)).

O

Le théoréme [5.4] peut étre généralisé :

Proposition 5.1. Pour tout t1,to > 0, m > 1 etv e H™, si f € C,(H™) et O est une fonction

bornée et mesurable sur X1, alors
(5.10) B[®(u(7;0)jrej0.0)) f (ults + t2;0))] = B[®(u(7; 0)jre(0,,)) (e, (ultss ), F)]-

Notons que (5.10) est égale a (5.9) si & = 1.

Démonstration. Nous raisonnons comme dans la démonstration du théoreme [5.1l Considérons des
espaces de probabilite (Q;, F;,P;), ¢ = 1,2, et (Q,F,P) = (1 x Qa,, F1 x F2,P; x Py). Soit
{BYi, s € Z*}, i = 1,2, des processus de Wiener standards indépendants définies sur (Q;, F;,P;),
1 =1,2. Pour t1,t3 > 0 et w = (w1, w2) € 2, on pose :

ﬁwl(t)7 0§t§t1

S

BL() —{ B (b)) + BL2(t —t1), t1 <t <,

qui sont des processus de Wiener standards indépendants. On choisit cette forme de {8}, s € Z*}
pour la force £ (voir (1.3)). Dans ce cas, pour 0 < ¢ < t;_la solution u®(¢;v) = u“*(t;v) ne dépend
pas de wa, et pour t; <t < t9, 'équation pour u*(¢;v) dépend seulement de ws. Donc,

u®(ty + t;v) = u“2(t; u (t1;v)),
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et lintégrale a gauche de (5.10)) s’écrit :

/Q (0 (71 0) o)) f (0 (1 + b 0)P(dw)

/ / O (759) | refo,6,]) f (W92 (E1 + t2;v) Py (dwy ) Pa(dws)
Q1 J Qo

(L 0 01500 Potdin) ) (0 1500t sl

- /Q@tz(u(tl;v)),f><1><uw(mmfe[o,m)P(dw)-
Et (5.10]) est vérifié. O

Le théoréme et (5.9) montrent que pour 0 < ¢t < t; 4 t2 et pour chaque donnée initiale u§
indépendante de la force n* de la forme , la loi de la solution u(t; + t2; up) est une fonction
qui dépend seulement de la loi de u(t1; ug). On appelle cela : la propriété de Markov. Clest la
raison pour laquelle il est plus facile d’étudier ’équation de Burgers stochastique avec une force
7n® qui est un bruit blanc plutoét qu’avec une autre force aléatoire.

6. CONVERGENCE FAIBLE DE MESURES

On rappelle ici quelques résultats sur la notion de convergence faible (ou étroite) de mesures
[B], [II], [28]. Soit X un espace de Banach séparable, Ox C X un fermé (par exemple, Ox = X).
On note par

L(Ox) :={f € C:(Ox) : Lip(f) < oo},
ou Lip(f) désigne la constante de Lipschitz de f. L’espace L(Ox) muni de la norme
1l = 1fllzex) = I+ Lip(f)

est un espace de Banach non séparable [I1],[23].

Définition 6.1. On dit qu’une suite {u1,,} C P(Ox) converge faiblement vers u € P(Ox), et on
note p, — , si et seulement si

Vf € Co(Ox) ity £) — (s £)-

La convergence p, — p n’implique pas la convergence de u,,(Q) vers u(Q), @ € B(Ox).
Pourtant

(6.1) tn(Q) > lim supp,(Q), si @ est fermé et pu,, — p (voir [3], [I1], [2]]).

n—-+oo

Définition 6.2. Si p et v sont des éléments de P(Ox), alors la distance Lipschitz-dual (ou Lip-
dual) entre p et v est définie par

=il = W <1(<f, w = (f,v).
L(xX)S

Le théoréme suivant dt a Kantrovitch caractérise la convergence faible de mesures par la dis-
tance Lipschitz-dual [I1].

Théoréme 6.1. Soit X un espace de Banach séparable, Ox C X un fermé. Alors
(1) (P(Ox),]|- HE(X)) est un espace métrique complet.
(2) Si{u,} CP(Ox) et un € P(Ox) alors
ty = = [|pn, — 1l ) — 0

Théoréme 6.2. Pour tout t > 0 et m > 1, Uapplication Sy : P(H™) — P(H™) est faiblement
continue, i.e. si p, — p alors Sfp, — Sfp.

Démonstration. Soit u, — pet f € Co(H™). On a par S (S oy [) = (i, St f) €t (Sfu, f) =
(, Sef). Comme Sy f € Co(H™), on a {p,,, Sef) — (u, Stf). Donc, Sfp,, — S;u. O
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Définition 6.3. Soit M un ensemble de mesures de P(Ox).
(1) M est dit tendu, si pour tout € > 0, il existe un compact K. C Ox tel que
w(K:)>1—¢, Vupe M.

(2) M est dit faiblement relativement compact, si toute suite {p1,,} C M admet une sous suite
faiblement convergente dans P(Ox).

Le théoréme suivant dit & Prokhorov caractérise les ensembles de mesures faiblement relative-
ment compact [3], [I1], [28].

Théoréme 6.3. Un ensemble de mesures M C P(Ox) est tendu si et seulement si M est faible-
ment relativement compact.

7. ESTIMATIONS AU-DESSUS DES NORMES SOBOLEV DE u

Dans la suite nous supposerons toujours que By < co.

Le but de cette section est d’estimer I'espérance mathématique des normes E[||u(¢)||%,], m > 1,
de la solution u(t) de uniformément en v € (0,1] et en ug € H'.

On se donne u € X/, solution de , et on rappelle briévement la formule d’Ito [14], [17], [26].
Soit f une fonction sur H™ de classe C2. Alors la formule d’Ité implique queﬂ

(11) CEIS(u()] = B |df (u()L(u(®) + 5 3 bidgf(U(f))(es,es)] 7

SEL*

ou L(u) = vug, — uu,. La relation (7.1)) est une égalité formelle. Elle devient une affirmation
rigoureuse si on suppose des restrictions sur f [23], Appendix A7]. Nous discuterons cela plus tard.
Soit € R*, on note par [z] la partie entiére par excés de z :

[z] =min{l e N: > z}.
Théoréme 7.1. SoitT >0 >0, m > 1etv € (0,1]. Si By, i oo, alors il existe Cy, (0, Bry, B) >

0 tel que pour tout uyg € H', la solution u de (@ (.) satisfait
(7.2) El|u(t)]|?] < Cppy~ @™V Vo<t <T.
Démonstration. Par Cp,;, c;n, C’,’nj, ... etc, nous notons des constantes positives qui ne dépendent

que de m, 6, By et By,1. On supposera d’abord que m € N*.

i) En premier lieu, nous présentons une preuve basée sur une application formelle de la formule
et nous expliquerons plus tard comment convertir cette argument en une preuve rigoureuse.
Supposons d’abord que 1y € H™, alors la solution u = u¥ € X/, (cf. théoréme pour chaque
w.

On applique a la fonction f(u) = [|u|?, = ((=A)™u, u). On a df(w)v = 2((—A)™u,v)
et d?f(u)(es,es) = 2((—A) ey, e5) = (2m5)*™ (s, €5) = (275)?>™, donc (7.1)) s’écrit comme

d

(7.3) Bl = —BU(=A)" 1,0, u*)] = 2B[(=2)" v, (-A) w] + By,
o B, = (21)2"B,, = 3 b2(27s)2™
SEZ*
Par le lemme [3.3] (avec ¢ = 00), et le fait que |u|o < |ug|1, nous avons
m o —« 2m — 1
(7.4) |E[<(_A) u, 0, u2>]| < CmE[H uHmJ'-_',-11| uxﬁ ]a = om+ 1

L’inégalité de Holder appliquée au membre & droite avec p = 2'2’;';1, et le corollaire impliquent
que pour tout @' := 9 <t<T:

1

—a o 2—a)qm1\ 9m 1 oty
B e 2N wl 5541 < (Bl wal &) ™ (Bl w2, 12])7 < Con (BIL 0l 40]) 77

3Dans le sens ot la relation 1] est lespérance de la formule d’Ito.
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On pose X;(t) = B[||ul|?], j € N*. Par les derniéres estimations, la relation (7.3 s’écrit

d ! m
(7.5) i Xm() < By = X (1) + Con X ()75, 0/ <t<T.
Comme précédemment, I'inégalité (3.2) (avec (m, 00,2, m + 1)), celle de Holder et le corollaire

impliquent que :
2m—1 2m—1
X (t) < Crp1 Xomy1 () 271 (B[] umm)b < Ca X g (t) 2071,

pour des constantes convenables a,b > 0, si ' <t < T. Alors
2m—+41

(7.6) Xna1(t) > Cra X () 2n=1, 0 <t <T.
La relation (7.5) s’écrit pour tout 6 <t < T :

d ’ m
(7.7) ZXn(t) < B, = Xpsa (0751 (21/Xm+1(t) T — cm) .
Fixons 8 > 1 et supposons que
(7.8) 3t € (20',T) tel que X,,(t.) > B~ Cm=D =y,

Soit s =t, —t, s € [0,¢,]. Alors, nous avons de (7.7) :

d / m 1
(7.9) T Xn(8) 2 =Bl + X (s) 707 (2VXm+1(s) AT Cm) .
S X,n(s) > Y, alors par (7.6)

2 X i1 (s)707T — Chy

%

1
2w (Cmng(S)ig:tl) Tl .

QCﬁFﬁm —Cy, = m(ﬂ)'

Choisissons 8, > 1 tel que K,,,(8) > 1 pour tout 5 > B,. D’ici, de (7.6) et de (7.9), si X, (s) > Y
alors nous obtenons

\%

d ’ m ’ —2m m
i Xu(s) = =B, + X1 ()7 T K (B) > =Bl 4 C2 7 X (8) 7T K (8) > 0,

ou la derniére inégalité est valide si S, > 1. D’ici et de (7.8]), nous obtenons que

(7.10)

(7.11) la fonction s — X,,,(s) est croissante sur [0, %] et est minorée par Y.

En effet, supposons que la fonction n’est pas minorée par Y partout, et trouvons le premier temps

s1 tel que que X,,,(s1) =Y. Par 1) s1 > 0. Donc diXm(s)|s:Sl < 0, et ceci contredit 1)
Comme X, > Y, alors s — X,,(s) est croissante par ([7.10].

Par (7.11)), (7.9) et (7.10), nous avons pour tout s € [0,%,] :

d ’ F2m 2m 1 . 2m_ 2m
%Xm(s) > _Bm + C;£+ Xm(s) 2m_ll(m(/@)) > §C%§+l Xm(s) 2’"_1Km(6),

si By > 1. Cette derniére inégalité implique que

d —1 072:;»% .
gt (Xn(9)7757 ) < 5 K (8) =5 —~Cona o (6).

En intégrant cette dérniére relation en temps entre 0 et s et de (7.11)), on a
1 . B
X (8)77=1 < —Cra K (B)s + X (0) 771 < —Cry K (B)s + 71 v,

Comme v < 1, d’ici, nous pouvons trouver un s’ € (0, t.] tel que Xm(s’)ﬁ =0,si 8, > 1. Dou
la contradiction, car X, (s’ )#11 > 0. Donc, 1) est fausse si 8 est suffisamment grand. D’ici
nous obtenons avec C,, = f3, si ug € H™. A

ii) Supposons que uy € H*'. Alors il existe une suite {uwl}jen C€ H™ qui converge fortement
vers up dans H!. Par le théoréme la solution u(t, uj) converge fortement dans H' vers la



18 TAKFARINAS KELAI & SERGEI KUKSIN

solution u(t; ug) pour tout 0 < ¢ < T. Par i), la relation (7.2)) est déja vérifiee pour les solution
u(t, u). Pour N € N, notons par Il le projecteur de Galerkin tel que

Dy(u@) = 3 ues(a).
ls|<N
et considérons la fonction fy(u) = f (IIx(u(z))) AN, f(u) = || ul|?,. Alors :
a) fn € Cb(Hl) et fy >0,
b) fn(u) N f(u) < oo, pour tout u e HL.

Par i), a) et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous avons

E[fy(u(t; w)] = lim [fx(u(t; )] < ¢, v =D YN eN.

i
Jj—-+o0
De cette relation, de b) et le lemme de Fatou, nous obtenons

| u(t; w)|[2] < liminf Blfx (u(t; uo)] < =m0,

iii) La démonstration du théoréme est complete, si m € N*. Maintenant, on suppose que m > 1
et m ¢ N*. Alors, il existe j € N* et s € (0,1) tel que m = j + s et [m] = j + 1. Par I'inégalité
d’interpolation et celle de Holder, nous avons

E[[[ull2] <E[uZa] B2 ",

Comme est établie pour m = j et m = 7 + 1, alors le terme de droite de cette inégalité est
majoré par C,v~ (QUHH=Ds+2i-1]1-s]) — ¢ ;~(@m-1)

iv) Il reste a justifier 'application de la formule de Ito . D’abord, soit uy € H™*2 et
Bynya < 00.Soit {u?V, N > 1} les approximations de Galerkin pour u. Elles convergent faiblement
vers u dans 'espace X, et fortement dans X/, |, pour chaque w (cf. preuve du théoréme .

Considérons 1’équation satisfaite par u'v :

(7.12) OulN + 1y (uN uiv) — Vg, = O IINEY.

C’est une équation stochastique dans R?V telle que 'équation libre qui lui est associée possede
une fonction de Lyapunov quadratique || u®Y||2. Alors, la formule d’It6 appliquée a avec la
fonctionnelle quadratique f(u) = ||u||?, implique la relation avec u = u® et B/ remplacé
par > b2(27s)?™, voir [18].
|s|<N

Utilisant le lemme de Fatou, nous passons & la limite dans et obtenons si ug € H™*?
et Bm+2 < Q. 4

Finalement, si ugp € H' et B,, < oo alors, nous approchons ug par {u}} C H™ 2, et la suite
{bs} par les suites {b)} de sorte que B,, 2 < 00, obtenant ainsi la relation pour les solutions

u(t; u)), puis nous passons a la limite j — +oo (cf. ii)) pour obtenir le résultat. O
Par le théoreme [7.1]
(7.13) si By, Byy) <00, m>1, ug € H' et t >0, alors P(u(t, ug) € H™) = 1.

Corollaire 7.1. Dans les conditions du théoréme pour tout m,k > 1, il existe C(k,m,0) >0
tel que

(7.14) E[|[u(t)[|k] < Cv=2Cm=D vt >0
Démonstration. i) Fixons d’abord m, s € N* tel que s > m, et k > 1. Du lemme nous avons
B{[u@)l] < CE [[[u@)][E> ] u(t) A0
ou C =C(m,k,s) >0 et \p(s) < 1. Par l'inégalité de Holder, le terme de droite est borné par
OB [l @I Bl
avec C'(m, k, s),a(m, k, s),b(m, k,s) > 0. D’ici et utilisant , nous obtenons .

ii) Si m n’est pas un entier, alors nous raisonons comme dans 1’étape iii) de la démonstration

du théoréme [T11
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8. BALANCE DE L’ENERGIE ET ESTIMATIONS AU-DESSOUS
Si dans lidentité d’It6 (7.1)) on prend f(u(t)) = || u(t)||?, alors pour tout ¢ >0
1d

5 g Bl uOIP] + vl u @)l = *Bo

On inteégre cette égalité entre T > 1 et T4+ o (o0 > 0) :

T+o o
(8.1) Bl + )P = 5Bl DIF + v [ Bllu(s)|Rlds = §By

La relation (8.1)) est appelée balance de lénergie. Le terme 1E[||u(t)||?] est appelé l'énergie de
u(t), et B[||u(s)||3] est le tauz de dissipation de [’énergie.
Le théoréme suivant nous donne une encadrement du taux de dissipation de 1’énergie.

Théoréme 8.1. Soit By < oo et u(t) = u(t; ug), ug € H'. Alors, il existe oo(Bo, Bs) > 0 tel
que pour tout o > og et T > 1:

1 v [Tte 3

0= 2 [ Bl < 3
uniformément en 0 < v < 1.

Démonstration. Par la relation de Kolmogorov-Chapman (5.9) (avec f(u) = || u|[?) et le corollaire
AT avec T =60 =1 et p=2, et en écrivant ¢ > 1 comme ¢t = 7+ 1, 7 > 0, nous avons

82 BI@F] = [ FwSea()@n) = [, Eiw) (o)) < C(B).
1
=E[|| u(1;w)]I?]
Soit o > %{34) =: 0g. Alors de 1] on obtient

SCBI(T)P] < (Bo, 5 Ellu(T +0)|] < B

D’ou le résultat par (8.1). O

Notation 8.1. Soit T > 1 et 0 > 0. Si £(t) est un processus aléatoire réel, on pose
1 T+o
(N =teNra =3 [ Bl
oJr
Avec cette notation, I'inégalité du théoreme [8:1] a pour expression
1 _ 3 _
7B < {lull?)) < 1 Bov '
Le théoréme suivant fournit un encadrement pour {{||u||?,)).
Théoréme 8.2. Soit m € N*, B, < 00,0 >00>0, T >1 et ug € H'. Il existe Cp,(0¢) > 1 tel
que la solution u = u(t; ug) satisfait :
(8.3) Clv™ =D < ({[[u][7)) < Crpp™ 7Y,
uniformément en 0 < v < 1.
Démonstration. L’'inégalité a droité de (8.3) suit du théoréme et pour m = 1, l'inégalité a
gauche est déja étalie. Maintenant, soit m € N et m > 2. Par l'inégalité (3.2) , on a

L e,

_ 1
2m—1 1
xr

luel] < el vzl

D’ici et I'inégalité de de Holder (appliqué & Dintégrale L [, [ Tt | -dtP(dw)) et le corollaire ,
nOUS avons

W) < e((lul2)) 72T (| uel2) Bt < Con((I[u]|2,)) 25T
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Le:
({[lull7)) = Co 2™ ()™
D’ici et des théorémes et on obtient (8.3)). O

Corollaire 8.1. Dans les conditions du théoréme précédent, pour tout m € N* et k > 1, il existe
C(k,m,00) > 0 tel que

(8.4) Ol s < ((||ullf ) E < CvmE

Démonstration. Aprés moyennisation de (7.14)), 'inégalité & droite de (8.4]) est imédiate. Si k > 2,
alors I'inégalité a gauche est une conséquence de I'inégalité de Holder et de (8.3). Maintenant, par
I'inégalité de Holder, on a

lal20) = (&l < (lalla) s (€
Alors, par avec k =2 et k =4,

RUESES

1
y~mta -2 1

3
<<||u|‘?n>>_% > (C )> (C(4,m,0'0)1/_m+%) = C—ly_m-i-i7

3
2

{Ilallm)) = (a2

(2a m,0o0g

et (8.4) est établi pour k = 1. Finalement, pour k € (1,2), l'inégalité & gauche de (8.4) est une
conséquence de celle avec k = 1 et I'inégalité de Holder. O

Considérons l'espace de probabilité

dt
(Q,T,p) = ([T,T+U] X QLXF, — x IP’) ,
g
ou o > og, T > 1, et L est la tribu Borélienne sur [T,T + o]. Avec cette notation, nous avons le
corollaire suivant :

Corollaire 8.2. Pour tout m € N*, il existe a(m, o), C(m,cq) > 0 tel que
(8.5) P =0 (v < (@) < a7 'w ) > Clm, a0),
uniformément en 0 < v < 1.

Démonstration. Soit € > 0 et Yz = {(t,w) € Q : ||u“(¢)||m < €}. Le corollaire (avec k =1 et
k = 2) implique que

C(1,m,00) 1™+ < /Y 0 ()] [mdp + /Q [0 () |mdp

Ye

[SE

= </Q ] u“(t)lfndﬂ> QW) <+ C@mo0) " (p(QVY2))E

On choisit € = ¢, = %C(l,m, UO)*llfm*%, et on note par Y =Y, . Alors

1 N2

89 o0l > 2) = Q) = (5 (COmoCEmon) ) =

Soit =t > 2C(1,m, ). De , 8.4) (avec k = 1) et de I'inégalité de Tchebychev, nous avons
o =2 (IOl = ™ 8) = (I @)l > a7 4F) > €, — aC(1,m, 00).

Maintenant, on choisit « de sorte que le membre de droite soit strictement positif, ce qui implique

(8.5)- O



INTRODUCTION A L’EQUATION DE BURGERS STOCHASTIQUE ET BURGULENCE 21

9. ECHELLE D’ESPACE

Soit u” une fonction dérivable sur S' de moyenne nulle, dépendent du paramétre v € (0, 1].
Notons par M := |u”|s. Soit v > 0. En physique, on dit que l’échelle d’espace de u” est égale a
V7, ¢'il existe des points y € S!, tels que les incréments u(y +v7) — u(y) de u sont de ordre de
M, et pour tout 7' >, u(y + v7) — u(y) est toujours trés petit par rapport a M.

Soit v une fonction tel que v(x) = Z 0,€2175% € C°°(S1), non identiquement nulle. On considére

El<y/d
la fonction périodique u”(z) = v(xz[v~7]), v > 0, ou [-] est la fonction partie entiére par exces.
Il est facile de vérifier que 1’échelle d’espace de u” est égale & v7. Notons par Uy, s € Z*, les
coefficient de Fourier de u” dans I’écriture exponentielle, et soit ks := ﬁ Alors, pour tout
5 €L Y = Uk, X{k,ez+}> O X{k, ez~ st la fonction indicatrice de {ks € Z*}.
Ecrivons le nombre d’onde s pour u”(z) en utilisant 1’échelle logarithmique a base v~ :

s=sy(a)=[v""], a>0,

alors o = a(s) est de ordre lnhl‘/fl . Soit 75 > 7. Comme v € C*, alors il est facile de vérifier que
(9.1 si >y et s = s,(a), alors YN € N*, 3Cy > 0 tel que [Ty, ()| < Cylsy ()N,

pour chaque v, et Cy ne dépend pas de v (mais dépend a priori de 7).
De plus, nous avons aussi

(9.2) si vy < 7y alors (9.1) n’est pas valide pour tout 0 < v < 1.
Pour vérifier (9.2)), on peut choisir o = ~.
Cette discussion motive la définition suivante

Définition 9.1. Soit0 < v <1 et
(9.3) u(x) = Z e ™ ¢ cH(Sh).

s
s€zZ*
(1) Alors, léchelle d’espace de u” est égale a V7, v > 0, si
i) est satisfaite pour tout vy > 7.
it) est satisfaire pour tout 7y, € [0,7), siy > 0.
(2) Soitt >0,z €SHwe et u¥(t,x) un champ aléatoire continue en tempst, C* en espace

z, et de valeur moyenne nulle. On représente u”“ comme dans avec U, = UL (t).

Alors 'échelle d’espace de u** est égale a v, v > 0, si les conditions i) et i) sont vérifiées
avec | 0%| remplacé par ({|T]2))z2.

Soit u(t,z) une solution de représentée par sa série de Fourier (9.3) avec U = u5“ (), cf.
(1.2). Par conséquent,

lull7 =2 [an()K*
k=1

Comme 1y = fgl u(x)e*%r’”, alors par une intégration par partie, nous trouvons que

D’ici et le corollaire on a
(9.4) B[, (t)}] < Ck~2, t>1.

Théoréme 9.1. Supposons que B,, < oo pour tout m € N*. Alors, pour chaque ug € H', I’échelle
d’espace de u = u(t; ug) est égale a v. C’est & dire, que pour tout vy > 1 et N € N* :
(9.5) () < ONE™N, sik=1[v7], v> 7, ve 1],

ott Cn = Cn(7g) > 0 ne dépend pas de v. Par contre, si vy < 1, alors n’est pas vrai pour
tout v > 7y, et v € (0,1], avec une certaine constante Cn = Cn(vq) > 0.
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Démonstration. Par le théoréme on peut écrire
(([uk*) < Crpv(kv) 2™
Sik=k,=[v"7"],7>"7,> 1, nous obtenons que

yo—1

({|Tk]?)) < Cour( 7)™ < k™™ 55, pour tout m € N*,
d’ou (9.5). Maintenant, supposons (9.5)) avec v < 1 et écrivons ((||u/|2,)) comme :

Clalizn =2 > wlPHe™+2 > ([l )e.

1<k<v—"70 k>v—70

=:J =:L
Majorons les deux termes du membre & droite. Soit k > v~70. Alors, nous pouvons écrire k =
[v=7], ¥ > 7,. La relation implique ({|Tx|?)) < Cn(v9)k~Y pour tout N € N. Choisissons,
N = 2m + 2, nous avons
L < C(vo) Z k™2 < O ().

k>v=70
Aussi, par le théoréme [8:2]:

J<v o ST (PR < v o ull?, ) < e P,

m—1
1<k<v—70
D’ici,
(9:6) ((Ilal)) < Cn(yo)v™2m7270%2, v € (0,1).
Parle théorémeet la relation onapourtout 1 > v > 0: v~ M= < O, (7o )y 2= 200F3,
ceci implique que 7, > 1. La contradiction implique que v, > 1. U

10. LEMMES DE RECURRENCE ET L'-CONTRACTION
On rappelle que nous supposons By < oo.

Lemme 10.1. Soit By, < 0o, m > 1 et T > 0. Alors pour tout € > 0, il existe v > 0 tel que
P(llEllxz <€) = ver-

C’est un résultat classique des mesures Gausiennes dans les espaces de Banach [6, théoreme
3.6.1], [20, section 2, corollaire 1.1].

Lemme 10.2. Soit ug dans H*. Pour tout € > 0, il eziste T, = T-(|| ug||1) > 0 et d. = 6.(|| uo||1) >
0 tel que

(10.1) P([[u(Te; wo)l| <€) = de.

Démonstration. Supposons d’abord que & = 0, ug € H! et notons u’(¢) la solution correspon-
dante. On multiplie par u® I’équation dans et on intégre par parties en espace, nous obtenons

1d

2dt
D’ici et le lemme de Gronwall, nous obtenons que |[u®(#)||?> < e=2!||ug||>. Donc il existe un
T. = Tc(|| uol[) > 0 tel que |[u’(T.)|| < 5. Parla proposition Papplication M est Lipschitzienne
sur les sous ensembles bornés de H' x X{¢. Par conséquent, il existe v, = 7v,(]| uo||1) > 0 tel que
st [[{llxr < 7. alors [[u’(Te) — M(ug,&)(To)|l1 < §. Ceci implique que si €l xr < 7. alors

@1 = —vllwz @ < —v[[u’(@)]*.

[|M(u0,8)(T2)|] < €, et par le lemme avec m = 1, on a P(|[{|[xr < 7v.) =: 6 > 0. Do
(70-1). 0

Lemme 10.3. (Récurrence)

Pour tout ug dans H' ete >0, on a

10.2 T, e):=P( inf t; > — 0
(10.2) m(T,¢) (tel[%,T[Hu(’u0)||*€)T_>+oo ;

ou la convergence est uniforme en uyg.
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Dans la suite on note par BE (v) = {u: ||u — v||,, < R}.

Démonstration. Par I'inégalité de Tchebytchev et le corollaire [-1] on a pour une constante ¢y > 0
et pour tout R > 0: P(||u(1; w)|| > R) < ¢5 'R. Si R = 2o, alors P(||u(1; w)|| < R) > 3.
Par la relation de Kolmogorov-Chapman (5.8)) appliquée a la fonction caractéristique de B§(0),

et par (|10.1), nous avons que

1
P([[u(l + Tz; o)l <€) Z/R( )P(HU(TE;U)H <e)%i(ug)(dv) > Sde, Vug € H'.
BO
Alors
1
(10.3) P(||u(l + T¢; u0)|\25)§1—§65, Yuo € H'.

. . N
On note par TV = j(1+ T.), par Q; Péveénement {||u(T7)|| > ¢} et par Q¥ = () Q;. Nous avons
i=1
que QY = {w € QN1 ¢ ||u(TV)|| > €}. Utilisant la relation de Kolmogorov-Chapman sous la
forme (|5.10)), et par ((10.3)), nous obtenons :
P(QN) = E[X{ u(7;uo)

1 1 N_1
< (1= 50BN utrine),, o rv—rye@v-13] = (1= 50)P@7 ).

D’ici, nous avons par récurrence que P(QV) < (1 — 16.)V. Finalement, comme 7(T,¢) < P(Q")
si T > T", nous obtenons ((10.2)) en passant & la limite N — +oo. O

]EQN—l}P(H u(l+ 1T u(TN_lg u)|| > ¢)]

|refo,TN—1

Lemme 10.4. (L;-contraction)
Pour j = 1,2, firons u;(0) € H', et soit £ € X{ . Considérons la solution u;(t) = u(t; u;(0)) €
H' correspondante & &. Alors

|111(t)— UQ(t)|1 S |u1(0)— 112(0)|1, VtZO
Démonstration. Soit w = u; — uy. Alors w vérifie

{ wy + 2 (w(ug + u2))p — VWee =0,
w(0) = u1(0) — uz(0) =: wo.

Soit le probleme de Cauchy conjugué :

¢t + l(ul + u2)¢3: + V¢mc =0,
(10 VY

out €[0,T], ¢p(x) € C° et |pp|oo = 1. La théorie des équations parabolique implique qu’il existe
une unique solution ¢ au probléme 7 et cette solution satisfait le principe du maximum :
|6(t)|oo < 1 pour tout ¢ > 0 [12].

Apres avoir multiplié par ¢ 1’équation en w dans , intégré par parties sur [0,77] x S! puis
en utilisant 'équation en ¢ dans (10.5), on obtient que [(w(T), ¢7)| = [(wo, ¢(0))|. D’ici, et car

|#(0)|oo < 1, nous avons

(10.6) (w(T), ¢r)| < |woly =: K.

Si x. est la fonction définie par

(10.4)

—1, t < —¢,
X (t)=14 it, —e<t<e,
1, t > €,

alors x(t) —>Osgn(t) pour chaque ¢, et si ¢ = x (w(T,x)), alors ¢ est continue et |¢p7|o = 1.
—
Donc, de (10.6) et du théoréme de convergence dominé, nous avons

(T = | / w(T,2) sgn(w(T, 2))dz| = lim | / (T, 2)¢5 ()de| < K.
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11. LES MESURES STATIONNAIRES ET LA METHODE DE BOGOLIUBOV-KRYLOV
On rappelle que nous supposons By < 0.
Définition 11.1. Soit p € P(H™),m > 1.

1) w est dite mesure stationnaire de si pour tout t > 0: SFu = u. Le si D(ug) = p alors
t
D(u(t; w)) = p.
(2) Une solution u(t) de (B) telle que D(u(t; ug)) = p est dite solution stationnaire.

Le but de cette section est de démontrer I'existence d’'une mesure stationnaire de , ,
(3-1) par la méthode de Bogoliubov-Krylov.

Théoréme 11.1. Il existe une mesure stationnaire yu € P(H"Y).

Démonstration. On note par u(t) = u(t;0) la solution de issue de ug = 0, et par u(t) :=
D(u(t)). Notons que Sg(u(t)) = D(u(t+0)) = pu(t+ 6) pour tout ¢,6 > 0.
Considérons [’ansatz de Bogoliubov-Krylov. Le, pour tout T' > 1 définissions mr € P(H?) par

1+T
7wo=%[ (s)(-)ds.

Par le théoréme (avec m = 2), on sait qu'il existe une constante C' > 0 tel que E[|| u(¢)||3] < C
pour chaque ¢ > 1. L’inégalité de Tchebychev implique que u(t)(BE(0)) = P(||u(t)|s < R) >
1—CR'sit>1. Dci, nous avons
1 [T C
(11.1) mr(BE(0)) = T/ pls) (BEO)ds > 1 5 VR >0,
1

De plus, par le théoréme de Rellich-Kondrachev, B£(0) est compact dans H'. D’ici et de ,
nous obtenons que 'ensemble M = {mr} est tendu dans P(H?!). Par le théoréme cet ensemble
est faiblement relativement compact. Donc la suite {my, mq, ...} C M admet une sous suite {m,, }
qui converge faiblement vers une limite u € P(H").

Il reste & prouver que p est stationnaire. Calculons Sj(m;, ), pour tout § > 0. Comme S} est
linéaire et vérifie Si(u(t)) = p(t + @), nous avons

1 1+jk 1 144k 1 1+jk+0
Sptmi) == [ Siunat = [ ue o)== [ 7 uiojas
Jk J1 Jk J1 Jk J1i+e
1 146 1 Jr+1 1 14+j1+0

Jk J1 Jk J1 Ik Jj+1
=1 =My =K

k

Or, pour tout f € Cp(H?'), les termes|(K, f)| et |(I, f)| sont bornés par ji|f|009 et HIE (I, f)]
Jk— 100

Jr—+00

Clim (K, f)| = 0. De plus, comme m;, — p et S; est faiblement continue (cf. théoréme ,
passant & la limite dans 1’égalité ci dessus, on a finalement Sju = p. ]

La mesure stationnaire du théoréme est aussi lisse que la force n* dans :

Proposition 11.1. Soit B, < oo, m > 1. Alors la mesure stationnaire p est supportée par
Uespace H™ : u(H™) = 1.

Démonstration. Si By, < oo alors par (7.13)), u(s)(H™) = 1 pour tout s > 0, et mp(H™) = 1 pour
tout 7' > 1. Comme H™ est un sous ensemble fermé de H! et mj, — p dans H', alors u(H™) =1

(ct. (6.1)). O

Plus particuliérement, nous avons aussi le

Corollaire 11.1. Si By, < oo pour tout m > 1, alors pn(C) = 1.
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12. L’UNICITE D’UNE MESURE STATIONNAIRE ET LA PROPRIETE DE MELANGE

On renvoie & [23] p.101-103], pour le cadre classique du couplage de Doblin. 1l est remarquable
que le couplage de Doblin s’applique a ’équation de Burgers avec des modifications minimales ;
nous expliquerons cela dans cette section. Par contre, pour les équations aux dérivées partielles
stochastiques plus complexes, I'idée de Doblin est plus délicate a appliquer; elle s’emploie avec
des modifications plus profonde [23] Section 3].

Nous supposerons toujours que By < oo. Considérons deux copies d’équation de Burgers de
conditions initiales v/, u”’ € H'. I.e

(w)e+ ui(ur)s —v(w)ee =1t w(0) =,
(12.1) { (12)s + W (0)e — v(ua)er = 72, (0) = 0,

avec n',n? des bruits blanc indépendants et de méme loi que 7. Supposons que u’ et u” sont
des variables aléatoires indépendantes et indépendantes de n' et n%. Comme u; = M(u',n') et
uy = M(u”,n?) alors u;(t) et us(t) sont des processus aléatoires indépendantes. Posons

(12.2) U(t) = (ui(t), ua(t))
et U(0) = (v, u”) =: Up. Alors, D(U(t)) = D(u1(t)) x D(uz(t)). On dit que la mesure D(U(t)) €
P(H' x H') est un couplage indépendant des mesures D(u;(t)) € P(H'), i = 1,2.
En répétant le schéma de la démonstration du lemme [10.3} nous avons le
Lemme 12.1. Pour toute >0 et Uy € H' x H' : P<infte[0,T] [1U®)|] =€) T—> 0, uniformément

en Up.

Lemme 12.2. Soit m > 1. Il existe C(v) > 0 telle que si v/, u” € H* et |u'|y,|u”|; < L, alors
2

pour tout t > 1, on a : ||S (') — Bp(u”)|[7 pay < Cm75.
Démonstration. Par I'inégalité (3.2), nous avons pour tout j =1,2:

_ 2
@)l < ew Ol w7 =15, ¢>0.

Donc, pour tout f € Cy(H") tel que ||f||rz1) < 1, on a

o), ) = (S (), £)] < Bl (t) = wa@)]]

(12.3) < B[l wi () — w2 ()[{]ua(8) = wa()]lz~7)-

Comme |u1(0) — uz(0)[y < 2, alors |uf (t) — ug (¢)|1 < 2 pour tout w (voir lemme [10.4). De plus,
(a—pB)9<al=f+ 6179 pour tout «, 3 > 0, alors le membre de droite de () est borné par
2 _ _

C(E)G(E[II wi (837 + Bluz(t)]13~7))-

Par le théorémeet Pinégalité de Holder, on a B[||u;(t)][3 7] < C’g(y_3)l%9, j=12et Cy>0.
Donc

_3(1_ _ .
(Se(w), f) = (Se(u”), Al < Cv 20 Dm=0si || fl| Ly < 1,
et on obtient le résultat énoncé. O
Proposition 12.1. Pour tout u’, v’ € H*,
12 (u') = (0|7 ) < A7, VE>0,

ol t — dY est une fonction positive indépendante de u' et u”, telle que \ ligl d) =0.
— 400

Démonstration. On note dy(u’, u”) = [[S¢(u') = Ee(u”)|[] gy = sup (Ze(W), f) = (Ze(u”), f).
flle<1
On a pour tout f € Cp(H?)

(Se(u), f) = (Ee(u”), f) = E[f (wi(t) — f(uz(t)] = BF(U(¢)] = g(t; Vo).
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ou on a noté f(uy) — f(ug) par F(U), U = (uy, uz). Donc d; s’écrit comme sup ¢(t;Up) et
[fll<1

g(t;Uo) < dy. Soit m > 1 et Op, = {u € H' : |uly < =}, Considérons le temps d’atteinte pour

U% (t) dans 'ensemble O,, x O,

Tt = nf{s € [0,%] : U¥(s) € Oy x Oy} (cf. appendice B).

i) Comme |u |1 <||u || pour tout j =1,2, le lemme implique que P(7,,, + >t — 1) tend vers
0, uniformément en Uy, quand ¢ tend vers +oo.

ii) Si 7y < talors U(rpt) € O X Opy

iii) Comme g(¢; Upy) < dy, et utilisant le lemme on a que si Uy € Oy, x Oy, alors g(t;Up) <
Cm~%, t > 1.Par la propriété de Markov forte (16.1), B[F(U(t))] = Blg(t — Tpm.¢; U(Tm.)]. Dic

(12.4)  E[F(U®)] =E[l,, ,<t-19(t = Tm,e; U(Tm,e))] + Bllr,, ,>0-19(t — Tons; U(Tm )]
Par ii) et iii), si Ty <t —1 alors U(Tim,t) € Om X Opy et g(t — Ty i; U(T i) < Cm~ 5. Comme

|F(U(t))] < 2, alors (12.4]) implique que
IBIFU®)]| < Cm™ % + 2P{rp, >t — 1} = d°.
_z
Soit € > 0. On choisit m = m, de sorte que Cm, ° < %5. Par i), nous avons 2P{7,,; > t—1} < ia,
sit > tp,, . Finalement, E[F(U(t))] < ¢, pour tout t > t,,_., et dy(u’, u”’) <dy — 0. O

t——+oo

Théoréme 12.1. La mesure stationnaire p donnée par le théoréme|11.1| est unique. De plus, pour
tout X dans P(H?) :

(12.5) tllgloo ISEA = ullz a1y = 0,
uniformément en \. En particulier, Vug € H', on a . ligrn [[Z¢(0) = pll7 g1y = O uniformément
— T 00
en uy.
La propriété (12.5)) est dite de mélange et u(t) est dit processus mélangeant.

Démonstmtion. Soit u la mesure stationnaire construite par ’ansatz de Bogoliubov-Krylov (Théo-
réme et 11 une autre mesure stationnaire. Si la relation (12.5) est vraie alors |11 — w3 1y =

[155 py — :“HL(Hl o 0 et par conséquent y1; = p. A présent, démontrons la relation (12.5)). Soit

fecy(Ht) te1<1Ule||f\|L<1et X = [{f, i A) = (Fom] = [{f, 7 A) — (f, 57 )| Nous avons

15N =N = [ S = [ s,

De méme,
(st = [ [ Sur)nt@)xa).
HY JH
Ainsi,
X< [ ISt - S,
H JH

Par la prop051t10n_, Iintégrande |S; f(u) — Sy f(u')| = |[(Z: (W) — i (u”), )| est bornée par dY.
Donc X; < do D’ici, nous avons - dans la hmlte t — —4o0. O

L’analyse de la proposition implique que
1e(0) = Se( )l < CE 5, Ve >0,

voir [7], [§]. Alors la solution u(t) est un processus algébriquement mélangeant. Or, si la force 7
définie dans (|1.3) est non-dégénéré :

(12.6) bs 20, si|s| <n. n. €N
alors u(t) est un processus exponentiellement mélangeant :

(12.7) 1Se(0) = Se( )l < Ce™, Vi > 0.
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Le théoreme 3.1.7 de [23].implique si n. = n.(v) est suffisamment grand (par exemple, si
bs # 0, Vs), et la méthode développée dans [15] implique , si est valide avec un certain
n, qui ne dépend pas de v. La relation entraine que le processus u®(t) est "bien ergodique".
Pou illustrer, prenons f € Cy(H') et considérons le processus f(u(t)). On peut démontrer que
f(u(t)) satisfait la loi forte des grands nombres et le théoréme central limite [23], Section 4]. Le
probléme reste ouvert si la relation est vraie avec des constantes ¢ et C' qui ne dépendent
pas de v € (0,1].

13. FONCTION DE STRUCTURE

La fonction de structure est 'un des objets principaux de la théorie de la turbulence hydrodyna-
mique [13]. Pour un "fluide unidimensionnel" qui est décrit par ’équation de Burgers, la fonction
de structure est définie comme suit :

Définition 13.1. Si u désigne la solution de l’équation de Burgers alors sa fonction de structure
de degré p > 0 est

(13.1) Sp(l) = <</S1 |u(z +1) — u(x)|Pdz)), 1€ (0,1].

Théoréme 13.1. Soit B, < 0o pour tout m € N*, v € (0,¢.], ot csx < 1 une constante qui dépend
seulement de By, Bs, ....

(1) Soitp > 0. Il existe ¢, > 0 tel que

(13.2) S, (1) < { cpl?,  sip e (0,1),

P, sip> 1, pour tout | € (0,1] et v € (0, ci].

(2) 1l existe des constantes c1,co > 0, et pour chaque p > 0, il existe cj(c1,c2) > 0 tel que
P, sipe(0,1)
. > P ) - ) )
(13.3) Spll) 2 { cpl,  sip>1,
Démonstration. 1) Sip > 1, alors

Sp(l) < <</|u($+l) — u(x)|dx - mf,x|u(x-|-l) — u(z)Ph).

pour tout | € [c1v, ¢a] et v € (0, cy).

Par l'inégalité de Holder, on a

Sp(l) < <(</|u(z+l) - u($)|dm> >>1/P<<m3x|u(a:+l) — u(z)[P))P-/P

=:1 =:J

D’une part, remarquons que la moyenne de z — u(z +t) — u(z) est nulle, donc par le lemme
/|u(:c +1) — u(z)|dz < 2/(11(36 +1) — u(x))tdr < 2sup(u,)™ -1,

et T < 20{{[sup,(u,)T]P))/P. D’ici et le corollaire on obtient que I < ¢,l. D’autre part,
I < (1P| ug[5)) =172,
De P'inégalité (3.2)) (avec 0(0, 1,00, m — 1)) et celle de Holder, on obtient

p—1

(Pl uale )5 < [czp<<|u||f,:5p-1 qul‘f>>} T R R ()

pour certaines constantes a,b, ¢ > 0. Maintenant, utilisant le corollaire [41] et le théoreme [8:2] on
obtient que
J <y~
Finalement S, (1) < ¢,lPv1=P sip > 1.
Sip € (0,1), alors nous obtenons par I'inégalité de Holder et par (13.2)) avec p =1

Sp(l) < <</ [u(z +1) = u(z)|dz))” = 51 (1) < (eal)”.
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Ceci achéve la preuve de ((13.2]).
2) Notons par @ I’événement dans (8.5) avec m = 1. Alors p(Q1) > C(1,0¢). Soit M > 0 et
Q2 = {(t,w) € Qu: [T ()]oo + [0S ()1 + 13 [[u (B)][2 + V3] u® (1)]s} < M}.
Par le corollaire (8.4) et I'inégalité de Tchebychev :

p(Q2) > C(1,00) — C1M ™' > =C(1,09),

DN | =

pour tout v € (0, c.] et si M est suffisamment grand.
Soit (¢,w) € Q2 et notons v(x) := u¥(¢,z). Pour établir (13.3), nous montrons que v satisfait

(13.4) /\v(x +1) — v(x)[Pdz > CI™REP) [ e [ev, e, p> 0

uniformément en v € (0,1], ot C = C(cq, ¢ca,p) > 0.
D’abord, supposons que p > 1. Notons que

av ! < /|vx\2dx < Joaloclvels < My oo,

ol « est définie dans le corollaire Donc
(13.5) [Ve]oo > aM vt = o,

uniformément en v. Comme v} oo < M, alors [v] o < Faov™?

((35), on a -

,siv < %O[QM_l =: ¢,. Donc, par

1
[0 oo < §a2ufl, et [u; oo > agv™t, siv € [0, ¢l

Notons par z = z(t,w) = min{z € [0,1) : v, (x) > asr~!}. 2 est une fonction mesurable bien
définie sur Qa, si v € [0, c.].
Nous avons

(13.6) o+ - v@pas > | : / s iy / ot )yl

1 1
Par le lemme on a |Uzzleo < Col|ul|Z]|ul|2, ce qui implique que |vg:|0e < CoMv—2. Donc,
dans Uintervalle [z, + asv], ag > 0, nous avons

3
- -1 -1 -1
vy > oo —asCoMy™ = Zagz/ ,

siag = éfﬁ. Supposons que [ > azv. Comme vt < M, alors

-+l r+aozy 3 x4+l
/ v;(y)dyZ/ v, (y)dy > Jo2as, et / vt (y)dy < ML.

D’ici et de (13.6]), nous obtenons que

=3 I (1 b
/|U<.’E +1) —v(z)|Pdx > / |1a2a3 — MiPdx > 3 <2a2a3> , p>1
z

_L
2

pourvu que | € [azv, A7) et v € [0, c.]. Ainsi, la relation (13.3) est établie avec ¢, = %agM_l,
c1 =azetcp= 704421\023 .
Maintenant, supposons que p € (0,1). Soit f fonction arbitraire positive. Nous pouvons I'écrire
2—2 — —
comme f = f2» f75. D'ici et I'inégalité de Holder, nous avons (f f)2 P f2)1 P fP).
Donc,

/ [v(x +1) — v(x)|Pdx

Y

/ ((v(a? +1)— v(m))+)p dx

</ ((U(x - v(x))Jr)Q dx>p_1 (/ ((”(37 +1) — v(x))+) daz)

Comme v < M, alors (v(z + 1) —v(z))" < Ml. De plus, p — 1 < 0, donc le premier terme du
membre de droite de cette derniére inégalité est minoré par (M 212)]071.

2—-p

Y
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Remarquons que la fonction v(- + 1) — v(+) est de moyenne nulle. Par conséquent

/ (v(z+1) —v(z) " de = % / |v(x + 1) — v(x)|dz,

et utilisant (13.4) avec p = 1, nous obtenons que le second terme est minoré par CI?~P. Finalement,
(13.4) est établi pour p € (0,1). O

14. SPECTRE DE L’ENERGIE

Définition 14.1. On appelle ’énergie de nombre d’onde k correspondant & la solution u de
l’équation de Burgers, la grandeur :

e 5= o, 2

ou M est une constante positive indépendante de v. La fonction k — E}, est le spectre de [’énergie.

Le théoréme dit que si k est supérieur au seuil critique, égale a v—! alors le spectre de

I’énergie décroit plus vite que n’importe quelle puissance négative de k, et que cela n’est pas valide
si k est inférieur a ce seuil.
Dans cette partie, nous continuons I’étude du spectre de I’énergie Ej, quand k < v1.

Théoréme 14.1. Soit M dans suffisament grand, et c1,c2 > 0 les constantes du théoréme
18.1}, alors il existe c3,cqy > 0 tel que pour tout k satisfaisant la condition

(14.2) ;' <k < (av)7H,
nous avons
(14.3) c3k 2 < By, < ek

Démonstration. On précise que les constantes C, C, .. .etc, de cette preuve ne dépendent pas de
M. La relation (9.4) implique que ({| ux|?)) < Ck~2. Notons que cette relation entraine la seconde
inégalité de (14.3). Maintenant, nous vérifions la premiére. Comme ({| uy|?)) < Ck~2, alors

(14.4) > InPllu®P) < oMk,

In|<M-1k
et
(14.5) Y. {u@P) <c'ME

In|>Mk
Posons S = Y |n]2{({Ju,()|?)). Comme |sin(a)| < |, alors
In|<Mk
(14.6)
525 S ) = 5 [ 3 sty - X s ()
In|<ME nez> In|>Mk

Notons que par 'identité de Parseval, nous avons

lu(-+y) = u()IF =4 sin®(nmy)| ual.

neL*
D’ici, de (14.6]) et (14.5)), on trouve que
k(1 1 2 2 2 1 ~1
a1 525 [ HmeE D w0 = X (ml) | 2 RS - oM
[n|>MEk

Comme k satisfait || alors par G) et 1} (p=2,1= %), nous avons

(14.8) S > k2C k™ —C' Mk =k(C" —C'M™Y).
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Notons que
- 1 2 2
BezBi= o 3 InP(mP).
M—1k<|n|<Mk

D’ici, de (14.8)) et de (14.4)), on a

1 C"-C'Mt-CM! IS
By > g | S - S P | > TVE >ET2M73Cs, C3>0
In|<M~1k
si M > 1. D’ou la premiére inégalité de (14.3)). O

En ignorant les constantes multiplicatives en les puissances de v, les physiciens écrivent le
segment [c; *, c; '] comme [0, v~ !] et Pappellent la zone inertielle. Alors, le théoréme dit
que dans la zone inertielle I’énergie E}, se comporte comme k2. De méme, on appelle le segment
[v™1,+00) la zone dissipative, et dans ce cas, le théoréme se traduit par le fait que dans
cette zone, I’énergie décroit plus vite que toute puissance négative de k. En renvoie a [7] pour une

assertion plus forte, qui justifie plus rigoureusement la définition de cette zone.
15. APPENDICE A : LE PROCESSUS DE WIENER STANDARD
Soit C(R™) I'espace des fonctions continues définies sur Rt = [0, +-00[, muni de la distance :
t) —v(t
+o0 OrgggnIU( ) —v(t)]|
1 t) —o(t)|
+ max |u(t) —v(t)]

d(u,v) = Z 2"

n=1

(C(RT),d) est un espace métrique complet et séparable. Soit B la tribu Borélienne de C(R™) et
(Q, F,P) un espace probabilisé standard [II]. Par exemple, 2 = [0, 1] muni de la tribu Borélienne
F et de la mesure de Lebesgue.

Considérons 'application mesurable w : (2, F) — (C(R"),B), w —> w*, telle que w*(0) =0
et :

(1) pour tout 0 < #; < ... < ty, la variable aléatoire w — (W (t1),...,w*(ty)) € RY est
Gaussienne,
(2) pour chaque t > 0, Blw“(t)] = 0 et Blw“(t)?] = t.

(3) Si0 <t <ty <tg<ty,alors les variables aléatoires w(ts) — w(ts) et w(tz) — w(ty) sont
indépendantes.

On appelle une telle application mesurable sur (Q, F,P), un processus de Wiener standard.
Notons que si on pose @(t) = w(t 4+ t) — w(t) pour t > 0 fixé, alors w définie aussi un processus
de Wiener standard. C’est connu qu’on peut construire une famille dénombrable wy,ws, ... de
processus de Wiener standard indépendants [14], [20].

La célebre inégalité maximale de Doob [I4], [17], [28], appliquée & un processus de Wiener
standard w(t) dit que

(151 (s o) 1< (25) @R w1

0<t<T p

L’inégalité 1) reste vraie si [w(t)| = (w1 (t)* + ...+ wn(t)?) 1z , et w,...,wy sont des pro-
cessus de Wiener standard indépendants.

16. APPENDICE B : LES TEMPS D’ATTEINTE ET D’ARRET, ET LA PROPRIETE DE MARKOV
FORTE

Soit t,m > 0, B,, < oo et u(t) € H™, une solution de . Soit @ C H™ un sous ensemble
fermé, et une constante T' > 0. Notons

T=71or =nf{0 <t < T u(t) € Q}.
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Ici, 7 =T si u?(t) ¢ @ pour t < T. On appelle 7 le temps d’atteinte (dans ’ensemble fermé Q).
C’est un cas particulier du temps d’arrét [14], [26], [17]. Notons que 7 = 0 si Q = H™, et que
T=TsiQ=3.

L’importance de ces concepts vient de la propriété des processus de Markov, qu’on appelle :
propriété de Markov forte. Nous la formulons pour une solution u(t) = u¥(¢; uy) de , ol ug
est une variable aléatoire dans H' indépendante de £ et telle que E[|| ug||1] < 0o. Soit Ty > T et
f € Cy(H™), alors

(16.1) B (0(Th)] = BISt,rs, f(0(r 1))
Ici, Popérateur S;f(v) est défini dans 1) ou nous avons remplacé ¢ par Ty — 7¢) 1, et v par
u(0

(74 ). Notons que si 7 = T et = const, alors (16.1)) coincide avec la propriété de
Kolmogorov-Chapman (|5.9).

17. NOTATION

Soit z € S, p € [1,00] et m € R. Pour une fonction u(z), nous notons par |ul, sa norme dans
I'espace de Lebesgue L, (S'), et par ||ul|,, sa norme de Sobolev homogene d’ordre m. Si m = 0,
nous écrivons || u|| := || ullo = | u2.

Soit A > 0. Nous désignons par A > 1 (resp. A < 1) si A est suffisamment grand (resp. A est
suffisamment petit).
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