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Devoir 1

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C et ||.|| : E → R+ une norme ie une fonction positive
sur E telle que
— ∀x ∈ E, ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0,
— ∀x, y ∈ E, ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||,
— ∀(λ, x) ∈ K× E, ||λ.x|| = |λ|.||x|| .

1. Montrer que d : E×E → R+, (x, y) 7→ ||x− y|| est une distance. On dit que cette distance est issue de la norme
||.||. On ne considèrera que cette distance dans la suite.

2. Montrer que l’homothétie λ.IdE de rapport λ non nul est un homéomorphisme et préciser son inverse. Montrer
que si h ∈ E, la translation τh : E → E, x 7→ x+ h est un homéomorphisme et préciser son inverse.

3.

i) Soit r > 0. Soit S(0, r), la sphère de centre 0 de rayon r. Montrer que S(0, r) ⊂ B(0, r) ∩ E \Bf (0, r).

ii) En déduire que ∀x ∈ E, r > 0, B(x, r) = Bf (x, r) et
◦

Bf (x, r) = B(x, r).

4.

i) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que s’il existe r > 0 tel que S(0, r) ⊂ F alors F = E.

ii) En déduire qu’un sous-espace vectoriel F distinct de E est d’intérieur vide.

Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique A ⊂ X une partie et f : A→ R une fonction.

1. Montrer que s’il existe une fonction continue g : Ā→ R telle que g|A = f alors g est unique.

2. Soit x ∈ Ā. On dit que f admet une limite en x s’il existe α ∈ R telle que

∀ε > 0,∃δ > 0 tel que ∀a ∈ A ∩B(x, δ), |α− f(a)| < ε .

Dans ce cas on note lima→x,a∈A f(a) = α.

On suppose qu’en chaque point x ∈ Ā f admet une limite notée f̄(x).
Montrer que f̄ : Ā→ R est continue et que f̄|A = f .
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