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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE ET FAMILLES DE
SUBMERSIONS II*

XIAONAN MAT

Abstract. In this paper, we continue the work [Mal]. We finally prove the functoriality of the
analytic torsion forms with respect to the composition of two submersions. This result extends to a
relative situation a result by Berthomieu-Bismut, proved in the case where the second projection is
on a point.

0. Introduction. Le but de ce travail est de démontrer la fonctorialité des
formes de torsion analytique relativement a la composition de deux submersions. Cet
article est la deuxieme partie de ce travail.

Soient W, V, S des variétés complexes. Soient 7 : W — V, 7w : V. — S des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors n3 =mom : W — S est
une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe
sur W.

Soient R°71.&, R*m3.&, R®mo, R®m1.£ les images directes de &, &, R*m.§. On
suppose que les R*m1.§, R*7m3.§, R*ma. R*71.£ sont localement libres. Soit H(Z,¢z),
H(X, ¢ x) les cohomologies de &z, {x. Alors H(Z,§|) est un fibré holomorphe Z-
gradué sur S. Plus exactement R*7m3.§{ = H(Z,§ 7). De méme R*m.§ = H(X,{x).

Soit wY (resp. w") une (1,1) forme réelle, fermée sur V ( resp. W), dont la
restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7 (resp.
g7?) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Soit g7* la métrique hermitienne
sur TX induite par w". Soit hé une métrique hermitienne sur .

Soient K (X:€1x) = plimi& pH(Z812) ot plim2« 148 Jog métriques Ly sur H (X, §1x),
H(Z,&z) et R*ma, R*71.§ correspondant & gTX h&; gTZ hE et gTY  hE™E,

Soient Ty (w", h¢), To(w", hFm=8), T3(w™ h¢) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Kohler [BK&] sur V, S, S associées a (m1,w™,hS) |
(mo,w", RI™18) (73, 0"  hE). Les formes Ty vérifient I’équation

00

ﬂTl(va hg) = Ch(R.ﬂ-l*gv hRﬂ—l*g) - / Td(TX7 gTX)Ch(ga hE)
Q X

(0.1)
Soit Td(TZ,TY, g%, ¢TY) € PV /PW? la classe de Bott-Chern définie en [Mal,
(3.2)], telle que

02 D RA(rz. 1,4, g™) = TA(TZ,4")
. T
—7} (TA(TY, ¢™Y)) TA(T X, g7¥).

Soit P? I'espace vectoriel de formes réelles sur S qui sont la somme de formes C>
de type (p,p). Soit P50 I'espace des a € P, qui s’écrivent sous la forme o = 93+,
ou [, sont des formes C* sur S.

Pour s € S, il existe une suite spectrale de Leray (E, s, d,s)(r > 2) [Grot] telle
que FEy = R*my, R*m1,.£. Soit hP? la métrique sur Fy induite par hfim2- i€,
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On suppose que le rang des E,. (r > 2) est localement constant sur S. On définit
une classe de Bott-Chern &1<E2, H(Z,&z2),h*2, hH(Z’ﬁz)) € P%/P50 par la formule

ch(Ey, H(Z,87), W™ W1 Z812)) = 522, ch(Ey, By g1, hP7 hPre)
(0.3) —ch(H(Z,€2), Eo, h1(Z:412) pP).

olt les h¥ sont des métriques hermitiennes sur E,, et les ch(E,, Eyq1, hPr hEr+1),
ch(H(Z,&7), Eso, h1(Z512) nF=) € PS /P50 sont des classes de Bott-Chern au sens
de [BGS1]. Alors

04) 90 (B2, H(Z,2), 05, 117512
. YIW]
=ch (H(Z,&z), h1(#512)) — ch(Es, hF2).

Dans [Mal], on a donné une construction algébrique de la classe c~h(E2, H(Z,§2), hPz,
hH(Z’5IZ)) dans les cas suivants: i) £ est m1. et w3, acyclique; ii) Les 71 et V sont pro-
jectives. En particulier, dans [Mal], les E,., (3 < r < 00) ne sont pas nécessairement
de rang constant. Toutefois quand les hypotheses de [Mal] et les hypotheses du
présent article sont vérifiées simultanément, on montre que ces deux constructions de
Ch(EQ,H(Z, §z), hEQ,hH(Z’g\Z)) sont équivalentes.

Le but de cet article est de montrer le Théoréeme suivant.

THEOREME 0.1. On a lidentité

T3(wW, k) — Ty(w", hfm-8) — [ TA(TY, g7 )Ty (w", h¢)
(0.5) + [, TA(TZ,TY, g™, g™ )ch(¢, h®)
—ch (Bo, H(Z,&7), kP2, h(282)) =0 dans PS/PS0.

L’énoncé du Théoreme 0.1 est formellement identique & 1’énoncé du résultat prin-
cipal de [Mal]. Cette identité formelle implique a posteriori que les définitions de
CTL(EQ, H(Z,&7), hP2, hH(Z82)) dans [Mal] et dans cet article sont équivalentes.

Cet article est organisé de la facon suivante. A la Section 1, on montre un ana-
logue du Théoréme 0.1 en dimension finie. La Section 1 nous servira de modele pour
la preuve du Théoréme 0.1, qui est donnée a la Section 2. De plus, elle nous per-
mettra de montrer directement que les définitions de ch(EQ7 H(Z,&z), hEz2, hH(Z’f\Z))
données dans [Mal] et dans notre article sont compatibles. A la Section 2, on mon-
tre d’abord que le complexe de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la
suite spectrale de Leray au sens de Grothendieck. On montre enfin la fonctorialité
des formes de torsion analytique, le Théoreme 0.1.

On se réfere a lintroduction de [Mal] pour une déscription générale de nos
résultats. On utilise aussi les notations de [Mal, §3,4,5,10(a)].

Dans tout l'article, si A est une algébre Zo-graduée, si A, B € A, [A, B] désigne
le supercommutateur de A et de B.

1. Class de Bott-Chern d’un bicomplexe. Soit (&, d,v) un bicomplexe
de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe S. Soit (&,,d,) la suite
spectrale associée a la filtration par v. On suppose que les &, sont des fibrés vectoriels
holomorphes sur S. Dans cette Section, on établit une relation entre la class de Bott-
Chern du complexe total (£, d+v) et les classes de Bott-Chern de (&, d,.). Le résultat
principal de cette Section est énoncé au Théoreme 1.2.
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Une stratégie possible pour démontrer le Théoreme 1.2 serait d’utiliser
la déformation sur P' [BGS1, §1(f)] et [BGS4, §4]. On obtiendrait un bicomplexe de
fibrés holomorphes sur S x P!, qui coincide avec le bicomplexe donné sur S x {0},
qui a tous les propriétés de ce bicomplexe sur S x P!\ {oo}, mais qui est tel que sur
S x {o0}, la suite spectrale dégénere en Ey. Mais, en général, les (€], d]) relativement
a ce nouveau bicomplexe ne sont pas localement libres, ce qui nous interdit d’utiliser
cette méthode. On est donc amené a utiliser une technique analytique directe.

On procede en effet comme a [Mal, §4], mais ici, 'analyse est plus facile puisqu’on
est en dimension finie. Toutefois, on a une difficulté technique supplémentaire, puisque
la suite spectrale ne dégénere en général pas en &,.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on rappelle les nota-
tions et les hypotheses. Dans (b), comme & [Mal, §4], on construit une 1-forme sur
R’ xR . Dans (c), on énonce une suite de résultats intermédiaires qui sont utilisés
dans la preuve du Théoréme 1.2. Dans (d), on montre le Théoréme 1.2. Dans (e) et
(f), on démontre les résultats intermédiaires.

On utilise les mémes notations de [Mal, §10(a)].

a) Le théoréme principal. Soit S une variété complexe de dimension m.
Soit £ = (€P9)(0 < p,q¢ < n) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur
S. Soit H(E) la cohomologie de €. Soit (&,,d,) la suite spectrale induite par la
filtration FPE = @pr5,EP%. Soit F*H(E) la filtration associée sur H(E). On pose
GrPHPYI(E) = FPHPTI(E)/FPTLHPT(E). Then EXY = Gr? HPT4(£). On suppose
que pour p,q,r > 0, le rang des fibres P9 est localement constant. Alors les EP9,
FPHPT4(E) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S.

Soit hf = ®hF"" une métrique hermitienne sur & = GEP, telle que les EP
soient mutuellement orthogonaux. Soit A#(€) la métrique sur H (&) induite par h¢,
en utilisant la théorie de Hodge.

Soient d : P9 — EPHLA g 1 EP4 5 gPatl Jeg différentielles du bicomplexe &.
Soit v*, d* I’adjoint de v, d pour h®. Alors on a

(1.1) [v,d] = [v*,d"] = 0.
On pose
(1.2) D=d+d, V=v+v"

Soient Ny, Ny les opérateurs de nombre sur &, i.e. Ny, Ny agissent sur EP9, EP-4
par multiplication par p, q. Alors N = Ny + Ny est l'opérateur de nombre total sur
E.

On va définir par récurrence une suite de sous-fibrés hermitiens de &£, &) D €] D
- D& D tels que

(1.3) & ~E,.
On pose
(1.4) E=E =E.

Supposons qu’on a construit les £/, (' < r). Alors comme & ~ &,, Vopérateur d, agit
sur &£/. Soit d 'adjoint de d, pour la métrique de £/. On pose

(1.5) D, = dy +d,
&1 =KerD,.

T
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Alors £, C &, et £] hérite d'une métrique de &/. Par la théorie de Hodge,
(16) g,,ldrl ~ 5T+1.

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoreme 6.1].

PROPOSITION 1.1. Pourr € N, &/ est naturellement scindé en une somme directe
orthogonale E. = @, ,EP, avec EIPY C £, de telle sorte que sous lidentification
(&L,d,) =~ (E,d,), on a EPY ~ EPa.

Désormais, on ne distingue plus &/ et £.. Donc on a
(1.7) E=EDEDE D

Soit hfr (r > 0) la métrique sur &, induite par la métrique h.

Soit. P¥ I'espace vectoriel de formes réelles sur S qui sont la somme de formes C>
de type (p,p). Soit P50 I'espace des a € P, qui s’écrivent sous la forme o = 95+,
ou 3,7 sont des formes C* sur S. _

Soient ch(&, H(E), he, hHE)) ch(&,,Ery1, hEr, hEr+1), ch(H(E), Eno, RTTE)  RE=) €
P3 /P59 des classes de Bott-Chern au sens de [BGS1], définies dans [Mal, §10(a)].

THEOREME 1.2. On a l’égalité suivante

(1.8) ch(€, H(E),h, h1E)) = $F25ch(E,, €41, WS, hE )
— Ch(H(E), Ene, W1 E) hE>=) dans P5/P50,
PREUVE. Le reste de cette Section est consacré a la preuve du Théoreme 1.2. 0

Pour 7 > 1, soit £ I'espace orthogonal & &, dans &,._;. Pour r > 1, soit p, la
projection orthogonale de & sur &.. On pose p;- = 1 — p,. Alors D, agit sur &4,
comme un opérateur inversible.

Soient V¢, V&  les connexions holomorphes hermitiennes sur (&, h¢), (&, her).
Soit P, la projection orthogonale de &, sur &.,1. Alors par [B2, Proposition 1.8], on
a

(1.9) Vet =5, VEp,.
Par récurrence, on a

(1.10) Ve = p.Vp,.

b) Une 1-forme sur R} x R%. Pour v > 0,7 > 1,7 > 0, on pose

Ap =D+TYV,
(1.11) Diur = V& +uAr,
Dy =V +uD,.
On définit aussi
(1.12) Dy ur =V tuld +Tv*), Di,r=VE" +ud+Tv).

—dega

Soit ¢ ’homomorphisme de A(T§%S) sur A(TES): o — (2mi) 2«
DEFINITION 1.3. Soit av, 7 une 1-forme & valeurs dans PS sur R’ x RY:

2N 2N
(1.13) oy, = dupTrg| — exp(—D3, T)} + dTTr, [ TV
w s

exp(=D5 . 1) |-
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THEOREME 1.4. On a l’égalité suivante:

2 ) b
dayr = ~dudTp{ D2 Tr, | [Df . N exp(~D3 , 1 = ZNV)|
9 b
(1.14) 0T, [ [DF o v V) exp(=D - = ZVV)|
0 , b
—88%Tr5 {N exp(—D?’,u’T — TNV)] b:O}.

b=0

b=0

PREUVE. La preuve est la méme que dans [BK6, Théoréme 2.9]. O
c) Des résultats intermédiaires. Pour T > 0, on pose
hg = EBP ngqth,‘I.

Alors h% est une métrique hermitienne sur € = &, ,EP9. Alors 'adjoint de v pour la
métrique h§ est donné par T2v*. On pose

(1.15) Dy = D+ v+ T%*.
Alors on a un isomorphisme canonique C*° de fibrés vectoriels sur S
(1.16) H(E) =~ KerDf.

Soit h? ) Ja métrique hermitienne sur H (&) induite par l'identification (1.16). Soit

V? ) Ja connexion holomorphe hermitienne sur (H (&), h;I (5)). Soit Pr la projection

orthogonale de € sur KerD/, associée & h¥.

THEOREME 1.5. i) Pour tout u > 0,

(1.17) lim Tr, [N exp(—Dg’uyT)} = ¢Tr; {N exp(—Diu)].

T—+4o00
ii) Pour tout u > 0, il existe C > 0 tel que pour tout T > 1,

(1.18) [#Txs [Ny exp(=D3,,. 1) = ¢Tr [Ny exp(-D3,)]| < %

iii) Pour tout 0 < uy < ug fixés, il existe C' > 0 tel que pour u € [uy,us), T > 1,
(1.19) |¢Tr, [N exp(-D, )] < €.

Pour r > 0, on pose

ch’(é‘r, hS,.) = oTr, [N eXp(—V‘S"’z)],

(1.20) ch/(H(£),h1©) = £,(~1)'i ch(H(E), ")),

On rappelle qu’on a défini ¢(&,, hf") € P* dans [Mal, Définition 10.3]. Par [Mal,
Proposition 10.4], on a

(1.21) C(Er, hE7) = ch(E,, Eryr, WS hE+Y)  dans PS5 /P50,



638 X. MA

THEOREME 1.6. On a lidentité suivante

Tligl@ { /+°° 2{<pTrs [N exp(—D§7u7T)] — pTr, {N exp(—Vg(g)’Q)} }d?u
1—22@(7« ~1) [ch’(gr, hEr) — ch! (Epsn, hST“)] log T}

+oo
= 2/ {goTrS [N exp(fo W)] — ch’ (&, hgz)}d—u
1 ’ u

%52l (E BE) +TV(1) [ch’(52, hE2) — el (Ene, hfoo)].

(1.22)

THEOREME 1.7. Quand T — +oo, on a

©Tr, [NV exp(—Vg(gm)} = oTr, [NV exp(—Vg“”z)} + O(%)

De plus
oo dT
/ {(pTrS [NV exp(—VQ}{(s)’z)} — oTr {NV exp(—V€“’2)] }T
1
(1.23) = —%gh(H(E), Eoo, hIE) pE=) dans PY/P50,

PREUVE. Les preuves des Théorémes 1.5 et 1.6 sont différées & la Section 1(e), et
la preuve du Théoréme 1.7 est différée a la Section 1(f). O

d) Preuve du Théoréme 1.2. Pour montrer le Théoréme 1.2, on utilise la
méme méthode qu’a [Mal, §4]. On note aussi I} les termes correspondants définis
dans [Mal, §4(c)]. En utilisant [Mal, (10.12)], (1.21), les Théoreémes 1.5-1.7 et en
procédant comme dans [Mal, §4], on a

= —SrCh(E,, Enpr, hEr, hE1) +T7(1) [ch/(é’l,hgl) ol (Ene, )]
I3 = ch(H(E),Exo, hHE) hE),
3= ch(E H(E),hE, hHE) +T'(1) { — (&, hE)
el (H(E), hHE) )} ,
I3 = —ch(&, &, hE, hEY) +F’(1){<pm Ny exp(—Vg’Q)}
—Tr, [Nvexp(—vgl’2) }

(1.24)

En combinant la preuve du Théoréme 1.6, et [B4, §6.6-6.8], on peut traiter aussi
le terme & droite de (1.14). On a ainsi

(1.25) ¥, I2=0 dans  P9/P50.
D’apres [Mal, §10(a)], on a aussi
(1.26) ch/(H(E), W) — ch' (£, hE=) € PO,

©Tr, [NV exp(—Vg’Q)} — oTr, {Nv exp(—V&2)| € P90,

Par (1.24)-(1.26), on obtient le Théoréme 1.2. O
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e) Preuves des Théorémes 1.5 et 1.6. Soit Br(T € [1,+0c0]) une famille de
tenseurs, on notera que pour [ > 0, quand 7' — 400

1
5=0(71).

si pour tout kK € N, K C S compact, il existe ¢ > 0 tel que pour T' > 1, le sup des
normes de By et de ses dérivées d’ordre < k sur K est dominé par %

Dans la suite, les convergences des formes sur S sont au sens de la convergence
uniforme sur tout compact K C S. Pour simplifier les énoncés, on suppose désormais

que S est compacte.

Pour » > 0,z € S, soit SpD, , le spectre de D, ,, soit SpDZ’fg I’ensemble des
valeurs propres non nulles de D, ;. Désormais, on fixe ¢; > co > 0 tels que pour
reN

(1.27) U.,so Spr‘f;J C{seR,c <|s| < ez}
zeS
Soit
(1.28) Ur={AeC, L < |\ < e,ou G <[\ <2/}

ProrosiTION 1.8. [l existe Ty > 0 tel que pour tout T > Ty, v > 1,\ € Uy,
(A —TrYAr)~! emiste, et quand T — +o0

(1.29) A=T"""Ap)™! =pr(A—Dr)‘1pr+O(%)-

PREUVE. Comme p./ (' > 1) est C* sur S, en procédant comme en [BerB,
Théoréme 6.2], on sait que les applications définies comme dans [BerB, Théoréme
6.2] sont C* sur S. En utilisant [BerB, (6.49)], on obtient la Proposition. O

Par (1.29), pour r > 1, les valeurs propres non nulles de Ar qui se comportent
comme O(%) sont en correspondance biunivoque avec les valeurs propres non nulles
de D,.. Pour T'> 1, on pose

1

(130) Pr T = 5
2mi Jixec,a= e}

(A =Tt Ap)~td), pTL’T =1—prr.
Alors en utilisant la Proposition 1.8, quand 7' — 400, on a

1

(1.31) prr = pr+ O()-

Pour T' > 1,u > 0, on pose
(1.32) Brur =V +uT" Ay

THEOREME 1.9. Il existe Ty > 0 tel que pour tout A\ € Uy, T > Ty, r > 1,
(A2 = B2, p)7" euiste, et

_ _ 1

(1.33) (N = B2y )" =pr(\ = D7) pr + O(5)-

PREUVE. Comme en [Mal, Proposition 5.12], on a

(1.34) Sp(B?

rau, T

) = Sp(1%" "V AZ).
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D’apres la Proposition 1.8, (1.34), il existe Ty > 0 tel que pour tout T' > Ty, 7 > 1, A €
Uy, (A = BZ, )" existe. On pose

ET = pr,TBg,LTpr,Ta FT = pr,TBy2»71,Tp7J~:Ta
(1.35)
Gr = p#,TB?,l,Tpr,Tv Hp = p#TBz,l,TpvJ{T'

Alors en utilisant (1.10), (1.29) et (1.30), quand T — +o0, on a

T *Arprr = prrT" Y Ar = p,Dyp, + O(7),

Er = pngpr + pr [Dr; vgr}pr +prv£’2pr + O(%);
FT = pT,T[Vg, Tr_lAT}pTL’T + O(l),

Gr = pyp[VE, T Arlp, 1 + O(1).

(1.36)

Par (1.29) et (1.30), quand T — +00, on a aussi

p#T()‘ — T Ar)h = (A~ TT*lAT)flpijT =O0(1);
(1.37) T Aty (A — T Ag) !
=(\— TTflAT)*lpf;yTTrflAT = —pF +O(%).

D’apres (1.37), quand T — 400, on a

A =T Ap) ' pl o [VE, T Al A+ TP Ap)
= | =T Ag) T pk T A | VD (A T Ap)
A= T Ap) T pk VE [T Agplp (A + TV Ag) 7|
= O(7)-

Par (1.32) et (1.38), pour T'> Ty, A € Uy, on a

(1.38)

(@ —Hp)™ = SZphe 0+ T A (=T )
pTJ‘:T (vs,z n [VE,TT“ATDp#T
(A+ T’"—lAT)—l}i()\ — T"LAp)~pl,
pTL’T(/\z o T2(r—1)A%)—1pTL’T
A A+ TP Ap) LO(F) (A = T L Ap) L pfp.

(1.39)

En utilisant (1.36), (1.37) et (1.39), pour T' > Tp, on a

Fr(\ = Hr) ™" = p,r[VE, T Aglpy o (W = T2V AZ) " 'pip + O(7)
(1.40) = (prrT" ' Ar)VE (pp (N — T2V AZ) "piy)
e VE(T Arplp (W = T20"VAL)  pig) + O(7) = O(3).

De méme, on a

(1.41) (A — Hr) 'Gr = O(%).

Par (1.36), (1.37) et (1.39), on a

(1.42) Fr(X* — Hr)'Gr = —p(VEpF)(VEp,) + O(5).
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D’apres (1.10), (1.36) et (1.42), on a

1
(1.43) Er + Fp(X* = Hp) 'Gr = p, D2 pr + O(T).
On pose

(1.44) My =\ — Er — Fr(\® — Hr) " 'Gr.

Par [BerB, (5.85)], on peut écrire (A\* — BZ, ;)" sous forme matricielle:

(1.45) (\*=BJ;7)""
My My \Fr(A? — Hp) ™
(22— HT)ilGTM;j\ (M2 —Hrp) Y1+ GT]W;;\FT()\2 — Hp) )

Par (1.31), (1.40), (1.41), (1.43) et (1.45), on a (1.33). O
Soit A le contour orienté ci-dessous, et soit d le cercle dans C de centre 0 et de
rayon ¢y /4.

A

C: C,

B
N

Les contours A et § sont les bords des domaines A’ et ¢’. Alors d’aprés notre choix
de ¢1 et ¢ et (1.29), quand T est assez grand, on a

! li
(1.46) Sp(D31.7) = Sp(43) € gy U Uiy oy
Dans la suite, on va exprimer les supertraces des termes contenant D;LT comme
une somme de supertraces indexées par les éléments du spectre de D;LT qui sont
inclus dans 'un des domaines du membre de droite de (1.46).
Pour u > 0, soit ¢, : A(TxS) — A(TyS) lapplication o — u~9%€%q. Pour
1<r<n,T>1T,, on pose

1 -
Frur= 5 —=¢upTrs N/ e_uzA()\ - BTZ- 1 T)_ld)\] )
271—2 L A (s
1 [ 2
Fruoo= 5=YuTrg N/ e AN — Dfl)*ldx},
271—2 L A ’

1 [ 2
(1.47) Grur= %me _N/ge*“ A= Bil,T)*ldA},

1 -
Gru co— ."/)u@Trs N/€7UQ)\(>\*D72«1)71dAi|.
Y 2 L 5 ’
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Alors, on a
(1.48) Gruco + Fruoo = ¢Trs [Nexp(=D7,)|.

ProPOSITION 1.10. i) Il eziste C; > 0,C > 0,7y > 0 tels que pour u > 1,T >
TO; 1<r< n,

C
(1.49) |Ert — Frooo| < Te—clu.

i) Il existe des formes ar;r1,brir (T € [To,+00],1 <r <n,—2m <4 <0),C>®
sur S, telles que quand u — 0, uniformément en T > Ty, 1 <r <n, on a

_ 30 ;
Fruwr=%__spariru’ +O0(u),

(1.50) Grur =X _o,briu’ + O(u).

Et

(1 51) GT’“”OO = 727;_:1—2771&7417:70911'1‘ + Ch/(g'f‘"!‘l? h£r+1)7
’ Gn,u,T = Engzmbn,i,TUA

iii) Pour 1 <r<mn, on a

arp.0o = ch'(&, hér) — ch’(E41, RE+1),

(1.52) bn,o, 7 = PTrs [N exp(—V¥(5)72)]

De plus, pour 1 <r <n, quand T — 400, on a

Qr i T = Grjoo T+ O(%) pour %<0,
(1.53) bri T = —ri00 + O(3) pour <0,
bn,i,TTi(nil)i + E:»L:Qar,i,TTi(ril)i =bi,r pour i<O0.

PREUVE. i) Pour 1 <r <n,T € [Ty, +o0], on pose

(154) fr,u,T = 1/};1Fr,u,T7 9rou, T = ¢;1Gr,u,T-

Alors fru 1 €t gro,1 sont des fonctions holomorphes en u € C.
D’apres le Théoreme 1.9, il existe ¢, C > 0 tels que pour v > 1, T > Ty, on a

|f7‘,u,T - fr,u,oo| < C/A 6_61UZ ()‘ - BE,I,T)_l - ()‘ - Dz,l)_l dA

(1.55) < %e*wz
Par (1.54), (1.55), on a (1.49).
ii) » On a
—u2 00 u2)\ k
(1.56) e = iy~ Y

En utilisant le Théoreme 1.9, (1.47) et (1.56), on a (1.50) et la premieére équation
de (1.53). On a aussi

1
(157) br,i7T = br,i,oo + O(T)
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e Comme a l'intérieur de ¢’, 0 est 'unique valeur propre possible de I'opérateur
D2 pour u € C,|u| > 1, on a

1
1. = —¢Trg [N [ e (A =D2,)d)|.
(1.59) G = g [N [ (0= D2,) ]

Par le méme argument que dans [B4, Théoréme 9.29], il existe des formes b, ;
(—2m < i <0), C* sur S, telles que pour u € C, on a

i=—2m

(1.59) Gruoo = S0 _ombr oot
En utilisant [BeGeV, Théoreme 9.2], (1.58) et (1.59), on a

br,O,oo = hmu—>+oo Gr,u,oo

(1L60) - _ 37 P T {PrHNer Jse M- V&"“’2)71d)\} = ch’(Epq1, S ).

Par (1.48), (1.50) et (1.59), on a
(1.61) Y o (Drico + Griso)u’ + O(u) = ¢Trg [N exp(—Dz,u)]

En comparant les coefficients de u’ de (1.61), on a

br,O,oo + ar0,00 = Chl(gra hfr)’

(1.62) brioco = —Qrioco pour i<0.

Par (1.59), (1.60) et (1.62), on a la premiere équation de (1.51) et celle de (1.52).
D’apres (1.57) et (1.62), on a aussi la deuxieme équation de (1.53).
e Comme a l'intérieur de ¢’, 0 est 'unique valeur propre possible de I'opérateur
T2=D A2 pour u € C,|u| > 1, 0n a

_ 1 - 2 —1
(1.63) Gt = 50T, [N /5 e (A= B2, 1) dA]

Par le méme argument que dans [B4, Théoréme 9.29], on a la deuxiéme équation de
(1.51).

Pour T fixé, en utilisant [BeGeV, Théoreme 9.2] et (1.63), on a la deuxieme
équation de (1.52).

iii) D’apres (1.46), pour 7> 1, on a

n 1 2 -
Crur =3 5-tugTu [N [ e (0=DF, 1))
r=2 1 2(r—1)
2
(1.64) +%1/1u4pTrs {N e AN - Dg,l,T)ildA}
oD

n
= E FT,T*NAu,T + Gn,T*"Jrlu,T-
r=2

En comparant (1.50), (1.51) et (1.64), on a la troisiéme équation de (1.53).
On a bien démontré la Proposition 1.10. O
PREUVE du Théoreme 1.5: Par (1.11), on a

P, [N exp(=D3 )] = T, [N exp(—uD3,, 1)].
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Par (1.46), il existe Tp > 1, tel que pour T' > Ty, on a

1 exp(—u?X)
1.65 exp(—uD3 | 1) = / 700\
(1.65) ( 307) = 90 | aigen A D2,

Par (1.46), il existe aussi C' > 0 tel que pour T' > T, on a

eXp T
1.66 ‘/ d)\‘ < Qe THuter
( ) T2A )\ Dg 1T

Par (1.33), (1.65) et (1.66), on a le Théoreme 1.5. O

PREUVE du Théoréme 1.6: Par (1.33), (1.47), (1.66), il existe C > 0 tel que pour
u>1,T >1Tp, on a

‘(PTrs |:N exp(_Dg,u,T)} - Gl,u,T‘

1 exp(—u _
== UTTS[N/ 7d)\”<06“°1
‘2mw 7 AUT2A A D31T

(1.67)

Par (1.18), (1.50) et (1.67), on a

+oo

d
(1.68) L | 2{ o, [N exp(D3, 1)| — Grua |5

_ /1+°° 2{<pTr5 [N exp(—Df,u)] - GL“’“}%U'

Par (1.64), pour T > Tp, on a

+oo d n +oo d
/ Q{Gl,u,T — Try [N exp(fvg(gm)} }—u = Z 2/ Fr,u,Tﬁ
(1.69) 1 b= !

+oo H(E du

+2 {Gn’u,T — Tr, [N exp(=V 77 )} }—
T—n+1

On décompose chaque intégrale f;fr,l) sous la forme f;,<r,1) + f1+°°. En sommant

les termes f1+°°, on obtient un terme Q1 7, et en sommant les termes le,(T,l), on
obtient un terme Q2. Alors par la Proposition 1.10 et le théoreme de convergence
dominée, quand T' — 400, on a

" Heo du
Ql,T - Ql,oo = 22 Fr,u,oo;
r=2 1

(1.70) I
+2/ (G”’“»f’o —ch'(Eny1, h‘g"“))
1

du
U

En utilisant la Proposition 1.10, et le théoreme de convergence dominée, quand
T — 400, on a

n+1
(1.71) Qar—2)» (r—1) [ch’(&, her) — ch'(Eq41, hgr“)} log T

r=2

=2 Z/ T u, T — E?:_Qmafr,i,Tu )df + O( IOg T)
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+2 ) 7 [(bn,z‘,T + 57 s 1) = (bnigT™ "D E?:zar,i,TTf(rfl)z)}
i=—2m
nooa1
N du
0
- QQ,OO = 22/0 (Fr,u,oo - Zizfzmar,i,ooul) Z
r=2

n—1 -1 1

23 5 L

r=1i=—-2m

Par (1.48) et par la Proposition 1.10, on a

n 1
(1.72) Q2.0 = 2;2/0 {@Trs {Nexp(—Diu)} _ Ch/(g,.,hsr)}%“
ot du
—ch(£. Erq1 ==
+2;/1 {GW,OO el (€41, hE+ )} ;

D’apres (1.48), (1.68)-(1.72), on a le Théoreme 1.6. O

f) Preuve du Théoréme 1.7. Soit F' = F* D> F! O ... D F™ = 0 une filtration
de fibrés vectoriels holomorphes de F sur S. Pour i > 0, on pose Gr'F = F'/Fi+!,
Soit AF" (resp AS"F) une métrique hermitienne sur F? (resp. GrF). Soit hf" la
métrique sur F? induite par h¥.

Soit G I'espace orthogonal & Fi+! dans F?. Alors G est C* -isomorphe & Gr'F
sur S. Soit h¢" la métrique sur G* induite par hG"'F. Soit PS" la projection or-
thogonale de F sur G*. On note Ny l'opérateur de nombre sur G* et GrF. Soit
' = ®hC" 1a métrique sur F = &GP,

Soit hL(T > 1) une famille de métriques sur F telle que hf" = ¥ et qu'il existe
d > 0, tel que quand T — 400, pour s; € F?,s5 € [, on a

(51,82 = T2 =i ( <PG"'51,PG"32>W n 0(%)).

(1.73) r
(W)~ g = $TV4 (2(n = Nur) + O(ohs) )TN0

Soient V;i,vg, VS les connexions holomorphes hermitiennes sur (F i,hgi),
(F,hE), (GrF, hCHF).
ProrosiTiON 1.11. Quand T — 400, on a

_, 0 n—N . 1
(1.74) @Tr|(hk) 18—Th§ exp(—V?’Q)} = 2<pTr[ 2 exp(—VE F’Q)} + O(W)'
Soit
+oo o
(1.75) I(F,GrF, hE, hSF) = —/1 {@Tr[(h?)‘la—Thg eXp(—V?’Q)}
—2¢Tr {n - exp(—VGrF’Q)} }dT.
Alors on a

(1.76) I(F,GrF, b hSF) = ch(F, GrF,h* ,hSF) dans PS/P50.
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PREUVE. i) Soit 7 I'isomorphisme canonique de G & Gr'F. Soit V&' = 7*yE&r'F,
Soit A; € T*(OV S @ Hom(F?, F'*!) tel que

Fi+1//

(1.77) AR I v
On pose
(1.78) VE —ar (Ve + 4,).

Alors on vérifie facilement que quand T' — +oo, on a

(1.79) VE =V e VET 44+ Ol ).
et donc

1
(1.80) vEi=vE + O(75)-

Si l'on écrit VL2 sous forme matricielle relativement au scindage F' = @G?, alors
on obtient une matrice triangulaire.

En utilisant (1.73) et (1.80), on a (1.74).

D’aprés [BGS1, Théoréme 1.24], (1.74), (1.75) et (1.80), on a

(1.81) QET?TI(F’ GrF, hip, &) = 1+oo a%@Tr[eXP(—Vgg)]dT
= —ch(F, h*") 4 ch(GrF, hG'F).

it) Soit P le plan projectif complexe. Soit z le parametre complexe standard sur
P! et i, : S — S x P! Papplication de z € S & (z,2) € S x P'. Alors comme dans
[BGS1, Théoreme 1.29] ou dans [Mal, §11(d)], on peut construire des fibrés vectoriels

P

holomorphes FJ et GI'F sur S x P! tels qu’on a les suites exactes

—_~—

(1.82) 0— Fitl 5 FJ S Gr'F — 0.

De plus, si on note F = FO, alors i} F = F, i*_F = GrF.

Par partition de 'unité, on peut trouver une famille de métriques h; (resp.h@)
sur F' (resp. GrF) telle qu’elle vérifie (1.73), et que sous 'identification ci-dessus,
(1.83) hiTSf*' = hE, hf;m? — @22 G F i i &F _ GrF

Alors d’apres i), le terme I(ﬁ, GrF, hE, h®¥) est bien défini. Par la preuve de
[BGS1, Théoreme 1.29], on a

(1.84) ch(F, GrF, h* hGF) = —/lch(ﬁ,hlp)log|z|2.
P
Comme les identifications ZSC/};F ~ z:oéﬁ*” ~ GrF sont des isométries, on a

(1.85) / ch(GrF, h®¥) log |2|* = —ch(GrF, hSF hSF) =0 dans P°/P50,
Pl
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D’apres (1.81), (1.84) et (1.85), on a

(1.86) ch(F, GrF, h* hGF) = fif(ﬁ,@fw,hi,h@)log|z|2
Pl 1T

~ G5,
:/ I(F,GrF,hE h®¥) " log|z|? dans P%/PS0.
pl 20T
Par [Mal, (11.17)], (1.83) et (1.86), on a

ch(F, GrF, h* hSF) = i I(F, GrF, he h®*) — i*_I(F,GrF, b h®*)
(1.87) = I(F,GrF,hE hCF) — [(i* F,i% GrF, hiz=® i ®F)
dans P%/P50.

En utilisant (1.75) et (1.83), on sait que
(1.88) 1(i% F, it GrF, hi=® nix®¥) =0 dans PS/PS0.

Par (1.87) et (1.88), on a (1.76). O
PREUVE du Théoreme 1.7: On rappelle que Pr est la projection orthogonale de
& sur KerD/. associée a hg Par la théorie de Hodge, 'application s € KerD] —

Prs € KerD/. est 'identification canonique. Soit Pr la projection orthogonale de &£
sur & = KerAr associée & h. Comme en [BerB, (6.61)], on a

(1.89) Pr =T NPT,
D’apres (1.30), on a aussi
(1.90) 13T = Dn+1,T-

Soit 'EP:1 Tespace orthogonal & FPHLHPT4(E) dans (FPHPH(E), hY), alors L1
et 24 sont C*° isomorphes canoniquement sur S. Soit h'€%" la métrique sur ‘€27
induite par h%", soit RHE) — op/€8 1a métrique sur H(E) = &'E%. Soit P, 4 0
la projection de H(E) = &'ER sur '€V,

D’apres (1.90), pour o € FP*HY(E), B € FP2HI(E), quand T — +00,

<a75>h¥(5) = <PTCV7PT,6>h§

(1.91) S
=T?a"Pp2 [<Pp1,q—p1,ooav Ppmq—pz,oomh/H(S) + O(%)}

Comme dans [B4, (6.45)-(6.48)], on sait que
H(E) -1 9 ) _ 2 _ 2w B N BTN
Par (1.31), (1.90) et (1.92), quand T'— o0, on a
(1.93) (hH“))*lihH('f’ _ 2NNy 4 O(2)T.
T or" T T

En utilisant la Proposition 1.11, (1.91) et (1.93), on a le Théoreme 1.7. O



648 X. MA

2. Fonctorialité des formes de torsion analytique. Soit m : W — V|
w9 : V. — S des submersions holomorphes de variétés complexes de fibres compactes
X, Y. Alors 713 = myom : W — S est une submersion holomorphe de fibre compacte
Z. Soit & un fibré holomorphe sur W. Soit (E, s, d, ) (r > 2,s € §) la suite spectrale
de Leray associée a la fibration Z; — Y;. Dans cette Section, on établit la fonctorialité
des formes de torsion analytique énoncée au Théoreme 0.1, dans le cas ou le rang des
fibres E, est localement constant sur S. Ce résultat est compatible & [Mal, Théoréme
3.11] quand m; et V sont projectives. Notre résultat est plus général que celui que
nous avons obtenu dans [Mal, §4], ot1 nous supposons que les H* sont nuls pour i > 0.

On définit en particulier la classe de Bott-Chern ch(Ez, H(Z,§z), hPz pH(Z:82))
€ P5/P%% On montre que quand 7, et V sont projectives, cette nouvelle définition
coincide avec la Définition de ch(Fs, H(Z, §z), hP2 hH(Z82)) donnée dans [Mal,
(10.29)]. On utilise pour cela, de manieére essentielle, le Théoréme 1.2.

Pour démontrer le Théoréme 0.1, on procede comme dans [Mal, §4]. Par rapport &
[Mal, §4], on a une difficulté supplémentaire, puisque la suite spectrale ne dégénére en
général pas en Fs. Pour résoudre cette difficulté, on procede comme a la Section 1, ou
nous avons considéré un probleme comparable en dimension finie, en décomposant les
supertraces du noyau de chaleur d’une superconnexion qui dépend de deux parametres
u et T, suivant le comportement asymptotique des valeurs propres de A% quand
T — +o0o. Pour calculer 'asymptotique de ces supertraces quand T — 400 ou
u — 0, les résultats de [BerB, §6] ne sont pas suffisants, et on proceéde comme dans
[Mal, §5].

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on montre que le
complexe de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la suite spectrale de
Leray au sens de Grothendieck [Grot]. Dans (b), on définit la classe de Bott-Chern
&1(E2, H(Z,§2), hP2 pH(Z£12)) dans le cas ot le rang des fibres E,. est localement
constant sur S, et on reénonce le Théoréme 0.1 comme le Théoréme 2.6. Dans (c),
on énonce des résultats intermédiaires qui sont utilisés dans la preuve du Théoreme
2.6. Dans (d), on montre le Théoréme 2.6. Dans (e), on étudie 'asymptotique de
certaines supertraces quand T — 400 ou u — 0. Dans (f) et (g), on démontre les
résultats intermédiaires.

Dans cette Section, on utilise les mémes notations qu’a [Mal, §3, 4, 5, 10(a)].

a) Complexe de Dolbeault. Soient Z et Y des variétés complexes. Soit
m : Z — Y une submersion holomorphe de fibre compacte X. Soit £ un fibré vectoriel
holomorphe sur Z. Soit (E,,d,) (r > 2) la suite spectrale de Leray correspondant &
(m, &), définie comme dans [Mal, 10(b)].

Soit
(2.1) ATV 72y = FOAS(T* OV 7)) 5 FYAY(T* OV 7)) > - ..

S Fdimy+1(A.(T*(O’1)Z)) — {0}

la filtration standard de A*(T*1 Z): si0 < p < ¢ < dim Z, alors a € FPAY(T*(:1) 7)
si et seulement si

Xi,, Xgopr1 €TX, alors iy, ---ix,_,,a=0.

Cette filtration induit une filtration sur le complexe de Dolbeault (2(Z, {),gz). Soit
(E!,d!) la suite spectrale correspondante.

T

Par [BerB, (1.11)] et [Mal,(10.24)], on a un isomorphisme naturel
(2.2) B, ~ H(Y,R*r.£) = E».
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THEOREME 2.1. La suite spectrale (E..,d.) (r > 2) est canoniquement isomorphe

7T

4 la suite spectrale (E,,d,) par un isomorphisme compatible & (2.2).

PREUVE. Le reste de cette sous-section est consacré a la preuve du Théoreme 2.1.
]

Soit OF, OF° les faisceaux des fonctions C*° sur Z, Y, et soit DY, Dy les OF,
O faisceaux associés aux complexes de Dolbeault sur Z, Y. Pour p > 0, DY, est

le faisceau des sections C> de AP(T*(D 7)), la différentielle 97 est Oz-linéaire. Par
[Go, IT 3.7], si G est un Oz-faisceau, le complexe

(2.3) Dy (G) = G ®0, D

est une résolution de G, car pour p > 0, DY est un Oy -faisceau plat [M]. De plus
DY (G) est fin [Go, Théoreéme 3.7.3]. D’ou

(2.4) RPr.G = HP (7. D% (Q)).

Soit D% le complexe de Dolbeault relatif dont D% est le faisceau des sections C>
de AP(T*OD X)) sur Z, et dont la différentielle 7" est Popérateur 3 le long des fibres.
On remarque que 0 est Oy et O -linéaire.

Dans la suite, on note F' le O z-faisceau Oz (&), et (Fo, d) le complexe (D}(F)752).

Soit F; = (FP7) le bicomplexe de faisceaux sur Y défini par
(2.5) FPl = n, DL (F) ®0, DY.

-y —Z
dont les différentielles sont 1 ® 9 : FP? — FPIt ot 9% @1 : FP1 — FPTYI Parle
méme argument que précédemment, on sait que le bicomplexe F; est une résolution
acyclique du complexe de Oy-faisceaux 7. Dy (F).

On filtre le complexe E(F;) = (Fy(]__l)75Z R1+1® EY) par FP(Ty(F)) =
@p/ZPFy(]:f’pl). Alors d’apres [Mal, Remarque 10.12], la suite spectrale (E,(F1),d,)
associée a I'y (Fi) calcule la suite spectrale de Leray (a partir de r = 2).

Soit Fy = (F5?) le bicomplexe de faisceaux sur Z défini par

(2.6) 75! =Dy(F) ®o, Dy

=Z =z
dont les différentielles sont 1 ® 8~ : F29 — FPH et 97 @1 : FP? — FEYH4. On
note (Fa,d) le complexe total correspondant.

La filtration (2.1) induit une filtration du complexe de Oz-faisceaux (D'Z75Z).
On a donc une filtration du complexe (Fz,d)

(F2,d) = (FOFy,d) D (F'Fp,d) = (Dy(F) @0, F'Dy) D -
(2.7) O (FIMY+LE, d) = {0}.

De méme on a une filtration sur le complexe (DY, (F),gz) = (Fo,d).

Soit jo linclusion du complexe (Fy,d) dans le complexe (Fz,d) induite
par Uinclusion jo : F' < D% (F) qu’on tensorise par Dy. Alors jy induit une injection
du complexe filtré E(Fy) = (I'z(Fo),d) dans le complexe filtré E(Fz) = (T'z(Fa),d)

Pour p,q > 0, on a aussi 'application canonique

W*D%(F) Xoy Dg/ - W*DQ(F) R0y ’/T*ﬂ'*D;I, - 7T*(IZ)Z(F) ®o, ,/T*D;J’)
(2.8) — (DY (F) ®o0, D).
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Elle induit une application de complexes filtrés j; : E(F1) — E(Fa).

Si on note (E.(F;),d,) (i = 0,2) la suite spectrale correspondante a (E(F;),d)
filtré comme ci-dessus, alors pour r > 0, j; (¢ = 0,1) induit une application de
complexes j; : E.(F;) — E.(F2). On a aussi

(29) (Er(fO)vdr> = (E/ d/)

YT

Dans la suite, on va montrer que pour r = 1, les j; (¢ = 0,1) sont des isomor-
phismes de complexes.
On calcule tout d’abord le terme Eo(F;) (i =0, 1,2).

On note £(Fy), E(F1), E(F2) les complexes (m, (D% (F)), 8" ), (m.(Dy(F)) ®o,
(’)‘{?,52 ®1), (1.(D%(F) ®0, D%), 7 91+1 ®5X). Soit H(E(F;)) les cohomologies
associées.

Pour p,q > 0, on a la suite exacte suivante

(2.10) 0 — FPHDYFT — FPDYT — DY @10 DY — 0.

Comme O est un Oz-faisceau plat, et comme D% (F) est un OF-faisceau localement
libre de type fini, d’apres (2.10), on a aussi les suites exactes :

0— F®o, FP'DYM — F®o, FPDY™ — F ®0, (D% @105 7 DY) — 0.
(2.11) 0 — DY (F) ®0, FPFHDYY — DY(F) ®0, FPDY
- ID%(F) ®oy (Dg( ®7‘r*1(9§’,C WﬁlD’{/) — 0,

Comme D%(F) ®0, FPDY, F ®0, FPDY, D% sont des faisceaux fins, et comme
DY, est un Of°-faisceau localement libre, par (2.11), on sait que

(2.12) EQU(F;) =Ty (EUFi) ®ose DY).
Comme DY, est un O§°-faisceau localement libre et fin, d’apres (2.12), on a
(2.13) EPY(F;) =Ty (HY(E(F)) ®og DY).

Dans (2.8), pour ¢ = 0, on obtient une application de complexes j; : E(F;) —
E(F3). Soit jp linclusion du complexe £(Fp) dans le complexe £(Fz), induite par
I'inclusion jo : F' — DY (F) qu'on tensorise par D%.. Par (2.12) et (2.13), 'application
Ji o Eo(F;) — Eo(F2) est induite par j; : E(F;) — E(Fz), et lapplication j; :
El(j:z) — El(]:2) est induite par ji : H(g(]‘-l)) — H(g(fg))

LEMME 2.2. Soit G un Ogz-faisceau plat et fin sur Z, et soit R un Oy -faisceau.
Alors il existe un isomorphisme canonique

(2.14) .G ®o, R~m.(GRp, 7" R).
PREUVE. En effet, on a les morphismes canoniques
.G R0, R — 71.G Qp, TR — 7.(G ®p, 7" R).

On note 7 : m.G ®o, R — m.(G ®p, 7" R) le morphisme composé. Pour montrer le
Lemme, il suffit de montrer que pour tout z € Y,

Te + (TG @0y, Ry = (MG ®0y R)y — (G ®0, T°R),.
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est un isomorphisme.

i) On suppose que R est un Oy -faisceau cohérent.

Soit x € Y, alors il existe © € U un ouvert de Y et L des Oy -faisceaux libres de
rang fini sur U, tels que (L)o<i<, est une résolution projective de R sur U. Comme
7 est plat, on sait que (7*(L*)) est aussi une résolution projective de 7* R sur 7= (U).
Donc on a le diagramme commutatif suivant:

(2.15)
0— mm(G®o, L") — - — 7w (GRp, L) — m(G®o,mR) —0

U f 1
0— .G ®o, L"— e .G ®o, L°'— .G ®o, R — 0.

En utilisant que G est un Oz-faisceau plat et fin, on voit que la premiere ligne
de (2.15) est exacte. D’aprés [H, Exercice 2.2.1], on a aussi

(2.16) 7.(G @0, 7 L") ~ 1.G e, L'

On sait aussi que le foncteur @ est exact a droite, d’ott la deuxiéme ligne de (2.15)
est exacte. Par un argument de suite spectrale, on a (2.14).

i) Injectivité. Soit f € Kerr, (z € Y), alors, il existe g; € (7.G)s, 7 € Ry(i =
1,---,k) tels que f = ¥¥_,g; ® 7;. On note R’ le sous faisceau de R engendré par
r; dans un voisinage U de z. Alors R’ est un Oy-faisceau cohérent. Comme G
est plat, 'application G ®p, 7R’ — G ®p, 7R est injective. Donc I’application
(G ®p, ™ R') = 7.(G ®p, 7" R) est aussi injective. Comme f € (7.G ®o, R')z,
par i), on sait que f = 0.

iii) Surjectivité. Si f € m.(G ®p, T R), (x € Y), alors il existe un voisinage U
de x, tel que f est une section de G®p, 7* R sur 7~ (U). Donc pour tout y € 7~ (z),

il existe gy,; € Gy, 7y € Ry (1 =1,---,ky) tels que f = 3;g,; ® ry; sur un voisinage
de y. Comme 7 est propre, on peut choisir y1,---,y € 7~ !(z) pour représenter f.
Soient r; € Ry (i = 1,---,k) les éléments correspondant & {y,},. Soit R’ le sous

faisceau de R engendré par r; dans un voisinage U’ de z, alors R’ est un Oy -faisceau
cohérent. Comme f € 7,(G ®o, 7™ R’),, d’apres i),

feT(r.G®o, R C 1:(m.G R0, R),.

On a bien démontré le Lemme 2.2. O

=X =Z =Z =X
Les (D% (F),0 ), (DY (F)®0, 7*0,0” ®1), (DY (F)®0, D%, 0 ®1+109")
sont des résolutions acycliques du Oz-faisceau F®p, 705, et donc pour i € {0, 1, 2},
il existe un isomorphisme naturel [H, Proposition 3.1.24],

(2.17) R*m. F o, OF ~ H(E(F)).

Par (2.17), pour i = (0,1,2), les H(E(F;)) sont canoniquement isomorphes.

LEMME 2.3. Pouri=0,1, j;: H(E(F;)) — H(E(F2)) coincide avec l'isomorphisme
canonique H(E(F;)) ~ H(E(F2)).

PREUVE. Soit &.(F2) (resp. E/(Fz)) la suite spectrale associée au bicomplexe
E(Fy) filtré par

FPE(F) = @popma(Dy @0, DY) (resp.FPE(F2) = Bpspma (DY @0, D).
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Comme DY (F) est une résolution du Oz-faisceau F, et comme les DY, (p > 0)
sont des Oz-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0,g > 0

(2.18) EP(Fy) = m(F ®0, DY), EPI(F) =0.
On a donc
(2.19) g (Fy) = EP(Fy), EPUF) =0 pour q>0.

Donc jo : £(Fo) — E(F2) induit un isomorphisme de H(E(Fy)) sur H(E(Fz)). De
plus, sous lidentification (2.17), jo est l'identité.

D’aprés la preuve du lemme de Poincaré pour l'opérateur d [GrH, p25], on sait
que D% est une résolution du Oz-faisceau 7*05°. Comme les DY (F) (p > 0) sont
des Oz-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0,q > 0

(2.20) EPUFy) = T (DY (F) ®o, T°05F),  &EPU(F) =0.
Par le Lemme 2.2, on a
(2.21) glp’O(FQ) = 5{)(]‘-1), 51p’q(.7:2) =0 pour ¢q > 0.

Donc j; : E(F1) — E(F2) induit un isomorphisme de H(E(F1)) sur H(E(F2)). De
plus, sous lidentification (2.17), j1 est l'identité.
On a bien démontré le Lemme 2.3. O

PREUVE du Théoréme 2.1: Par (2.12) et par le Lemme 2.3, on sait que j; :
Ei(F;) — E1(F2) (i =0,1) est un isomorphisme canonique. Comme pour tout r > 1,
les j; : E.(F;) — E,.(F2) sont des morphismes de complexes, on sait que pour tout
r > 1, les j; sont bijectives. Donc j;* o jo donne un isomorphisme E,(Fo) =~ E,.(F1).
Donc la suite spectrale (E.,d.) = (E.(Fv),d,) (r > 2) est canoniquement isomorphe

a la suite spectrale (E,,d,).
Ceci termine la preuve du Théoreme 2.1. O

b) Le théoréme principal. Soient W,V,S des variétés complexes. Soient
m W — V,mg : V — S des submersions holomorphes de fibres compactes X, Y.
Alors m3 = mo o : W — S est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.
Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur W. Soient R*m1.&, R*73.&, R®mo, R®m1.& les
images directes de &, &, R®m.&.

Pour s € S, on note (E,s,drs) (r > 2) la suite spectrale de Leray associée a la
fibration Z; — Y, £. Soit n = dim Z.

On suppose que Rmy.€ est localement libre sur V| et que pour tout r > 2, p,q > 0,
le rang de EP9 est localement constant sur S. Alors les Rmy.&, Rms.é, E. (r > 2)
sont des fibrés vectoriels holomorphes sur VS, S.

Soit w" (resp. w") une (1,1) forme réelle, fermée sur V ( resp. W), dont la
restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7 (resp.
gT%) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Comme dans [Mal, §3(a)], on note
hftms  pH(Z.82)  pP2 es métriques L2 sur Rmy.&, H(Z,&7) = Rms., Eo associées
é,gTZ,gTY, hf.

Soient Ty (w", h¢), To(w", hF™1=8) T3(w™ h¢) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Kéhler [BKS] sur V, S, S associées & (w1, w", hS) |
(mo,w", RE™E) (73, 0™ BE).
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Pour s € S, r > 2, E,41 5 est la cohomologie de (E; s, dr,s). On définit la métrique
hEr sur E, comme & la Section 1. En effet, pour r > 2, soit d* I'adjoint de d,. pour
K. On pose

(2.22) D, =d, +d:.
Alors, par la théorie de Hodge
(2.23) E, 1 ~KerD,.

Donc E,4 hérite de la métrique de E,.
DEFINITION 2.4. On définit la classe de Bott-Chern ch(Ey, H(Z,§ z), hf2,
hH(Z£12)) ¢ P9 /P90 par la formule

al(EQa H(Z7 £|Z)a hE2’ hH(Z’ilZ)) = E’[:():QC’\]‘:I(ETv E’r’-‘rla h’Er7 hET_H)
(2.24) —ch(H(Z,€\2), Eoo, h1(Z612) P,

THEOREME 2.5. Simy et V sont projectives, les définitions de &z(Eg,H(Z §2)
hP2 hH(Z812)) données dans [Mal, Définition 10.15] et dans (2.24) sont équivalentes.

PREUVE. Soit (£)o<i<n une résolution m, et w3, acyclique de fibrés holomorphes
de & sur W, et F = (F"I)o<; j<n une résolution ma, acyclique de fibrés holomorphes
du complexe (R%71,£%) au sens de [CE, chap. XVII]. Si on filtre le bicomplexe E(F) =
ROy, F par FPE(F) = @5y R0m, F*P | alors la suite spectrale associée (E,.(F),d,.)
calcule la suite spectrale de Leray (F,,d,) (& partir de » = 2) [Mal, §10 (c)]. On
se donne des métriques hermitiennes h=""F) pET(F) sur EPI(F) = ROmy, FPU,
EPU(F).

Dans [Mal, Définition 10.15], on a défini CTl(EQ,H(Z, §2), hFz pH(Z:82)) ¢
P3 /P59 par

1
(2.25) AW(B(F), H(E(F)), hEE), W) =S QB (F), Big (F), B, 1Eoss ()
=0

Par Théoréme 1.2, on sait que le terme a droite de (2.24) est égal a (2.25). Ceci
démontre notre résultat. 0

Pour la commodité du lecteur, nous énoncons de nouveau le Théoreme 0.1.
THEOREME 2.6. On a l’identité suivante:

T3(WW7 h&) - Z%(wva hRm*E) - fy Td(TY, QTY)TI (wwv hE)
(2.26) + [, TATZ,TY, "%, g™ )ch(€, h%)
—ch (Bo, H(Z,&7), hP2, hH(Z82)) =0 dans PS/PS0.

PREUVE. Le reste de cette Section est consacré a la preuve du Théoreme 2.6. 0

REMARQUE 2.7. Si m; et V sont projectives, par le Théoreme 2.5, les résultats
de [Mal, §12] impliquent le Théoréme 2.6. Donc, si m; et V sont projectives, et si
les E, (r > 2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S, on obtiendra ainsi deux
preuves distinctes du Théoreme 2.6. On peut aussi considérer que si les hypotheses
de [Mal] et celles du Théoréme 2.6 sont vérifiées simultanément, on obtient une autre
démonstration du Théoreme 2.5.
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Par le Théoreme 2.1, on peut noter sans inconvénient (E, 4, d,s) (r > 0,5 € S)

la suite spectrale associée au complexe filtré ((Zs,§)z,),0 ). Alors par [Mal, (5.5)],
Eo = Q(Y,Q(X,&x)y). On munit Ey de la métrique h¥° construite en [Mal, (5.4)].

On rappelle que 07HZ412) ot 1a connexion sur Q(Z,§z) définie en [Mal, (5.13)]. On
désigne aussi V0 la connexion sur Ey correspondant & [Mal, (5.5)].

Dans la suite, on identifie F, & un sous-fibré vectoriel de Fy comme a la Section
1(a), [BerB, §6]. Alors on a une suite de sous-fibrés hermitiens de Ey, Eg D Fy -+ D
Er DEEER

Pour r > 1, soit ETl lespace orthogonal & E,. dans E,._1. Alors D,. (r > 2) agit sur
E,{H comme un opérateur inversible. Pour r > 1, soit p, la projection orthogonale
de Ey sur E,.. On pose p;- = 1 — p,. Soit VEr (r > 2) la connexion holomorphe
hermitienne sur (E,,hF). Alors, en utilisant [B2, Proposition 1.8], [Mal, (5.25)],
comme en (1.10), on a

(2.27) VEr = p, . VEop,.
Pour v > 0, > 1, on pose
(2.28) D, = VP +uD,.

c) Des résultats intermédiaires. On utilise les mémes notations que dans
[Mal, §4]. Comme dans [Mal, §4], on supposera que S est compacte.

THEOREME 2.8. i) Pour tout u > 0,
(2.29) Tlirf pTrg |:N37U7T exp(—Bg,u’T)] = pTry |:(N2,u + Nx) exp(—BSvu)} .
ii) Pour tout u > 0, il existe C,§ > 0 tels que pour tout T > 1,

2 .
’tpTrs [M37u7T exp(—Bgiu,T)} — T(pTrs {(NX — dimX) exp(—B;u)} ‘

C

(2.30) <

iii) Pour tout 0 < uy < ug fixés, il existe C' > 0 tel que pour u € [uy,us), T > 1,
(2.31) ’goTrS |:N37u7T exp(fBgyuyT)} ‘ < C.

PREUVE. L’inégalité (2.30) a déja été montrée a [Mal, §5(i)]. En utilisant [Mal,
(5.43), (5.45), (5.63) et (5.67)], on a aussi les inégalités (2.29) et (2.31).
On a terminé la preuve du Théoreme 2.8. O

Pour » > 1, on pose
(2.32) ch'(E,, hBr) = Tr, [NZ exp(—vErﬂ)]
H(Z.£z) Lo 2 wancide S TZ 1E
On rappelle que A, est la métrique L* sur H(Z,§z) associée a gp”, h*,

et que V;I(Z’g'Z) est la connexion holomorphe hermitienne sur (H(Z,€ ), hg(Z’E'Z)).
On rappelle aussi que ((E,., hfr) € P a été défini dans [Mal, Définition 10.3].
On a l'analogue des Théoremes 1.6 et 1.7.
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THEOREME 2.9. On a lidentité suivante

du

+oo
lim {/ 2{(pTrs|:N3,u27TeXp(_B§7u27T):| cpTrs[NZeXp( Vo H(Z82).2 )]} "
1

T—+o00
9%, 00(r — 1) [ch’(ET,hE’) W (Eyp, BB ] 1ogT}
“+o00
= / {goTrs [(NQ,U + Nx) exp(fBg u)} hE2 }
1
— S50 C(EBr, hE) +T/(1) [ch (B, hP2) — ¢l (Es, hP=) }

(2.33)

THEOREME 2.10. Il existe § > 0 tel que, quand T — +oo, on a

H(Z, H(Z, )2
SDTI‘S|:QT( E‘Z)eXp(—VT( &z) )

2(Nx — dim X) - 1
= —Tr, [# exp(—V 2)} + O(T1+5)

De plus

+o0 ;

H(Z, H(Z.£ 2),2 2(Nx —dim X

/ {ﬂrs [QT( §2) xp (- (Z412) )} +oTr, [—( X )exp(—onoﬁ)} }dT

1
(2.34) = ch(H(Z,€2), Eoo, h112:412) pF=) dans PP

PREUVE. Les preuves des Théorémes 2.9 et 2.10 sont différées aux Sections 2(f)
et 2(g). O

d) Preuve du Théoréme 2.6. On procede comme dans [Mal, §4]. Les termes
I9 et IY ont déja été traités dans [Mal, §4]. D’apres les Théorémes 2.8-2.10, on peut
aussi traiter les termes I? et IS comme on I'a fait dans la Section 1(d).

Comme dans la Section 1(d), en combinant la preuve du Théoréme 2.9, et [B4,
§6.6-6.8], on peut traiter aussi le terme a droite de [Mal,(4.8)]. Donc il existe 63, 63,
03 des formes universelles explicites sur S telles qu’on a

4
(2.35) > 1P =967 — 063 — 0063.

En procédant comme dans [Mal, §4], on obtient le Théoreéme 2.6. O

e) L’asymptotique de certaines supertraces quand 7" — +oo ou u — 0.
On utilise les mémes notations que dans [Mal, §5].

On rappelle que pr est la projection de Ey sur KerDZ définie dans [Mal,
Définition 5.6], p+ = 1 — pr, et que la norme | |o sur EJ est définie dans [Mal,
§5(f)]. Soit || ||°° la norme sur L(E§, EJ) associée & | |o . On rappelle que pour
T > 0, I'opérateur AEFO) = TD¥X + DH est défini en [Mal, (5.16)].

Pour r > 2,5 € S, soit SpD%S (resp. SpDEfO) le spectre (resp. le spectre non
nul) de D7 . Dans la suite, on fixe c1, ¢z > 0 tels que

(2.36) U,»>SpD?7% Cler, ea] et ]0,2¢1[N Uges SpDY? = 6.
ses ’
Soient §, A C C les contours définis comme on I'a fait apres (1.45). Soit §', A’ les
domaines de bords par §, A. Soit U; C C défini comme en (1.28).
Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoreme 6.5].
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PROPOSITION 2.11. Pourr >2, A€ Uy, s € EY, quand T — +o0, on a

(2.37) A=T" A s = p.(A = D,) " 'p,s.
Par (2.37), pour r > 2, les valeurs propres de Agg) qui sont O(%) sont de la
forme 7= (SpD, + O(7)). Do, pour T'>> 1
(0).2 ¢’ n oA
Pour » > 2, T > 1, on pose

~ 1

bt =5 (A =Tt A)~a),
B ~{)\€C,|)\\:\/5}

p7J":T =1 — DrT,

qr, T = ﬁr,T - §r+1,T~

(2.39)

Pour r > 2, soit EnT la somme directe des espaces propres de A(TO )2 associés aux
valeurs propres A € [0,c2/T?"=Y]. Alors p,r est la projection orthogonale de F
sur ET,T. Pour T'> 1, ET,T est un fibré vectoriel sur S et dim ET,T = dim FE,. Pour
r > 3, soit Ej-T I’espace orthogonal a EnT dans Er_l,T. Soit E;T I’espace orthogonal
a EZ,T dans Ejy.

Pour T'> 1, r > 2, soit Q’nT E, — ET,T I’application linéaire
seE,. — Q;:Ts =Dr 1S € E,:T.

Evidemment, I’application Q’r’T (r > 2) est C* sur S. D’apres (2.37), pour T assez
grand, Q). 7 est injective pour tout s € S. Comme dim E, 7 = dim E;, Q] 7 est un

isomorphisme de E, sur ET7T. Soit Q;’fT 'adjoint de Q.. On pose

(2.40) Frr = (QTTT@/?T)W’
J”‘,T = T,TRT,T'
Alors J, 1 est une isométrie linéaire de E, sur ET’T, et J; % = R; %Q;*T

Soit prr(z,2’),pr(x, &) (z, 2" € Zs, s € S) les noyaux C*> des opérateurs D, r, pr
relativement & dvyz(z')/(27)4mZ.

PROPOSITION 2.12. Pour tout k € N, il existe § > 0 tel que sous la norme C*,
pourr >2,T>1, ona

~ 1
(2.41) prr(z,2') = po(z,2') + O(ﬁ)'
PREUVE. i) Par (2.38), (2.39), pour 7> 1, on a

~ _ (0),2_
Par =5y f{AeC,lA\:cl}()‘ — Ap"7)7hdA

2.42
(242) A — AP 1a,

1
= 27 Jpneo p=yen

En procédant comme dans [Mal, §5(f) et §5(g)], on sait que po r(z,2')(z, 2" € Z;) et
ses dérivées sont uniformément bornées pour s € S, x, 2’ € Z,, T > 1.
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Par [BerB, (5.75), (5.85), (5.86), (5.90), (5.91)], on voit que pour A € C, || =
V€1, on a

(2.43) H()\—A(TO)) pi(A— DY)~ HOO g

De (2.42) et (2.43), on tire que

HOO C

(2.44) Hﬁz,T — P2 T

En appliquant la méthode de [BL, §11(p)], pour r = 2, on obtient (2.41).
ii) Pour r > 2, par (2.38),

1

(245)prT—J2Tp2{2 /
i {AeC,|M=y/c2}

JQ_J{()\—TT_lAg)) 1J2 Td/\:| 2Tp2T
Soit (Jo,rp2)(z,z'), (J{} por)(z,2") (z,2' € Zs, s € S) les noyaux C™ des

opérateurs Jo 1pa, Jy 12,1 relativement & dvz(x')/(2)4 ™%, En utilisant (2.41) pour
r=2,0na

(Jo,rp2) (@, 2") = p2(z,2') + O(75),

(246) o) ) = pola ') + O( ).

Soit (Ek,1,s,dr,1,s) (5 € S,k > 0) la suite spectrale associée a Q(Zs, €|z, ) constru-
ite dans [BerB, §6(a)]. Soit px,7(s), Dk,1(s), Yr1(8) = (V) 2 7(8))o<i<k (k> 2,5 €
S) les opérateurs définis dans [BerB, §6(a), (b)]. On note por = Idg,,p1,r = pr-
Soit Br l'opérateur défini dans [BerB, §5(a)]. Par la construction de [BerB, §6(a)],
Qi = prrBr : (Eg,dg) — (Ekr,dir) (k> 0) est un isomorphisme de complexes.
Soit dy, @}, 1 les adjoints de dy, Qk,r. Alors

Qk T = (Qk TQk T) 1QZ,T7

2.47 — x J% *
(247) Dyr = Qk,Tdek;r +(Qr 1) di Qi -

Soit pg.r(z,2')(x, 2’ € Zs,s € S,k > 2) le noyau C*> de py r relativement a
dvz(z')/(27)4™ 2. En utilisant [BerB, (5.47), (6.6)], [Mal, (5.27)], pour k& > 2, on a

(2.48) pir(,2") = pi(@, ') + O7z)-

D’apres [BerB, Théoreéme 6.2], pour 1 € R, 95, est une application linéaire de
EY dans (ES)**! dont la norme est uniformément bornée pour 7 > 1. Par [BerB,
(6.49)], on a

A =T A = (A = Dyr) " "prr + iy 0y /T

(2.49) +()\—T”"—1A£19))_1< AZI_ ) /T + Dy, AT/T)'

Dans la suite, on va montrer que

1

(2.50) P
21t J{xec,N=yez}

_ o 0)\ — 1
Ty r =T AP " o rd = py s, + O(5).

e D’apres (2.41) pour r = 2, (2.48), (2.49), on a (2.50) pour la norme C°.
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e Soit U une section C* de TrS. On rappelle que la connexion Vo sur Fy est
définie & la Section 2 (b). On note VEr4(Fo) ]a connexion sur End(E)p) associée & V0.
Par (2.49), on a

Vgnd(EO)(/\ _ Tr—lAgg))—l _ VEnd(EO (/\ D’I‘T) Pr.T + Z 1VEnd(E0)wz / i
(251)  +O =114 (= Am, vyl T+ v E“DMA,T/T)
+(FEUE (= 7 A0 1) (2 XSy T+ DI 1T,

On remplace VEnd(E") (A—T7=1A)~1 dans le dernier terme & droite en utilisant de
nouveau la formule ci-dessus, et on répete I'opération r fois. Alors il existe 6;, fi, g;

(1 <i<(r+1)?) qui, pour tout u € R, sont des applications linéaires de E} dans

EY ~"+2) dont les normes sont uniformément bornées pour T > 1, telles que

Vet A = AR ) T = O = D) T
(2.52) 85103/ T + (A =TT A 8o i/ T

A= T AR TR T AR (A - T AR) T S g/ T

L’opérateur [Vg”, ASFO )] est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de la fibre Z.
Par [Mal, (5.56)], il existe C, Cy, Cy > 0, tels que pour A € Uy, s € Ey, on a

(=171 AR)s| = T (Collsl g — Calslo),

(2.53)
‘()\ - Tr—lAg‘R))—ls‘O < Clslo.
Donc
(2.54) H()\—TT‘lAEFO))‘lsHEl < Clslo.
0

De i), (2.47), (2.52), (2.53), (2.54), on tire (2.50) pour la norme C*.
e On répete les arguments ci-dessus, alors on obtient (2.50) pour la norme C*(k >

De i), (2.45), (2.46) et (2.50), on tire (2.41) pour r > 2.
On a montré la Proposition 2.12. O

On rappelle que V‘;(Z’g‘” est la connexion sur (Z, ;) définie en [Mal, (5.12)],

et que les opérateurs A, 1 et AEFO) sont définis en [Mal, (5.14) et (5.16)]. On pose

(255) AT,U,T == ATrflq‘L,T - CTB?),(TT’lu)z,TO’]Tl'

Soit A l)T (resp A ", :)r) la partie de A, 1,7 de degré 0 (resp. > 0) dans A(Tg S). Par
[Mal, (5 14) et (5. 16)] on a

Ag?l),T — Tr— 1A(O)
(2.56) (>0) 27z 1 1
Arl T Cr Vr 2\fTT 1€ (TS T) CT :

On pose

(2.57) Rear = A9 5, AT ] + A%
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Par [Mal, (5.21), (5.23)], quand T — 400, on a

QZ&12) ~—1 _ ogA(T*OD Z2)ee 1
(2.58) CrVor CLT1 =V ) +0(7);
Crer(Tsr)Cr = c(T2) + O(7).

On rappelle que le produit hermitien ( ), sur E{ (resp. la norme | |7 sur Ej)
#(0,1)
est défini dans [Mal, §5(f)], et que oy AT 2)®¢
définie en [Mal, §5(b)].
DEFINITION 2.13. Pour 2 <r <n,T > 1,s € Ey, on pose

est la connexion sur A(T*(D Z) ¢

~ —1 _ _ ~
(2.59) |5|72~,T,1 = |Pr,T5‘(2J + 271;:2 T k)|Qk,T5‘% + T2 1)|p§:TS|%,1'

Comme dans [Mal, §5(f)], soit | |,z 1 la norme sur E; ' associée & | |71

On a l'analogue de [Mal, Théoremes 5.19-5.25].

THEOREME 2.14. Il existe C1,Co,Cs > 0,Ty > 0 tels que pour T > Ty, 5,58 €
AT S)®Ey,

(2.60) T AR 2 > Culs|? g — Calsf?,
20| (A5, ADS) | < Colslrral/lrira,
| (Rr1,75,5" )| < Cs(|slrr1ls"|o + Islo]s|r7,1).
PREUVE. Soit (T*=1AV 5, 1)(,2'), (Dipr)(2,2') (x,2) € Zg,s € S,k > 2) les

noyaux C* des opérateurs Tk’lA(TO);b“k’T, Dy.py, relativement a dvz(z')/(27)4™ %, Par
(2.38), pour T'>> 1,k > 2, on a

(2.61)

~ 1 _ _ _ 1~
T A B =J2,TP2[% /{A SN Ay (0 =T ALy rd) | Ty o,
cC, =,/c2

En utilisant (2.46), en procédant comme dans la preuve de (2.50), on a

- 1
(2.62) (TkilAg,g)pk,T)(m, x') = (Dypr)(z,2") + O(ﬁ)'
Donc
(2.63) T 149 g, 1 = Dypis ipr + O(—)
. T 9k, T kPk+1Pk 75/

Pour s, s' € A(TS)®Ey, on a
T2(r—1) <A¥)S,A59)5’>O — T2(r=1) <A§9)§§:TS,A§9)§§:TS/>
(2.64) A2 052 (AP g, A s’ ),
1200 (A s, AV Brrs')
En utilisant [Mal, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T'> 1, on a

2
r—1 4(0 _
71| = T2 (Cladsl, - Clagrsl?)

(2.65)
FEI SO g s 2+ (T A B s
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Par (2.38), (2.39) et (2.64), pour T'> 1, on a
(2.66) ‘TT*A%?)S’ > 72— 1)|A(0)q2 5[5 > CoT?*" Vg3 13,

De (2.65), (2.66), on tire la premiére équation de (2.60).
En utilisant [Mal, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T > 1,

10| (AR, ADSY | Tl

(2.67) +34 25052 R g 1sfo|gr 5o
T AD B sl T A B s o
§ Cg S

En utilisant (2.41), (2.56), (2.58), (2.62) et (2.63), pour k, k" > 2, T > 1, comme en
[Mal, (5.56)], on a

0 0 1/~ -
<[A7(~,1),T’ A£>1 :)r p2 5 P2 TS/ <cr! <|pé',T5|T,1|P§',T5/|O

),
5 slolpgrs' 11 )
(2.68) <[A(O) 0 A B s, o TS'> < CT" Ypyps|ralpars|o,

(149 °

i

On a une inégalité analogue & la derniére équation de (2.68), si on remplace g r ou

Qk’',T PAT Dr.T-
En utilisant (2.56), (2.58) et (2.68), pour T'> 1, on a

/

) o A N ars, Byrs’) | < OT™ Ypa,rslolpars' |z,

0

1
)
1
nyAgi,:)r}Qk,T& Qk/,TS’>O ‘ < C(T™ % +T7%) g rslolgr 75 |o-

(
(

)

0 0
(Rrirs,s')o| < Clsllagls'lo + | (A% 7, AN, ') |

(2.69) , ,
< Cs(|slr7,118"|0 + I8lol8"|r,1,1)-

On a bien terminé la preuve du Théoreme 2.14. O

Soit Uy,---,Un(resp. Ui,---,U} ) une famille de sections C* de TrY (resp.
TrX) telle que pour tout y € V (resp. « € W) Uy(y), -, Un(y) (resp. Uj(x),---,
U (x)) engendrent (TrY), (resp. (ITrX)s). On rappelle que Dr est la famille

d’opérateurs agissant sur Ey définie en [Mal, (5.60)],

AT OV Z)
Dr = {pTOVU(H ) 5

1,1

A T*(D l)Z A T*(O 1)Z
J_Ov ( )®E J_ J_Ov ( )®£pJT_}

DEFINITION 2.15. Pour T > 0, soit D/ la famille d’opérateurs agissant sur Ej
(2.70) Dy = {PyrQbar,Q € Dr} .

THEOREME 2.16. Pour tout k € N fizé, il existe Cy > 0 tel que pour T >
1,Q1, -, Qx € D, 5,8 € A(T{S)®Ey, on a

(2.71) ‘ ([Q1,1Q2, - [Qr, A2 1], HS»SI>O ’ < Cilslrrals|rra.

PREUVE. On considere d’abord le cas ou k = 1. Soit Q) € Drp.
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A(T*<0 ”Z)@& A(T*<0 Dz @¢ A(T*“’”Z)@&
prl; Vi (

OV T, PT

Qp21, P2, 7@ (Q € DT)) Sont des operateurs dont les restrictions aux ﬁbres Xp(beV)
(resp. Zs, (s € S)) ont des noyaux C*° uniformément bornés pour (x,2") € Xpx X3, b €
V,T >1 (vesp. (x,2') € Zs x Zs,s € S, T > 1).

1) e Par (2.39) et (2.56), on a

Les opérateurs [° Vu resp.

0),2
(2.72) [P2 TQPZ A 7(~ 1)T:| = [Q Ar 1 T} b7
D’apres [Mal, Théoreme 5.21], (2.56) et (2.72), pour s, s’ € A(TS)®Eo, on a

@73) (@ AN s s) | < CT* D sl .
e Soit

Gr = |Crvp “7ept APl

(2.74) 1 140
HT = {CTWCT(TS,T>CT 7Ar,1,T}'

Alors G, Hy sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la fibre Z, et G
est la partie de A% de degré 1 dans A(TgS).

Par [Mal, (5.16), (5.36)], (2.56) et (2.58), les coeflicients de Hy sont uniformément
bornés pour T > 1. Par la Proposition 2.12, pour s,s’ € A(T3S)®FEy, on a

.15) | ([Phr @iz Hr s, ') ] \<( Q. Hr] = QPar + Par Qb r, Hal )5, ') |
Cllsllgyls'lo-
e Par (2.56) et (2.58), Aii%j est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de
la fibre Z, dont les coefficients sont uniformément bornés pour 7' > 1. D’ou, pour

s,8' € A(T}%S)®Ep, on a

0),2
(2.76) | ([P0 Qigr AT ]s.5) | < Cllsllzy s .

2) Pour montrer le Théoréme 2.16 dans le cas ou k = 1, par (2.56), (2.72)-(2.76),
il suffit de montrer que pour @ € Dr, s, € A(T{S)®Ey, on a

(2.77) ‘<[ﬁ2{T B, T7 1GT}3 s> ‘< Clsls.

i) Pour s,s" € A(T3,S)®F, on a

< {ﬁiTQﬁiTa GT} S, 8/>0 = < {ﬁzl,TQﬁzl,Ta GT} 52L,T57ﬁ2l,T3/>0
(2.78) + ([P0 QPEr Gr|Pars,hrs'),
+ ([P Qb s, Gr | phrs hars') .
ii) Par (2.39), on a

(2.79) QﬁiTGT Grps, 7Q = [Q,Gr] — QP2 7Gr + Grp2 17Q.
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Par [Mal, Théoréme 5.21], (2.41), (2.58) et (2.79), on a
‘ < [ﬁiTQﬁiTv GT} ﬁiT5717§:T51>0 ‘

((@P32Gr — GrisrQsrs Fhrs'), |
< C(|§§‘,T5|T,1 Py, |§§:T$I|0)'

(2.80)

T*(O 1)Z)®§ A(T*(O )Z)®§

iii) ® Si Q = p7 V pr ou pFOVy, p=, alors, par (2.41), on a
’<[1’5L QDy. }pZTSP 3> ‘—‘ Qb3+ Grpors, prpars') ‘
(2.81) 2,7%P2 T 2,7 2,7 TP215 ),

< T|p2 750 |pr2 75 lo-

A(T*(O D 7)@¢

e Soit Q = pTOV pr. Par (2.74), on a

(2.82) prGrhar = [prgchvﬁ(Zf‘Z)c; — Oy #eis) CTl(A(TO)ﬁQ,T)}ﬁQ,T.

D’apres (2.58), (2.62) et (2.82), le noyau de prGrpz r est C*°, uniformément borné
pour 7' > 1. De méme , par (2.62), le noyau de pa rGrpa r est C*°, uniformément
borné pour T > 1. Donc

‘ <[;52LTQ§2¢T7 GT}ﬁg’Ts,ﬁz{Ts’% ‘ = ‘ <Q§2{TGTﬁ2,T«97pT§2L,TSI>O ’
(QprGrp2,rs — Q2. rGrh2,rs, prhars’), ’
< Clpa,rslolprpars'lo-

(2.83)

iv) Comme en iii), on a aussi

(2.84) ‘ < [pQ TQPz T GT}% T8, D2,TS > ‘ < C|p2 TS|T 1\p2 TS ‘0

De (2.60), i)-iv), on tire (2.77). On a montré le Théoreéme 2.16 pour k = 1.

3) Les commutateurs d’ordre supérieur.

On répete les arguments ci-dessus, et on obtient le Théoreme 2.16 dans le cas
général.

On a bien terminé la preuve du Théoreme 2.16. O

Pour » > 2,T > 1, on pose

— 1
2. Frur=— A—A La.
(2.85) r= g O AL )

Soit Fyy7(x,2') (x,2' € Zs) le noyau C* de l'opérateur F,.,r relativement a
dvz(z')/(2m)dimZ,

THEOREME 2.17. Pour tout k € N,ug > 0, il existe C > 0,C" > 0 tels que pour
u>ug, T >Ty, z,2' € Zs,

plal+la’l _
(286) lSl‘lp WFT’M’T(:E7 :[j/) S Cexp(fc/qﬂ).
al<k
la’|<k

PREUVE. En utilisant les arguments qu’on a donnés au début de la preuve du
Théoreme 2.16, en utilisant les Théoremes 2.14 et 2.16, et en procédant comme dans
la preuve de [B4, Théoreme 9.20], [BL, Théoréme 13.32], on obtient le Théoréme. O
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Soit ET%T I’espace orthogonal & ET,T dans Ey. Si A est un opérateur linéaire de Fj

dans Ey, on écrit A sous forme matricielle relativement au scindage Ey = E, 7 &® ETLT

_ | A A
a8 2],

tel que Ay = pr 1 APy, A2 = PrrADyp, -+
Par (2.27), (2.41), (2.58) et (2.62), quand T' — +o00, on a

1
A%,l,T,l = pv’szr + pr [Dr; vEr]pr +Pr0VQ(Z7§‘Z)72Pr + O(ﬁ%
_ 1 0]~
A2 = Dr |:C VQ(ZéIZ)_iC T 0—17T7‘—1A( ):| i +O 1 ,
(2.87) L2 prr|Cr(Vy 2\/§1T’”—1 r(T5,1))Cr 7 |Drr+O(1)
A2 _ =l {C v(ZEiz) _ (T Cil,TT_lA(O)]? +O(1).
r1,7,3 = PrT (Vo 9 /271 7(T5.1))Cr T |Pr,T (1)
A2 pa= T2(T_1)A(TO,)4’2 + Ry 1,14
On note aussi | |70 la norme | |o sur E. Pour A € L(EE EY) (kK €
{-1,0,1}), on note ||A||]:1]3 la norme de A associée & | |1k et | |rrh-

THEOREME 2.18. Il existe 6, C > 0,Ty > 0 tels que pour tout X € Uy, T >
TOaT Z 27

_ _ L 1,—-1 C
(288)|[ 4210 + A2 sV = A2110) T A2 s~ Brardra Do < 7

3

PREUVE. Par (2.39), (2.60), et en procédant comme en [B4, Théoréme 9.22], pour
r>2, A€ C,[\ <2y /cz,ona

r— 0) y— ’

-t <5
(A2 — T2(r71)A(0)72)71 1.0 < C
(2.89) N

(A2 — T2(r71)A(0):2)71 e

T4 pp = T

Z11
. e

De (2.59), (2.60), on tire que

IN

IN
Ha Q  Q

42 1,-1
.

) 1-1
o .,

1,—1
HRT,I,TAH
r,T

IN

On a aussi

(A— Ag,l,TA)_l =(A- TQ(T_l)Ag%z)_l

2.91 . @
( ) +()\ B T2(r71)A(7972£2)71222:dimS (Rr,l,TA()\ _ T2(r71)A(7972£2)71) )
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De (2.89), (2.90) et (2.91), on tire que pour r > 2, A€ Uy, T > 1, on a

b
H B ”1’T4 HT,T =G

_ re1) 40,2v—1] 70 _ C
(2:92) |02 =42, p 07— 2 —reAR) | <
11 C
T2 r— 1)A( ) TQ(T 1)A(0) 2 < =,
H )7h A ( T4 )7t or ST
. . . Q(nglz) —1
Pour simplifier, on note la connexion C7V . Cr sur Q(Z,€z) par Vr. En

utilisant (2.58), (2.59) et (2.68)7 on a aussi

1
—1 gr—1 4(0)
(T3T)OT T AT} o ST

(2.93) Jlex Q\fTT 1°

feriap))

<C.
r,T

)

D’apres (2.27), (2.28), (2.87), (2.90), (2.92) et (2.93), pour montrer (2.88), il suffit de
montrer que

(2.04) ‘@,T [V%TT_lAg))}@L,T(TQ(T_UAg?,f) "D [VT Tr_lA(TO)]ﬁr,T

1,—1
_ﬁr,TJr,TprvEUprlonprJ;TpnTH S %-
On a
(2'95) pr - |:VT7 7= IA(O)} ~1 (T2(r I)A(O) 2) pr " [VT, TrflAgg))}'ﬁr,T

= proV 1Dy VrPrT
1 (0~ ~ i~ 1) £(0),2y 1~ 1 4(0)~
+pr, T 1A§")p7-,T[VT;p7',T]pTL7T(T2( 1)A(T721 )" Dy [V, T LAV
~ S 1 (0N~ P _
B[V 7 B g (T ALY ) By [V, B B T 1A§p)pr7
Par (2.41), (2.58), [Vr,Dr 1] est un opérateur différentiel d’ordre 0 uniformément
borné pour T > 1.

De (2.41),(2.58), (2.59), (2.62), (2.93) et (2.95), on tire (2.94).
On a bien terminé la preuve du Théoreme 2.18. O

On rappelle que 1, est I'application de A(T§%.S) sur A(T§.S) définie avant (1.47).
Pour 2 <r <n=dimZ, T > Ty, on pose

1 -

Frur = Tﬂ’u@Trs N3,T2<T—1),T/ o /\(/\ ArlT) ld)\}v
™ L A
1 -

Fruoo = 5=tueTrs NZ/ 67u2)\()\ - Df 1)71d>‘:|a

” 2me L A ’

1 -
(2.96) Grur = %qpugoTrs N37T2<T71)7T/ - >‘()\ AHT) 1d)\} pour r > 1,
L B

1 r —u _
G1u,00 = %%@Trs (N2,1 + NX)/e 2/\(>‘ - B%,l) 1d)‘}v
o 5

1 -
Graoe = T[Nz [ 300 D2) ).
211 L s )
Alors pour 2 <r <n

(297) Fr,u,oo + Gr,u,oo = QOTrs [NZ exp(fpg,u)} .
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On a ’analogue de la Proposition 1.10.
THEOREME 2.19. i) Il existe 6 > 0,C; > 0,C > 0,7y > 0 tels que pour u >
1aTZTO72STSn;

C _
(2.98) |Front = Fruool < 75¢ Cru,

ii) Il existe des formes ay;1,bn i1 (T € [To,+00],1 <7 <n,—2dimS < i <0),
C™ sur S, telles que
(2.99) Gr,u,oo = *Ei_:l—Q dim Saﬁivooui + Ch/(Er-‘rla hETJrl),

- i H(Z,£2),2
Grur = Zi:172dimsb"=i7TU’ + ¢Trs [NZ eXP(_VT( fiz) )}

Quand u — 0, uniformément en T > Ty, on a

(2.100) Fruwr =% 54imsgtriru’ +O0(u) pour r>2
Grur = =20 3 d4im st,i7u’ + O(u).
iii) On a
. ar,0,00 = ¢h'(E,, h") — ch'(Ey4q, A7),  pour r > 2.
(2.101) o, h' (B, hEr) — ch'(E. 1, hP+1), p > 2

1l existe 6 > 0 tel que pour 1 < r <n, quand T'— 400, on a

Qri T = Grjoco T O(%),
(2102)  bpir = —anicc +O(F5) pour <0,
bn,inT*("’l)i + E?ZQar,inT*(rfl)i =—a1;7 pour ¢ <0.

PREUVE. i) En utilisant les Théorémes 2.17 et 2.18 et en procédant comme en
[BL, §11(p) et §13 (0)-(q)], on a (2.98).

ii) Comme & l'intérieur de §’, 0 est 'unique valeur propre possible des opérateurs
Aglo,)l’?T,Df, DY2 pourr>2, u€C,lul >1,0na

1
Gn,u.T = 7.S0Trs |:N3 T2(n—1) 2 T / eiA(A - Ai u T)ild)\] s
’ 27TZ ) El 5 Uy

1
Gl,u,oo = -@Trs {(N27u2 +NX)/67)\()‘7B§u2)71d>‘]7
27 5 ’

_ 1 —A 2 —1
(2103)  Grue = 3-¢Tr, {NZ /5 e A —D2) dA]

En utilisant (2.103) et en procédant comme en [B4, §9.13-9.14], on a (2.99).
iii) @ Pour T € [Tp, +0o0], soient

(2104) fr,u,T - 1;[}7:1FT,’U,,T7 9rou, T = ¢;1Gr,u,T~

Alors fy 1 et gr 1 sont des fonctions holomorphes en u € C.

En utilisant les Théorémes 2.14- 2.18, et en procédant comme en [BL, §11(p) et
§13 (0)-(q)], on sait qu'il existe aussi C > 0,0 > 0 tels que pour tout u € C,|u| < 1,
T > 1Ty, on a

C

(2105) |fr,u,T - fr,u,oo| S ﬁ?

|gr7u,T - gr,u7<x>| S ﬁ
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En particulier, quand T' — 400, les fonctions { f; .1}, {gr« 7} sont des fonctions holo-
morphes uniformément bornées en {u € C, |u| < 1}. Elles ont donc un développement
en série uniforme en u au voisinage de v = 0. De (2.105), et de la formule de Cauchy,
on tire que les coefficients de ces développements convergent quand T — +oco a la
vitesse O(75). De (2.104), on déduit le résultat correspondant pour les fonctions
Fr w1, Gror (qui sont ellessmémes méromorphes en «). On a bien démontré (2.100)
et les deux premiéres équations de (2.102).

e De (2.97), (2.99), (2.100), on tire (2.101).

e Comme en (1.64), par (2.38), pour T > Ty, on a

(2.106) Grur =Y Frr-rirur + Gprm-vyr-

r=2

Par (2.99), (2.100) et (2.106), on a aussi la troisieme équation de (2.102).
On a bien terminé la preuve du Théoreme 2.19. O

f) Preuve du Théoréme 2.9. On procéde comme dans la preuve du Théoréme
1.6.
En appliquant [Mal, Théoréme 5.15], on a

oo du

(2.107) P | 2{<pTrs [N37u27Texp(fB§7uz7T)} —Gl,u,T}Z

= /1+Oo 2{90Trs [(NQ,vﬂ + Nx) exp(_Bg’uz)} . Gl,u,oo}dzu.

En utilisant le Théoreme 2.19 et (2.106), pour T' > Ty, on a

+o0 n +o0
H(Z.£7).2] du du
2 Gu - T‘I'S[N -V ]}7: 2/ Fru -
/1 { LuT = ¢ zexp(=Vr )1 ; oy e
+oo d
(2.108) +2/ {GH,U,T — Ty, [NZ CXp(—Vg(Z’g‘Z)’Q)} };“
T—(n—1)

. o + 1 +
On décompose chaque intégrale fo),.,l) sous la forme fT,(,,,l) + fl °°. En sommant

400 . 1
les termes [, , on obtient un terme Qi 7, et en sommant les termes [, (._y, on
obtient un terme Q)2 7. Alors par le Théoreme 2.19 et le théoreme de convergence
dominée, quand T' — 400, on a

- teo du
Ql,T - Ql,oo = § 2/ Fr,u,ooi
1 u
r=2
+oo

(2.109)
+2 / (Gn,u,oo — Ch/(En+1, hEnJrl))
1

du
"

En appliquant le Théoreme 2.19, et le théoreme de convergence dominée, quand
T — +o00, comme en (1.71), on a

Qa1 = 2500y (1 = 1) [eb (B, hE7) = e (Epga, hEr0)| log T

(2110) - Q2,oo = Z::_ll 1+C>O Q(Gr,u,oo - ChI(ET+1a hET+1)) dTU
P2, ) { TN exp(~D2,)) — e (B, hr) b
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D’apres (2.97), (2.107), (2.109) et (2.110), on a le Théoreéme 2.9. O

g) Preuve du Théoréme 2.10. On rappelle que Pr est la projection orthogo-
nale de Ey sur KerDZ correspondant a g2, hé. Soit Prla projection orthogonale de
Eq sur By = KerA(TO) associée a ().

D’apres [BerB, (6.63)], pour o, &’ € Ey, on a

1 5 N 5 N
(2.111) <PTOz, PTO/>T = m <PTT *Bra, PrT XBTO/>O
Par (2.38) et (2.39), on a
(2.112) Pr = png1,r-

En utilisant les Propositions 1.11 et 2.12, et en procédant comme dans la preuve
du Théoreme 1.7, on a le Théoreme 2.10. O
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