
ASIAN J. MATH. c© 2000 International Press
Vol. 4, No. 3, pp. 633–668, September 2000 008

FORMES DE TORSION ANALYTIQUE ET FAMILLES DE
SUBMERSIONS II∗

XIAONAN MA†

Abstract. In this paper, we continue the work [Ma1]. We finally prove the functoriality of the
analytic torsion forms with respect to the composition of two submersions. This result extends to a
relative situation a result by Berthomieu-Bismut, proved in the case where the second projection is
on a point.

0. Introduction. Le but de ce travail est de démontrer la fonctorialité des
formes de torsion analytique relativement à la composition de deux submersions. Cet
article est la deuxième partie de ce travail.

Soient W,V, S des variétés complexes. Soient π1 : W → V , π2 : V → S des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y . Alors π3 = π2 ◦ π1 : W → S est
une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit ξ un fibré vectoriel holomorphe
sur W .

Soient R•π1∗ξ,R•π3∗ξ, R•π2∗R•π1∗ξ les images directes de ξ, ξ, R•π1∗ξ. On
suppose que les R•π1∗ξ, R•π3∗ξ, R•π2∗R•π1∗ξ sont localement libres. Soit H(Z, ξ|Z),
H(X, ξ|X) les cohomologies de ξ|Z , ξ|X . Alors H(Z, ξ|Z) est un fibré holomorphe Z-
gradué sur S. Plus exactement R•π3∗ξ = H(Z, ξ|Z). De même R•π1∗ξ = H(X, ξ|X).

Soit ωV (resp. ωW ) une (1,1) forme réelle, fermée sur V ( resp. W ), dont la
restriction à chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne gTY (resp.
gTZ) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Soit gTX la métrique hermitienne
sur TX induite par ωW . Soit hξ une métrique hermitienne sur ξ.

Soient hH(X,ξ|X) = hRπ1∗ξ, hH(Z,ξ|Z) et hRπ2∗Rπ1∗ξ les métriques L2 sur H(X, ξ|X),
H(Z, ξ|Z) et R•π2∗R•π1∗ξ correspondant à gTX , hξ; gTZ , hξ et gTY , hRπ1∗ξ.

Soient T1(ωW , hξ), T2(ωV , hRπ1∗ξ), T3(ωW , hξ) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Köhler [BKö] sur V , S, S associées à (π1, ω

W , hξ) ,
(π2, ω

V , hRπ1∗ξ), (π3, ω
W , hξ). Les formes T1 vérifient l’équation

∂∂

2πi
T1(ωW , hξ) = ch(R•π1∗ξ, hRπ1∗ξ)−

∫

X

Td(TX, gTX)ch(ξ, hξ).(0.1)

Soit T̃d(TZ, TY, gTZ , gTY ) ∈ PW /PW,0 la classe de Bott-Chern définie en [Ma1,
(3.2)], telle que

∂∂

2πi
T̃d(TZ, TY, gTZ , gTY ) = Td(TZ, gTZ)

−π∗1
(
Td(TY, gTY )

)
Td(TX, gTX).

(0.2)

Soit PS l’espace vectoriel de formes réelles sur S qui sont la somme de formes C∞
de type (p, p). Soit PS,0 l’espace des α ∈ PS , qui s’écrivent sous la forme α = ∂β+∂γ,
où β, γ sont des formes C∞ sur S.

Pour s ∈ S, il existe une suite spectrale de Leray (Er,s, dr,s)(r ≥ 2) [Grot] telle
que E2 = R•π2∗R•π1∗ξ. Soit hE2 la métrique sur E2 induite par hRπ2∗Rπ1∗ξ.
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On suppose que le rang des Er (r ≥ 2) est localement constant sur S. On définit
une classe de Bott-Chern c̃h

(
E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)
∈ PS/PS,0 par la formule

c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)) = Σ∞r=2c̃h(Er, Er+1, h
Er , hEr+1)

−c̃h(H(Z, ξ|Z), E∞, hH(Z,ξ|Z), hE∞).(0.3)

où les hEr sont des métriques hermitiennes sur Er, et les c̃h(Er, Er+1, h
Er , hEr+1),

c̃h(H(Z, ξ|Z), E∞, hH(Z,ξ|Z), hE∞) ∈ PS/PS,0 sont des classes de Bott-Chern au sens
de [BGS1]. Alors

∂∂

2πi
c̃h

(
E2, H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)

= ch
(
H(Z, ξ|Z), hH(Z,ξ|Z)

)− ch(E2, h
E2).

(0.4)

Dans [Ma1], on a donné une construction algébrique de la classe c̃h
(
E2,H(Z, ξ|Z), hE2 ,

hH(Z,ξ|Z)
)

dans les cas suivants: i) ξ est π1∗ et π3∗ acyclique; ii) Les π1 et V sont pro-
jectives. En particulier, dans [Ma1], les Er, (3 ≤ r ≤ ∞) ne sont pas nécessairement
de rang constant. Toutefois quand les hypothèses de [Ma1] et les hypothèses du
présent article sont vérifiées simultanément, on montre que ces deux constructions de
c̃h

(
E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)
sont équivalentes.

Le but de cet article est de montrer le Théorème suivant.
Théorème 0.1. On a l’identité

T3(ωW , hξ)− T2(ωV , hRπ1∗ξ)− ∫
Y

Td(TY, gTY )T1(ωW , hξ)
+

∫
Z

T̃d(TZ, TY, gTZ , gTY )ch(ξ, hξ)
−c̃h

(
E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)
= 0 dans PS/PS,0.

(0.5)

L’énoncé du Théorème 0.1 est formellement identique à l’énoncé du résultat prin-
cipal de [Ma1]. Cette identité formelle implique a posteriori que les définitions de
c̃h

(
E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)
dans [Ma1] et dans cet article sont équivalentes.

Cet article est organisé de la façon suivante. À la Section 1, on montre un ana-
logue du Théorème 0.1 en dimension finie. La Section 1 nous servira de modèle pour
la preuve du Théorème 0.1, qui est donnée à la Section 2. De plus, elle nous per-
mettra de montrer directement que les définitions de c̃h

(
E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)

données dans [Ma1] et dans notre article sont compatibles. À la Section 2, on mon-
tre d’abord que le complexe de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la
suite spectrale de Leray au sens de Grothendieck. On montre enfin la fonctorialité
des formes de torsion analytique, le Théorème 0.1.

On se réfère à l’introduction de [Ma1] pour une déscription générale de nos
résultats. On utilise aussi les notations de [Ma1, §3,4,5,10(a)].

Dans tout l’article, si A est une algèbre Z2-graduée, si A,B ∈ A, [A,B] désigne
le supercommutateur de A et de B.

1. Class de Bott-Chern d’un bicomplexe. Soit (E , d, v) un bicomplexe
de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe S. Soit (Er, dr) la suite
spectrale associée à la filtration par v. On suppose que les Er sont des fibrés vectoriels
holomorphes sur S. Dans cette Section, on établit une relation entre la class de Bott-
Chern du complexe total (E , d+v) et les classes de Bott-Chern de (Er, dr). Le résultat
principal de cette Section est énoncé au Théorème 1.2.
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Une stratégie possible pour démontrer le Théorème 1.2 serait d’utiliser
la déformation sur P1 [BGS1, §1(f)] et [BGS4, §4]. On obtiendrait un bicomplexe de
fibrés holomorphes sur S × P1, qui cöıncide avec le bicomplexe donné sur S × {0},
qui a tous les propriétés de ce bicomplexe sur S ×P1 \ {∞}, mais qui est tel que sur
S×{∞}, la suite spectrale dégénère en E2. Mais, en général, les (E ′r, d′r) relativement
à ce nouveau bicomplexe ne sont pas localement libres, ce qui nous interdit d’utiliser
cette méthode. On est donc amené à utiliser une technique analytique directe.

On procède en effet comme à [Ma1, §4], mais ici, l’analyse est plus facile puisqu’on
est en dimension finie. Toutefois, on a une difficulté technique supplémentaire, puisque
la suite spectrale ne dégénère en général pas en E2.

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on rappelle les nota-
tions et les hypothèses. Dans (b), comme à [Ma1, §4], on construit une 1-forme sur
R∗

+×R∗
+ . Dans (c), on énonce une suite de résultats intermédiaires qui sont utilisés

dans la preuve du Théorème 1.2. Dans (d), on montre le Théorème 1.2. Dans (e) et
(f), on démontre les résultats intermédiaires.

On utilise les mêmes notations de [Ma1, §10(a)].

a) Le théorème principal. Soit S une variété complexe de dimension m.
Soit E = (Ep,q)(0 ≤ p, q ≤ n) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur
S. Soit H(E) la cohomologie de E . Soit (Er, dr) la suite spectrale induite par la
filtration F pE = ⊕p′≥pEp′,•. Soit F •H(E) la filtration associée sur H(E). On pose
GrpHp+q(E) = F pHp+q(E)/F p+1Hp+q(E). Then Ep,q

∞ = GrpHp+q(E). On suppose
que pour p, q, r ≥ 0, le rang des fibres Ep,q

r est localement constant. Alors les Ep,q
r ,

F pHp+q(E) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S.
Soit hE = ⊕hE

p,q

une métrique hermitienne sur E = ⊕Ep,q, telle que les Ep,q

soient mutuellement orthogonaux. Soit hH(E) la métrique sur H(E) induite par hE ,
en utilisant la théorie de Hodge.

Soient d : Ep,q → Ep+1,q, v : Ep,q → Ep,q+1 les différentielles du bicomplexe E .
Soit v∗, d∗ l’adjoint de v, d pour hE . Alors on a

[v, d] = [v∗, d∗] = 0.(1.1)

On pose

D = d + d∗, V = v + v∗.(1.2)

Soient NH , NV les opérateurs de nombre sur E , i.e. NH , NV agissent sur Ep,q, Ep,q
r

par multiplication par p, q. Alors N = NH + NV est l’opérateur de nombre total sur
E .

On va définir par récurrence une suite de sous-fibrés hermitiens de E , E ′0 ⊃ E ′1 ⊃
· · · ⊃ E ′r ⊃ · · · tels que

E ′r ' Er.(1.3)

On pose

E ′0 = E0 = E .(1.4)

Supposons qu’on a construit les E ′r′(r′ ≤ r). Alors comme E ′r ' Er, l’opérateur dr agit
sur E ′r. Soit d∗r l’adjoint de dr pour la métrique de E ′r. On pose

Dr = dr + d∗r ,(1.5)
E ′r+1 = KerDr.
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Alors E ′r+1 ⊂ E ′r, et E ′r+1 hérite d’une métrique de E ′r. Par la théorie de Hodge,

E ′r+1 ' Er+1.(1.6)

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théorème 6.1].
Proposition 1.1. Pour r ∈ N, E ′r est naturellement scindé en une somme directe

orthogonale E ′r = ⊕p,qE ′rp,q, avec E ′rp,q ⊂ Ep,q, de telle sorte que sous l’identification
(E ′r, dr) ' (Er, dr), on a E ′rp,q ' Ep,q

r .

Désormais, on ne distingue plus E ′r et Er. Donc on a

E = E0 ⊃ E1 ⊃ E2 ⊃ · · ·(1.7)

Soit hEr (r ≥ 0) la métrique sur Er induite par la métrique hE .
Soit PS l’espace vectoriel de formes réelles sur S qui sont la somme de formes C∞

de type (p, p). Soit PS,0 l’espace des α ∈ PS , qui s’écrivent sous la forme α = ∂β+∂γ,
où β, γ sont des formes C∞ sur S.

Soient c̃h(E , H(E), hE , hH(E)), c̃h(Er, Er+1, h
Er , hEr+1), c̃h(H(E), E∞, hH(E), hE∞) ∈

PS/PS,0 des classes de Bott-Chern au sens de [BGS1], définies dans [Ma1, §10(a)].
Théorème 1.2. On a l’égalité suivante

c̃h(E ,H(E), hE , hH(E)) = Σ+∞
r=0c̃h(Er, Er+1, h

Er , hEr+1)(1.8)

− c̃h(H(E), E∞, hH(E), hE∞) dans PS/PS,0.

PREUVE. Le reste de cette Section est consacré à la preuve du Théorème 1.2.

Pour r ≥ 1, soit E⊥r l’espace orthogonal à Er dans Er−1. Pour r ≥ 1, soit pr la
projection orthogonale de E0 sur Er. On pose p⊥r = 1 − pr. Alors Dr agit sur E⊥r+1

comme un opérateur inversible.
Soient ∇E , ∇Er les connexions holomorphes hermitiennes sur (E , hE), (Er, h

Er ).
Soit pr la projection orthogonale de Er sur Er+1. Alors par [B2, Proposition 1.8], on
a

∇Er+1 = pr∇Erpr.(1.9)

Par récurrence, on a

∇Er = pr∇Epr.(1.10)

b) Une 1-forme sur R∗
+ ×R∗

+. Pour u > 0, T ≥ 1, r ≥ 0, on pose

AT = D + TV,
D3,u,T = ∇E + uAT ,
Dr,u = ∇Er + uDr.

(1.11)

On définit aussi

D′3,u,T = ∇E ′ + u(d∗ + Tv∗), D′′3,u,T = ∇E ′′ + u(d + Tv).(1.12)

Soit ϕ l’homomorphisme de Λ(T ∗RS) sur Λ(T ∗RS): α → (2πi)
−degα

2 α.
DÉFINITION 1.3. Soit αu,T une 1-forme à valeurs dans PS sur R∗

+ ×R∗
+:

αu,T = duϕTrs

[2N

u
exp(−D2

3,u,T )
]

+ dTϕTrs

[2NV

T
exp(−D2

3,u,T )
]
.(1.13)
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Théorème 1.4. On a l’égalité suivante:

dαu,T =
2
u

du dTϕ
{

∂
∂

∂b
Trs

[
[D′3,u,T , N ] exp(−D2

3,u,T −
b

T
NV )

]
b=0

−∂
∂

∂b
Trs

[
[D′′3,u,T , N ] exp(−D2

3,u,T −
b

T
NV )

]
b=0

(1.14)

−∂∂
∂

∂b
Trs

[
N exp(−D2

3,u,T −
b

T
NV )

]
b=0

}
.

PREUVE. La preuve est la même que dans [BKö, Théorème 2.9].

c) Des résultats intermédiaires. Pour T > 0, on pose

hET = ⊕p,qT
2qhE

p,q

.

Alors hET est une métrique hermitienne sur E = ⊕p,qEp,q. Alors l’adjoint de v pour la
métrique hET est donné par T 2v∗. On pose

D′
T = D + v + T 2v∗.(1.15)

Alors on a un isomorphisme canonique C∞ de fibrés vectoriels sur S

H(E) ' KerD′
T .(1.16)

Soit h
H(E)
T la métrique hermitienne sur H(E) induite par l’identification (1.16). Soit

∇H(E)
T la connexion holomorphe hermitienne sur (H(E), hH(E)

T ). Soit PT la projection
orthogonale de E sur KerD′

T associée à hET .

Théorème 1.5. i) Pour tout u > 0,

lim
T→+∞

ϕTrs

[
N exp(−D2

3,u,T )
]

= ϕTrs

[
N exp(−D2

1,u)
]
.(1.17)

ii) Pour tout u > 0, il existe C > 0 tel que pour tout T ≥ 1,

∣∣∣ϕTrs

[
NV exp(−D2

3,u,T )
]
− ϕTrs

[
NV exp(−D2

1,u)
]∣∣∣ ≤ C

T
.(1.18)

iii) Pour tout 0 < u1 < u2 fixés, il existe C > 0 tel que pour u ∈ [u1, u2], T ≥ 1,
∣∣∣ϕTrs

[
N exp(−D2

3,u,T )
]∣∣∣ ≤ C.(1.19)

Pour r > 0, on pose

ch′(Er, h
Er ) = ϕTrs[N exp(−∇Er,2)],

ch′(H(E), hH(E)) = Σi(−1)ii ch(Hi(E), hHi(E)).
(1.20)

On rappelle qu’on a défini ζ(Er, h
Er ) ∈ PS dans [Ma1, Définition 10.3]. Par [Ma1,

Proposition 10.4], on a

ζ(Er, h
Er ) = c̃h(Er, Er+1, h

Er , hEr+1) dans PS/PS,0.(1.21)
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Théorème 1.6. On a l’identité suivante

lim
T→+∞

{ ∫ +∞

1

2
{

ϕTrs

[
N exp(−D2

3,u,T )
]
− ϕTrs

[
N exp(−∇H(E),2

T )
]}du

u

−2Σr≥2(r − 1)
[
ch′(Er, h

Er )− ch′(Er+1, h
Er+1)

]
log T

}

= 2
∫ +∞

1

{
ϕTrs[N exp(−D2

1,u)]− ch′(E2, h
E2)

}du

u

−Σr≥2ζ(Er, h
Er ) + Γ′(1)

[
ch′(E2, h

E2)− ch′(E∞, hE∞)
]
.

(1.22)

Théorème 1.7. Quand T → +∞, on a

ϕTrs

[
NV exp(−∇H(E),2

T )
]

= ϕTrs

[
NV exp(−∇E∞,2)

]
+ O(

1
T

).

De plus

∫ +∞

1

{
ϕTrs

[
NV exp(−∇H(E),2

T )
]
− ϕTrs

[
NV exp(−∇E∞,2)

]}dT

T

= −1
2
c̃h(H(E), E∞, hH(E), hE∞) dans PS/PS,0.(1.23)

PREUVE. Les preuves des Théorèmes 1.5 et 1.6 sont différées à la Section 1(e), et
la preuve du Théorème 1.7 est différée à la Section 1(f).

d) Preuve du Théorème 1.2. Pour montrer le Théorème 1.2, on utilise la
même méthode qu’à [Ma1, §4]. On note aussi Ii

j les termes correspondants définis
dans [Ma1, §4(c)]. En utilisant [Ma1, (10.12)], (1.21), les Théorèmes 1.5-1.7 et en
procédant comme dans [Ma1, §4], on a

I3
1 = −Σ+∞

r=1c̃h(Er, Er+1, h
Er , hEr+1) + Γ′(1)

[
ch′(E1, h

E1)− ch′(E∞, hE∞)
]
,

I3
2 = c̃h(H(E), E∞, hH(E), hE∞),

I3
3 = c̃h(E ,H(E), hE , hH(E)) + Γ′(1)

[
− ch′(E , hE)

+ch′(H(E), hH(E))
]
,

I3
4 = −c̃h(E , E1, h

E , hE1) + Γ′(1)
{

ϕTrs

[
NV exp(−∇E,2)

]

−ϕTrs

[
NV exp(−∇E1,2)

]}
.

(1.24)

En combinant la preuve du Théorème 1.6, et [B4, §6.6-6.8], on peut traiter aussi
le terme à droite de (1.14). On a ainsi

Σ4
i=1I

3
i = 0 dans PS/PS,0.(1.25)

D’après [Ma1, §10(a)], on a aussi

ch′(H(E), hH(E))− ch′(E∞, hE∞) ∈ PS,0,(1.26)

ϕTrs

[
NV exp(−∇E,2)

]
− ϕTrs

[
NV exp(−∇E1,2)

]
∈ PS,0.

Par (1.24)-(1.26), on obtient le Théorème 1.2.
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e) Preuves des Théorèmes 1.5 et 1.6. Soit BT (T ∈ [1, +∞]) une famille de
tenseurs, on notera que pour l > 0, quand T → +∞

BT = O

(
1
T l

)
,

si pour tout k ∈ N, K ⊂ S compact, il existe c > 0 tel que pour T ≥ 1, le sup des
normes de BT et de ses dérivées d’ordre ≤ k sur K est dominé par c

T l .
Dans la suite, les convergences des formes sur S sont au sens de la convergence

uniforme sur tout compact K ⊂ S. Pour simplifier les énoncés, on suppose désormais
que S est compacte.

Pour r ≥ 0, x ∈ S, soit SpDr,x le spectre de Dr,x, soit SpD 6=0
r,x l’ensemble des

valeurs propres non nulles de Dr,x. Désormais, on fixe c1 > c2 > 0 tels que pour
r ∈ N

∪ r≥0
x∈S

SpD 6=0
r,x ⊂ {s ∈ R,

√
c1 < |s| < √

c2}.(1.27)

Soit

U1 = {λ ∈ C,
√

c1

2 ≤ |λ| ≤ √
c1, ou

√
c2 ≤ |λ| ≤ 2

√
c2}.(1.28)

Proposition 1.8. Il existe T0 > 0 tel que pour tout T ≥ T0, r ≥ 1, λ ∈ U1,
(λ− T r−1AT )−1 existe, et quand T → +∞

(λ− T r−1AT )−1 = pr(λ−Dr)−1pr + O(
1
T

).(1.29)

PREUVE. Comme pr′(r′ ≥ 1) est C∞ sur S, en procédant comme en [BerB,
Théorème 6.2], on sait que les applications définies comme dans [BerB, Théorème
6.2] sont C∞ sur S. En utilisant [BerB, (6.49)], on obtient la Proposition.

Par (1.29), pour r ≥ 1, les valeurs propres non nulles de AT qui se comportent
comme O( 1

T r−1 ) sont en correspondance biunivoque avec les valeurs propres non nulles
de Dr. Pour T À 1, on pose

pr,T =
1

2πi

∫

{λ∈C,|λ|=√c2}
(λ− T r−1AT )−1dλ, p⊥r,T = 1− pr,T .(1.30)

Alors en utilisant la Proposition 1.8, quand T → +∞, on a

pr,T = pr + O(
1
T

).(1.31)

Pour T ≥ 1, u > 0, on pose

Br,u,T = ∇E + uT r−1AT .(1.32)

Théorème 1.9. Il existe T0 > 0 tel que pour tout λ ∈ U1, T ≥ T0, r ≥ 1,
(λ2 −B2

r,1,T )−1 existe, et

(λ2 −B2
r,1,T )−1 = pr(λ2 −D2

r,1)
−1pr + O(

1
T

).(1.33)

PREUVE. Comme en [Ma1, Proposition 5.12], on a

Sp(B2
r,u,T ) = Sp(T 2(r−1)A2

T ).(1.34)
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D’après la Proposition 1.8, (1.34), il existe T0 > 0 tel que pour tout T ≥ T0, r ≥ 1, λ ∈
U1, (λ2 −B2

r,1,T )−1 existe. On pose

ET = pr,T B2
r,1,T pr,T , FT = pr,T B2

r,1,T p⊥r,T ,

GT = p⊥r,T B2
r,1,T pr,T , HT = p⊥r,T B2

r,1,T p⊥r,T .
(1.35)

Alors en utilisant (1.10), (1.29) et (1.30), quand T → +∞, on a

T r−1AT pr,T = pr,T T r−1AT = prDrpr + O( 1
T ),

ET = prD
2
rpr + pr[Dr,∇Er ]pr + pr∇E,2pr + O( 1

T ),
FT = pr,T [∇E , T r−1AT ]p⊥r,T + O(1),
GT = p⊥r,T [∇E , T r−1AT ]pr,T + O(1).

(1.36)

Par (1.29) et (1.30), quand T → +∞, on a aussi

p⊥r,T (λ− T r−1AT )−1 = (λ− T r−1AT )−1p⊥r,T = O( 1
T ),

T r−1AT p⊥r,T (λ− T r−1AT )−1

= (λ− T r−1AT )−1p⊥r,T T r−1AT = −p⊥r + O( 1
T ).

(1.37)

D’après (1.37), quand T → +∞, on a

(λ− T r−1AT )−1p⊥r,T [∇E , T r−1AT ]p⊥r,T (λ + T r−1AT )−1

=
[
(λ− T r−1AT )−1p⊥r,T T r−1AT

]
∇Ep⊥r,T (λ + T r−1AT )−1

+(λ− T r−1AT )−1p⊥r,T∇E
[
T r−1AT p⊥r,T (λ + T r−1AT )−1

]

= O( 1
T ).

(1.38)

Par (1.32) et (1.38), pour T ≥ T0, λ ∈ U1, on a

(λ2 −HT )−1 =
∑2m

i=0 p⊥r,T (λ + T r−1AT )−1
{

(λ− T r−1AT )−1

p⊥r,T

(
∇E,2 + [∇E , T r−1AT ]

)
p⊥r,T

(λ + T r−1AT )−1
}i

(λ− T r−1AT )−1p⊥r,T

= p⊥r,T (λ2 − T 2(r−1)A2
T )−1p⊥r,T

+p⊥r,T (λ + T r−1AT )−1O( 1
T )(λ− T r−1AT )−1p⊥r,T .

(1.39)

En utilisant (1.36), (1.37) et (1.39), pour T ≥ T0, on a

FT (λ2 −HT )−1 = pr,T [∇E , T r−1AT ]p⊥r,T (λ2 − T 2(r−1)A2
T )−1p⊥r,T + O( 1

T )
= (pr,T T r−1AT )∇E(p⊥r,T (λ2 − T 2(r−1)A2

T )−1p⊥r,T )
+pr,T∇E(T r−1AT p⊥r,T (λ2 − T 2(r−1)A2

T )−1p⊥r,T ) + O( 1
T ) = O( 1

T ).
(1.40)

De même, on a

(λ2 −HT )−1GT = O(
1
T

).(1.41)

Par (1.36), (1.37) et (1.39), on a

FT (λ2 −HT )−1GT = −pr(∇Ep⊥r )(∇Epr) + O( 1
T ).(1.42)
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D’après (1.10), (1.36) et (1.42), on a

ET + FT (λ2 −HT )−1GT = prD2
r,1pr + O(

1
T

).(1.43)

On pose

MT,λ = λ2 − ET − FT (λ2 −HT )−1GT .(1.44)

Par [BerB, (5.85)], on peut écrire (λ2 −B2
r,1,T )−1 sous forme matricielle:

(λ2 −B2
r,1,T )−1(1.45)

=
[

M−1
T,λ M−1

T,λFT (λ2 −HT )−1

(λ2 −HT )−1GT M−1
T,λ (λ2 −HT )−1(1 + GT M−1

T,λFT (λ2 −HT )−1)

]

Par (1.31), (1.40), (1.41), (1.43) et (1.45), on a (1.33).
Soit ∆ le contour orienté ci-dessous, et soit δ le cercle dans C de centre 0 et de

rayon c1/4.

c
c c

∆

1
2

/410

-1

1

x

y

δ

Les contours ∆ et δ sont les bords des domaines ∆′ et δ′. Alors d’après notre choix
de c1 et c2 et (1.29), quand T est assez grand, on a

Sp(D2
3,1,T ) = Sp(A2

T ) ⊂ δ′

T 2(n−1)
∪ ∪n

i=0

∆′

T 2(i−1)
.(1.46)

Dans la suite, on va exprimer les supertraces des termes contenant D2
3,1,T comme

une somme de supertraces indexées par les éléments du spectre de D2
3,1,T qui sont

inclus dans l’un des domaines du membre de droite de (1.46).
Pour u > 0, soit ψu : Λ(T ∗RS) → Λ(T ∗RS) l’application α → u−degαα. Pour

1 ≤ r ≤ n, T ≥ T0, on pose

Fr,u,T =
1

2πi
ψuϕTrs

[
N

∫

∆

e−u2λ(λ−B2
r,1,T )−1dλ

]
,

Fr,u,∞=
1

2πi
ψuϕTrs

[
N

∫

∆

e−u2λ(λ−D2
r,1)

−1dλ
]
,

Gr,u,T =
1

2πi
ψuϕTrs

[
N

∫

δ

e−u2λ(λ−B2
r,1,T )−1dλ

]
,(1.47)

Gr,u,∞=
1

2πi
ψuϕTrs

[
N

∫

δ

e−u2λ(λ−D2
r,1)

−1dλ
]
.



642 X. MA

Alors, on a

Gr,u,∞ + Fr,u,∞ = ϕTrs

[
N exp(−D2

r,u)
]
.(1.48)

Proposition 1.10. i) Il existe C1 > 0, C > 0, T0 > 0 tels que pour u ≥ 1, T ≥
T0, 1 ≤ r ≤ n,

|Fr,u,T − Fr,u,∞| ≤ C

T
e−C1u.(1.49)

ii) Il existe des formes ar,i,T , br,i,T (T ∈ [T0,+∞], 1 ≤ r ≤ n,−2m ≤ i ≤ 0), C∞
sur S, telles que quand u → 0, uniformément en T ≥ T0, 1 ≤ r ≤ n, on a

Fr,u,T = Σ0
i=−2mar,i,T ui + O(u),

Gr,u,T = Σ0
i=−2mbr,i,T ui + O(u).(1.50)

Et

Gr,u,∞ = −Σ−1
i=−2mar,i,∞ui + ch′(Er+1, h

Er+1),
Gn,u,T = Σ0

i=−2mbn,i,T ui.
(1.51)

iii) Pour 1 ≤ r ≤ n, on a

ar,0,∞ = ch′(Er, h
Er )− ch′(Er+1, h

Er+1),
bn,0,T = ϕTrs

[
N exp(−∇H(E),2

T )
]
.

(1.52)

De plus, pour 1 ≤ r ≤ n, quand T → +∞, on a

ar,i,T = ar,i,∞ + O( 1
T ) pour i ≤ 0,

br,i,T = −ar,i,∞ + O( 1
T ) pour i < 0,

bn,i,T T−(n−1)i + Σn
r=2ar,i,T T−(r−1)i = b1,i,T pour i < 0.

(1.53)

PREUVE. i) Pour 1 ≤ r ≤ n, T ∈ [T0, +∞], on pose

fr,u,T = ψ−1
u Fr,u,T , gr,u,T = ψ−1

u Gr,u,T .(1.54)

Alors fr,u,T et gr,u,T sont des fonctions holomorphes en u ∈ C.
D’après le Théorème 1.9, il existe c, C > 0 tels que pour u > 1, T ≥ T0, on a

|fr,u,T − fr,u,∞| ≤ C

∫

∆

e−c1u2
∣∣∣(λ−B2

r,1,T )−1 − (λ−D2
r,1)

−1
∣∣∣dλ

≤ C

T
e−cu2

.(1.55)

Par (1.54), (1.55), on a (1.49).
ii) • On a

e−u2λ = Σ∞k=0(−1)k (u2λ)k

k!
.(1.56)

En utilisant le Théorème 1.9, (1.47) et (1.56), on a (1.50) et la première équation
de (1.53). On a aussi

br,i,T = br,i,∞ + O(
1
T

).(1.57)
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• Comme à l’intérieur de δ′, 0 est l’unique valeur propre possible de l’opérateur
D2

r , pour u ∈ C, |u| ≥ 1, on a

Gr,u,∞ =
1

2πi
ϕTrs

[
N

∫

δ

e−λ(λ−D2
r,u)−1dλ

]
.(1.58)

Par le même argument que dans [B4, Théorème 9.29], il existe des formes br,i,∞
(−2m ≤ i ≤ 0), C∞ sur S, telles que pour u ∈ C, on a

Gr,u,∞ = Σ0
i=−2mbr,i,∞ui.(1.59)

En utilisant [BeGeV, Théorème 9.2], (1.58) et (1.59), on a

br,0,∞ = limu→+∞Gr,u,∞
= 1

2πiϕTrs

[
pr+1Npr+1

∫
δ
e−λ(λ−∇Er+1,2)−1dλ

]
= ch′(Er+1, h

Er+1).(1.60)

Par (1.48), (1.50) et (1.59), on a

Σ0
i=−2m(br,i,∞ + ar,i,∞)ui + O(u) = ϕTrs

[
N exp(−D2

r,u)
]
.(1.61)

En comparant les coefficients de ui de (1.61), on a

br,0,∞ + ar,0,∞ = ch′(Er, h
Er ),

br,i,∞ = −ar,i,∞ pour i < 0.
(1.62)

Par (1.59), (1.60) et (1.62), on a la première équation de (1.51) et celle de (1.52).
D’après (1.57) et (1.62), on a aussi la deuxième équation de (1.53).
• Comme à l’intérieur de δ′, 0 est l’unique valeur propre possible de l’opérateur

T 2(n−1)A2
T , pour u ∈ C, |u| ≥ 1, on a

Gn,u,T =
1

2πi
ϕTrs

[
N

∫

δ

e−λ(λ−B2
n,u,T )−1dλ

]
.(1.63)

Par le même argument que dans [B4, Théorème 9.29], on a la deuxième équation de
(1.51).

Pour T fixé, en utilisant [BeGeV, Théorème 9.2] et (1.63), on a la deuxième
équation de (1.52).

iii) D’après (1.46), pour T À 1, on a

G1,u,T =
n∑

r=2

1
2πi

ψuϕTrs

[
N

∫
∆

T2(r−1)

e−u2λ(λ−D2
3,1,T )−1dλ

]

+
1

2πi
ψuϕTrs

[
N

∫
δ

T2(n−1)

e−u2λ(λ−D2
3,1,T )−1dλ

]

=
n∑

r=2

Fr,T−r+1u,T + Gn,T−n+1u,T .

(1.64)

En comparant (1.50), (1.51) et (1.64), on a la troisième équation de (1.53).
On a bien démontré la Proposition 1.10.
PREUVE du Théorème 1.5: Par (1.11), on a

ϕTrs

[
N exp(−D2

3,u,T )
]

= ψuϕTrs

[
N exp(−u2D2

3,1,T )
]
.
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Par (1.46), il existe T0 > 1, tel que pour T ≥ T0, on a

exp(−u2D2
3,1,T ) =

1
2πi

∫

δ∪∆∪T 2∆

exp(−u2λ)
λ−D2

3,1,T

dλ(1.65)

Par (1.46), il existe aussi C > 0 tel que pour T ≥ T0, on a

∣∣∣
∫

T 2∆

exp(−u2λ)
λ−D2

3,1,T

dλ
∣∣∣ ≤ Ce−T 2u2c1 .(1.66)

Par (1.33), (1.65) et (1.66), on a le Théorème 1.5.

PREUVE du Théorème 1.6: Par (1.33), (1.47), (1.66), il existe C > 0 tel que pour
u ≥ 1, T ≥ T0, on a

∣∣∣ϕTrs

[
N exp(−D2

3,u,T )
]
−G1,u,T

∣∣∣
=

∣∣∣ 1
2πi

ψuϕTrs

[
N

∫

∆∪T 2∆

exp(−u2λ)
λ−D2

3,1,T

dλ
]∣∣∣ < Ce−u2c1 .

(1.67)

Par (1.18), (1.50) et (1.67), on a

lim
T→+∞

∫ +∞

1

2
{

ϕTrs

[
N exp(−D2

3,u,T )
]
−G1,u,T

}du

u
(1.68)

=
∫ +∞

1

2
{

ϕTrs

[
N exp(−D2

1,u)
]
−G1,u,∞

}du

u
.

Par (1.64), pour T ≥ T0, on a
∫ +∞

1

2
{

G1,u,T − ϕTrs

[
N exp(−∇H(E),2

T )
]}du

u
=

n∑
r=2

2
∫ +∞

T−(r−1)
Fr,u,T

du

u

+2
∫ +∞

T−n+1

{
Gn,u,T − ϕTrs

[
N exp(−∇H(E),2

T )
]}du

u
.

(1.69)

On décompose chaque intégrale
∫ +∞

T−(r−1) sous la forme
∫ 1

T−(r−1) +
∫ +∞
1

. En sommant
les termes

∫ +∞
1

, on obtient un terme Q1,T , et en sommant les termes
∫ 1

T−(r−1) , on
obtient un terme Q2,T . Alors par la Proposition 1.10 et le théorème de convergence
dominée, quand T → +∞, on a

Q1,T → Q1,∞ =
n∑

r=2

2
∫ +∞

1

Fr,u,∞
du

u

+2
∫ +∞

1

(
Gn,u,∞ − ch′(En+1, h

En+1)
)du

u
.

(1.70)

En utilisant la Proposition 1.10, et le théorème de convergence dominée, quand
T → +∞, on a

Q2,T − 2
n+1∑
r=2

(r − 1)
[
ch′(Er, h

Er )− ch′(Er+1, h
Er+1)

]
log T(1.71)

= 2
n∑

r=2

∫ 1

T−(r−1)
(Fr,u,T − Σ0

i=−2mar,i,T ui)
du

u
+ O(

1
T

log T )



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE ET FAMILLES DE SUBMERSIONS II 645

+2
−1∑

i=−2m

1
i

[
(bn,i,T + Σn

r=2ar,i,T )− (bn,i,T T−(n−1)i + Σn
r=2ar,i,T T−(r−1)i)

]

→ Q2,∞ = 2
n∑

r=2

∫ 1

0

(
Fr,u,∞ − Σ0

i=−2mar,i,∞ui
)du

u

+2
n−1∑
r=1

−1∑

i=−2m

1
i
ar,i,∞.

Par (1.48) et par la Proposition 1.10, on a

Q2,∞ = 2
n∑

r=2

∫ 1

0

{
ϕTrs

[
N exp(−D2

r,u)
]
− ch′(Er, h

Er )
}du

u
(1.72)

+2
n−1∑
r=1

∫ +∞

1

{
Gr,u,∞ − ch′(Er+1, h

Er+1)
}du

u
.

D’après (1.48), (1.68)-(1.72), on a le Théorème 1.6.

f) Preuve du Théorème 1.7. Soit F = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ Fn = 0 une filtration
de fibrés vectoriels holomorphes de F sur S. Pour i ≥ 0, on pose GriF = F i/F i+1.
Soit hF (resp hGrF ) une métrique hermitienne sur F i (resp. GrF ). Soit hF i

la
métrique sur F i induite par hF .

Soit Gi l’espace orthogonal à F i+1 dans F i. Alors Gi est C∞ -isomorphe à GriF
sur S. Soit hGi

la métrique sur Gi induite par hGriF . Soit PGi

la projection or-
thogonale de F sur Gi. On note NH l’opérateur de nombre sur G• et GrF . Soit
h′F = ⊕hGi

la métrique sur F = ⊕Gi.
Soit hF

T (T ≥ 1) une famille de métriques sur F telle que hF
1 = hF et qu’il existe

δ > 0, tel que quand T → +∞, pour s1 ∈ F i, s2 ∈ F j , on a

〈s1, s2〉hF
T

= T 2n−i−j
( 〈

PGi

s1, P
Gj

s2

〉
h′F

+ O( 1
T δ )

)
.

(hF
T )−1 ∂

∂T hF
T = 1

T TNH

(
2(n−NH) + O( 1

T δ )
)
T−NH .

(1.73)

Soient ∇F i

T ,∇F
T , ∇GrF les connexions holomorphes hermitiennes sur (F i, hF i

T ),
(F, hF

T ), (GrF, hGrF ).
Proposition 1.11. Quand T → +∞, on a

ϕTr
[
(hF

T )−1 ∂

∂T
hF

T exp(−∇F,2
T )

]
= 2ϕTr

[n−NH

T
exp(−∇GrF,2)

]
+ O(

1
T 1+δ

).(1.74)

Soit

I(F, GrF, hF
T , hGrF ) = −

∫ +∞

1

{
ϕTr

[
(hF

T )−1 ∂

∂T
hF

T exp(−∇F,2
T )

]
(1.75)

−2ϕTr
[n−NH

T
exp(−∇GrF,2)

]}
dT.

Alors on a

I(F, GrF, hF
T , hGrF ) = c̃h(F, GrF, hF , hGrF ) dans PS/PS,0.(1.76)
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PREUVE. i) Soit τ l’isomorphisme canonique de Gi à GriF . Soit ∇Gi

= τ∗∇GriF .
Soit Ai ∈ T ∗(0,1)S ⊗Hom(F i, F i+1) tel que

∇F i ′′
= ∇Gi ′′

+∇F i+1 ′′
+ Ai.(1.77)

On pose

∇F
∞ = ⊕n

i=0(∇Gi

+ Ai).(1.78)

Alors on vérifie facilement que quand T → +∞, on a

∇F i

T = ∇Gi ⊕∇F i+1

T + Ai + O(
1
T δ

).(1.79)

et donc

∇F
T = ∇F

∞ + O(
1
T δ

).(1.80)

Si l’on écrit ∇F,2
∞ sous forme matricielle relativement au scindage F = ⊕Gi, alors

on obtient une matrice triangulaire.
En utilisant (1.73) et (1.80), on a (1.74).
D’après [BGS1, Théorème 1.24], (1.74), (1.75) et (1.80), on a

∂∂
2iπ I(F, GrF, hF

T , hGrF ) =
∫ +∞
1

∂
∂T ϕTr[exp(−∇F,2

T )]dT
= −ch(F, hF ) + ch(GrF, hGrF ).

(1.81)

ii) Soit P1 le plan projectif complexe. Soit z le paramètre complexe standard sur
P1, et iz : S → S × P1 l’application de x ∈ S à (x, z) ∈ S × P1. Alors comme dans
[BGS1, Théorème 1.29] ou dans [Ma1, §11(d)], on peut construire des fibrés vectoriels

holomorphes F̃ j et G̃rjF sur S ×P1 tels qu’on a les suites exactes

0 → F̃ j+1 → F̃ j → G̃rjF → 0.(1.82)

De plus, si on note F̃ = F̃ 0, alors i∗0F̃ = F , i∗∞F̃ = GrF .
Par partition de l’unité, on peut trouver une famille de métriques h

eF
T (resp.hgGrF )

sur F̃ (resp. G̃rF ) telle qu’elle vérifie (1.73), et que sous l’identification ci-dessus,

h
i∗0 eF
T = hF

T , h
i∗∞ eF
T = ⊕T 2n−2ihGriF , hi∗0 gGrF = hi∗∞gGrF = hGrF .(1.83)

Alors d’après i), le terme I(F̃ , G̃rF , h
eF
T , h

gGrF ) est bien défini. Par la preuve de
[BGS1, Théorème 1.29], on a

c̃h(F, GrF, hF , hGrF ) = −
∫

P1
ch(F̃ , h

eF
1 ) log |z|2.(1.84)

Comme les identifications i∗0G̃rF ' i∗∞G̃rF ' GrF sont des isométries, on a
∫

P1
ch(G̃rF, h

gGrF ) log |z|2 = −c̃h(GrF, hGrF , hGrF ) = 0 dans PS/PS,0.(1.85)
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D’après (1.81), (1.84) et (1.85), on a

c̃h(F, GrF, hF , hGrF ) =
∫

P1

∂∂

2iπ
I(F̃ , G̃rF, h

eF
T , h

gGrF ) log |z|2(1.86)

=
∫

P1
I(F̃ , G̃rF, h

eF
T , h

gGrF )
∂∂

2iπ
log |z|2 dans PS/PS,0.

Par [Ma1, (11.17)], (1.83) et (1.86), on a

c̃h(F, GrF, hF , hGrF ) = i∗0I(F̃ , G̃rF, h
eF
T , h

gGrF )− i∗∞I(F̃ , G̃rF , h
eF
T , h

gGrF )

= I(F, GrF, hF
T , hGrF )− I(i∗∞F̃ , i∗∞G̃rF , h

i∗∞ eF
T , hi∗∞gGrF )(1.87)

dans PS/PS,0.

En utilisant (1.75) et (1.83), on sait que

I(i∗∞F̃ , i∗∞G̃rF, h
i∗∞ eF
T , hi∗∞gGrF ) = 0 dans PS/PS,0.(1.88)

Par (1.87) et (1.88), on a (1.76).
PREUVE du Théorème 1.7: On rappelle que PT est la projection orthogonale de

E sur KerD′
T associée à hET . Par la théorie de Hodge, l’application s ∈ KerD′

1 →
PT s ∈ KerD′

T est l’identification canonique. Soit P̃T la projection orthogonale de E
sur ẼT = KerAT associée à hE . Comme en [BerB, (6.61)], on a

PT = T−NV P̃T TNV .(1.89)

D’après (1.30), on a aussi

P̃T = pn+1,T .(1.90)

Soit ′Ep,q
∞ l’espace orthogonal à F p+1Hp+q(E) dans (F pHp+q(E), hE1 ), alors ′Ep,q

∞
et Ep,q

∞ sont C∞ isomorphes canoniquement sur S. Soit h
′Ep,q
∞ la métrique sur ′Ep,q

∞
induite par hE

p,q
∞ , soit h′H(E) = ⊕h

′Ep,q
∞ la métrique sur H(E) = ⊕′Ep,q

∞ . Soit Pp,q,∞
la projection de H(E) = ⊕′Ep,q

∞ sur ′Ep,q
∞ .

D’après (1.90), pour α ∈ F p1Hq(E), β ∈ F p2Hq(E), quand T → +∞,

〈α, β〉
h

H(E)
T

= 〈PT α, PT β〉hET
= T 2q−p1−p2 [〈Pp1,q−p1,∞α, Pp2,q−p2,∞β〉h′H(E) + O( 1

T )].
(1.91)

Comme dans [B4, (6.45)-(6.48)], on sait que

(hH(E)
T )−1 ∂

∂T
h

H(E)
T =

2
T

PT NV PT =
2
T

T−NV P̃T NV P̃T TNV .(1.92)

Par (1.31), (1.90) et (1.92), quand T → +∞, on a

(hH(E)
T )−1 ∂

∂T
h

H(E)
T =

2
T

T−NV (NV + O(
1
T

))TNV .(1.93)

En utilisant la Proposition 1.11, (1.91) et (1.93), on a le Théorème 1.7.
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2. Fonctorialité des formes de torsion analytique. Soit π1 : W → V ,
π2 : V → S des submersions holomorphes de variétés complexes de fibres compactes
X, Y . Alors π3 = π2 ◦ π1 : W → S est une submersion holomorphe de fibre compacte
Z. Soit ξ un fibré holomorphe sur W . Soit (Er,s, dr,s)(r ≥ 2, s ∈ S) la suite spectrale
de Leray associée à la fibration Zs → Ys. Dans cette Section, on établit la fonctorialité
des formes de torsion analytique énoncée au Théorème 0.1, dans le cas où le rang des
fibres Er est localement constant sur S. Ce résultat est compatible à [Ma1, Théorème
3.11] quand π1 et V sont projectives. Notre résultat est plus général que celui que
nous avons obtenu dans [Ma1, §4], où nous supposons que les Hi sont nuls pour i > 0.

On définit en particulier la classe de Bott-Chern c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z))
∈ PS/PS,0. On montre que quand π1 et V sont projectives, cette nouvelle définition
cöıncide avec la Définition de c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)) donnée dans [Ma1,
(10.29)]. On utilise pour cela, de manière essentielle, le Théorème 1.2.

Pour démontrer le Théorème 0.1, on procède comme dans [Ma1, §4]. Par rapport à
[Ma1, §4], on a une difficulté supplémentaire, puisque la suite spectrale ne dégénère en
général pas en E2. Pour résoudre cette difficulté, on procède comme à la Section 1, où
nous avons considéré un problème comparable en dimension finie, en décomposant les
supertraces du noyau de chaleur d’une superconnexion qui dépend de deux paramètres
u et T , suivant le comportement asymptotique des valeurs propres de A2

T quand
T → +∞. Pour calculer l’asymptotique de ces supertraces quand T → +∞ ou
u → 0, les résultats de [BerB, §6] ne sont pas suffisants, et on procède comme dans
[Ma1, §5].

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on montre que le
complexe de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la suite spectrale de
Leray au sens de Grothendieck [Grot]. Dans (b), on définit la classe de Bott-Chern
c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)) dans le cas où le rang des fibres Er est localement
constant sur S, et on reénonce le Théorème 0.1 comme le Théorème 2.6. Dans (c),
on énonce des résultats intermédiaires qui sont utilisés dans la preuve du Théorème
2.6. Dans (d), on montre le Théorème 2.6. Dans (e), on étudie l’asymptotique de
certaines supertraces quand T → +∞ ou u → 0. Dans (f) et (g), on démontre les
résultats intermédiaires.

Dans cette Section, on utilise les mêmes notations qu’à [Ma1, §3, 4, 5, 10(a)].

a) Complexe de Dolbeault. Soient Z et Y des variétés complexes. Soit
π : Z → Y une submersion holomorphe de fibre compacte X. Soit ξ un fibré vectoriel
holomorphe sur Z. Soit (Er, dr) (r ≥ 2) la suite spectrale de Leray correspondant à
(π, ξ), définie comme dans [Ma1, 10(b)].

Soit

Λ•(T ∗(0,1)Z) = F 0(Λ•(T ∗(0,1)Z)) ⊃ F 1(Λ•(T ∗(0,1)Z)) ⊃ · · ·(2.1)
⊃ F dimY +1(Λ•(T ∗(0,1)Z)) = {0}.

la filtration standard de Λ•(T ∗(0,1)Z): si 0 ≤ p ≤ q ≤ dim Z, alors α ∈ F pΛq(T ∗(0,1)Z)
si et seulement si

X1, · · · , Xq−p+1 ∈ TX, alors iX1 · · · iXq−p+1α = 0..

Cette filtration induit une filtration sur le complexe de Dolbeault (Ω(Z, ξ), ∂
Z
). Soit

(E′
r, d

′
r) la suite spectrale correspondante.

Par [BerB, (1.11)] et [Ma1,(10.24)], on a un isomorphisme naturel

E′
2 ' H(Y, R•π∗ξ) = E2.(2.2)
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Théorème 2.1. La suite spectrale (E′
r, d

′
r) (r ≥ 2) est canoniquement isomorphe

à la suite spectrale (Er, dr) par un isomorphisme compatible à (2.2).

PREUVE. Le reste de cette sous-section est consacré à la preuve du Théorème 2.1.

Soit O∞Z , O∞Y les faisceaux des fonctions C∞ sur Z, Y , et soit D•Z , D•Y les O∞Z ,
O∞Y faisceaux associés aux complexes de Dolbeault sur Z, Y . Pour p ≥ 0, Dp

Z est
le faisceau des sections C∞ de Λp(T ∗(0,1)Z), la différentielle ∂

Z
est OZ-linéaire. Par

[Go, II 3.7], si G est un OZ-faisceau, le complexe

D•Z(G) = G⊗OZ
D•Z .(2.3)

est une résolution de G, car pour p ≥ 0, Dp
Z est un OZ -faisceau plat [M]. De plus

Dp
Z(G) est fin [Go, Théorème 3.7.3]. D’où

Rpπ∗G = Hp(π∗D•Z(G)).(2.4)

Soit D•X le complexe de Dolbeault relatif dont Dp
X est le faisceau des sections C∞

de Λp(T ∗(0,1)X) sur Z, et dont la différentielle ∂
X

est l’opérateur ∂ le long des fibres.
On remarque que ∂

X
est OZ et O∞Y -linéaire.

Dans la suite, on note F leOZ-faisceauOZ(ξ), et (F0, d) le complexe (D•Z(F ), ∂
Z
).

Soit F1 = (Fp,q
1 ) le bicomplexe de faisceaux sur Y défini par

Fp,q
1 = π∗Dp

Z(F )⊗OY Dq
Y .(2.5)

dont les différentielles sont 1⊗ ∂
Y

: Fp,q
1 → Fp,q+1

1 et ∂
Z ⊗ 1 : Fp,q

1 → Fp+1,q
1 . Par le

même argument que précédemment, on sait que le bicomplexe F1 est une résolution
acyclique du complexe de OY -faisceaux π∗D•Z(F ).

On filtre le complexe E(F1) = (ΓY (F1), ∂
Z ⊗ 1 + 1 ⊗ ∂

Y
) par F p(ΓY (F1)) =

⊕p′≥pΓY (F•,p′1 ). Alors d’après [Ma1, Remarque 10.12], la suite spectrale (Er(F1), dr)
associée à ΓY (F1) calcule la suite spectrale de Leray (à partir de r = 2).

Soit F2 = (Fp,q
2 ) le bicomplexe de faisceaux sur Z défini par

Fp,q
2 = Dp

Z(F )⊗OZ Dq
Z .(2.6)

dont les différentielles sont 1 ⊗ ∂
Z

: Fp,q
2 → Fp,q+1

2 et ∂
Z ⊗ 1 : Fp,q

2 → Fp+1,q
2 . On

note (F2, d) le complexe total correspondant.
La filtration (2.1) induit une filtration du complexe de OZ-faisceaux (D•Z , ∂

Z
).

On a donc une filtration du complexe (F2, d)

(F2, d) = (F 0F2, d) ⊃ (F 1F2, d) = (D•Z(F )⊗OZ
F 1D•Z) ⊃ · · ·

⊃ (F dim Y +1F2, d) = {0}.(2.7)

De même on a une filtration sur le complexe (D•Z(F ), ∂
Z
) = (F0, d).

Soit j0 l’inclusion du complexe (F0, d) dans le complexe (F2, d) induite
par l’inclusion j0 : F ↪→ D•Z(F ) qu’on tensorise par D•Z . Alors j0 induit une injection
du complexe filtré E(F0) = (ΓZ(F0), d) dans le complexe filtré E(F2) = (ΓZ(F2), d)

Pour p, q ≥ 0, on a aussi l’application canonique

π∗Dp
Z(F )⊗OY

Dq
Y → π∗Dp

Z(F )⊗OY
π∗π∗Dq

Y → π∗(Dp
Z(F )⊗OZ

π∗Dq
Y )

→ π∗(Dp
Z(F )⊗OZ

Dq
Z).(2.8)
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Elle induit une application de complexes filtrés j1 : E(F1) → E(F2).
Si on note (Er(Fi), dr) (i = 0, 2) la suite spectrale correspondante à (E(Fi), d)

filtré comme ci-dessus, alors pour r ≥ 0, ji (i = 0, 1) induit une application de
complexes ji : Er(Fi) → Er(F2). On a aussi

(Er(F0), dr) = (E′
r, d

′
r).(2.9)

Dans la suite, on va montrer que pour r = 1, les ji (i = 0, 1) sont des isomor-
phismes de complexes.

On calcule tout d’abord le terme E0(Fi) (i = 0, 1, 2).
On note E(F0), E(F1), E(F2) les complexes (π∗(D•X(F )), ∂

X
), (π∗(D•Z(F )) ⊗OY

O∞Y , ∂
Z ⊗ 1), (π∗(D•Z(F )⊗OZ

D•X), ∂
Z ⊗ 1+1⊗∂

X
). Soit H(E(Fi)) les cohomologies

associées.
Pour p, q ≥ 0, on a la suite exacte suivante

0 → F p+1Dp+q
Z → F pDp+q

Z → Dq
X ⊗π−1O∞Y π−1Dp

Y → 0.(2.10)

Comme O∞Z est un OZ-faisceau plat, et comme D•Z(F ) est un O∞Z -faisceau localement
libre de type fini, d’après (2.10), on a aussi les suites exactes :

0 → F ⊗OZ
F p+1Dp+q

Z → F ⊗OZ
F pDp+q

Z → F ⊗OZ
(Dq

X ⊗π−1O∞Y π−1Dp
Y ) → 0.

0 → D•Z(F )⊗OZ
F p+1Dp+q

Z → D•Z(F )⊗OZ
F pDp+q

Z(2.11)
→ D•Z(F )⊗OZ

(Dq
X ⊗π−1O∞Y π−1Dp

Y ) → 0,

Comme D•Z(F )⊗OZ
F pDp+q

Z , F ⊗OZ
F pDp+q

Z , Dq
X sont des faisceaux fins, et comme

Dp
Y est un O∞Y -faisceau localement libre, par (2.11), on sait que

Ep,q
0 (Fi) = ΓY (Eq(Fi)⊗O∞Y Dp

Y ).(2.12)

Comme Dp
Y est un O∞Y -faisceau localement libre et fin, d’après (2.12), on a

Ep,q
1 (Fi) = ΓY (Hq(E(Fi))⊗O∞Y Dp

Y ).(2.13)

Dans (2.8), pour q = 0, on obtient une application de complexes j1 : E(F1) →
E(F2). Soit j0 l’inclusion du complexe E(F0) dans le complexe E(F2), induite par
l’inclusion j0 : F ↪→ D•Z(F) qu’on tensorise par D•X . Par (2.12) et (2.13), l’application
ji : E0(Fi) → E0(F2) est induite par ji : E(Fi) → E(F2), et l’application ji :
E1(Fi) → E1(F2) est induite par ji : H(E(Fi)) → H(E(F2)).

Lemme 2.2. Soit G un OZ-faisceau plat et fin sur Z, et soit R un OY -faisceau.
Alors il existe un isomorphisme canonique

π∗G⊗OY R ' π∗(G⊗OZ π∗R).(2.14)

PREUVE. En effet, on a les morphismes canoniques

π∗G⊗OY
R → π∗G⊗OY

π∗π∗R → π∗(G⊗OZ
π∗R).

On note τ : π∗G ⊗OY R → π∗(G ⊗OZ π∗R) le morphisme composé. Pour montrer le
Lemme, il suffit de montrer que pour tout x ∈ Y ,

τx : (π∗G)x ⊗OY,x
Rx = (π∗G⊗OY

R)x → π∗(G⊗OZ
π∗R)x.
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est un isomorphisme.
i) On suppose que R est un OY -faisceau cohérent.
Soit x ∈ Y , alors il existe x ∈ U un ouvert de Y et Li des OY -faisceaux libres de

rang fini sur U , tels que (Li)0≤i≤n est une résolution projective de R sur U . Comme
π est plat, on sait que (π∗(Li)) est aussi une résolution projective de π∗R sur π−1(U).
Donc on a le diagramme commutatif suivant:

(2.15)
0 → π∗(G⊗OZ

π∗Ln) → · · · → π∗(G⊗OZ
π∗L0) → π∗(G⊗OZ

π∗R) → 0

0 →
↑

π∗G⊗OY Ln→ · · · →
↑

π∗G⊗OY
L0→

↑
π∗G⊗OY

R → 0.

En utilisant que G est un OZ-faisceau plat et fin, on voit que la première ligne
de (2.15) est exacte. D’après [H, Exercice 2.2.1], on a aussi

π∗(G⊗OZ π∗Li) ' π∗G⊗OY Li.(2.16)

On sait aussi que le foncteur ⊗ est exact à droite, d’où la deuxième ligne de (2.15)
est exacte. Par un argument de suite spectrale, on a (2.14).

ii) Injectivité. Soit f ∈ Kerτx (x ∈ Y ), alors, il existe gi ∈ (π∗G)x, ri ∈ Rx(i =
1, · · · , k) tels que f = Σk

i=1gi ⊗ ri. On note R′ le sous faisceau de R engendré par
ri dans un voisinage U de x. Alors R′ est un OY -faisceau cohérent. Comme G
est plat, l’application G ⊗OZ

π∗R′ → G ⊗OZ
π∗R est injective. Donc l’application

π∗(G ⊗OZ
π∗R′) → π∗(G ⊗OZ

π∗R) est aussi injective. Comme f ∈ (π∗G ⊗OZ
R′)x,

par i), on sait que f = 0.
iii) Surjectivité. Si f ∈ π∗(G ⊗OZ π∗R)x (x ∈ Y ), alors il existe un voisinage U

de x, tel que f est une section de G⊗OZ
π∗R sur π−1(U). Donc pour tout y ∈ π−1(x),

il existe gy,i ∈ Gy, ry,i ∈ Rx (i = 1, · · · , ky) tels que f = Σigy,i ⊗ ry,i sur un voisinage
de y. Comme π est propre, on peut choisir y1, · · · , yl ∈ π−1(x) pour représenter f .
Soient ri ∈ Rx (i = 1, · · · , k) les éléments correspondant à {yj}j . Soit R′ le sous
faisceau de R engendré par ri dans un voisinage U ′ de x, alors R′ est un OY -faisceau
cohérent. Comme f ∈ π∗(G⊗OZ

π∗R′)x, d’après i),

f ∈ τx(π∗G⊗OZ R′)x ⊂ τx(π∗G⊗OZ R)x.

On a bien démontré le Lemme 2.2.

Les (D•X(F ), ∂
X

), (D•Z(F )⊗OZ
π∗O∞Y , ∂

Z⊗1), (D•Z(F )⊗OZ
D•X , ∂

Z⊗1+1⊗∂
X

)
sont des résolutions acycliques du OZ-faisceau F⊗OZ π∗O∞Y , et donc pour i ∈ {0, 1, 2},
il existe un isomorphisme naturel [H, Proposition 3.1.2A],

R•π∗F ⊗OY
O∞Y ' H(E(Fi)).(2.17)

Par (2.17), pour i = (0, 1, 2), les H(E(Fi)) sont canoniquement isomorphes.

Lemme 2.3. Pour i=0, 1, ji :H(E(Fi))→H(E(F2)) cöıncide avec l’isomorphisme
canonique H(E(Fi)) ' H(E(F2)).

PREUVE. Soit Er(F2) (resp. E ′r(F2)) la suite spectrale associée au bicomplexe
E(F2) filtré par

F pE(F2) = ⊕p′≥pπ∗(Dp′

Z ⊗OZ
D•X) (resp.F ′pE(F2) = ⊕p′≥pπ∗(D•Z ⊗OZ

Dp′

X)).
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Comme D•Z(F ) est une résolution du OZ-faisceau F , et comme les Dp
Z (p ≥ 0)

sont des OZ-faisceaux plats et fins, on sait que pour p ≥ 0, q > 0

E ′1p,0(F2) = π∗(F ⊗OZ
Dp

X), E ′1p,q(F2) = 0.(2.18)

On a donc

E ′1p,0(F2) = Ep(F0), E ′1p,q(F2) = 0 pour q > 0.(2.19)

Donc j0 : E(F0) → E(F2) induit un isomorphisme de H(E(F0)) sur H(E(F2)). De
plus, sous l’identification (2.17), j0 est l’identité.

D’après la preuve du lemme de Poincaré pour l’opérateur ∂ [GrH, p25], on sait
que D•X est une résolution du OZ-faisceau π∗O∞Y . Comme les Dp

Z(F ) (p ≥ 0) sont
des OZ-faisceaux plats et fins, on sait que pour p ≥ 0, q > 0

E1
p,0(F2) = π∗(Dp

Z(F )⊗OZ
π∗O∞Y ), E1

p,q(F2) = 0.(2.20)

Par le Lemme 2.2, on a

E1
p,0(F2) = Ep

1 (F1), E1
p,q(F2) = 0 pour q > 0.(2.21)

Donc j1 : E(F1) → E(F2) induit un isomorphisme de H(E(F1)) sur H(E(F2)). De
plus, sous l’identification (2.17), j1 est l’identité.

On a bien démontré le Lemme 2.3.

PREUVE du Théorème 2.1: Par (2.12) et par le Lemme 2.3, on sait que ji :
E1(Fi) → E1(F2) (i = 0, 1) est un isomorphisme canonique. Comme pour tout r ≥ 1,
les ji : Er(Fi) → Er(F2) sont des morphismes de complexes, on sait que pour tout
r ≥ 1, les ji sont bijectives. Donc j−1

1 ◦ j0 donne un isomorphisme Er(F0) ' Er(F1).
Donc la suite spectrale (E′

r, d
′
r) = (Er(F0), dr) (r ≥ 2) est canoniquement isomorphe

à la suite spectrale (Er, dr).
Ceci termine la preuve du Théorème 2.1.

b) Le théorème principal. Soient W,V, S des variétés complexes. Soient
π1 : W → V , π2 : V → S des submersions holomorphes de fibres compactes X, Y .
Alors π3 = π2 ◦ π1 : W → S est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.
Soit ξ un fibré vectoriel holomorphe sur W . Soient R•π1∗ξ, R•π3∗ξ, R•π2∗R•π1∗ξ les
images directes de ξ, ξ, R•π1∗ξ.

Pour s ∈ S, on note (Er,s, dr,s) (r ≥ 2) la suite spectrale de Leray associée à la
fibration Zs → Ys, ξ. Soit n = dim Z.

On suppose que Rπ1∗ξ est localement libre sur V , et que pour tout r ≥ 2, p, q ≥ 0,
le rang de Ep,q

r est localement constant sur S. Alors les Rπ1∗ξ, Rπ3∗ξ, Er (r ≥ 2)
sont des fibrés vectoriels holomorphes sur V, S, S.

Soit ωV (resp. ωW ) une (1,1) forme réelle, fermée sur V ( resp. W ), dont la
restriction à chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne gTY (resp.
gTZ) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Comme dans [Ma1, §3(a)], on note
hRπ1∗ξ, hH(Z,ξ|Z), hE2 , les métriques L2 sur Rπ1∗ξ, H(Z, ξ|Z) = Rπ3∗ξ, E2 associées
à gTZ ,gTY , hξ.

Soient T1(ωW , hξ), T2(ωV , hRπ1∗ξ), T3(ωW , hξ) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Köhler [BKö] sur V , S, S associées à (π1, ω

W , hξ) ,
(π2, ω

V , hRπ1∗ξ), (π3, ω
W , hξ).
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Pour s ∈ S, r ≥ 2, Er+1,s est la cohomologie de (Er,s, dr,s). On définit la métrique
hEr sur Er comme à la Section 1. En effet, pour r ≥ 2, soit d∗r l’adjoint de dr pour
hEr . On pose

Dr = dr + d∗r .(2.22)

Alors, par la théorie de Hodge

Er+1 ' KerDr.(2.23)

Donc Er+1 hérite de la métrique de Er.
DÉFINITION 2.4. On définit la classe de Bott-Chern c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 ,

hH(Z,ξ|Z)) ∈ PS/PS,0 par la formule

c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)) = Σ∞r=2c̃h(Er, Er+1, h
Er , hEr+1)

−c̃h(H(Z, ξ|Z), E∞, hH(Z,ξ|Z), hE∞).(2.24)

Théorème 2.5. Si π1 et V sont projectives, les définitions de c̃h(E2,H(Z, ξ|Z),
hE2 , hH(Z,ξ|Z)) données dans [Ma1, Définition 10.15] et dans (2.24) sont équivalentes.

PREUVE. Soit (ξ)0≤i≤n une résolution π1∗ et π3∗ acyclique de fibrés holomorphes
de ξ sur W , et F = (F i,j)0≤i,j≤n une résolution π2∗ acyclique de fibrés holomorphes
du complexe (R0π1∗ξi) au sens de [CE, chap. XVII]. Si on filtre le bicomplexe E(F) =
R0π2∗F par F pE(F) = ⊕p′≥pR

0π2∗F•,p′ , alors la suite spectrale associée (Er(F), dr)
calcule la suite spectrale de Leray (Er, dr) (à partir de r = 2) [Ma1, §10 (c)]. On
se donne des métriques hermitiennes hEp,q(F), hEp,q

1 (F) sur Ep,q(F) = R0π2∗Fp,q,
Ep,q

1 (F).
Dans [Ma1, Définition 10.15], on a défini c̃h(E2,H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)) ∈

PS/PS,0 par

c̃h(E(F),H(E(F)), hE(F), hH(Z,ξ|Z))−
1∑

i=0

c̃h(Ei(F), Ei+1(F), hEi(F), hEi+1(F))(2.25)

Par Théorème 1.2, on sait que le terme à droite de (2.24) est égal à (2.25). Ceci
démontre notre résultat.

Pour la commodité du lecteur, nous énonçons de nouveau le Théorème 0.1.
Théorème 2.6. On a l’identité suivante:

T3(ωW , hξ)− T2(ωV , hRπ1∗ξ)− ∫
Y

Td(TY, gTY )T1(ωW , hξ)
+

∫
Z

T̃d(TZ, TY, gTZ , gTY )ch(ξ, hξ)
−c̃h

(
E2, H(Z, ξ|Z), hE2 , hH(Z,ξ|Z)

)
= 0 dans PS/PS,0.

(2.26)

PREUVE. Le reste de cette Section est consacré à la preuve du Théorème 2.6.

REMARQUE 2.7. Si π1 et V sont projectives, par le Théorème 2.5, les résultats
de [Ma1, §12] impliquent le Théorème 2.6. Donc, si π1 et V sont projectives, et si
les Er (r ≥ 2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S, on obtiendra ainsi deux
preuves distinctes du Théorème 2.6. On peut aussi considérer que si les hypothèses
de [Ma1] et celles du Théorème 2.6 sont vérifiées simultanément, on obtient une autre
démonstration du Théorème 2.5.
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Par le Théorème 2.1, on peut noter sans inconvénient (Er,s, dr,s) (r ≥ 0, s ∈ S)
la suite spectrale associée au complexe filtré (Ω(Zs, ξ|Zs

), ∂
Z
). Alors par [Ma1, (5.5)],

E0 = Ω(Y, Ω(X, ξ|X)|Y ). On munit E0 de la métrique hE0 construite en [Ma1, (5.4)].

On rappelle que 0∇Ω(Z,ξ|Z) est la connexion sur Ω(Z, ξ|Z) définie en [Ma1, (5.13)]. On
désigne aussi ∇E0 la connexion sur E0 correspondant à [Ma1, (5.5)].

Dans la suite, on identifie Er à un sous-fibré vectoriel de E0 comme à la Section
1(a), [BerB, §6]. Alors on a une suite de sous-fibrés hermitiens de E0, E0 ⊃ E1 · · · ⊃
Er ⊃ · · ·.

Pour r ≥ 1, soit E⊥
r l’espace orthogonal à Er dans Er−1. Alors Dr (r ≥ 2) agit sur

E⊥
r+1 comme un opérateur inversible. Pour r ≥ 1, soit pr la projection orthogonale

de E0 sur Er. On pose p⊥r = 1 − pr. Soit ∇Er (r ≥ 2) la connexion holomorphe
hermitienne sur (Er, h

Er ). Alors, en utilisant [B2, Proposition 1.8], [Ma1, (5.25)],
comme en (1.10), on a

∇Er = pr∇E0pr.(2.27)

Pour u > 0, r > 1, on pose

Dr,u = ∇Er + uDr.(2.28)

c) Des résultats intermédiaires. On utilise les mêmes notations que dans
[Ma1, §4]. Comme dans [Ma1, §4], on supposera que S est compacte.

Théorème 2.8. i) Pour tout u > 0,

lim
T→+∞

ϕTrs

[
N3,u,T exp(−B2

3,u,T )
]

= ϕTrs

[
(N2,u + NX) exp(−B2

2,u)
]
.(2.29)

ii) Pour tout u > 0, il existe C, δ > 0 tels que pour tout T ≥ 1,

∣∣∣ϕTrs

[
M3,u,T exp(−B2

3,u,T )
]
− 2

T
ϕTrs

[
(NX − dimX) exp(−B2

2,u)
]∣∣∣

≤ C

T δ+1
.(2.30)

iii) Pour tout 0 < u1 < u2 fixés, il existe C > 0 tel que pour u ∈ [u1, u2], T ≥ 1,
∣∣∣ϕTrs

[
N3,u,T exp(−B2

3,u,T )
]∣∣∣ ≤ C.(2.31)

PREUVE. L’inégalité (2.30) a déjà été montrée à [Ma1, §5(i)]. En utilisant [Ma1,
(5.43), (5.45), (5.63) et (5.67)], on a aussi les inégalités (2.29) et (2.31).

On a terminé la preuve du Théorème 2.8.

Pour r > 1, on pose

ch′(Er, h
Er ) = ϕTrs

[
NZ exp(−∇Er,2)

]
.(2.32)

On rappelle que h
H(Z,ξ|Z)

T est la métrique L2 sur H(Z, ξ|Z) associée à gTZ
T , hξ,

et que ∇H(Z,ξ|Z)

T est la connexion holomorphe hermitienne sur (H(Z, ξ|Z), hH(Z,ξ|Z)

T ).
On rappelle aussi que ζ(Er, h

Er ) ∈ PS a été défini dans [Ma1, Définition 10.3].
On a l’analogue des Théorèmes 1.6 et 1.7.
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Théorème 2.9. On a l’identité suivante

lim
T→+∞

{ ∫ +∞

1

2
{

ϕTrs

[
N3,u2,T exp(−B2

3,u2,T )
]
− ϕTrs

[
NZ exp(−∇H(Z,ξ|Z),2

T )
]}du

u

−2Σr≥2(r − 1)
[
ch′(Er, h

Er )− ch′(Er+1, h
Er+1)

]
log T

}

=
∫ +∞

1

{
ϕTrs

[
(N2,u + NX) exp(−B2

2,u)
]
− ch′(E2, h

E2)
}du

u

−Σr≥2ζ(Er, h
Er ) + Γ′(1)

[
ch′(E2, h

E2)− ch′(E∞, hE∞)
]
.

(2.33)

Théorème 2.10. Il existe δ > 0 tel que, quand T → +∞, on a

ϕTrs

[
Q

H(Z,ξ|Z)

T exp(−∇H(Z,ξ|Z),2

T )
]

= −ϕTrs

[2(NX − dim X)
T

exp(−∇E∞,2)
]

+ O
( 1
T 1+δ

)
.

De plus
∫ +∞

1

{
ϕTrs

[
Q

H(Z,ξ|Z)

T exp(−∇H(Z,ξ|Z),2

T )
]
+ϕTrs

[2(NX−dim X)
T

exp(−∇E∞,2)
]}

dT

= c̃h(H(Z, ξ|Z), E∞, hH(Z,ξ|Z), hE∞) dans PS/PS,0.(2.34)

PREUVE. Les preuves des Théorèmes 2.9 et 2.10 sont différées aux Sections 2(f)
et 2(g).

d) Preuve du Théorème 2.6. On procède comme dans [Ma1, §4]. Les termes
I0
3 et I0

4 ont déjà été traités dans [Ma1, §4]. D’après les Théorèmes 2.8-2.10, on peut
aussi traiter les termes I0

1 et I0
2 comme on l’a fait dans la Section 1(d).

Comme dans la Section 1(d), en combinant la preuve du Théorème 2.9, et [B4,
§6.6-6.8], on peut traiter aussi le terme à droite de [Ma1,(4.8)]. Donc il existe θ3

1, θ3
2,

θ3
3 des formes universelles explicites sur S telles qu’on a

4∑

i=1

I3
i = ∂θ3

1 − ∂θ3
2 − ∂∂θ3

3.(2.35)

En procédant comme dans [Ma1, §4], on obtient le Théorème 2.6.

e) L’asymptotique de certaines supertraces quand T → +∞ ou u → 0.
On utilise les mêmes notations que dans [Ma1, §5].

On rappelle que pT est la projection de E0 sur KerDX
T définie dans [Ma1,

Définition 5.6], p⊥T = 1 − pT , et que la norme | |0 sur E0
0 est définie dans [Ma1,

§5(f)]. Soit || ||0,0 la norme sur L(E0
0 , E0

0) associée à | |0 . On rappelle que pour
T > 0, l’opérateur A

(0)
T = TDX

T + DH
T est défini en [Ma1, (5.16)].

Pour r ≥ 2, s ∈ S, soit SpD2
r,s (resp. SpD2,>0

r,s ) le spectre (resp. le spectre non
nul) de D2

r,s. Dans la suite, on fixe c1, c2 > 0 tels que

∪ r≥2
s∈S

SpD2,>0
r,s ⊂]c1, c2[ et ]0, 2c1[∩ ∪s∈S SpDY,2

s = φ.(2.36)

Soient δ,∆ ⊂ C les contours définis comme on l’a fait après (1.45). Soit δ′,∆′ les
domaines de bords par δ,∆. Soit U1 ⊂ C défini comme en (1.28).

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théorème 6.5].
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Proposition 2.11. Pour r ≥ 2, λ ∈ U1, s ∈ E0
0 , quand T → +∞, on a

(λ− T r−1A
(0)
T )−1s → pr(λ−Dr)−1prs.(2.37)

Par (2.37), pour r ≥ 2, les valeurs propres de A
(0)
T qui sont O( 1

T r−1 ) sont de la
forme 1

T r−1 (SpDr + O( 1
T )). D’où, pour T À 1

SpA
(0),2
T ∩ [0, 2c1[⊂ δ′

T 2(n−1)
∪ ∪n

i=2

∆′

T 2(i−1)
.(2.38)

Pour r ≥ 2, T À 1, on pose

p̃r,T =
1

2πi

∫

{λ∈C,|λ|=√c2}
(λ− T r−1A

(0)
T )−1dλ,

p̃⊥r,T = 1− p̃r,T ,

qr,T = p̃r,T − p̃r+1,T .

(2.39)

Pour r ≥ 2, soit Ẽr,T la somme directe des espaces propres de A
(0),2
T associés aux

valeurs propres λ ∈ [0, c2/T 2(r−1)]. Alors p̃r,T est la projection orthogonale de E0

sur Ẽr,T . Pour T À 1, Ẽr,T est un fibré vectoriel sur S et dim Ẽr,T = dim Er. Pour
r ≥ 3, soit Ẽ⊥

r,T l’espace orthogonal à Ẽr,T dans Ẽr−1,T . Soit Ẽ⊥
2,T l’espace orthogonal

à Ẽ2,T dans E0.
Pour T À 1, r ≥ 2, soit Q′r,T : Er → Ẽr,T l’application linéaire

s ∈ Er → Q′r,T s = p̃r,T s ∈ Ẽr,T .

Évidemment, l’application Q′r,T (r ≥ 2) est C∞ sur S. D’après (2.37), pour T assez
grand, Q′r,T est injective pour tout s ∈ S. Comme dim Ẽr,T = dim Er, Q′r,T est un
isomorphisme de Er sur Ẽr,T . Soit Q

′∗
r,T l’adjoint de Q′r,T . On pose

Rr,T = (Q
′∗
r,T Q′r,T )1/2,

Jr,T = Q′r,T R−1
r,T .

(2.40)

Alors Jr,T est une isométrie linéaire de Er sur Ẽr,T , et J−1
r,T = R−1

r,T Q
′∗
r,T .

Soit p̃r,T (x, x′), pr(x, x′)(x, x′ ∈ Zs, s ∈ S) les noyaux C∞ des opérateurs p̃r,T , pr

relativement à dvZ(x′)/(2π)dimZ .
Proposition 2.12. Pour tout k ∈ N, il existe δ > 0 tel que sous la norme Ck,

pour r ≥ 2, T À 1, on a

p̃r,T (x, x′) = pr(x, x′) + O(
1
T δ

).(2.41)

PREUVE. i) Par (2.38), (2.39), pour T À 1, on a

p̃2,T = 1
2πi

∫
{λ∈C,|λ|=c1}(λ−A

(0),2
T )−1dλ

= 1
2πi

∫
{λ∈C,|λ|=√c1}(λ−A

(0)
T )−1dλ.

(2.42)

En procédant comme dans [Ma1, §5(f) et §5(g)], on sait que p̃2,T (x, x′)(x, x′ ∈ Zs) et
ses dérivées sont uniformément bornées pour s ∈ S, x, x′ ∈ Zs, T À 1.
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Par [BerB, (5.75), (5.85), (5.86), (5.90), (5.91)], on voit que pour λ ∈ C, |λ| =√
c1, on a

∥∥∥(λ−A
(0)
T )−1 − p1(λ−DY )−1p1

∥∥∥
0,0

≤ C

T
.(2.43)

De (2.42) et (2.43), on tire que

∥∥∥p̃2,T − p2

∥∥∥
0,0

≤ C

T
.(2.44)

En appliquant la méthode de [BL, §11(p)], pour r = 2, on obtient (2.41).
ii) Pour r ≥ 2, par (2.38),

p̃r,T = J2,T p2

[ 1
2πi

∫

{λ∈C,|λ|=√c2}
J−1

2,T (λ− T r−1A
(0)
T )−1J2,T dλ

]
J−1

2,T p̃2,T .(2.45)

Soit (J2,T p2)(x, x′), (J−1
2,T p̃2,T )(x, x′) (x, x′ ∈ Zs, s ∈ S) les noyaux C∞ des

opérateurs J2,T p2, J
−1
2,T p̃2,T relativement à dvZ(x′)/(2π)dimZ . En utilisant (2.41) pour

r = 2, on a

(J2,T p2)(x, x′) = p2(x, x′) + O( 1
T δ ),

(J−1
2,T p̃2,T )(x, x′) = p2(x, x′) + O( 1

T δ ).(2.46)

Soit (Ek,T,s, dk,T,s) (s ∈ S, k ≥ 0) la suite spectrale associée à Ω(Zs, ξ|Zs
) constru-

ite dans [BerB, §6(a)]. Soit pk,T (s), Dk,T (s), ψk,λ,T (s) = (ψi
k,λ,T (s))0≤i≤k (k ≥ 2, s ∈

S) les opérateurs définis dans [BerB, §6(a), (b)]. On note p0,T = IdE0 , p1,T = pT .
Soit BT l’opérateur défini dans [BerB, §5(a)]. Par la construction de [BerB, §6(a)],
Qk,T = pk,T BT : (Ek, dk) → (Ek,T , dk,T ) (k ≥ 0) est un isomorphisme de complexes.
Soit d∗k, Q∗

k,T les adjoints de dk, Qk,T . Alors

Q−1
k,T = (Q∗

k,T Qk,T )−1Q∗
k,T ,

Dk,T = Qk,T dkQ−1
k,T + (Q−1

k,T )∗d∗kQ∗k,T .
(2.47)

Soit pk,T (x, x′)(x, x′ ∈ Zs, s ∈ S, k ≥ 2) le noyau C∞ de pk,T relativement à
dvZ(x′)/(2π)dim Z . En utilisant [BerB, (5.47), (6.6)], [Ma1, (5.27)], pour k ≥ 2, on a

pk,T (x, x′) = pk(x, x′) + O( 1
T 2 ).(2.48)

D’après [BerB, Théorème 6.2], pour µ ∈ R, ψk,λ,T est une application linéaire de
Eµ

0 dans (Eµ
0 )k+1 dont la norme est uniformément bornée pour T ≥ 1. Par [BerB,

(6.49)], on a

(λ− T r−1A
(0)
T )−1 = (λ−Dr,T )−1pr,T + Σr

i=1ψ
i
r,λ,T /T i

+(λ− T r−1A
(0)
T )−1

(
− λΣr

i=1ψ
i
r,λ,T /T i + DH

T ψr
r,λ,T /T

)
.

(2.49)

Dans la suite, on va montrer que

1
2πi

∫

{λ∈C,|λ|=√c2}
J−1

2,T (λ− T r−1A
(0)
T )−1J2,T dλ = pr |E2

+ O(
1
T δ

).(2.50)

• D’après (2.41) pour r = 2, (2.48), (2.49), on a (2.50) pour la norme C0.
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• Soit U une section C∞ de TRS. On rappelle que la connexion ∇E0 sur E0 est
définie à la Section 2 (b). On note ∇End(E0) la connexion sur End(E0) associée à ∇E0 .
Par (2.49), on a

∇End(E0)
U (λ− T r−1A

(0)
T )−1 = ∇End(E0)

U (λ−Dr,T )−1pr,T + Σr
i=1∇End(E0)

U ψi
r,λ,T /T i

+(λ− T r−1A
(0)
T )−1

(
− λΣr

i=1∇End(E0)
U ψi

r,λ,T /T i +∇End(E0)
U DH

T ψr
r,λ,T /T

)

+
(
∇End(E0)

U (λ− T r−1A
(0)
T )−1

)(
− λΣr

i=1ψ
i
r,λ,T /T i + DH

T ψr
r,λ,T /T

)
.

(2.51)

On remplace ∇End(E0)
U (λ−T r−1A

(0)
T )−1 dans le dernier terme à droite en utilisant de

nouveau la formule ci-dessus, et on répète l’opération r fois. Alors il existe θi, fi, gi

(1 ≤ i ≤ (r + 1)2) qui , pour tout µ ∈ R, sont des applications linéaires de Eµ
0 dans

E
µ−(r+2)
0 dont les normes sont uniformément bornées pour T ≥ 1, telles que

∇End(E0)
U (λ− T r−1A

(0)
T )−1 = ∇End(E0)

U (λ−Dr,T )−1pr,T

+Σi≥1θi/T i + (λ− T r−1A
(0)
T )−1Σi≥1fi/T i

+
1

T r
(λ− T r−1A

(0)
T )−1[∇E0

U , T r−1A
(0)
T ](λ− T r−1A

(0)
T )−1Σi≥1gi/T i.

(2.52)

L’opérateur [∇E0
U , A

(0)
T ] est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de la fibre Z.

Par [Ma1, (5.56)], il existe C, C0, C1 > 0, tels que pour λ ∈ U1, s ∈ E0, on a
∣∣∣(λ− T r−1A

(0)
T )s

∣∣∣
0
≥ T r−1(C0||s||E1

0
− C1|s|0),∣∣∣(λ− T r−1A

(0)
T )−1s

∣∣∣
0
≤ C|s|0.

(2.53)

Donc
∥∥∥(λ− T r−1A

(0)
T )−1s

∥∥∥
E1

0

≤ C|s|0.(2.54)

De i), (2.47), (2.52), (2.53), (2.54), on tire (2.50) pour la norme C1.
• On répète les arguments ci-dessus, alors on obtient (2.50) pour la norme Ck(k ≥

1).
De i), (2.45), (2.46) et (2.50), on tire (2.41) pour r ≥ 2.
On a montré la Proposition 2.12.

On rappelle que ∇Ω(Z,ξ|Z)

T est la connexion sur Ω(Z, ξ|Z) définie en [Ma1, (5.12)],
et que les opérateurs Au,T et A

(0)
T sont définis en [Ma1, (5.14) et (5.16)]. On pose

Ar,u,T = AT r−1u,T = CT B3,(T r−1u)2,T C−1
T .(2.55)

Soit A
(0)
r,1,T (resp. A

(>0)
r,1,T ) la partie de Ar,1,T de degré 0 (resp. > 0) dans Λ(T ∗RS). Par

[Ma1, (5.14) et (5.16)], on a

A
(0)
r,1,T = T r−1A

(0)
T ,

A
(>0)
r,1,T = CT

(
∇Ω(Z,ξ|Z)

T − 1
2
√

2T r−1
cT (T3,T )

)
C−1

T .
(2.56)

On pose

Rr,1,T =
[
A

(0)
r,1,T , A

(>0)
r,1,T

]
+ A

(>0),2
r,1,T .(2.57)
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Par [Ma1, (5.21), (5.23)], quand T → +∞, on a

CT∇Ω(Z,ξ|Z)

T C−1
T = 0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ + O( 1

T ),
CT cT (T3,T )C−1

T = c(T2) + O( 1
T ).

(2.58)

On rappelle que le produit hermitien 〈 〉0 sur E0
0 (resp. la norme | |T,1 sur E1

0)

est défini dans [Ma1, §5(f)], et que 0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ est la connexion sur Λ(T ∗(0,1)Z)⊗ξ
définie en [Ma1, §5(b)].

DÉFINITION 2.13. Pour 2 ≤ r ≤ n, T À 1, s ∈ E0, on pose

|s|2r,T,1 = |p̃r,T s|20 +
∑r−1

k=2 T 2(r−k)|qk,T s|20 + T 2(r−1)|p̃⊥2,T s|2T,1.(2.59)

Comme dans [Ma1, §5(f)], soit | |r,T,−1 la norme sur E−1
0 associée à | |r,T,1.

On a l’analogue de [Ma1, Théorèmes 5.19-5.25].
Théorème 2.14. Il existe C1, C2, C3 > 0, T0 > 0 tels que pour T ≥ T0, s, s′ ∈

Λ(T ∗RS)⊗̂E0,

|T r−1A
(0)
T s|20 ≥ C1|s|2r,T,1 − C2|s|20,(2.60)

T 2(r−1)
∣∣∣
〈
A

(0)
T s,A

(0)
T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ C3|s|r,T,1|s′|r,T,1,

| 〈Rr,1,T s, s′〉0 | ≤ C3(|s|r,T,1|s′|0 + |s|0|s′|r,T,1).

PREUVE. Soit (T k−1A
(0)
T p̃k,T )(x, x′), (Dkpk)(x, x′) (x, x′ ∈ Zs, s ∈ S, k ≥ 2) les

noyaux C∞ des opérateurs T k−1A
(0)
T p̃k,T , Dkpk relativement à dvZ(x′)/(2π)dim Z . Par

(2.38), pour T À 1, k ≥ 2, on a

(2.61)

T k−1A
(0)
T p̃k,T = J2,T p2

[ 1
2πi

∫

{λ∈C,|λ|=√c2}
λJ−1

2,T (λ− T k−1A
(0)
T )−1J2,T dλ

]
J−1

2,T p̃2,T .

En utilisant (2.46), en procédant comme dans la preuve de (2.50), on a

(T k−1A
(0)
T p̃k,T )(x, x′) = (Dkpk)(x, x′) + O(

1
T δ

).(2.62)

Donc

T k−1A
(0)
T qk,T = Dkp⊥k+1pk + O(

1
T δ

).(2.63)

Pour s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a

T 2(r−1)
〈
A

(0)
T s,A

(0)
T s′

〉
0

= T 2(r−1)
〈
A

(0)
T p̃⊥2,T s,A

(0)
T p̃⊥2,T s′

〉
0

+T 2(r−1)Σr−1
k=2

〈
A

(0)
T qk,T s,A

(0)
T qk,T s′

〉
0

+T 2(r−1)
〈
A

(0)
T p̃r,T s,A

(0)
T p̃r,T s′

〉
0
.

(2.64)

En utilisant [Ma1, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T À 1, on a
∣∣∣T r−1A

(0)
T s

∣∣∣
2

0
≥ T 2(r−1)(C ′1|q⊥2,T s|2T,1 − C|q⊥2,T s|20)

+Σr−1
k=2C

′
1T

2(r−k)|qk,T s|20 + |T r−1A
(0)
T p̃r,T s|20.

(2.65)
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Par (2.38), (2.39) et (2.64), pour T À 1, on a

∣∣∣T r−1A
(0)
T s

∣∣∣
2

0
≥ T 2(r−1)|A(0)

T q⊥2,T s|20 ≥ C0T
2(r−1)|q⊥2,T s|20.(2.66)

De (2.65), (2.66), on tire la première équation de (2.60).
En utilisant [Ma1, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T À 1,

T 2(r−1)
∣∣∣
〈
A

(0)
T s,A

(0)
T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ C3T
2(r−1)|p̃⊥2,T s|T,1|p̃⊥2,T s′|T,1

+Σr−1
k=2C3T

2(r−k)|qk,T s|0|qk,T s′|0
+|T r−1A

(0)
T p̃r,T s|0|T r−1A

(0)
T p̃r,T s′|0

≤ C3|s|r,T,1|s′|r,T,1.

(2.67)

En utilisant (2.41), (2.56), (2.58), (2.62) et (2.63), pour k, k′ ≥ 2, T À 1, comme en
[Ma1, (5.56)], on a

∣∣∣
〈
[A(0)

r,1,T , A
(>0)
r,1,T ]p̃⊥2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ CT r−1
(
|p̃⊥2,T s|T,1|p̃⊥2,T s′|0

+|p̃⊥2,T s|0|p̃⊥2,T s′|T,1

)
,∣∣∣

〈
[A(0)

r,1,T , A
(>0)
r,1,T ]p̃⊥2,T s, p̃2,T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ CT r−1|p̃⊥2,T s|T,1|p̃2,T s′|0,∣∣∣
〈
[A(0)

r,1,T , A
(>0)
r,1,T ]p̃2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ CT r−1|p̃2,T s|0|p̃⊥2,T s′|T,1,∣∣∣
〈
[A(0)

r,1,T , A
(>0)
r,1,T ]qk,T s, qk′,T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ C(T r−k + T r−k′)|qk,T s|0|qk′,T s′|0.

(2.68)

On a une inégalité analogue à la dernière équation de (2.68), si on remplace qk,T ou
qk′,T par p̃r,T .

En utilisant (2.56), (2.58) et (2.68), pour T À 1, on a
∣∣∣ 〈Rr,1,T s, s′〉0

∣∣∣ ≤ C||s||E1
0
|s′|0 +

∣∣∣
〈
[A(0)

r,1,T , A
(>0)
r,1,T ]s, s′

〉
0

∣∣∣
≤ C3(|s|r,T,1|s′|0 + |s|0|s′|r,T,1).

(2.69)

On a bien terminé la preuve du Théorème 2.14.

Soit U1, · · · , Um(resp. U ′
1, · · · , U ′

m′) une famille de sections C∞ de TRY (resp.
TRX) telle que pour tout y ∈ V (resp. x ∈ W ) U1(y), · · · , Um(y) (resp. U ′

1(x), · · · ,
U ′

m′(x)) engendrent (TRY )y (resp. (TRX)x). On rappelle que DT est la famille
d’opérateurs agissant sur E0 définie en [Ma1, (5.60)],

DT =
{

pT
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

UH
l,1

pT , p⊥T
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

UH
l,1

p⊥T , p⊥T
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

U ′i
p⊥T

}
.

DÉFINITION 2.15. Pour T > 0, soit D′T la famille d’opérateurs agissant sur E0

D′T =
{
p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , Q ∈ DT

}
.(2.70)

Théorème 2.16. Pour tout k ∈ N fixé, il existe Ck > 0 tel que pour T ≥
1, Q1, · · · , Qk ∈ D′T , s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a

∣∣∣
〈
[Q1, [Q2, · · · [Qk, A2

r,1,T ], · · ·]]s, s′〉
0

∣∣∣ ≤ Ck|s|r,T,1|s′|r,T,1.(2.71)

PREUVE. On considère d’abord le cas où k = 1. Soit Q ∈ DT .
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Les opérateurs [0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

UH
l,1

, pT ], 0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ
U ′i

pT , pT
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

U ′i
(resp.

Qp̃2,T , p̃2,T Q (Q ∈ DT )) sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres Xb(b ∈ V )
(resp. Zs, (s ∈ S)) ont des noyaux C∞ uniformément bornés pour (x, x′) ∈ Xb×Xb, b ∈
V, T ≥ 1 (resp. (x, x′) ∈ Zs × Zs, s ∈ S, T À 1).

1) • Par (2.39) et (2.56), on a
[
p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , A

(0),2
r,1,T

]
= p̃⊥2,T

[
Q,A

(0),2
r,1,T

]
p̃⊥2,T .(2.72)

D’après [Ma1, Théorème 5.21], (2.56) et (2.72), pour s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a
∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , A
(0),2
r,1,T

]
s, s′

〉
0

∣∣∣ ≤ CT 2(r−1)|p̃⊥2,T s|T,1|p̃⊥2,T s′|T,1.(2.73)

• Soit

GT =
[
CT∇Ω(Z,ξ|Z)

T C−1
T , A

(0)
T

]
,

HT =
[
CT

1
2
√

2T r−1
cT (T3,T )C−1

T , A
(0)
r,1,T

]
.

(2.74)

Alors GT ,HT sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la fibre Z, et GT

est la partie de A2
T de degré 1 dans Λ(T ∗RS).

Par [Ma1, (5.16), (5.36)], (2.56) et (2.58), les coefficients de HT sont uniformément
bornés pour T ≥ 1. Par la Proposition 2.12, pour s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a

∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T ,HT

]
s, s′

〉
0

∣∣∣ =
∣∣∣
〈(

[Q, HT ]− [Qp̃2,T + p̃2,T Qp̃⊥2,T ,HT ]
)
s, s′

〉
0

∣∣∣
≤ C||s||E1

0
|s′|0.

(2.75)

• Par (2.56) et (2.58), A
(>0),2
r,1,T est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de

la fibre Z, dont les coefficients sont uniformément bornés pour T ≥ 1. D’où, pour
s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a

∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , A
(>0),2
r,1,T

]
s, s′

〉
0

∣∣∣ ≤ C||s||E1
0
|s′|0.(2.76)

2) Pour montrer le Théorème 2.16 dans le cas où k = 1, par (2.56), (2.72)-(2.76),
il suffit de montrer que pour Q ∈ DT , s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a

∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , T r−1GT

]
s, s′

〉
0

∣∣∣ ≤ C|s|r,T,1|s′|r,T,1.(2.77)

i) Pour s, s′ ∈ Λ(T ∗RS)⊗̂E0, on a
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
s, s′

〉
0

=
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃⊥2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

+
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

+
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃⊥2,T s, p̃2,T s′

〉
0
.

(2.78)

ii) Par (2.39), on a

Qp̃⊥2,T GT −GT p̃⊥2,T Q = [Q,GT ]−Qp̃2,T GT + GT p̃2,T Q.(2.79)
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Par [Ma1, Théorème 5.21], (2.41), (2.58) et (2.79), on a
∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃⊥2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣
=

∣∣∣
〈
(Qp̃⊥2,T GT −GT p̃⊥2,T Q)p̃⊥2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣
≤ C(|p̃⊥2,T s|T,1|p̃⊥2,T s′|T,1 + T |p̃⊥2,T s|0|p̃⊥2,T s′|0).

(2.80)

iii) • Si Q = p⊥T
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

UH
l,1

p⊥T ou p⊥T
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

U ′i
p⊥T , alors, par (2.41), on a

∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣ =
∣∣∣
〈
Qp̃⊥2,T GT p̃2,T s, p⊥T p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣
≤ T |p̃2,T s|0|p⊥T p̃⊥2,T s′|0.

(2.81)

• Soit Q = pT
0∇Λ(T∗(0,1)Z)⊗ξ

UH
l,1

pT . Par (2.74), on a

pT GT p̃2,T =
[
pT DH

T CT∇Ω(Z,ξ|Z)

T C−1
T − CT∇Ω(Z,ξ|Z)

T C−1
T (A(0)

T p̃2,T )
]
p̃2,T .(2.82)

D’après (2.58), (2.62) et (2.82), le noyau de pT GT p̃2,T est C∞, uniformément borné
pour T À 1. De même , par (2.62), le noyau de p̃2,T GT p̃2,T est C∞, uniformément
borné pour T À 1. Donc

∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃2,T s, p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣ =
∣∣∣
〈
Qp̃⊥2,T GT p̃2,T s, pT p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣
=

∣∣∣
〈
QpT GT p̃2,T s−Qp̃2,T GT p̃2,T s, pT p̃⊥2,T s′

〉
0

∣∣∣
≤ C|p̃2,T s|0|pT p̃⊥2,T s′|0.

(2.83)

iv) Comme en iii), on a aussi
∣∣∣
〈[

p̃⊥2,T Qp̃⊥2,T , GT

]
p̃⊥2,T s, p̃2,T s′

〉
0

∣∣∣ ≤ C|p̃⊥2,T s|T,1|p̃2,T s′|0.(2.84)

De (2.60), i)-iv), on tire (2.77). On a montré le Théorème 2.16 pour k = 1.
3) Les commutateurs d’ordre supérieur.
On répète les arguments ci-dessus, et on obtient le Théorème 2.16 dans le cas

général.
On a bien terminé la preuve du Théorème 2.16.

Pour r ≥ 2, T À 1, on pose

F r,u,T =
1

2πi

∫

∆

e−u2λ(λ−A2
r,1,T )−1dλ.(2.85)

Soit F r,u,T (x, x′) (x, x′ ∈ Zs) le noyau C∞ de l’opérateur F r,u,T relativement à
dvZ(x′)/(2π)dimZ .

Théorème 2.17. Pour tout k ∈ N, u0 > 0, il existe C > 0, C ′ > 0 tels que pour
u ≥ u0, T ≥ T0, x, x′ ∈ Zs,

sup
|α|≤k

|α′|≤k

∣∣∣ ∂|α|+|α
′|

∂xα∂x′α
′ F r,u,T (x, x′)

∣∣∣ ≤ C exp(−C ′u2).(2.86)

PREUVE. En utilisant les arguments qu’on a donnés au début de la preuve du
Théorème 2.16, en utilisant les Théorèmes 2.14 et 2.16, et en procédant comme dans
la preuve de [B4, Théorème 9.20], [BL, Théorème 13.32], on obtient le Théorème.
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Soit E⊥
r,T l’espace orthogonal à Ẽr,T dans E0. Si A est un opérateur linéaire de E0

dans E0, on écrit A sous forme matricielle relativement au scindage E0 = Ẽr,T ⊕E⊥
r,T

A =
[

A1 A2

A3 A4

]
.

tel que A1 = p̃r,T Ap̃r,T , A2 = p̃r,T Ap̃⊥r,T , · · ·.
Par (2.27), (2.41), (2.58) et (2.62), quand T → +∞, on a

A2
r,1,T,1 = prD

2
rpr + pr[Dr,∇Er ]pr + pr

0∇Ω(Z,ξ|Z),2
pr + O(

1
T δ

),

A2
r,1,T,2 = p̃r,T

[
CT (∇Ω(Z,ξ|Z)

T − 1
2
√

2T r−1
cT (T3,T ))C−1

T , T r−1A
(0)
T

]
p̃⊥r,T +O(1),

A2
r,1,T,3 = p̃⊥r,T

[
CT (∇Ω(Z,ξ|Z)

T − 1
2
√

2T r−1
cT (T3,T ))C−1

T , T r−1A
(0)
T

]
p̃r,T +O(1),

A2
r,1,T,4 = T 2(r−1)A

(0),2
T,4 + Rr,1,T,4.

(2.87)

On note aussi | |r,T,0 la norme | |0 sur E0
0 . Pour A ∈ L(Ek

0 , Ek′
0 ) (k, k′ ∈

{−1, 0, 1}), on note ||A||k,k′

r,T la norme de A associée à | |r,T,k et | |r,T,k′ .
Théorème 2.18. Il existe δ, C > 0, T0 > 0 tels que pour tout λ ∈ U1, T ≥

T0, r ≥ 2,

∥∥∥A2
r,1,T,1 + A2

r,1,T,2(λ
2 −A2

r,1,T,4)
−1A2

r,1,T,3 − p̃r,T Jr,TD2
r,1J

−1
r,T p̃r,T

∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C

T δ
.(2.88)

PREUVE. Par (2.39), (2.60), et en procédant comme en [B4, Théorème 9.22], pour
r ≥ 2, λ ∈ C, |λ| ≤ 2

√
c2, on a

∥∥∥(λ2 − T r−1A
(0)
T,4)

−1
∥∥∥

0,0

r,T
≤ C

T ,
∥∥∥(λ2 − T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1

∥∥∥
−1,0

r,T
≤ C

T ,
∥∥∥(λ2 − T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1

∥∥∥
0,1

r,T
≤ C

T ,
∥∥∥(λ2 − T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1

∥∥∥
−1,1

r,T
≤ C.

(2.89)

De (2.59), (2.60), on tire que

∥∥∥A2
r,1,T,2

∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C,

∥∥∥A2
r,1,T,3

∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C,

∥∥∥Rr,1,T,4

∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C

T .

(2.90)

On a aussi

(λ−A2
r,1,T,4)

−1 = (λ− T 2(r−1)A
(0),2
T,4 )−1

+(λ− T 2(r−1)A
(0),2
T,4 )−1Σ2 dim S

i=1

(
Rr,1,T,4(λ− T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1

)i

.
(2.91)
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De (2.89), (2.90) et (2.91), on tire que pour r ≥ 2, λ ∈ U1, T À 1, on a
∥∥∥(λ2 −A2

r,1,T,4)
−1

∥∥∥
−1,1

r,T
≤ C,

∥∥∥(λ2 −A2
r,1,T,4)

−1 − (λ2 − T 2(r−1)A
(0),2
T,4 )−1

∥∥∥
−1,1

r,T
≤ C

T
,

∥∥∥(λ2 − T 2(r−1)A
(0),2
T,4 )−1 + (T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1

∥∥∥
−1,1

r,T
≤ C

T
.

(2.92)

Pour simplifier, on note la connexion CT∇Ω(Z,ξ|Z)

T C−1
T sur Ω(Z, ξ|Z) par ∇T . En

utilisant (2.58), (2.59) et (2.68), on a aussi
∥∥∥
[
CT

1
2
√

2T r−1
cT (T3,T )C−1

T , T r−1A
(0)
T

]∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C

T r−1
,

∥∥∥
[
∇T , T r−1A

(0)
T

]∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C.

(2.93)

D’après (2.27), (2.28), (2.87), (2.90), (2.92) et (2.93), pour montrer (2.88), il suffit de
montrer que

∥∥∥p̃r,T

[
∇T , T r−1A

(0)
T

]
p̃⊥r,T (T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1p̃⊥r,T

[
∇T , T r−1A

(0)
T

]
p̃r,T

−p̃r,T Jr,T pr∇E0p⊥r ∇E0prJ
−1
r,T p̃r,T

∥∥∥
1,−1

r,T
≤ C

T δ .
(2.94)

On a

p̃r,T

[
∇T , T r−1A

(0)
T

]
p̃⊥r,T (T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1p̃⊥r,T

[
∇T , T r−1A

(0)
T

]
p̃r,T(2.95)

= p̃r,T∇T p̃⊥r,T∇T p̃r,T

+p̃r,T T r−1A
(0)
T p̃r,T [∇T , p̃r,T ]p̃⊥r,T (T 2(r−1)A

(0),2
T,4 )−1p̃⊥r,T [∇T , T r−1A

(0)
T ]p̃r,T

+p̃r,T [∇T , p̃r,T ]p̃⊥r,T (T r−1A
(0)
T,4)

−1p̃⊥r,T [∇T , p̃r,T ]p̃r,T T r−1A
(0)
T p̃r,T .

Par (2.41), (2.58), [∇T , p̃r,T ] est un opérateur différentiel d’ordre 0 uniformément
borné pour T À 1.

De (2.41),(2.58), (2.59), (2.62), (2.93) et (2.95), on tire (2.94).
On a bien terminé la preuve du Théorème 2.18.

On rappelle que ψu est l’application de Λ(T ∗RS) sur Λ(T ∗RS) définie avant (1.47).
Pour 2 ≤ r ≤ n = dim Z, T ≥ T0, on pose

Fr,u,T =
1

2πi
ψuϕTrs

[
N3,T 2(r−1),T

∫

∆

e−u2λ(λ−A2
r,1,T )−1dλ

]
,

Fr,u,∞ =
1

2πi
ψuϕTrs

[
NZ

∫

∆

e−u2λ(λ−D2
r,1)

−1dλ
]
,

Gr,u,T =
1

2πi
ψuϕTrs

[
N3,T 2(r−1),T

∫

δ

e−u2λ(λ−A2
r,1,T )−1dλ

]
pour r ≥ 1,(2.96)

G1,u,∞ =
1

2πi
ψuϕTrs

[
(N2,1 + NX)

∫

δ

e−u2λ(λ−B2
2,1)

−1dλ
]
,

Gr,u,∞ =
1

2πi
ψuϕTrs

[
NZ

∫

δ

e−u2λ(λ−D2
r,1)

−1dλ
]
.

Alors pour 2 ≤ r ≤ n

Fr,u,∞ + Gr,u,∞ = ϕTrs

[
NZ exp(−D2

r,u)
]
.(2.97)
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On a l’analogue de la Proposition 1.10.
Théorème 2.19. i) Il existe δ > 0, C1 > 0, C > 0, T0 > 0 tels que pour u ≥

1, T ≥ T0, 2 ≤ r ≤ n,

|Fr,u,T − Fr,u,∞| ≤ C

T δ
e−C1u.(2.98)

ii) Il existe des formes ar,i,T , bn,i,T (T ∈ [T0, +∞], 1 ≤ r ≤ n,−2 dim S ≤ i ≤ 0),
C∞ sur S, telles que

Gr,u,∞ = −Σ−1
i=−2 dim Sar,i,∞ui + ch′(Er+1, h

Er+1),(2.99)

Gn,u,T = Σ−1
i=−2 dim Sbn,i,T ui + ϕTrs

[
NZ exp(−∇H(Z,ξ|Z),2

T )
]
.

Quand u → 0, uniformément en T ≥ T0, on a

Fr,u,T = Σ0
i=−2 dim Sar,i,T ui + O(u) pour r ≥ 2,(2.100)

G1,u,T = −Σ0
i=−2 dim Sa1,i,T ui + O(u).

iii) On a

ar,0,∞ = ch′(Er, h
Er )− ch′(Er+1, h

Er+1), pour r ≥ 2.(2.101)

Il existe δ > 0 tel que pour 1 ≤ r ≤ n, quand T → +∞, on a

ar,i,T = ar,i,∞ + O( 1
T δ ),

bn,i,T = −an,i,∞ + O( 1
T δ ) pour i < 0,

bn,i,T T−(n−1)i + Σn
r=2ar,i,T T−(r−1)i = −a1,i,T pour i < 0.

(2.102)

PREUVE. i) En utilisant les Théorèmes 2.17 et 2.18 et en procédant comme en
[BL, §11(p) et §13 (o)-(q)], on a (2.98).

ii) Comme à l’intérieur de δ′, 0 est l’unique valeur propre possible des opérateurs
A

(0),2
n,1,T ,D2

r , DY,2, pour r ≥ 2, u ∈ C, |u| ≥ 1, on a

Gn,u,T =
1

2πi
ϕTrs

[
N3,T 2(n−1)u2,T

∫

δ

e−λ(λ−A2
n,u,T )−1dλ

]
,

G1,u,∞ =
1

2πi
ϕTrs

[
(N2,u2 + NX)

∫

δ

e−λ(λ−B2
2,u2)−1dλ

]
,

Gr,u,∞ =
1

2πi
ϕTrs

[
NZ

∫

δ

e−λ(λ−D2
r,u)−1dλ

]
.(2.103)

En utilisant (2.103) et en procédant comme en [B4, §9.13-9.14], on a (2.99).
iii) • Pour T ∈ [T0, +∞], soient

fr,u,T = ψ−1
u Fr,u,T , gr,u,T = ψ−1

u Gr,u,T .(2.104)

Alors fr,u,T et gr,u,T sont des fonctions holomorphes en u ∈ C.
En utilisant les Théorèmes 2.14- 2.18, et en procédant comme en [BL, §11(p) et

§13 (o)-(q)], on sait qu’il existe aussi C > 0, δ > 0 tels que pour tout u ∈ C, |u| ≤ 1,
T ≥ T0, on a

|fr,u,T − fr,u,∞| ≤ C

T δ
,(2.105)

|gr,u,T − gr,u,∞| ≤ C

T δ
.
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En particulier, quand T → +∞, les fonctions {fr,u,T }, {gr,u,T } sont des fonctions holo-
morphes uniformément bornées en {u ∈ C, |u| ≤ 1}. Elles ont donc un développement
en série uniforme en u au voisinage de u = 0. De (2.105), et de la formule de Cauchy,
on tire que les coefficients de ces développements convergent quand T → +∞ à la
vitesse O( 1

T δ ). De (2.104), on déduit le résultat correspondant pour les fonctions
Fr,u,T , Gr,u,T (qui sont elles-mêmes méromorphes en u). On a bien démontré (2.100)
et les deux premières équations de (2.102).

• De (2.97), (2.99), (2.100), on tire (2.101).
• Comme en (1.64), par (2.38), pour T ≥ T0, on a

G1,u,T =
n∑

r=2

Fr,T−r+1u,T + Gn,T−(n−1)u,T .(2.106)

Par (2.99), (2.100) et (2.106), on a aussi la troisième équation de (2.102).
On a bien terminé la preuve du Théorème 2.19.

f) Preuve du Théorème 2.9. On procède comme dans la preuve du Théorème
1.6.

En appliquant [Ma1, Théorème 5.15], on a

lim
T→+∞

∫ +∞

1

2
{

ϕTrs

[
N3,u2,T exp(−B2

3,u2,T )
]
−G1,u,T

}du

u
(2.107)

=
∫ +∞

1

2
{

ϕTrs

[
(N2,u2 + NX) exp(−B2

2,u2)
]
−G1,u,∞

}du

u
.

En utilisant le Théorème 2.19 et (2.106), pour T ≥ T0, on a

∫ +∞

1

2
{

G1,u,T − ϕTrs

[
NZ exp(−∇H(Z,ξ|Z),2

T )
]}du

u
=

n∑
r=2

2
∫ +∞

T−(r−1)
Fr,u,T

du

u

+2
∫ +∞

T−(n−1)

{
Gn,u,T − ϕTrs

[
NZ exp(−∇H(Z,ξ|Z),2

T )
]}du

u
.(2.108)

On décompose chaque intégrale
∫ +∞

T−(r−1) sous la forme
∫ 1

T−(r−1) +
∫ +∞
1

. En sommant
les termes

∫ +∞
1

, on obtient un terme Q1,T , et en sommant les termes
∫ 1

T−(r−1) , on
obtient un terme Q2,T . Alors par le Théorème 2.19 et le théorème de convergence
dominée, quand T → +∞, on a

Q1,T → Q1,∞ =
n∑

r=2

2
∫ +∞

1

Fr,u,∞
du

u

+2
∫ +∞

1

(
Gn,u,∞ − ch′(En+1, h

En+1)
)du

u
.

(2.109)

En appliquant le Théorème 2.19, et le théorème de convergence dominée, quand
T → +∞, comme en (1.71), on a

Q2,T − 2
∑n

r=2(r − 1)
[
ch′(Er, h

Er )− ch′(Er+1, h
Er+1)

]
log T

→ Q2,∞ =
∑n−1

r=1

∫ +∞
1

2
(
Gr,u,∞ − ch′(Er+1, h

Er+1)
)

du
u

+2
∑n

r=2

∫ 1

0

{
ϕTrs[N exp(−D2

r,u)]− ch′(Er, h
Er )

}
du
u .

(2.110)
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D’après (2.97), (2.107), (2.109) et (2.110), on a le Théorème 2.9.

g) Preuve du Théorème 2.10. On rappelle que PT est la projection orthogo-
nale de E0 sur KerDZ

T correspondant à gTZ
T , hξ. Soit P̃T la projection orthogonale de

E0 sur ẼT = KerA(0)
T associée à 〈 〉0.

D’après [BerB, (6.63)], pour α, α′ ∈ E0, on a

〈PT α, PT α′〉T =
1

T 2 dim X

〈
P̃T TNX BT α, P̃T TNX BT α′

〉
0
.(2.111)

Par (2.38) et (2.39), on a

P̃T = p̃n+1,T .(2.112)

En utilisant les Propositions 1.11 et 2.12, et en procédant comme dans la preuve
du Théorème 1.7, on a le Théorème 2.10.
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[BGS1] J.-M. Bismut, H. Gillet, and C. Soulé, Analytic torsion and holomorphic determinant
bundles. I, Comm.Math. Phys., 115 (1988), pp. 49–78.

[BGS4] J.-M. Bismut, H. Gillet, and C. Soulé, Bott-Chern currents and complex immerions,
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