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Montrer comment les propriétés remarquables de la suite de Somos et
des frises de Coxeter
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Montrer comment les propriétés remarquables de la suite de Somos et
des frises de Coxeter se généralisent dans la théorie des algebres
amassées de Fomin—Zelevinsky.
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Suite de Somos (1989)

@ Donnée initiale : Xy = xo = x3 = x4 = 1.
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@ Donnée initiale : Xy = xo = x3 = x4 = 1.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 + Xg_o

Xk—4

Xk , k>5.
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Suite de Somos (1989)

@ Donnée initiale : Xy = xo = x3 = x4 = 1.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 + Xg_o

Xk—4

Xk , k>5.

Xp X4+ X2

@ X5 = X
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Suite de Somos (1989)

@ Donnée initiale : Xy = xo = x3 = x4 = 1.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 + Xg_o

Xk ,k25
Xk—4
2
Xo X4+ X
0 x5 =222 ;14_3 =2
X3 X5+X2
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Suite de Somos (1989)

@ Donnée initiale : Xy = xo = x3 = x4 = 1.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 + Xg_o

Xk ,k25
Xk—4
2
Xo Xq4+X:
0X5=72;1+3:2
2
X3 X X
ox6:73)5(:4:3
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Suite de Somos (1989)

@ Donnée initiale : Xy = xo = x3 = x4 = 1.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 + Xg_o

Xk ,k25
Xk—4
2
Xo Xq4+X:
0X5:72;1+3:2
2
X3 X X
ox6:73)5(:4:3

k|5 6 7 8 9 10 11 12 13
X |2 3 7 23 59 314 1529 8209 83313
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Suite de Somos (1989)

Donnée initiale : x; = xo = x3 = x4 = 1.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 + Xg_o

Xk ,k25
Xk—4
2
Xo Xq4+X:
0X5:72;1+3:2
2
X3 X X
0x6:73)5(2+4:3

k|5 6 7 8 9 10 11 12 13
Xk \ 2 3 7 23 59 314 1529 8209 83313
@ On obtient des nombres entiers !
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Suite de Somos générique

@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.
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@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t X
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Xk , k>5.
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Suite de Somos générique

@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t X

Xk—4

Xk , k>5.

X4 Xo+X2

@ X5 = 2
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Suite de Somos générique

@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t X

Xk , k>5.
Xk—4
X4 Xo+X2
o X5 == Ts
@ x.— X3+Xe  X3XgXa+XS+Xx2
6= T x - X1X2
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Suite de Somos générique

@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t X

Xk , k>5.
Xk—4
_ XaXo+xE
0 x5 = =5
X5 X3+ X2 X3XaXa-+X3+X1 X2
@ Xp = 5 A3 T A4 _ A3AZA4T A3 144
6= T x - X1X2
o x Xa+xZ  2XEXEXy+X) X3X4 A XEXZAXIXE A X1 Xp X5 X2
7 X3 X2XpX3
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Suite de Somos générique

@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t X

Xk , k>5.
Xk—4

2
° _ Xa Xo+X3
= =5

X5 X3+ X2 X3XaXa-+X3+X1 X2

@ Xp = 5 A3 T A4 _ A3AZA4T A3 144

6= T x - X1X2
° x; = X Xa+X8  2XEXEXg+ X1 XXy XEXZAHXIXZ4X1 Xp Xz X2

X3 X2XpX3
0 xg = (X3x3X7 + 2x2X3XZ + BXEXoXEXS + X1 X5 + BX1 X X3 X4 +
BX1X5EXIXZ + X5X§ + BX3X3 X4 + BX3 X3 X4 + BXGXEXZ 4+ X33 +

2424 3% x3) /x3x2
XTX5X4 + X1X3X3Xy, )/ X7 X5 X3 X4
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3;(1 )2(2 {:3 Xy + §2 x33+ 3)3(2 )2(3 Xg + 3X3 X3 Xgq + Xy X5 X5 + X5 X5 +
XTX5X4 + X1X3X3Xy, )/ X7 X5 X3 X4

@ xg = (somme de 16 termes)/x3x3 x5 x,
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Suite de Somos générique

@ Donnée initiale : indéterminées x1, X2, X3, X4.

@ Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t X

Xk , k>5.
Xk—4

2
° _ Xa Xo+X3
= =5

X5 X3+ X2 X3XaXa-+X3+X1 X2

@ Xp = 5 A3 T A4 _ A3AZA4T A3 144

6= T x - X1X2
° x; = X Xa+X8  2XEXEXg+ X1 XXy XEXZAHXIXZ4X1 Xp Xz X2

X3 X2XpX3
— (3. v 4 242 2y 2243 7 5
@ Xg = 2(xé ng4 +2 2:;(1 X3 x43 +4 3Xj x2x33x44+ X1 X3 j 523x12 Xo X3 ;(43+
3;(1 )2(2 {:3 Xy + §2 x33+ 3)3(2 )2(3 Xg + 3X3 X3 Xgq + Xy X5 X5 + X5 X5 +
XTX5X4 + X1X3X3Xy, )/ X7 X5 X3 X4

@ xg = (somme de 16 termes)/x3x3 x5 x,

@ On obtient des polynémes de Laurent a coefficients entiers !
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Frises de Coxeter (1971)

@ Donnée initiale : un ‘serpent’ de 1s bordant un ruban.
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Frises de Coxeter (1971)

@ Donnée initiale : un ‘serpent’ de 1s bordant un ruban
@ Reécurrence :

@ On obtient des entiers |
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Frises de Coxeter (1971)

@ Donnée initiale : un ‘serpent’ de 1s bordant un ruban
@ Reécurrence :

@ On obtient des entiers |
@ C’est périodique !
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Frises de Coxeter génériques

X2

X4
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Frises de Coxeter génériques

1 1 1 1 1
X2
o
1 1 1 1 1
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Frises de Coxeter génériques
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Frises de Coxeter génériques
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Frises de Coxeter génériques

1 1 1 1 1
Xo % X1
1 1 1 1 1
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Frises de Coxeter génériques

1 1 1 1 1
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Frises de Coxeter génériques

+ 1t 1 1 A1
Tt 1 1 1 1
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Frises de Coxeter génériques

+ 1t 1 1 A1
Tt 1 1 1 1

@ On obtient des polynémes de Laurent a coefficients entiers !
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Frises de Coxeter génériques

+ 1t 1 1 A1
Tt 1 1 1 1

@ On obtient des polynémes de Laurent a coefficients entiers !
@ C’est périodique !
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Un carquois est un graphe orienté

Un carquois Q est un graphe orienté : il est donné par
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Un carquois est un graphe orienté

Définition

Un carquois Q est un graphe orienté : il est donné par
@ un ensemble Qp ('ensemble des sommets)
@ un ensemble Qq (I'ensemble des fleches)
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Un carquois est un graphe orienté

Définition

Un carquois Q est un graphe orienté : il est donné par
@ un ensemble Qp ('ensemble des sommets)
@ un ensemble Qq (I'ensemble des fleches)

@ deux applications
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Un carquois est un graphe orienté

Définition

Un carquois Q est un graphe orienté : il est donné par
@ un ensemble Qp ('ensemble des sommets)
@ un ensemble Qq (I'ensemble des fleches)

@ deux applications

e s: @y — Q (envoie une fleche sur sa source)
o t: Q) — Q (envoie une fleche sur son but).

Remarque
Un carquois est une ‘catégorie sans composition’.
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Un carquois peut avoir des boucles, des cycles,
plusieurs composantes.
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Un carquois peut avoir des boucles, des cycles,
plusieurs composantes.

Q: 3 «(5=——-36
/X |

B
11— ——2_ "4 7

Y

OnaQo :{1,2,3,4,5,6,7}, Q1 = {Oz,ﬂ,...}.
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Un carquois peut avoir des boucles, des cycles,
plusieurs composantes.

Q: 3 «(5=——-36
/X |

B
11— ——2_ "4 7

Y

Ona Qo = {1,2,3,4,5,6,7}, Q1 = {Oz,ﬂ,...}.
a est une boucle, (3,~) est un 2-cycle, 7 est une source de Q.
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Mutation des carquois

Soit Q un carquois fini sans boucles ni 2-cycles avec Qy = {1,...,n}
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Mutation des carquois

Soit Q un carquois fini sans boucles ni 2-cycles avec Qy = {1,...,n}
(toujours supposé a partir de maintenant).
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Mutation des carquois

Soit Q un carquois fini sans boucles ni 2-cycles avec Qy = {1,...,n}
(toujours supposé a partir de maintenant).

Définition (Fomin—Zelevinsky)

Soit j € Qp. Le carquois muté 1;( Q) est le carquois obtenu a partir de
Q comme suit
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Définition (Fomin—Zelevinsky)

Soit j € Qp. Le carquois muté 1;( Q) est le carquois obtenu a partir de
Q comme suit

1) pour tout sous-carquois i—5>j—°‘> k , on rajoute une nouvelle
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1) pour tout sous-carquois i—B>j—°‘> k , on rajoute une nouvelle

fleche i — A k.

2) on renverse toutes les fleches de source ou de but J;
3) on élimine tous les 2-cycles
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Mutation des carquois

Soit Q un carquois fini sans boucles ni 2-cycles avec Qy = {1,...,n}
(toujours supposé a partir de maintenant).

Définition (Fomin—Zelevinsky)

Soit j € Qp. Le carquois muté 1;( Q) est le carquois obtenu a partir de
Q comme suit

1) pour tout sous-carquois i—B>j—°‘> k , on rajoute une nouvelle

fleche i — A k.

2) on renverse toutes les fleches de source ou de but J;
3) on élimine tous les 2-cycles (parex. e<——e donne e ——e).

v
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Exemples de mutations de carquois

Un exemple simple:
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Exemples de mutations de carquois

Un exemple simple: 1
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Exemples de mutations de carquois

Un exemple simple: 1
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Exemples de mutations de carquois

Un exemple simple: 1

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées Journée pour Rached



Exemples de mutations de carquois

Un exemple simple: 1

2=———=3
2)
1
2553
3)
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Exemples plus compliqués: recherche Google sur

‘mutation des carquois’ !
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Exemples plus compliqués: recherche Google sur

‘mutation des carquois’ !

S R

AN o

RN 77 >

4Q5Q6 8x9/74\ % 110:

SN T Bt
7<—8~<—9=<—10. 2

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées Journée pour Rached 46 /89



Exemples plus compliqués: recherche Google sur

‘mutation des carquois’ !

S R

AN o

RN 77 >

4Q5Q6 8x9//4\ % 110:

SN T Bt
7<—8~<—9=<—10. 2

Rappel : on voulait définir les algebres amassées !
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Mutation des graines
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou
a) R estun carquois a n sommets;
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Mutation des graines

Définition

Une graine est un couple (R, u), ou
a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,un} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-
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Mutation des graines

Définition

Une graine est un couple (R, u), ou
a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,un} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-
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Mutation des graines

Définition

Une graine est un couple (R, u), ou
a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,un} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3, {xy, X2, X3})
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Mutation des graines

Définition

Une graine est un couple (R, u), ou
a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,un} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou

a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,uy} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).

Définition
Pour un sommet j de R, la graine mutée p;(R, u) est (R’, u’), ou
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou

a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,uy} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).

Définition
Pour un sommet j de R, la graine mutée p;(R, u) est (R’, u’), ou
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou

a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,uy} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).

Définition
Pour un sommet j de R, la graine mutée p;(R, u) est (R’, u’), ou
a) R = u(R);
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou

a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,uy} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).

Définition

Pour un sommet j de R, la graine mutée p;(R, u) est (R’, u’), ou
a) R = u(R);
b) v = u\{y;} U{y},

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées Journée pour Rached 47/ 89



Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou

a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,uy} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).

Définition

Pour un sommet j de R, la graine mutée p;(R, u) est (R’, u’), ou
a) R = u(R);
b) v = u\{y;} U{y},
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Mutation des graines

Définition
Une graine est un couple (R, u), ou

a) R estun carquois a n sommets;
b) u={uy,...,uy} estun ensemble libre et générateur du corps

Q(X1y .-+ Xn)-

Exemple: (1 — 2 — 3,{x1, X2, X3}) = (X1 = X2 — X3).

Définition

Pour un sommet j de R, la graine mutée p;(R, u) est (R’, u’), ou
a) R = p(R);
b) v =u\{y} U{u}, ol uj est défini par la relation d’échange

uf =[] wi+ ] ww

fleches fleches
i—J J—k
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Un exemple

X1 — Xo — X3
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Un exemple

X1 — Xo — X3
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Un exemple

X1 — Xo — X3

1
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Un exemple

X1 — Xo — X3

I

< Xo—=>X3
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Un exemple

X1 — Xo = X3

1+x:
T2€X2%X3
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Un exemple

X{ = Xo —=> X3

a1 ™
11 T
T<—X2—>X3 < =
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Un exemple

X{ = Xo —=> X3

a1 ‘u,zl

14X
726)(29)(3 X{<—"=—X3
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Un exemple

X —>=Xo—>X3

He ‘u,zl

<— Xo = X3 X1 <—

1+Xo
X1
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Un exemple

X1 —=Xo —>= X3

H1 NZL H3

1+1X26X —>X3 X1.e%2x3exs X19X2-e1—)"(_73x2
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Un exemple

X1 —=Xo —>= X3

H1 uzt H3

1+1X26X —>X3 X1.e%2x3exs X19X2-e1—)"(_73x2
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Un exemple

X1 — Xo —> X3
s HZI H3

1+X2-6X — X3 X <

N

X1+X 1+x,
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Un exemple

X1 — Xo —> X3
s HZI H3

1+X2-6X — X3 X <

NN

X1+X 1+x,
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Un exemple

X1 — Xo —> X3
s HZI H3

1 +X2 1 +X2

<— Xo = X3 X1 <—

P N N AN

X1 +X
o< X3 X == Xp <=
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Variables d’amas

Soit Q un carquois a n sommets.
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Variables d’amas

Soit Q un carquois a n sommets.

Définition
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Variables d’amas

Soit Q un carquois a n sommets.

Définition
a) La graine initiale est (Q, x) = (Q, {x1,...,Xn}).
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Variables d’amas

Soit Q un carquois a n sommets.

Définition

a) La graine initiale est (Q, x) = (Q, {x1, ..., Xn})-

b) Les variables d’amas sont les fractions rationnelles u;, 1 < i < n,
qui apparaissent dans des graines (R, u) obtenues a partir de la
graine initiale par mutation itérée.
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Variables d’amas

Soit Q un carquois a n sommets.
a) La graine initiale est (Q, x) = (Q, {x1, ..., Xn})-
b) Les variables d’amas sont les fractions rationnelles u;, 1 < i < n,

qui apparaissent dans des graines (R, u) obtenues a partir de la
graine initiale par mutation itérée.

Remarque

Lalgebre amassée Ag est la sous-algébre du corps Q(xi, ..., Xn)
engendrée par les variables d’amas.
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Variables d’amas

Soit Q un carquois a n sommets.
a) La graine initiale est (Q, x) = (Q, {x1, ..., Xn})-
b) Les variables d’amas sont les fractions rationnelles u;, 1 < i < n,

qui apparaissent dans des graines (R, u) obtenues a partir de la
graine initiale par mutation itérée.

Remarque

Lalgebre amassée Ag est la sous-algébre du corps Q(xi, ..., Xn)
engendrée par les variables d’amas.

Théoreme (Fomin—Zelevinsky, 2002, Phénomene de Laurent)

Toute variable d’amas est un polynéme de Laurent a coefficients
entiers.
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.
Récurrence :

2
_ Xk—3Xk—1 t+ Xi_p

Xk = ,k25

Xk—4
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.

Récurrence : e 2
X = k3 l;k1_4 k_z,k25.
1—=2
Q: l}(ﬂl
43
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.

Récurrence : )
X = Xk=3 X1 + Xk , k>5.
Xk—4
1—2 5
o X A
4<—3 1
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.

Récurrence : )
Xk—3 Xk—1 + Xj_
Xk = k=2 , k > 5.
Xk—4
1——=2 )
Xo X4 + X:
Q: l w xj =008 =
X4
4<—3
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.
Récurrence :

2
Xk—3 Xk—1 + Xj_
= k=2 k>5.
Xk—4

1 2 5
X2 X, X
Q:lxw =Xt
X4
4 <~—

1
1(Q) - T
4

x
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.
Récurrence :

2
Xk—3 Xk—1 + Xj_
= k=2 k>5.
Xk—4

x

1 2 5
XoX4 + X.
D (R
X4
4<—

1
1(Q) - T
4

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées
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2
l / X1IX3 +X§
Xp = —+———%
X2
3

Journée pour Rached



La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.
Récurrence : )
_ Xk—3Xk—1 t+ Xi_p

X = , k>5.
g Xk—4
1——=2 5
XoX4 + X
Q: l%m x1’:L+3
X4
4<—3
1<—2 ) )
X\ X3+ X
m@: [ | xp =BT
X2
4=—3

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées

Journée pour Rached

= X5

= X




La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.

Récurrence : )
X3 Xk_1 + X
Xy = k—3 Ak—1 k_z,k25.
Xk—4
1—=2 5
Xo X4 + X
) (It
:
4<—3
1 : / X1/X3+X§
11 (Q) : T l XZZT:XB

4=—=3
Observation clé : u1(Q) est Q tourné de 90 degrés !
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La suite de Somos est formée de variables d’amas

Donnée initiale : indéterminées x4, X2, X3, X4.

Récurrence : )
Xi_3 Xk_1+ X
Xy = k—3 Ak—1 k_z,k25.
Xk—4
1—2 5
XoXq + X
0[S w-eden
’
4<—3
1 : / X1/X3+X§
m@: [ | e
4==3

Observation clé : u1(Q) est Q tourné de 90 degrés !
Récurrence : la suite de Somos est obtenue en mutant
successivement par rapporta 1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,. ..
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
z
1 1 1 1 1 1 1
X1
X2
X3
1 1 1 1 1 1 1

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées Journée pour Rached



Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+
x  =5E
z
1 1 1 1 1 1 1
X1
N
X2
v
X3
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+
X ¥z
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X4
A
X2
v
X3
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X4
X2
X3 X5
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+
X ¥z
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X4
N
Xo X}
A
X3 X5
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+
X ¥z
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X} x{
7
Xo X}
7
X3 X5
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+
X ¥z
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X} x{
7
Xo X}
N\
X3 X; X3
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
X 14; yz
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X} x{
\
Xo X} bed
4
X3 X; X3
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+yz
X X
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X} x{ X3
A
Xo X} bed
1
X3 X; X3
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
1+yz
X X
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X} x{ X3
A
Xo X} bed
N
X3 X; X3 Xq
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
z
1 1 1 1 1 1 1
X1 X} x{ X3
Xo X} Xy Xo
X3 X; X3 Xq
1 1 1 1 1 1 1
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Les frises de C. sont formées de variables d’amas

Récurrence :
y
z
1 1 1 1 1 1 1
X X; x{ X3 X3 X3 X
Xo X5 x5 Xo X x5 Xo
X3 X; ved X4 X4 xy X3 7
1 1 1 1 1 1 1

Journée pour Rached
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Plan

Q@ Périodicité
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Les diagrammes de Dynkin (de type ADE)

Nom Graphe n | Nb. de Cox.

An

Eg

E7

Eg
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Les diagrammes de Dynkin (de type ADE)

Nom Graphe n | Nb. de Cox.

An ° ° ° > 1 n+1

Eg

E7

Eg
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Les diagrammes de Dynkin (de type ADE)

Nom Graphe n | Nb. de Cox.
An . ° >1 n+1
Dn :>-— —e >4| 2n-2
Es
E
Esg

Bernhard Keller (Paris 7)
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Les diagrammes de Dynkin (de type ADE)

Nom Graphe n | Nb. de Cox.
An ° . >1 n+1
[
\
Dy ./°7 —e >4 2n—-2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Es 6 12
[ ]
E
Esg

Bernhard Keller (Paris 7)
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Les diagrammes de Dynkin (de type ADE)

Nom Graphe n | Nb. de Cox.
An ° ° > 1 n+1
o
D e >4| 2n-2
n ./ L4 o4 el
[ ) [ ] [ ) [} [ )
Es | 6 12
[ )
[ ) [ ) [ ) [ ) [ )
E | 7 18
[ )
Eg

Bernhard Keller (Paris 7)
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Les diagrammes de Dynkin (de type ADE)

Nom Graphe n | Nb. de Cox.
An ° ° > 1 n+1
[
D T >4| 2n-2
n ./ L4 o4 el
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Es | 6 12
[ ]
[ ] [ ] [} [ ] [ ]
E7 | 7 18
[ ]
[ ] [} [ ] [ ] [ ] [ ]
Es ‘ 8 30
[ ]

Bernhard Keller (Paris 7)
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Le théoreme de périodicité

Soit Q un carquois un carquois de Dynkin, c’est-a-dire un carquois
dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin, par exemple

1—2<—3.
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Le théoreme de périodicité

Soit Q un carquois un carquois de Dynkin, c’est-a-dire un carquois
dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin, par exemple

1—2<—3.

Soit h le nombre de Coxeter de ce diagramme, par exemple h = 4.
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Le théoreme de périodicité

Soit Q un carquois un carquois de Dynkin, c’est-a-dire un carquois
dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin, par exemple

1—2<—3.

Soit h le nombre de Coxeter de ce diagramme, par exemple h = 4.

Soit iy, ..., i, une énumération croissante des sommets de Q, par
exemple 1,3, 2.
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Le théoreme de périodicité

Soit Q un carquois un carquois de Dynkin, c’est-a-dire un carquois
dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin, par exemple

1—2<—3.

Soit h le nombre de Coxeter de ce diagramme, par exemple h = 4.
Soit iy, ..., i, une énumération croissante des sommets de Q, par
exemple 1,3,2. Soit la suite de mutations

[4i = fhip iy - -+ iy iy -
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Le théoreme de périodicité

Soit Q un carquois un carquois de Dynkin, c’est-a-dire un carquois
dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin, par exemple

1—2<—3.

Soit h le nombre de Coxeter de ce diagramme, par exemple h = 4.
Soit iy, ..., i, une énumération croissante des sommets de Q, par
exemple 1,3,2. Soit la suite de mutations

[1i = iy ip_y - -+ My Miy-

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

pIt2(Q, x) = (Q, x).
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Lexemple 1 —2~<—3

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

1 1 1 1 1 1 1
X X4 Xy X3 X5 X3 X
\ / 7 / 1!
Xo X} X} Xo X5 X} Xo
A
X3 X} X3 X4 X x{ X3
1 1 1 1 1 1 1
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Lexemple 1 —2~<—3

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

1 1 1 1 1 1 1
X X} Xy X3 X5 X3 X
/ / 7 / 1!
Xo X} X} Xo X5 X} Xo
A
X3 X} X3 X4 X x{ X3
1 1 1 1 1 1 1
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Lexemple 1 —2~<—3

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

1 1 1 1 1 1 1
X X} Xy X3 X5 X3 X
/ / 7 / 1!
Xo X} X} Xo X5 X} Xo
X3 X} X3 X4 X x{ X3
1 1 1 1 1 1 1
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Lexemple 1 —2~<—3

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

1 1 1 1 1 1 1
Xq X} x{ X3 X3 X3 Xq
Ny
Xo X5 bed Xo X} bed Xo
A 4
X3 X; X3 X4 X4 x{ X3
1 1 1 1 1 1 1
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Lexemple 1 —2~<—3

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

1 1 1 1 1 1 1
Xq X} x{ X3 X3 X3 Xq
Ny
Xo X5 bed Xo X} bed Xo
A 4
X3 X; X3 X4 X4 x{ X3
1 1 1 1 1 1 1

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées Journée pour Rached



Lexemple 1 —2~<—3

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

1 1 1 1 1 1 1
Xq X} x{ X3 X3 X3 Xq
Ny
Xo X5 bed Xo X} bed Xo
A 4
X3 X; X3 X4 X4 x{ X3
1 1 1 1 1 1 1

i = translation d’une unité vers la droite.
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Pourquoi h+2 ?

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

pl2(Q,x) = (Q, x).
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Pourquoi h+2 ?

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)

pl2(Q,x) = (Q, x).

Pourquoi h+ 2 ? Que signifie le 2 ? \
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Pourquoi h+2 ?

Théoreme (Fomin-Zelevinsky, 2003)
pl2(Q,x) = (Q, x).

Pourquoi h+ 2 ? Que signifie le 2 ? \

Observation clé

Le nombre 2 est le nombre de Coxeter de A; !
Il'y a donc deux nombres de Coxeter qui interviennent.
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Périodicité pour les paires

Soient A et A’ deux diagrammes de Dynkin.
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Périodicité pour les paires

Soient A et A’ deux diagrammes de Dynkin. Soient h et /' leurs
nombres de Coxeter.
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Périodicité pour les paires

Soient A et A’ deux diagrammes de Dynkin. Soient h et /' leurs
nombres de Coxeter. Soit Q leur produit carré ACA'.

Exemple: A;00A;

O<—@ —>0—<—60

i+ = Suite des mutations par rapport aux o.
u_ = suite des mutations par rapport aux e.
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Périodicité pour les paires

Soient A et A’ deux diagrammes de Dynkin. Soient h et /' leurs
nombres de Coxeter. Soit Q leur produit carré ACA'.

Exemple: A;00A;3

l T l T i+ = Suite des mutations par rapport aux o.
suite des mutations par rapport aux e.

@ —>O0<—@0—>0 ==

Théoréme (K)

(1t :U**)h—i—h/(Q’ x) =(Q,x).
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Périodicité pour les carquois
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Périodicité pour les carquois

Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALIA’ comme sous-carquois plein.
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Périodicité pour les carquois

Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALIA’ comme sous-carquois plein.
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Périodicité pour les carquois

Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALA’ comme sous-carquois plein.

(1t p)™M(Q) = Q.

Exemples
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Périodicité pour les carquois

Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALA’ comme sous-carquois plein.

(1t p)™M(Q) = Q.

Exemples

o Q:A4DA3,h-|-h,:5-|-4:9.
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Périodicité pour les carquois

Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALA’ comme sous-carquois plein.

(1t p)™M(Q) = Q.

Exemples
o Q:A4DA3,h-|-h,:5-|-4:9.
@ Q=E0OE, h+H =12+ 18 = 30.

| N\

Bernhard Keller (Paris 7) Des récurrences aux algébres amassées Journée pour Rached 89/89



Périodicité pour les carquois
Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALA’ comme sous-carquois plein.
(1t n)™"(Q) = Q.

Exemples

o Q:A4DA3,h-|-h,:5-|-4:9.
® Q=E;0F, h+H =12+ 18 = 30.

Remarque
Les démonstrations de Fomin—Zelevinsky sont combinatoires.
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Périodicité pour les carquois
Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALA’ comme sous-carquois plein.
(1t n)™"(Q) = Q.

Exemples

o Q:A4DA3,h-|-h,:5-|-4:9.
® Q=E;0F, h+H =12+ 18 = 30.

Remarque
Les démonstrations de Fomin—Zelevinsky sont combinatoires.
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Périodicité pour les carquois
Corollaire (K)

Soit Q un carquois contenant Q = ALA’ comme sous-carquois plein.
(1t n)™"(Q) = Q.

Exemples

o Q:A4DA3,h—{—h,:5+4:9.
@ Q=EUE;, h+hH =12+18 = 30.

Remarque

Les démonstrations de Fomin—Zelevinsky sont combinatoires.

Les démonstrations des derniers théoremes utilisent la théorie des
représentations et I'algébre homologique.
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