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Introduction

Descente et asphéricité

Ce travail a pour propos de contribuer a I’étude de la catégorie homotopique
Hot, dont les objets sont les CTW-complexes, et les fleches, les classes d’homotopie
d’applications continues entre iceux. Cette catégorie admet plusieurs descriptions
en termes de localisations de “catégories de modeles”. Rappelons pour mémoire
que si M désigne une catégorie, et VW une partie de I’ensemble FI M des fleches
de M, une localisation de M par W est un couple (WM, ~), ot WL M est

une catégorie, et 7 un foncteur de M vers cette derniere,
M — WM,

satisfaisant les propriétés suivantes.

(i) Le foncteur 7 envoie tous les éléments de W sur des isomorphismes de

WM.

(ii) Le couple (W' M, ~) est universel pour la propriété (i).

Autrement dit, pour tout foncteur
F-M—M,

tel que tout élément de W soit envoyé sur un isomorphisme de M’, il existe un
unique foncteur

WIF - WIM — M

tel que le triangle suivant commute.

M r M
x %F
WwW-IM

Modulo des probléemes ensemblistes (pouvant conduire & un changement d’u-
nivers), une telle localisation existe toujours. Il est d’autre part immédiat qu’elle
est unique a isomorphisme unique pres. Par abus de langage, on parlera donc
parfois de la localisation de M par W.

Considérons a présent la catégorie 7op, dont les objets sont les espaces topo-
logiques (quelconques), et dont les fleches sont les applications continues. Si

f: X—Y

est une fleche de 7op, on dit qu’elle est une équivalence d’homotopie faible si elle
vérifie les conditions suivantes.
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(i) L’application induite par f entre les ensembles de composantes connexes
par arcs

mo(f) : mo(X) — mo(Y)
est bijective.

(ii) Pour tout point x de X, et tout entier n > 1, 'application
Wn(f, .T}) : 7Tn<X7 SL’) - 7Tn<Y7 f(iC))
est un isomorphisme de groupes.

On note alors Wr,, la partie de FI7op formée des équivalences d’homotopie
faibles, et on vérifie que toute équivalence d’homotopie est une équivalence d’ho-
motopie faible. Cette derniere assertion admet une réciproque partielle : toute
équivalence d’homotopie faible entre C'W-complexes est une équivalence d’ho-
motopie. En outre, pour tout espace topologique X, il existe une équivalence
d’homotopie faible (fonctorielle)

CWX — X

dont la source est un CW-complexe. De tout ceci, on déduit aussitot que l'in-
clusion de la catégorie des C'W-complexes dans 7op induit une équivalence de
catégories

Hot — Wy, Top .

Les types d’homotopie (i.e. les classes d’isomorphie d’objets de Hot) peuvent
aussi étre caractérisés par des criteres cohomologiques. On dit qu’une application
continue

f: X —Y

est une équivalence cohomologique si pour tout faisceau localement constant L
sur Y, f induit un isomorphisme en cohomologie

H™(Y,L) — H™(X, f*L)

pour n = 0 si L est un faisceau d’ensemble, n = 1 si L est un faisceau en groupes,
et n > 2 si L est un faisceau en groupes abéliens. Un espace topologique est
dit asphérique si I'unique application de celui-ci vers I'espace ponctuel est une
équivalence cohomologique. Un espace topologique est dit localement asphérique
s’il admet une base d’ouverts asphériques. Par exemple, on peut vérifier que tout
CW-complexe est localement asphérique. Plus généralement, tout espace topo-
logique localement contractile est localement asphérique. Enfin, une application
continue

f: X—Y
est asphérique si pour tout ouvert U de Y, 'application induite

) —u

est une équivalence cohomologique. On remarque immédiatement qu’une telle
application est une équivalence cohomologique (puisque Y est un ouvert de lui-
méme). Le lien avec ce qui précede se fait par 1’énoncé classique ci-dessous.
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THEOREME (Whitehead). Une application continue entre espaces localement
asphériques est une équivalence cohomologique si et seulement si c’est une équi-
valence d’homotopie faible. En particulier, une application continue entre CW -
complexes est une équivalence cohomologique si et seulement si ¢’est une équiva-
lence d’homotopie.

La nature locale de la cohomologie donne en outre la caractérisation suivante
des applications asphériques.

THEOREME (Descente cohomologique en topologie). Soit f : X — Y une
application continue entre espaces topologiques localement asphériques. Les as-
sertions sutvantes sont équivalentes.

(i) L’application f est asphérique.
(ii) Il existe une base d’ouvertsU de'Y telle que pour tout U € U, l'application
induite par f
Uy —vu
soit une équivalence cohomologique.

(iii) 1l existe une base d’ouverts asphériques U de'Y telle que pour tout U € U,
Iespace f~H(U) soit asphérique.

(iv) Pour tout homéomorphisme local Y' — Y, si on forme le carré cartésien

X —X

]

Y ——Y )
Papplication [’ est une équivalence cohomologique.

Ce critere d’asphéricité, tel qu’il est formulé ici, reflete I'une des propriétés fon-
damentales des “bonnes” catégories de modeles de Hot (i.e. des couples (M, W),
ou M est une catégorie, et VW une partie de FI M, tels que la catégorie localisée
WM soit équivalente & Hot). Considérons pour s’en convaincre les exemples
des ensembles simpliciaux et des petites catégories.

La catégorie des simplexes est la catégorie A, dont les objets sont les ensem-
bles A, ={0,... ,n}, n > 0, munis de l'ordre naturel, et dont les fleches sont les
applications croissantes. La catégorie des ensembles simpliciaux est la catégorie
A des préfaisceaux d’ensembles sur A (i.e. des foncteurs A° — Ens). On définit
un foncteur

AToP - A — Top A, — ATor

Y

par AT ={(to,... ,t,) ERTT [ t; =1} .
=0

La catégorie Top admettant des petites limites inductives, ce foncteur définit un
foncteur unique a isomorphisme unique pres

1?7l : A — Top

Y
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commutant aux petites limites inductives, et tel que pour tout n > 0, |A,| =
ATor appelé dans la littérature le foncteur de réalisation géométrique. Ce dernier
admet un adjoint a droite

S:Top — A ,
défini par la formule
(SX), = Homr,, (AZ? X) | Xe€Top , n>0.
Un morphisme d’ensemble simpliciaux est une équivalence faible si sa réalisation
géométrique
[f1 X — Y
est une équivalence d’homotopie faible. On note WA I’ensemble des équivalences

faibles ainsi définies. Il est immédiat par définition de W5 que le foncteur |?|
induit un foncteur au niveau des catégories localisées, noté :

N1 A -1
121 Wi A — Wr,, Top .
On peut par ailleurs montrer les deux énoncés suivants.

1) Pour tout ensemble simplicial X, Iespace topologique |X| est un CW-
complexe.

2) Pout tout espace topologique X, I'application canonique
|SX| — X
est une équivalence d’homotopie faible.

On en déduit aussitot que le foncteur ||?|| se factorise par Hot, induisant une
équivalence de catégories
WEA — Hot .

Le troisieme modele de Hot dont nous proposons l'observation dans ce para-
graphe est la catégorie Cat des petites catégories (dont les fleches sont les foncteurs
entre icelles). Tout ensemble ordonné définissant canoniquement une catégorie,
la catégorie des simplexes peut étre vue comme une sous-catégorie pleine de Cat.
Notons

1: A — Cat
le foncteur d’inclusion. On définit le foncteur nerf
N:Cat — A , A—NA,
par (N A), =Home,(i4,,A) , n>0.
Plus explicitement, (N A),, s’identifie a I’ensemble des suites de n fleches compos-
ables de A,

(75} u2 Un
Qg — Q1 —> -+ — Ay,

, u; €Fl A ,

la catégorie A agissant sur N A par composition de ces fleches, ou bien par in-
sertions d’identités. Une fleche de Qat est une équivalence faible si son image par
le foncteur nerf en est une dans A. On note W, l'ensemble des équivalences
faibles ainsi obtenues. Il est encore une fois immédiat que le foncteur nerf induit
un foncteur

N: Wc_(ﬁCat — Wilﬁ ,
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et partant, par composition, un foncteur
B:W,.Cat — Hot .

Le foncteur N est une équivalence de catégories, ce qui implique qu’il en est de
méme de B. On peut expliciter un quasi-inverse de N comme suit.

Soit X un ensemble simplicial. La catégorie des simplexes de X, notée A/ X,
admet la description suivante. Un objet est un couple (A, u), ou n est un entier
positif, et u : A, — X un morphisme d’ensembles simpliciaux (par le lemme de
Yoneda, on peut aussi voir u comme un élément de X,,). Un morphisme

(Anou uO) - (Anl ) ul)

est une fleche ¢ : A,, — A, de A, telle que le triangle suivant commute.

® Anl
X

Si f: X — Y est un morphisme d’ensembles simpliciaux, on obtient un foncteur
Alf:A/JX — AJY |
défini sur les objets par (A/f)(An, u) = (A, fu). On désigne enfin par
intA—Cat , X+— A/X

Ay,

le foncteur obtenu.

THEOREME (Quillen). [l existe un morphisme de foncteurs
Niy — 13
tel que pour tout ensemble simplicial X, la fleche
NA/X — X
soit une équivalence faible.

On déduit aussitot de cet énoncé que le foncteur 7, respecte les équivalences

faibles (il vérifie méme 1’équation iglVVCat = WA)’ et que le foncteur induit

N WE& — We.iCat

est une équivalence de catégories, quasi-inverse du foncteur N. La compréhension
du foncteur ¢, releve du caractere local des théories homotopiques envisagées ici,
comparable au théoreme de descente cohomologique énoncé plus haut.

La construction du foncteur ¢, se généralise immédiatement aux catégories
de préfaisceaux sur une petite catégorie quelconque. Si A est une petite catégorie,
et si X est un préfaisceau sur A, on lui associe la catégorie A/ X, dont les objets
sont les couples (a,u), ou a est un objet de A, et u une section de X au-dessus de
a, les fleches étant les triangles commutatifs évidents. On a en outre un foncteur
d’oubli

A/ X — A (a,u)—a.
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Ce dernier peut étre interprété comme un isomorphisme local dans le sens suivant.
Un foncteur f : A — B entre petites catégories est un isomorphisme local si
pour tout objet a de A, le foncteur

Afa— Bfb | b= f(a),

est un isomorphisme de Cat. On dit qu’une petite catégorie est asphérique si le
foncteur canonique de celle-ci vers la catégorie finale est une équivalence faible.
Par exemple, toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique. En
particulier, pour toute petite catégorie A, et tout objet a de A, la catégorie A/a
est asphérique (autrement dit, toute petite catégorie est localement asphérique).
Si
f:A— B

est un morphisme de Cat, et si X est un préfaisceau sur B, on notera par abus
A/X = A/f*X. On remarque que le carré suivant est cartésien dans Cat.

AJX —= A

o

On dit que f est asphérique si pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur
f/X:A/X — B/X

est une équivalence faible. Il est immédiat que f est alors en particulier une
équivalence faible, car si X est 'objet final de la catégorie des préfaisceaux sur
B, on al'égalité B/X = B. Le théoreme A de Quillen [43] admet une formulation
tres proche du théoreme de descente cohomologique en topologie (cette analogie
peut d’ailleurs se poursuivre jusqu’au niveau des démonstrations, car on peut
aussi caractériser les équivalences faibles de Cat par la cohomologie a coefficients
localement constants).

THEOREME (Descente homotopique). Soit f : A — B un foncteur entre
petites catégories. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le foncteur f est asphérique.

(ii) Il existe une famille génératrice U de la catégorie des préfaisceaux sur B,
telle que pour tout élément X de U, le foncteur

f/X:A/X — B/X
soit une équivalence faible.
(iii) Pour tout objet b de B, la catégorie A/b est asphérique.

(iv) Pour tout isomorphisme local B' — B, si on forme le carré cartésien
suiwant dans Cat,

A—A
f'l lf
B/—>B )

le morphisme [’ est une équivalence faible.
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Ce résultat permet une premiere approche du comportement homotopique du
foncteur i,. Soit A une petite catégorie. On définit un foncteur

TA:A/NA—>A
par la formule
Talag — a; — -+ — a,) = a, .

Un calcul élémentaire permet de montrer que lorsque A admet un objet final, la
catégorie A/ N A est contractile, et donc asphérique. En outre, pour tout objet a
de A, on a un carré cartésien

A/N(AJa) —= A/N A

TA/a\L lTA

Ala A

Autrement dit, on a un isomorphisme canonique
A/N(A/a) ~ (A/NA)/a .

En vertu du théoreme de descente homotopique, le foncteur 74 est donc as-
phérique, et en particulier, une équivalence faible. Cependant, le fait que pour
tout ensemble simplicial X, la catégorie A/X ait le méme type d’homotopie que
X n’est expliqué par cette approche que lorsque X est le nerf d’une petite caté-
gorie. Pour comprendre le cas général, il faut avoir recours a la notion de colimite
homotopique.

Soit I une petite catégorie. On note Hom(7, ﬁ) la catégorie des foncteurs défi-
nis sur /, a valeurs dans la catégorie des ensembles simpliciaux. Une équivalence

faible de Hom(I, A) est un morphisme de foncteurs
f: X —Y
tel que pour tout objet ¢ de I, ’évaluation de f en i,
Jii Xi — Y,
soit une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. On note
WZA(I)

la localisation de Hom(I, A) par ces fleches. Le foncteur

6; : A — Hom(I,A) ,

qui associe a chaque ensemble simplicial X, le foncteur constant de valeurs X,
respecte trivialement les équivalences faibles. Il définit par conséquent un foncteur

oy WilA — WilA(I) :
Ce dernier admet un adjoint a gauche, noté

holim : W 'A(I) — WA .
1
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Cet adjoint peut étre construit par exemple par la théorie de Bousfield-Kan [5],
et un calcul explicite montre que pout tout ensemble simplicial X, on a un iso-
morphisme canonique dans la catégorie homotopique

holim §,(X) ~ X x NI .
—_—
I

En particulier, si * désigne I’ensemble simplicial final, on obtient un isomorphisme
canonique

holim d, (%) ~ N1 .
I

Considérons un ensemble simplicial X. On définit un foncteur
by A/X — A
par (4,,u) — A, .
On a un morphisme canonique dans Hom(A/X, 3)
Ox — da/x(X) .
Il est bien connu que ce dernier induit par adjonction un isomorphisme

lim ¢ — X .
AJX

On peut montrer que cela reste vérifié au niveau homotopique. Autrement dit, le
morphisme

Ox — dn/x(X)

induit un isomorphisme canonique dans Wilﬁ
holim ¢y — X .
AJX

Or pour tout n > 0, les morphismes A,, — x = A sont des équivalences faibles.
On a donc un isomorphisme

¢X — éA/X (X) )
d’ou des isomorphismes dans Wilﬁ :

X =~ holim ¢ ~ holimd v (*¥) ¥ NA/X .
A/X A/X

L’identification de X avec N A/X releve ainsi de deux aspects différents.

1) Le préfaisceau X, vu comme un représentant d’un objet de Hot, est lo-
calement asphérique, dans le sens ou il est obtenu comme une colimite
homotopique d'un diagramme formé d’objets asphériques.

2) Le comportement local de X, vu comme un préfaisceau sur la catégorie A
des simplexes, garde un sens apres localisation.
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La différence notable entre la catégorie de modeles 3, et les deux autres, Zop
et Cat, est que celle-ci fournit un modele uniforme de descente, déterminé par la
géomeétrie locale de A, i.e. du topos A. La notion de “méthode simpliciale” peut
étre vue comme l'invocation systématique de ce principe. L'un des propos de ce
travail est de montrer qu’il existe un grand nombre d’autres petites catégories
A telles que la catégorie des préfaisceaux sur A soit une catégorie de modeles
de Hot, de telle maniere que les propriétés de descente dans Hot puissent étre
modelées par la géométrie locale de A.
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Conjectures de Grothendieck — Histoires de modéeles

Dans Pursuing stacks [21], Grothendieck élabore une théorie de I’homotopie
dans la catégorie des petites catégories, inspirée des propriétés de descente coho-
mologique évoquées au paragraphe précédent. Il définit en particulier la notion de
localisateur fondamental, c’est-a-dire de partie VW de FICat — dont les éléments
seront appelés équivalences faibles — satisfaisant les propriétés de stabilité sui-
vantes.

LF1 La partie W est faiblement saturée.

Cet axiome impose des propriétés que ’on peut attendre de toute notion raison-
nable d’équivalences faibles :

a) toute identité est une équivalence faible;

b) si dans un triangle commutatif de Cat, deux fleches parmis les trois sont
des équivalences faibles, il en est de méme de la derniere;

c) si A s B "5 A est une paire de fleches de Cat, telles que ri = 14, et
ir € W, alors r € W.

LF2 Toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique.

Autrement dit, si A est une petite catégorie admettant un objet final, le foncteur
A — % (* désignant la catégorie finale) est une équivalence faible.

LF3 Pour tout triangle commutatif de Cat,
A - B
S
si la fleche u est asphérique au-dessus de S, alors elle est une équivalence

faible.

Cet axiome est une version relative du théoréeme de descente homotopique (i.e.
du théoreme A de Quillen). Il signifie que si pour tout objet s de S, le foncteur

u/s: Als — B/s
est une équivalence faible, alors u est une équivalence faible. Dans le cas ou
B = S et f§ = 1p, on retrouve bien 1’énoncé de descente homotopique déja

cité. En utilisant les mémes méthodes que Quillen, ou bien encore des criteres
cohomologiques, on obtient le résultat suivant.

)

THEOREME 1. Les équivalences faibles usuelles de Cat (i.e. celles envisagées
au paragraphe précédent) forment un localisateur fondamental.

D’autre part, il est immédiat que toute intersection de localisateurs fonda-
mentaux est un localisateur fondamental. Vu que FlCat est un localisateur fon-
damental, il est sensé de définir pour toute partie F de FlCat, le localisateur
fondamental engendré par F comme l'intersection de tous les localisateurs fon-
damentaux contenant F. En particulier, lorsque F = &, on définit ainsi le loca-
lisateur fondamental minimal.
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CONJECTURE A (Grothendieck). Le localisateur fondamental des équivalen-
ces faibles usuelles est le localisateur fondamental minimal.

Si W désigne un localisateur fondamental, on note Hot,,, la localisation de
Cat par W. L’énoncé ci-dessous est une conséquence immédiate de la conjecture

A.

COROLLAIRE 2. Pour tout localisateur fondamental VW, la catégorie Hot,,, est
canoniquement équivalente a une localisation de la catégorie homotopique Hot.

Considérons a présent un localisateur fondamental W fixé. Soit A une petite
catégorie. On a un foncteur de la catégorie des préfaisceaux sur A a valeurs dans
Cat,

z'A:A\—>Cat , X— A/X .

Grothendieck définit les équivalences faibles de A comme les éléments de I'ensem-
ble
—1
Le foncteur ¢, induit alors un foncteur
Iyt Wilzzl\ — Hot,,, .

Un des problemes que se pose Grothendieck dans Pursuing stacks est de donner
une caractérisation des petites catégories A telles que le foncteur i, ci-dessus soit
une équivalence de catégories. Cette question étant trop vaste pour étre résolue,
Grothendieck observe que le foncteur ¢, admet systématiquement un adjoint a
droite,
& Cat — A C +— (a — Hom 3(A/a,C)) .

Cela permet de définir la notion de catégorie test faible : on dit que A est une
catégorie test faible si on a 1’égalité

o —1
iy Wip=W,
et si les morphismes d’adjonction
ZAZZ —_— 1Cat et 1;4\ — ZZZA

sont des équivalences faibles naturelles. Cela implique que les deux foncteurs
induits,
Iy W;ﬁ — Hot,,, et i} :Hot, — ngfl

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses 1'une de 'autre. La “bonne”
notion est enfin atteinte lorqu’on demande qu'une telle propriété soit vérifiée
localement : une petite catégorie A est une catégorie test locale si pour tout
objet a de A, la catégorie A/a est une catégorie test faible. On vérifie en outre
que pour qu’une petite catégorie test locale A soit elle méme une catégorie test
faible, il faut et il suffit qu’elle soit asphérique. On en vient donc a la définition
suivante : une catégorie test est une catégorie test locale asphérique. La notion
de catégorie test (locale) se révele étre tres agréable a manipuler, car des criteres
simples a vérifier donnent des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
petite catégorie soit test (locale). Par exemple, toute petite catégorie équivalente
a la catégorie des ensembles ordonnés finis non vides est une catégorie test. Bien
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entendu, la catégorie des simplexes A est un exemple élémentaire de catégorie
test. En général, si A est une catégorie test locale, alors pour tout préfaisceau X
sur A (resp. toute petite catégorie A’), A/X (resp. A x A’) est une catégorie test
locale.

Considérons une petite catégorie A. On dit qu'un morphisme de préfaisceaux
sur A est une cofibration (resp. une fibration) si ¢’est un monomorphisme (resp.
s’il vérifie la propriété de relevement a droite relativement aux monomorphismes
qui sont en outre des équivalences faibles). On peut alors se demander dans quelles
conditions a-t-on défini de la sorte une structure de catégorie de modeles fermée
sur A. La démonstration de I’énoncé ci-dessous est élémentaire, n’utilisant que
les criteres dégagés par Grothendieck caractérisant les catégorie test locale, et des
arguments simples d’algebre homotopique (1.1.27).

PROPOSITION 3. Soit A une petite catégorie. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La catégorie A est une catégorie test locale.

(ii) Tout préfaisceau X sur A admet un cylindre, i.e. la codiagonale
(Ix,1x): XIITX — X
admet une factorisation en une cofibration
(0°0 : X1 X — XI
suivie d’une équivalence faible

o: XI — X .

(iii) Tout morphisme de A vérifiant la propriété de relevement a droite relative-
ment aux cofibrations est une équivalence faible.

CONJECTURE B (Grothendieck). Pour toute catégorie test locale A, la caté-
gorie des préfaisceaux sur A admet une structure de catégorie de modeles fermée,
dont les cofibrations sont les monomorpismes, et les équivalences faibles les élé-
ments de W

La proposition ci-dessus montre que cette conjecture est optimale, dans le sens
ou pour que la catégorie des préfaisceaux sur A admette de la sorte une structure
de catégorie de modeles fermée, il faut que A soit une catégorie test locale. On
remarque que les conjectures A et B donnent une nouvelle description de la
structure de catégorie de modeles fermée classique des ensembles simpliciaux.

Le propos principal de cette these est de montrer les conjectures A et B.
Cependant, la conjecture B n’a pu étre résolue qu’en imposant des conditions
de petitesse sur le localisateur fondamental considéré : on dit qu'un localisateur
fondamental W est accessible s’il existe un petit ensemble F de fleches de Cat
qui 'engendre (i.e. si W est U'intersection de tous les localisateurs fondamentaux
contenant F). Par exemple, le localisateur fondamental minimal est accessible
(en considérant 'ensemble F = @), et le localisateur fondamental maximal Fl Cat
est accessible (en considérant cette fois I'ensemble F = {& — x}). Nous avons
ainsi obtenu 1’énoncé suivant (5.1.11).
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THEOREME 4. Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une
catégorie test locale (relativement a W ). Alors la catégorie des préfaisceaux sur A
admet une structure de catégorie de modéles fermée a engendrement cofibrant®,
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles
sont les éléments de W, = i,

Nous nous sommes aussi préoccupés d’expliciter ce que la catégorie homoto-
pique Wilﬁ classifie lorsque A est une catégorie test locale. Si A est asphérique
(i.e. si A est une catégorie test), on sait par définition qu'on a une équivalence
de catégories R

W;A — Hot,, .
En général si A est une petite catégorie, et VW un localisateur fondamental, on
note W/A la partie de FI Cat /A formée des fleches de Cat /A dont I'image dans Cat
par le foncteur d’oubli est une équivalence faible. On définit alors la catégorie des
types d’homotopie relatifs au-dessus de A, ou encore, pour abréger, des A-types
d’homotopie,
Hotyy//A = W/A™'Cat /A .
On peut alors prouver ’énoncé ci-dessous (5.3.19).

THEOREME 5. Soient W un localisateur fondamental et A une catégorie test
locale. Alors on a une équivalence de catégories canonique

WA " Hotyy//A .
D’autre part, on peut montrer que toute catégorie fibrée au-dessus d’une
catégorie test locale est encore une catégorie test locale. En particulier, si A est

une catégorie test locale, et si G est un préfaisceau en groupes sur A, on peut
voir ce dernier comme un foncteur

G:A° — Cat ,

(tout groupe pouvant étre vu comme une catégorie ayant un unique objet et
dont les fleches sont des isomorphismes). On note BG la catégorie fibrée sur A
associée. Cette notation est justifiée par le fait que la catégorie des préfaisceaux
sur BG ¢s’identifie canoniquement a celle des préfaisceaux sur A munis d’une
action de G a droite. Ces considérations menent aussitot a I’énoncé suivant (par
une spécialisation de 5.5.12).

COROLLAIRE 6. Soient W un localisateur fondamental accessible, A une ca-
tégorie test locale, et G un préfaisceau en groupes sur A. Alors la catégorie des
représentations de G (i.e. des préfaisceaur sur A munis d’une action de G) ad-
met une structure de catégorie de modeéles fermée a engendrement cofibrant, dont
les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles sont les
éléments de W—.. En outre, la catégorie homotopique obtenue est canoniquement
équivalente a la catégorie des B G-types d’homotopie.

!Une catégorie de modele fermée M est a engendrement cofibrant si la factorisation de
toute fleche de M en une cofibration (resp. une cofibration triviale), suivie d'une fibration
triviale (resp. d’une fibration) s’obtient par l'argument du petit objet appliqué & un petit
ensemble de cofibrations (resp. de cofibrations triviales). En particulier, ces factorisations sont
donc fonctorielles.
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En vue de la démonstration du théoreme 4, nous avons introduit la notion
suivante. Soit A une petite catégorie. On appelle cofibrations les monomorphis-
mes, et fibrations triviales, les fleches de A vérifiant la propriété de relevement a
droite relativement aux cofibrations. Si WW désigne une partie de Fl //1\, on appelle
équivalences faibles les éléments de W, et cofibrations triviales les morphismes de
A qui sont a la fois des cofibrations et des équivalences faibles. Un A-localisateur
est une partie W de Fl A vérifiant les axiomes suivants.

L1 Si dans un triangle commutatif de 121\, deux fleches parmis les trois sont des
équivalences faibles, il en est de méme de la derniere.

L2 Toute fibration triviale est une équivalence faible.

L3 Les cofibrations triviales sont stables par images directes et par composi-
tions transfinies.

Comme dans le cas des localisateurs fondamentaux, on dit qu'un A-localisateur

W est accessible s'il existe un petit ensemble F de fleches de A tel que W soit
I'intersection des A-localisateurs contenant F. Nous avons établit le résultat ci-
dessous (2.3.4).

THEOREME 7. Soient A une petite catégorie, et W une partie de Fl A. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.

(i) La partie W est un A-localisateur accessible.

(ii) La catégorie A admet une structure de catégorie de modéles fermée a en-
gendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et
dont les équivalences faibles sont les éléments de V.

D’autre part, les résultats dégagés par Grothendieck permettent de démontrer
un énoncé fort pertinent (1.3.10).

THEOREME 8. Soient W un localisateur fondamental, et A une petite catégo-
rie. Pour que A soit une catégorie test locale, il faut et il suffit que W, = iW
soit un A-localisateur.

On voit donc a présent que la démonstration du théoreme 4 revient a montrer
qu’il existe un petit ensemble de fleches de A qui engendre le A-localisateur W
Il est alors temps de remarquer que les axiomes définissant les A-localisateurs
souffrent d’'un manque cruel : aucun analogue de I'axiome LF3 n’est mentionné.
Autrement dit, les propriétés locales de la catégorie des préfaisceaux sur A n’in-
terviennent pas a prior: dans la définition des A-localisateurs.

Considérons une petite catégorie A, ainsi qu'un A-localisateur W. Sans au-
cune hypothese d’accessibilité, on peut donner un sens a la notion de colimite
homotopique dans /Al, relativement a W. Si X est un préfaisceau sur A, on définit
un foncteur R

OoxAJX — A (a,a — X)—a .
On a alors un morphisme canonique (& équivalence faible pres)

holim¢, — X .
A/X
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On dit que W est régulier si le morphisme ci-dessus est une équivalence faible pour
tout X. La construction des foncteurs holim pouvant étre rendue indépendante
des A-localisateurs considérés, on vérifie que tout A-localisateur contenant un A-
localisateur régulier est lui-méme régulier. On peut alors montrer 1’énoncé suivant
(4.4.13).

THEOREME 9. Le A-localisateur régulier minimal est accessible.

COROLLAIRE 10. Soit F un petit ensemble de fleches de A. Le A-localisateur
régulier engendré par F est accessible.

Soit. A une petite catégorie. Un A-localisateur test est un A-localisateur régu-
lier tel que tout préfaisceau représentable soit asphérique (i.e. tel que pour tout
objet a de A, le morphisme de a vers le préfaisceau final soit une équivalence
faible). Il résulte immédiatement du corollaire ci-dessus que le A-localisateur test
minimal est accessible. D’autre part, on dit qu'un localisateur fondamental est
modelable par A si A est une catégorie test relativement a celui-ci. Nous avons
démontré I’énoncé suivant (5.1.10).

THEOREME 11. Soit A une petite catégorie. L’application
Wi ' W
établit une bijection de l’ensemble des localisateurs fondamentauxr modelables par
A sur celui des A-localisateurs test. Em outre, cette correspondance conserve l’ac-

cessibilité dans le sens ou pour qu’un localisateur fondamental VW, modelable par
A, soit accessible, il faut et il suffit que le A-localisateur i ;*W le soit.

Ce théoreme implique évidemment le théoreme 4 dans le cas ou A est une ca-
tégorie test. Le cas général en résulte par des moyens beaucoup moins explicites,
issus de la machinerie des A-localisateurs. La conjecture A se révele aussi étre
une conséquence de ce théoreme (5.1.12).

Ajoutons pour conclure ce paragraphe que la notion de A-localisateur se
généralise naturellement en celle de E-localisateur pour un topos arbitraire &
(cf. [10]). De méme, la problématique des catégories test s’étend au cadre des
catégories de faisceaux, ce qui fera 'objet d'un travail ultérieur.
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Guide de lecture

Chapitre 1. Théorie homotopique des catégories. Une partie de la théo-
rie homotopique de Grothendieck est exposée, sous la forme dun fascicule de
résultats (le lecteur étant renvoyé en général a [36]).

Le premier paragraphe comprend les définitions de localisateur fondamental,
de catégories test, de foncteurs test, etc. Quelques écarts nous distinguent de
[36] :

— La notion de localisateur fondamental envisagée dans ce texte correspond

a celle de localisateur fondamental fort dans [36].

— La notion de foncteur test que nous avons adoptée est un peu moins
générale que dans [36].

— L’une des caractérisations des catégories test locales (resp. des foncteurs
test locaux) en termes d’équivalences faibles locales (1.1.16, (e)) n’est pas
explicite dans [36].

Nous énongons le lemme d’homotopie élémentaire 1.1.27, lequel explique en quoi
la notion de catégorie test locale est caractérisée par certaines propriétés de rele-
vement. Le paragraphe se clot sur la donnée de quelques exemples élémentaires
de catégories test (1.1.28). Nous démontrons en particulier que la catégorie des
simplexes est une catégorie test (1.1.29), par une méthode différente de celle de
Grothendieck (exposée dans [36]).

Le second paragraphe s’ouvre quant a lui sur les notions de foncteur propre
et de foncteur lisse, duales I'une de 'autre. Celles-ci, dégagées par Grothendieck,
formalisent le comportement homotopique des catégories cofibrées et fibrées re-
spectivement. Nous rappelons ensuite la construction des extensions de Kan ho-
motopiques dans Cat en termes d’intégrales (ce qui généralise par exemple les
constructions de Thomason [46]). Le seul énoncé original de ce paragraphe est
le théoreme 1.2.19, lequel généralise a la situation homotopique 1’assertion selon
laquelle tout préfaisceau sur une petite catégorie est canoniquement une limite
inductive de préfaisceaux représentables. Ce résultat, de nature assez technique,
ne sera pas utilisé avant la fin du chapitre 4.

Le dernier paragraphe met I’emphase sur les catégories de préfaisceaux. Nous
y introduisons la notion de A-localisateur, puis formulons une caractérisation des
catégories test locales par ce langage (1.3.10).

Chapitre 2. Algebre homotopique des préfaisceaux. Cette partie est
consacrée a I’étude systématique du lien entre les notions de structures de catégo-
rie de modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur une petite catégorie A,
et de A-localisateur. Elle peut étre lue indépendamment du chapitre précédent.

Le premier paragraphe commence par quelques rappels concernant ’accessi-
bilité dans les catégorie de préfaisceaux. On y démontre ensuite plusieurs lemmes
techniques concernant les factorisations obtenues par 'argument du petit objet.
Nous étudions en particulier les propriétés d’exactitude de ces constructions, spé-
cialisant de la sorte des résultats dus a P.S. Hirschhorn dans [24].

Le second paragraphe se veut constructif. Il s’agit d’établir une méthode sys-
tématique pour élaborer des structures de catégorie de modeles fermées sur les
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catégories de préfaisceaux. Pour se faire, nous partons du constat (déja fait par
F. Morel dans [39]) que les méthodes de [17] gardent un sens dans un cadre
beaucoup plus général que celui des ensembles simpliciaux. Dans cette optique,
nous introduisons la notion de donnée homotopique (2.2.3), laquelle donne sens a
celle d’extension anodine, puis de préfaisceau fibrant, et enfin d’équivalence faible
(2.2.12). Pour montrer qu’on a ainsi défini une structure de catégorie de modeles
fermée (2.2.13), avec pour cofibrations les monomorphismes, il suffit de montrer
qu’il existe un petit ensemble de cofibrations triviales qui engendre toutes les co-
fibrations triviales par 'argument du petit objet. Cette existence est établie grace
a un argument de cardinalité a la Bousfield (2.2.33). Nous mettons toutefois le
lecteur en garde a propos du fait que dans cette construction, toute extension
anodine est une cofibration triviale, mais que la réciproque n’est pas vérifiée en
général. Nous donnons enfin plusieurs conditions équivalentes caractérisant les si-
tuations pour lesquelles les notions d’extension anodine et de cofibration triviale
coincident (2.2.38 et 2.2.44).

Dans le paragraphe suivant, on adopte un point de vue plus axiomatique, en
développant systématiquement la notion de A-localisateur. On établit la corres-
pondance entre ceux-ci et les structures de catégorie de modeles fermée a engen-
drement cofibrant, et dont les cofibrations sont les monomorphismes (2.3.4). Nous
démontrons ensuite les sorites principaux concernant la construction de A-loca-
lisateurs accessibles. On montre par exemple que si F est un petit ensemble de
fleches, le A-localisateur stable par produits finis engendré par F est accessible
(2.3.9). 11 est aussi établi que si

0:A— B

est un foncteur vérifiant certaines conditions d’exactitudes, et si W est un B-lo-
calisateur accessible, alors ¢ W est un A-localisateur accessible (2.3.10). Cela
implique en particulier que la notion de A-localisateur accessible est stable par
passage aux catégories de foncteurs (2.3.12).

Le dernier paragraphe de ce chapitre est lui consacré aux phénomenes de pro-
preté. On dit qu'un A-localisateur est propre s’il est accessible et si la structure
de catégorie de modeles fermée associée est propre. Nous inspirant du travail
précurseur de F. Morel et V. Voevodsky [40] ainsi que d’'une remarque tech-
nique de J.F. Jardine dans [33], nous établissons une condition nécessaire et
suffisante (et calculable) pour qu'un A-localisateur accessible soit propre (2.4.4).
Nous obtenons comme corollaire que tout A-localisateur engendré par une pe-
tite famille de A-localisateurs propres est propre (2.4.6). Une autre conséquence
immédiate est que si (X;);e; est une petite famille de préfaisceaux sur A, le A-
localisateur engendré par les projections

YxX;,—Y , YeObA,icl,

est propre (2.4.7). Un contre-exemple, montrant qu’il existe des A-localisateurs
qui ne sont pas propres, sera donné au chapitre 7.

Chapitre 3. Yoga simplicial. Cette partie s’ouvre sur une premiere ap-
plication de la théorie des A-localisateurs : retrouver par cette voie la théorie
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classique des ensembles simpliciaux. On définit les oco-équivalences comme les
éléments du A-localisateur engendré par les projections

XxA —X ., XeObA.

Ce A-localisateur est propre et stable par produits finis (3.1.5). La structure de
catégorie de modeles fermée associée peut en outre étre définie par une donnée ho-
motopique explicite, et on vérifie facilement que les extensions anodines obtenues
sont exactement celles construites par P. Gabriel et M. Zisman. Pour retrouver
le résultat de Quillen avec toute sa force (3.1.29), il reste donc & montrer que les
extensions anodines ainsi définies sont exactement les cofibrations triviales, ou
de maniere équivalente, que les fibrations sont exactement les fibrations de Kan
(3.1.28). La démonstration que nous donnons de ce fait se distingue des précé-
dentes en ce qu’elle ne fait usage ni de fibrations minimales, ni de la réalisation
géométrique.

Le second paragraphe est d’abord consacré a une démonstration d’une version
simpliciale du théoreme B de Quillen [43] (3.2.3). Nous démontrons ensuite que
cet énoncé caractérise en un certain sens le A-localisateur des oo-équivalences
(3.2.7). Autrement dit, il n’y a pas lieu d’espérer un énoncé analogue pour un
A-localisateur non trivial, strictement plus grand que celui des co-équivalences.

La troisieme et derniere partie de ce chapitre renoue avec la théorie générale
des A-localisateurs. Son intérét est purement technique. On y définit la notion
de complétion simpliciale W, d'un A-localisateur W en tant que A x A-locali-
sateur (3.3.16). La propriété principale de cette construction est que Iinclusion

canonique de A dans A x A induit une équivalence de catégories

WA S WA XA
un quasi-inverse pouvant étre défini par un objet cosimplicial adéquat (3.3.20). En
outre, pour que W soit accessible (resp. propre), il faut et il suffit que W, le soit.
En guise d’application de ce type de méthodes, nous donnons une démonstration
tres élémentaire du fait bien connu que pour tout ensemble simplicial X, les

morphismes
X —ExX e X —Ex*X

sont des oo-équivalences (3.3.14). Un corollaire immédiat (et non moins bien
connu) est la stabilité des co-équivalences par petites limites inductives filtrantes
(3.3.15).

Chapitre 4. Extensions de Kan homotopiques. La notion d’extension
de Kan homotopique est une version relative de celle de (co-)limite homotopique.
Elle a un sens dans les catégories de modeles fermées générales (voir [23, 13, 9]),
mais nous avons choisi de I’évoquer dans le cadre plus confortable — i.e. moins
technique — des catégories de modeles fermées exponentielles : on dit qu'une
catégorie de modeles fermée C est exponentielle a gauche (resp. a droite) si pour
toute petite catégorie I, la catégorie C! des foncteurs de I dans C admet une
structure de catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles, ainsi que les
cofibrations (resp. ainsi que les fibrations), sont définie par celles de C argument
par argument. On dit que C est exponentielle si elle 'est a la fois a gauche et a
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droite. Pour tout A—l/(\)calisateur accessible, la structure de catégorie de modeles
fermée associée sur A est exponentielle (4.1.5). Le premier paragraphe s’ouvre
donc sur la construction des extensions de Kan homotopiques dans les catégories
de modeles fermées exponentielles — laquelle se révele étre tres agréable puisqu’on
a a disposition des adjonctions de Quillen. Outre quelques sorites de fonctorialité,
nous étudions le comportement local des extensions de Kan homotopiques, c¢’est-
a~dire le calcul de leurs fibres (4.1.14). Plus concrétement, si M est une catégorie
admettant des petites limites inductives, et si u : I — J est un foncteur entre
petites catégories, le foncteur image inverse par wu, défini entre les catégories de
foncteurs,

ut MJ _ MI ’
admet un adjoint a gauche,
uy . MI — MJ .

Si F' est un foncteur de I vers M, et j un objet de J, ’évaluation de uF en j
s’écrit
(wF); ~ lm Fr;
1/j

(F|;1/; désignant I'image inverse de F' par le foncteur canonique de I/j vers I).
Cette description garde un sens lorsqu’on dérive les foncteurs incriminés. Nous
montrons ensuite que pour toute petite catégorie A, et tout A-localisateur, les
extensions de Kan homotopiques & gauche (i.e. du type colimite homotopique
relative) gardent un sens, ainsi que leur comportement local (4.1.30).

Le second paragraphe est consacré — toujours dans le cadre des A-localisa-
teurs — a la construction des extensions de Kan homotopiques du point de vue de
Bousfield-Kan [5]. Ces constructions ont en effet le mérite d’étre plus canoniques
que celles obtenues par voie abstraite (dans le sens ou elles recquierent moins
de choix). Nous les avons donc adoptées dans la suite, afin de “simplifier” les
constructions du paragraphe suivant notamment.

Dans la troisieme partie de ce chapitre, on commence par montrer qu’a tout
A-localisateur est canoniquement associé un localisateur fondamental (4.3.3). Ce
dernier est formé des fleches

u:l —J
telles que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme induit par u,

holim p7 X — holim p; X |
I J

soit une équivalence faible dans A (p3 X et pi X désignant les foncteurs constants
de valeur X, indexés par [ et J respectivement). La seule difficulté apparente
pour montrer qu’on a ainsi défini un localisateur fondamental, est la vérification
de I'axiome de descente homotopique LF3, laquelle résulte formellement des pro-
priétés locales des extensions de Kan homotopiques. La suite du paragraphe est
vouée a une construction technique (4.3.6) qui se veut étre 1’analogue homoto-
pique du fait que si S est une petite catégorie, et M une catégorie admettant
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des petites limites inductives, tout foncteur de S a valeurs dans M admet un
prolongement, unique a isomorphisme unique pres, en un foncteur

S — M
commutant aux petites limites inductives.

Le quatrieme et dernier paragraphe de ce chapitre est consacré a la notion
de A-localisateur régulier, déja évoquée plus haut. On y montre que celle-ci est
stable par localisation (4.4.15) — i.e. par passage aux catégories A/ X pour tout
préfaisceau X sur A — et par passage aux catégories de foncteurs (4.4.21). On
caractérise en outre les A-localisateurs réguliers comme ceux dont la complétion
simpliciale contient le A x A-localisateur des co-équivalences argument par argu-
ment (4.4.25). En particulier, cela montre que la notion de A-localisateur régulier
recouvre la théorie de la localisation des préfaisceaux simpliciaux développée dans
[19]. Un corollaire immédiat est que le A-localisateur régulier minimal est pro-
pre (en particulier accessible), et stable par produits finis. On en déduit aussi
que tout A-localisateur régulier est stable par petites limites inductives filtrantes.
Parmis quelques derniers sorites, on fait I'observation que le localisateur fonda-
mental associé a un A-localisateur régulier est totalement déterminé par 1’action
de Cat sur les préfaisceaux représentables (4.4.29).

Chapitre 5. A la poursuite des modeles. Le premier paragraphe consiste
en la démonstration des conjectures de Grothendieck, comme cela a été décrit plus
haut (5.1.11 et 5.1.12). On y trouve aussi quelques exemples d’équivalences de
Quillen entre catégories de préfaisceaux sur des catégories test (5.1.18 et 5.1.20).
On prouve par ailleurs que tout localisateur fondamental est stable par petites
limites inductives filtrantes (5.1.16).

En second lieu, le probleme de la propreté est abordé : on dit qu’un localisateur
fondamental est propre si pour toute catégorie test A, le A-localisateur associé est
propre. On montre que pour qu’'un localisateur fondamental soit propre, il faut
et il suffit qu’il existe une catégorie test A telle que le A-localisateur associé soit
propre (5.2.18). On établit par ailleurs qu’'un localisateur fondamental accessible
W est propre si et seulement s’il existe une famille F de petites catégories telle
que W soit le plus petit localisateur fondamental faisant des éléments de F des
catégories asphériques (5.2.21). Ces considérations seraient incomplétes sans une
légere généralisation de la théorie de Thomason [47], exposée dans 'annexe B :
pour tout localisateur fondamental accessible W, Cat admet une structure de
catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles sont les WW-équivalences,
et celle-ci est propre si et seulement si W est propre (B.2.10).

Le troisieme paragraphe est une étude de la notion de catégorie test locale.
On y donne la description de la catégorie homotopique dune catégorie test locale
en termes de types d’homotopie relatifs (5.3.19). On obtient comme corollaire
que pour tout localisateur fondamental propre, et toute catégorie test locale A, le
A-localisateur associé est propre (5.3.29). Cela permet aussi de donner un nouvel
exemple d’équivalence de Quillen (5.3.26), généralisant celui de 5.1.18.

La quatrieme partie de ce chapitre est consacrée au localisateur fondamental
minimal W,,. On démontre le théoreme B de Quillen a partir de son analogue
simplicial, établi au chapitre 3 (5.4.3). Cet énoncé fournit, comme dans le cadre
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simplicial, une caractérisation axiomatique de Wy, (5.4.7). Il permet par ailleurs
de prouver que si A est une catégorie test locale au sens de W, le A-localisateur
i1 Was est exactement le A-localisateur régulier engendré par les morphismes
entre préfaisceaux représentables sur A (5.4.8).

Ce chapitre s’acheve sur I’étude homotopique des catégories de représentations
avec le point de vue des catégories test locales, comme cela a déja été mentionné
plus haut (5.5.2 et 5.5.12). Dans le cas du localisateur fondamental minimal, si
A est une catégorie test locale stricte (i.e. telle que le A-localisateur i, W,, soit
stable par produits finis), et G est un préfaisceau en groupes sur A, on montre
qu’'un morphisme dia représentations est une équivalence faible si et seulement
si son image dans A par le foncteur d’oubli en est une (5.5.23). Dans le cas ou
A = A, on retrouve ainsi la théorie homotopique usuelle des représentations d’un
groupe simplicial.

Chapitre 6. Zoologie (1) : catégories test. Ce chapitre a pour voca-
tion de donner des exemples concrets et non triviaux de catégories test. On y
développe dans un premier temps les notions de catégorie squelettique et de caté-
gorie squelettique réguliere, formalisant ainsi quelques unes des bonnes propriétés
combinatoires de la catégorie des simplexes. Lorsque A est une catégorie squelet-
tique réguliere, tout A-localisateur est régulier. Si en outre A est une catégorie test
pour un localisateur fondamental, la description du A-localisateur correspondant
s’en trouve tres simplifiée. C’est ce qu’on vérifie ensuite dans I’étude homotopique
des ensembles cubiques : on démontre dans ce cadre ’analogue du théoreme de
Quillen pour les ensembles simpliciaux, ¢.e. 'existence d’une structure de caté-
gorie de modeles fermée propre, a engendrement cofibrant, avec une description
précise des fibrations (6.2.37). On développe en outre la théorie des ensembles
globulaires, en tant que catégorie de préfaisceaux sur une catégorie squelettique
réguliere qui n’est pas une catégorie test en général (6.3.8). Nous donnons pour
conclure quelques indications (succintes) pour construire des catégories test sur
le principe de la décomposition des spheres.

Chapitre 7. Zoologie (2) : localisateurs fondamentaux. Il s’agit cette
fois de donner des exemples de localisateurs fondamentaux. On étudie particu-
lierement le localisateur fondamental W, , n > 0, correspondant aux types d’ho-
motopie tronqués en degré n. Cela nous donne l'occasion de donner un nouvel
exemple de catégorie test : la catégorie A<, des simplexes A,,, 0 <m <n+1
(7.1.10). En outre, on montre que l'inclusion pleine A<, ; — A induit deux

équivalences de Quillen entre A/S\n“ et A (en localisant par W, ). Cela donne un
nouvel éclairage sur les foncteurs de troncation de Postnikov. On montre aussi
que la catégorie A<, 1 détermine W, en un sens adéquat (7.1.20).

On établit ensuite que tout localisateur fondamental qui n’est pas contenu
dans W, est trivial (7.2.2).

Ce chapitre s’acheve enfin sur une courte note concernant les localisateurs
fondamentaux associés & une théorie homologique (7.3.3), simple interprétation
des résultats de Bousfield [4]. On définit ensuite une famille de localisateurs fon-
damentaux accessibles qui ne sont pas propres a partir de I’homologie singuliere
rationnelle (7.3.6).
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CHAPITRE 1

Théorie homotopique des catégories

1. Catégories test locales

1.1.1. Dans le texte qui suit, on a adopté le langage des univers de Grothen-
dieck (voir SGA 4 [22]). On supposera donc qu’un univers est fixé, et qu’il contient
I’ensemble des entiers naturels. On parlera de petits ensembles pour désigner les
ensembles qui sont des éléments du-dit univers, et d’ensembles ou de classes pour
les autres.

1.1.2. Si C est une catégorie, on note Ob C' (resp. FI C') 'ensemble des objets
(resp. des fleches) de C'. On note Cat la catégorie des petites catégories, i.e. celle
dont les objets sont les catégories C telles que 'ensemble des fleches FIC' soit
petit, et dont les morphismes sont les foncteurs. Il est bien connu que Cat admet
des petites limites inductives et projectives (voir par exemple [17]). On note Ens
la catégorie des petits ensembles, et si C' est une petite catégorie, C désigne la
catégorie des préfaisceaux de petits ensembles, i.e. des foncteurs de la catégorie
C° opposée a C' vers Ens.

1.1.3. Soit f : A — B une fleche de Cat. Pour b € Ob B, on définit la
catégorie A/b en formant le carré cartésien suivant (ou B/b désigne la catégorie
des objets de B au-dessus de b, et B/b — B le foncteur d’oubli) :

Afb— A

ol

On remarque que A/b s’identifie canoniquement a la catégorie dont les objets
sont les couples (a,u), ot a € ObA et out u : fa — b est une fleche de B, et
dont les fleches ¢ : (a,u) — (b,v) sont les fleches ¢ : a — b de A, telles que

vo f(¢) =u.

Lorsqu’on se donne un triangle commutatif dans Cat,

'
C
pour chaque objet ¢ de C, il vient une fleche canonique f/c: A/c — B/c, ce

qui induit un foncteur ¢ : C — Fl(Cat), ¢ — f/c.

1.1.4. Soient M une catégorie, et VW une partie de FI M. On dira que W est
faiblement saturée si les axiomes suivants sont vérifiés.

A

)

27
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FS1 Toutes les identités sont des éléments de W.

FS2 Si dans un triangle commutatif de M, deux des trois fleches sont dans W,
alors il en est de méme de la derniere.

FS3Sii: X —Yetr:Y — X sont deux fleches de M, telles que 1 = 1x
et ir € W, alors r est un élément de W.

Soient WM la localisation de M par W, et v : M — W~ M le foncteur
canonique (i.e. le couple (M, ) est un objet initial parmis les foncteurs de source
M envoyant les éléments de VW sur des isomorphismes). On dira que W est
fortement saturé si un morphisme de M est un isomorphisme a condition et a
condition seulement que son image par le foncteur ~ soit un isomorphisme dans

WM.

1.1.5. Si W est un ensemble de fleches de Cat, on dira qu’un foncteur A — B
entre petites catégories est une W-équivalence (ou encore une équivalence faible)
si ¢’est un élément de W. Etant donné un triangle commutatif dans Cat,

f
B

C
on dira que f est un foncteur W-asphérique au-dessus de C' (ou plus simplement
asphérique au-dessus de C), si pour tout objet ¢ de C, la fleche f/c est une W-
équivalence. Dans le cas particulier ou B = C' et ou (3 est I'identité, on dira que f
est W-asphérique (ou encore asphérique). Enfin, on dira qu'une petite catégorie

A est W-asphérique (ou asphérique) si I'unique foncteur A — * de A vers la
catégorie ponctuelle est W-asphérique.

A

)

DEFINITION 1.1.6. Une partie W de FICat est un localisateur fondamental si
les axiomes suivants sont vérifiés.

LF1 L’ensemble de fleches W est faiblement saturé.

LF2 Pour toute catégorie A admettant un objet final, I'unique fleche A — x
de A vers l'objet final de Cat est une W-équivalence.

LF3 Pour tout triangle commutatif de Cat,

N

si f est W-asphérique au-dessus de C, alors f est une W-équivalence.

A

)

REMARQUE 1.1.7. La notion de localisateur fondamental que nous avons a-
doptée ici correspond a celle de localisateur fondamental fort dans [36].

Un exemple trivial de localisateur fondamental est ’ensemble Fl Cat. En outre,
toute intersection d’une famille de localisateurs fondamentaux est encore un lo-
calisateur fondamental. Par conséquent, si S est un ensemble de fleches de Cat,
on peut définir le localisateur fondamental engendré par S, que I'on notra W(S),
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comme l'intersection de tous les localisateurs fondamentaux qui contiennent S.
On dira qu'un localisateur fondamental est accessible s’il est de la forme W(S)
pour un petit ensemble S de fleches de Cat. Le localisateur fondamental mini-
mal est le localisateur fondamental engendré par @ C FlCat (il est par définition
accessible).

On fize, pour la suite de cette section, un localisateur fondamental WV .

SORITES 1.1.8. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Une petite catégorie A est asphérique si et seulement si le foncteur cano-
nique A — x est une équivalence faible.

(b) Le produit de deuz foncteurs asphériques est asphérique.

(c) Soientu: A — B etv: B — C deux foncteurs composables entre petites
catégories. Si u est asphérique, alors v est asphérique si et seulement si le
foncteur composé vu : A — C' [’est.

(d) Tout foncteur entre petites catégories admettant un adjoint a droite est
asphérique. En particulier, toute équivalence de catégories est asphérique,
et toute petite catégorie admettant un objet initial est asphérique.

DEMONSTRATION. Voir [36, 2.4, 2.6, 2.8 et 2.9]. O

PROPOSITION 1.1.9. Les W-équivalences sont stables par sommes quelcon-
ques et par produits finis.

DEMONSTRATION. Voir [36, propositions 9.2 et 9.3]. O]
PropPOSITION 1.1.10. Soit u : A — B un morphisme de Cat. Il existe un

diagramme commutatif (naturel en u)

A<LS<A)L>AO

1o

B<TBS(B)—>BO

SB

dont les fleches horizontales sont des équivalences faibles. En particulier, u est
une équivalence faible si et seulement si u® en est une.

DEMONSTRATION. Voir [36, 2.17 et 2.19]. O

REMARQUE 1.1.11. La proposition ci-dessus permet de dualiser les notions
considérées. Pour chaque foncteur entre petites catégories f : A — B, et chaque

objet b de B, on note b\A = (A°/b)°. Alors si

f
B
C
est un triangle commutatif de Cat, on dit que f est W-coasphérique au-dessus
de C' (ou plus simplement coasphérique au-dessus de C') si pour tout ¢ € C, le

A
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foncteur induit c\f : ¢\A — c\B est une W-équivalence. On s’apergoit aus-
sitot qu’en vertu de la proposition précédente, f est coasphérique au-dessus de
C si et seulement si f° est asphérique au-dessus de C°, et qu’alors f est une
Wh-équivalence. De méme, on appelle foncteur W-coasphérique (ou coasphérique)
tout foncteur u : A — B tel que pour tout objet b de B, la catégorie b\ A soit WW-
asphérique, ou encore, de maniere équivalente, tel que le foncteur u° : A° — B°
soit W-asphérique. Un tel foncteur est toujours une W-équivalence (c’est une
spécialisation immédiate de 'assertion précédente). Dans [36], le théoreme 9.10
donne plusieurs axiomatiques équivalentes de la notion de localisateur fondamen-
tal qui synthétisent bien ces phénomenes.

1.1.12. Soit A une petite catégorie. A chaque préfaisceau F' sur A, on associe
la petite catégorie A/F, dont les objets sont les couples

(a,u) , a€ObA et ueHomj(a, F)~F,,

et les fleches (a,u) — (a’,u'), les morphismes f : a — d’ de A telles que
' f = u. On remarque que si a est un objet de A (vu comme un préfaisceau
représentable, on retrouve ainsi la catégorie des objets de A au-dessus de a (1.1.3).
Cela définit le foncteur

iy:A—Cat , Fr+— AJF

On peut montrer que ce dernier admet un adjoint a droite

iy : Cat — A
(voir le corollaire A.1.15), défini par

(1%C) e = Homey (A/a, C)
On définit un ensemble de fleches de A par

Wi =i,'W

Un élément de W; sera appelé une W-équivalence (ou encore une équivalence

faible selon le contexte). On dira qu'une fleche X — Y dans A est une W-
équivalence locale (ou encore une équivalence faible locale) si pour tout objet a
de A, le foncteur induit

ia(X xa) —i,(Y xa)

est une W-équivalence. Un préfaisceau X sur A sera dit W-localement asphém’qu/g
(ou localement asphérique) si 'unique fleche X — * de X vers 'objet final de A
est une W-équivalence locale. On remarque immédiatement que toute équivalence
faible locale est une équivalence faible, car pour tout préfaisceau X sur A, et pour
tout objet a de A, la catégorie (i,X)/a s’'identifie canoniquement a la catégorie
i4(X X a), ce qui permet d’appliquer 'axiome LF3 au triangle ci-dessous.

A/X AJY

N

A
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REMARQUE 1.1.13. Soient A une petlte categorle et X un préfaisceau sur A.
On a un isomorphisme de catégories A/ X ~ A/ X, et si Uy désigne le foncteur
d’oubli

Uy : A— A,
on vérifie I'égalité i,y = i, Uy. Il en résulte immédiatement qu’une fleche de
A /X est une W-équivalence si et seulement si son image dans A par le foncteur
d’oubli en est une.

DEFINITION 1.1.14. Une W-catégorie test faible (ou une catégorie test faible)
est une petite catégorie A telle que le morphisme d’adjonction

€ iy iy — lea
soit une W-équivalence (i.e. telle que pour toute petite catégorie C, le foncteur
£c 140 C — C soit une équivalence faible).
Une W-catégorie test locale (ou une catégorie test locale) est une petite caté-
gorie A telle que pour tout a € Ob A, A/a soit une W-catégorie test faible.

Une W-catégorie test (ou une catégorie test) est une catégorie test locale qui
est aussi une catégorie test faible.

REMARQUE 1.1.15. Si une petite catégorie A est une catégorie test faible,
alors on a les inclusions

iAW CWet W C W5,

et le couple de foncteurs adjoints entre les catégories localisées W;A\ et W™1Cat,
induit par (i,,7%), est formé de deux équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de l'autre (voir [36, 4.8 et 4.9]). On montrera ultérieurement (5.1.2) que
tout localisateur fondamental est fortement saturé. Cela implique qu'un petite
catégorie A est une catégorie test faible si et seulement si on a les inclusions
ci-dessus, et si les foncteurs induits par i, et % sur les catégories localisées sont
des équivalences de catégories quasi-inverses 'une de l'autre.

THEOREME 1.1.16 (Grothendieck [21]). Soit A une petite catégorie. On note
Ay la catégorie associée a l'ensemble ordonné {0 < 1}. Les assertions qui suivent
sont équivalentes.

(a) A est une catégorie test locale.

(b) Pour tout objet X de ﬁ, la projection X x i Ay — X est une équivalence
faible.

(c) Pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i*%C
est localement asphérique.

(d) Le préfaisceau i Ay est localement asphérique.

(e) Pour toute équivalence faible u de Cat, i*yu est une équivalence faible locale.
En outre, si l'une de ces conditions est vérifiée, alors A est une catégorie test si
et seulement si elle est asphérique.

DEMONSTRATION. Voir [36, propositions 3.4 et 6.3, et théoréme 6.6] pour les
équivalence de (a) a (d). Il est par ailleurs immédiat que (a) implique (e) et que
(e) implique (c). O
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1.1.17. Soit i : A — Cat un foncteur défini sur une petite catégorie A. On
obtient alors un foncteur
7 Cat — A
défini pour chaque petite catégorie C, et chaque objet a de A, par i*(C)(a) =
Homc¢,, (ia, C). Cela détermine un foncteur

i,0" : Cat — Cat

On notera parfois par abus A/C la catégorie A/i*C.
Supposons que pour tout objet a de A, la catégorie ia admette un objet final
€q. On définit un morphisme de foncteurs

(073 ZAZ* — 1Cat
comme suit : si C' est une petite catégorie, le foncteur

est déterminé sur les objets par la formule a(a,u) = u(e,) (en remarquant que
par définition du préfaisceau i*C', un objet de A/C est un couple (a, u), ol a est un
objet de A, et w un foncteur ia — C), et si f : (a,u) — (b,v) est une fleche de
A/C, i.e. une fleche f:a — b telle que voi(f) = u, ax(f) = v(i(f)(e.) — ep).

DEFINITION 1.1.18. Soient A une petite catégorie, et ¢ : A — Cat un fonc-
teur tel que les catégories ia (ot @ € Ob A) admettent un objet final. On dira que
i est un W-foncteur test faible (ou un foncteur test faible) si A est une catégorie
test faible et si pour toute petite catégorie C, le foncteur a¢ : A/i*C' — C' est
une équivalence faible, et que c’est un W-foncteur test local (ou un foncteur test
local), si A est une catégorie test locale et si pour tout objet a de A, la restriction
de i & A/a est un foncteur test faible. Un foncteur test local défini sur une caté-
gorie test sera appelé un W-foncteur test (ou un foncteur test) si c’est en outre
un foncteur test faible.

REMARQUE 1.1.19. La notion de foncteur test que nous avons adoptée ici est
plus restrictive que celle dévéloppée dans [36].

PROPOSITION 1.1.20 (Grothendieck [21]). Soient A une petite catégorie, et
1 : A — Cat un foncteur tel que les catégories ia, a € Ob A, admettent un objet
final. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) A est une catégorie test locale et i est un foncteur test local.

(b) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*C
sur A est localement asphérique.

(c) Le préfaisceau i* Ay est localement asphérique.
(d) Pour toute équivalence faible u de Cat, i*u est une équivalence faible locale.

En outre, si l'une de ces conditions est satisfaite, et si A est une catégorie test,
alors i est un foncteur test.

DEMONSTRATION. Voir [36, théoréme 8.12] pour les équivalences de (a) a
(c). Il est par ailleurs immédiat que (a) implique (d) et que (d) implique (b). O



1. CATECORIES TEST LOCALES 33

1.1.21. Un foncteur u : A — B sera appelé une immersion ouverte (resp.
une immersion fermée) si c’est une inclusion pleine, et si pour tout objet b de B,
s'il existe un objet a de A, ainsi qu'une fleche b — a (resp. a — b) dans B,
alors b € Ob A. On dira dans ces conditions que A est un crible (resp. un cocrible)
de B.

Il est immédiat que si u : A — B est un foncteur, c’est une immersion
ouverte si et seulement si le foncteur opposé u° : A° — B° est une immersion
fermée.

Si B est une catégorie, et si A est une sous-catégorie pleine, on notera B\ A
la sous-catégorie pleine de B dont les objets sont les éléments de Ob B \ Ob A.
Sij: U — X est une immersion ouverte, alors 'inclusion i : X \ U — X est
une immersion fermée, et dualement, si 2 : I — X est une immersion fermée,
l'inclusion complémentaire 7 : X \ F' — X est une immersion ouverte.

LEMME 1.1.22. Soit j : U — X wune immersion ouverte, et A une catégorie
admettant un objet final w. Alors pour tout foncteur uw : U — A, il existe un
unique foncteur x : X — A, tel que x o j = u, et dont la restriction au cocrible
X\ U soit le foncteur constant de valeur w. O

1.1.23. On rappelle quesii: A — Bet p: X — Y sont deux fleches d'une
catégorie C, on dit que i (resp. p) vérifie la propriété de relevement a gauche (resp.
a droite) relativement a p (resp. relativement a i), si pour tout carré commutatif
du type suivant dans C

A= X

l .
B—b>Y )

il existe une fleche [ : B — X telle que loi=a et pol =0b.

Lorsque A est une petite catégorie, on dira qu’une fleche p : X — Y de Aest
une fibration triviale si elle vérifie la propriété de relevement a droite relativement
a tout monomorphisme de A (i.e. si (X, p) est un objet injectif de la catégorie
A /Y). 1l est remarquable que les fibrations triviales sont (entre autre) stables par
composition et par changement de base. En particulier, si I est un objet injectif
de 121\, pour tout préfaisceau X sur A, la projection X x I — X est une fibration
triviale.

LEMME 1.1.24. Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur.
On suppose que le foncteur iy : A — Cat envoie les monomorphismes de A sur
des immersions ouvertes. Alors l'adjoint a droite de iy, i* : Cat — g, envoie les
petites catégories admettant un objet final sur des objets injectifs de A.

DEMONSTRATION. Le lemme 1.1.22 implique que si X est une petite catégorie
admettant un objet final, le foncteur canonique p : X — * vérifie la propriété
de relevement a droite relativement aux immersions ouvertes, ce qui permet de
conclure par un argument standard d’adjonction. O

EXEMPLE 1.1.25. Soit A une petite catégorie. Si i désigne le foncteur
A—Cat , ar— Ala,
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alors le foncteur 7, est simplement le foncteur

iA : 121\ e Cat
(cela résulte du corollaire A.1.15), et il est immédiat que ce dernier envoie les
monomorphismes sur des immersions ouvertes. Le lemme ci-dessus implique donc
que le foncteur

iy :Cat — A
envoie les catégories admettant un objet final sur des objets injectifs de A.

DEFINITION 1.1.26. Soient A une petite catégorie, YW un ensemble de fleches
de E, et soit X un préfaisceau sur A. Un W-cylindre de X est la donnée d’'un
quadruplet (X1, 0y,01,0), ou X1 est un préfaisceau sur A, et dy, 0 : X — X1,
o : XI — X des fleches de /Al, tel que 00, = 1x, e = 0,1, tel que la fleche
(0, 01) : X I X — X soit un monomorphisme et tel que o soit un élément de

W.

LEMME 1.1.27. Soient A une petite catégorie, VW une partie faiblement satu-
rée de FI A. On appellera équivalences faibles les éléments de V. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.

(a) Toute fibration triviale est une équivalence faible.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, et pour toute petite catégorie C' admettant
un objet final, la projection X x 1%3C — X est une équivalence faible.

(¢) Pour tout préfaisceau X sur A, la projection X x i% Ay — X est une
équivalence faible.

(d) Tout objet de A admet un W-cylindre.

DEMONSTRATION. Commencons par 'implication (a) = (b). Si C' est une
petite catégorie admettant un objet final, le préfaisceau % C est un objet injectif
(cf. exemple 1.1.25). Comme les fibrations triviales sont stables par changement de
base, on en conclut que pour tout préfaisceau X sur A, la projection X x¢%C —
X est une fibration triviale.

L’implication (b) = (c) est immédiate, vu que la catégorie A; admet un objet
final.

Pour montrer (¢) = (d), il suffit de remarquer que comme les catégories
A/a sont connexes (pour a € ObA), le foncteur % commute aux sommes, et
il commute aussi aux produits fibrés, puisqu’il admet un adjoint a gauche, ce
qui montre qu’il respecte les monomorphismes. On en déduit que le morphisme
% (61, 0Y) est un monomorphisme (ot 6} est I'inclusion Ay — A; qui ne prend
pas la valeur i), et donc pour tout préfaisceau X sur A, on obtient un W-cylindre
(X x4 Ay, 1x x 0501, 1x x 1400, 1x x % 0)) (ol on a noté o) la fleche A} — Ay).

I reste donc a montrer (d) = (a). On considére une fibration triviale p : X —
Y, et on commence par remarquer que le carré suivant admet un relevement

g——X

|k

Y1—Y>Y ’
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ce qui implique que p admet une section s : ¥ — X. On choisit alors un W-
cylindre (X 1,0y, 01,0) de X, et on obtient le carré commutatif suivant :

(1x,sp)

XIITX—X

(80,81)l lp

X]p—o>Y

Ce dernier admet un relevement h : X1 — X, puisque (Jp, 0;) est un monomor-
phisme. On a donc les formules hdy = 1x et hd; = sp. Or les fleches 0, sont des
équivalences faibles pour e = 0, 1, ainsi que 1x et par suite, h est une équivalence
faible. Par conséquent, sp est une équivalence faible, et comme ps = 1y, on en
déduit que p est une équivalence faible (en vertu de 1’axiome FS3). O

EXEMPLE 1.1.28. Soit A une petite catégorie équivalente a la catégorie des
ensembles ordonnés finis admettant un élément maximal (resp. a la catégorie des
catégories finies admettant un objet final). On note i : A — Cat l'inclusion
(pleine). Alors A est une catégorie test, et ¢ est un foncteur test. En effet, on
peut supposer que A; est un objet de A, et comme A; = i*A;, pour tout objet
ade A, a x 1*A; — a est une équivalence faible, puisque c’est une fleche entre
préfaisceaux représentables. Autrement-dit, ¢*4; est localement asphérique, et
comme A est asphérique (elle admet un objet final), 1'assertion résulte de la
proposition 1.1.20.

On peut montrer de méme que toute petite catégorie équivalente a celle des
ensembles ordonnés finis (resp. des catégories finies) non-vides est une catégorie
test (I'inclusion dans Cat n’étant alors plus un foncteur test pour des raisons
évidentes).

EXEMPLE 1.1.29. On rappelle que la catégorie des simplezes est la catégorie
A, dont les objets sont les ensembles

A,={0,...,n} ,n>0 |,

ordonnés par 'ordre naturel, et dont les morphismes sont les applications crois-
santes. Comme la catégorie Ord des petits ensembles ordonnés est canoniquement
une sous-catégorie pleine de Cat, I'inclusion de A dans Ord est pleine, on obtient
une inclusion pleine canonique 7 : A — Cat. On note N = ¢* le foncteur nerf.
La catégorie des simplexes A est une catégorie test, et l'inclusion canonique

1: A — Cat est un foncteur test.

DEMONSTRATION. Soit C' une petite catégorie admettant un objet final e.
On va montrer que le foncteur

ag 1 iaNC — C

est une équivalence faible, ou encore, que la catégorie A/C' est asphérique. On
note I la catégorie représentée par le graphe

0\2/1
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et d’ : x — I le foncteur qui pointe I'objet j pour j = 0,1,2. On désigne par
s : Ay — C le foncteur qui pointe 'objet e de C, et on note p : A/C —
A/C le foncteur A/C — x+ — A/C, ou * — A/C pointe 'objet (A, s).
On a une inclusion canonique ¢ : ag'(e) — A/C, et on définit un foncteur
Y AJC — ag'(e) de la maniere suivante : si (A,,u) est un objet de A/C,
d(An,u) = (Apig,ut), o ut @ A,y — C est le foncteur donné par u™ (k) =
uk)sik<n+1l,etut(n+1)=e etsif: (A, u) — (4,,v) est une fleche
de A/C, ¢(f) est I'application croissante ¢(f) : App1 — Apia, b — f(k)
sik<n+4+1 etn+1+ m+ 1. On remarque que les incusions strictement
croissantes 521% : A, — Ay, déterminées comme celles qui ne prennent pas la
valeur n + 1, définissent un morphisme de foncteurs 7oy : 1p/c — ¥¢. D’autre
part, il vient un morphisme de foncteurs 715 : p — ¢, déterminé pour chaque
objet (A,,u) de A/C, par la fleche (Ag, s) — (A,11,u™), elle méme définie par
Iapplication Ay — A,, 11 qui envoie 0 sur n 4+ 1. On définit alors un foncteur
h:IxA/C— A/C aTlaide de 7o et de 719, tel que h(d® X 1a/c) = 1a/c, €t
h(d'x1a,c) = p. D’autre part, la catégorie I est asphérique, puisqu’elle admet un
objet final, et les foncteurs d’ X 15 c sont des équivalences faibles, puisque ce sont
des sections de I’équivalence faible I x A/C' — A/C. On en déduit que h est une
équivalence faible, et donc que p en est une aussi. Il résulte donc de 'axiome FS3
que la catégorie A/C est asphérique. En particulier, pour toute paire d’entiers
m,n > 0, la catégorie A/(A,, x A,,) est asphérique, et par conséquent, A; = N A
est un préfaisceau sur A qui est localement asphérique. Cela permet de conclure
en vertu de la proposition ci-dessus, une fois remarqué que A est une catégorie
asphérique, puisqu’elle admet un objet final (& savoir Ap). O

2. Eléments d’intégration
Dans cette section, on fixe une fois pour toute un localisateur fondamental V.

1.2.1. Nous aurons recours ici a la notion de catégorie (co-)fibrée, pour laquel-
le nous renvoyons a [20, exposé VI|. Nous commengons par en étudier les pro-
priétés homotopiques graces aux notions de morphisme propre et de morphisme
lisse dans Cat, dégagées par Grothendieck. Nous adopterons la terminologie de
[36], en dépit des risques de confusions avec le lexique homotopique usuel : un
foncteur u : A — B sera appelé une fibration (resp. une cofibration) s’il fait de
A une catégorie fibrée (resp. cofibrée) au-dessus de B.

Si A est une catégorie, et si a € Ob A, on note a : x — A le foncteur qui
pointe I'objet a. Si p : X — Y est un foncteur, et si y € ObY’, on note X, la
fibre de p au-dessus de y, i.e. la catégorie définie par le carré cartésien suivant :

Xy—>X

| b

* ——=Y

On a une inclusion pleine canonique X, — X/y définie explicitement par z —
(x,1,).
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DEFINITION 1.2.2. Un morphisme p: X — Y de Cat est W-propre, ou plus
simplement propre (resp. W-lisse, ou plus simplement lisse) si pour tout objet y
de Y, le morphisme canonique

X, — X/y (resp. X, — y\X )
est W-coasphérique (resp. W-asphérique).
REMARQUE 1.2.3. 1l résulte de la proposition 1.1.10 qu'un morphisme p :
X — Y est propre si et seulement si p° : X° — Y° est lisse. Les énoncés

ci-dessous, bien que ne mentionnant que les morphismes propres, induisent donc
directement des énoncés analogues pour les morphismes lisses.

EXEMPLE 1.2.4. Toute cofibration est propre, et toute fibration est lisse. En
pariculier, toute immersion fermée est propre, et toute immersion ouverte est
lisse. En effet, si p: X — Y est une cofibration, alors pour tout objet y de Y,
'inclusion X, — X/y admet un adjoint a gauche [36, lemme 2.13] et donc, en
vertu de la proposition 1.1.10 et de 1.1.8, (d), est coasphérique.

THEOREME 1.2.5 (Grothendieck). Soit p : X — Y un morphisme de Cat.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) p est propre.
(b) Pour tout objet x de X, les fibres du morphisme
sont asphériques.

(¢) Pour tout morphisme Ay — Y dans Cat, si on forme les carrés cartésiens,

XXy{l}—>X XyA1—>X

| |

{1} Ay Y ’

la fleche X xy {1} — X Xy A; est coasphérique.

(d) Pour toutes fleches v : Y — Y et v' : Y" — Y’ de Cat, si on forme les
carrés cartésiens,

Xxy Y/ Yo X xy V' s X

| Lk

Y” Y’ Y ’

v

,UI

et si v’ est coasphérique, il en est de méme de u'.

En outre, si p est propre, alors pour tout objet x de X, le morphisme

\X — y\Y , y = p(x)

est propre.
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DEMONSTRATION. Voir [36, proposition 12.3 et théoreme 12.12] pour la dé-
monstration des équivalences, et [36, lemme 12.6] pour ce qui est de la seconde
assertion. U

COROLLAIRE 1.2.6. Les morphismes propres (resp. lisse) sont stables par com-
position et par changement de base.

DEMONSTRATION. Voir [36, corollaire 12.4 et proposition 12.8]. O

PROPOSITION 1.2.7. Soit

X - Y
N
Z
un triangle commutatif dans Cat. On suppose que p et q sont des des morphismes
propres. Si pour tout objet z de Z, le foncteur induit sur les fibres X, — Y, est

une équivalence faible, alors u est asphérique au-dessus de Z. En particulier, u
est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Voir [36, proposition 12.13]. 0O

COROLLAIRE 1.2.8. Les morphismes propres (resp. lisses) a fibres asphériques
sont des équivalences faibles universelles (i.e. restent des équivalences faibles apres
tout changement de base).

1.2.9. Soit A une petite catégorie. Une W-équivalence étagée (ou une équi-
valence faible) de la catégorie Hom(A,Cat) des foncteurs de A vers Cat est un
morphisme F' — G tel que pour tout objet a de A, le foncteur F, — G, soit
une W-équivalence.

Soit F' : A — Cat un foncteur. On lui associe une catégorie cofibrée [F
au-dessus de A comme suit. La catégorie f F a pour objets les couples (a, ),
ot a € ObA et x € Ob F,, et pour fleches (a,x) — (a’,2’) les couples (a, &),
ol a € Homy(a,a’) et & € Homp,(Fy(x),2'). Si (a,§) : (a,2) — (a’,2') et
(o,¢) : (d/,2)) — (a”,2”) sont deux morphismes composables de [F, leur
composition est déterminée par la formule

(0',&) 0 (@,§) = (a’ e, o Fu(§)) -
La cofibration 0 : [F — A est simplement le foncteur de projection (a,z) —

a. Par exemple si F' est un foncteur constant de valeur C, alors [F = A x C' et
01 est la projecton évidente. On obtient ainsi un foncteur d’intégration

J 4= : Hom(A,Cat) — Cat .

Il se factorise en fait par la catégorie Cat/A. En outre, il envoie tout les mor-
phismes de Hom(A, Cat) sur des morphismes cocartésiens. D’autre part, si lim F
désigne la limite inductive de F', et si on note pour chaque objet a de A, ¢, :
F, — lim F', les morphismes canoniques, on peut définir un morphisme, foncto-
riel en F',

K(F): [F— lim F",
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par K(F)(a,z) = g,(z). Ces constructions peuvent étre vue comme des solutions
d’un probléme universel adéquat (voir [36, 10.3 et 10.4]).

Siu:A— B est un foncteur entre petites catégories, il induit un foncteur
image inverse u* : Hom(B,Cat) — Hom(A,Cat), défini par F' — F ou. On
notera parfois F'|4 pour u*F. On vérifie facilement que pour tout foncteur F' :
B — Cat, on a un carré cartésien canonique dans Cat :

[u*F —> [F
(1.2.9.1) eml lGF
A B

En particulier, pour tout objet b de B, on a deux isomorphismes canoniques

On en déduit que linclusion pleine F, — ([ F))/b est asphérique. Cette derniere
constatation mene directement a 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 1.2.10. Pour toute petite catégorie A, le foncteur
J : Hom(A, Cat) — Cat
respecte les équivalences faibles.

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de la proposition 1.2.7 et du
carré cartésien (1.2.9.1) (dans le cas ou A est la catégorie ponctuelle). O

1.2.11. On a vu que le foncteur d’intégration F' — [F correspond a la
notion de foncteur covariant. Dualement, si A est une petite catégorie, et si I est
un foncteur de A° vers Cat, on définit une fibration (p : VF — A par

VF = ([F°)° et (p = (0p)°
ou F° désigne le foncteur a — (F,)°. Cela définit ainsi un foncteur de cointé-
gration

V4 =V :Hom(A° Cat) — Cat
qui respecte les équivalences faibles (propositions 1.1.10 et 1.2.10). Par exemple
dans le cas ou F est un préfaisceau d’ensembles (vus comme des catégories dis-
cretes) sur A, VF =i, F.

Les opérations d’intégration et de cointégration sont compatibles dans le sens
suivant. Soient A et B deux petites catégories. On considere un foncteur
F:A°x B — Cat

ce qui définit en (co-)intégrant argument par argument deux foncteurs

[F = [,F:A°— Cat et VF =V, ,F:B — Cat .

On a en outre deux morphismes de foncteurs vers les foncteurs contants corre-
spondants

0p: [,F — B et Cp:V, F— A
ce qui induit deux foncteurs canoniques,

Vulp V[ pgF — AxB et S5l [gVAF — Bx A
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Nous laissons au lecteur le calcul explicite donnant lieu a la conclusion suivante.

LEMME 1.2.12. Awec les notations ci-dessus, l'isomorphisme d’échange A X
B ~ B x A identifie canoniquement les catégories V , [ o F et [,V F au-dessus
de A x B.

NOTATIONS 1.2.13. On note np : [VF — B et wyp : [VF — A les
morphismes obtenus en composant avec les projections BXx A — Bet BXxXA —
A respectivement. On remarque par ailleurs que 75 est une cofibration, et que
w est une fibration.

1.2.14. On fixe a présent une petite catégorie A.

Pour chaque petite catégorie B, on note Hot 4 () la localisation de Hom(A°x
B, Cat) par les W-équivalences étagées (1.2.9). Dans le cas ou A est la catégorie
ponctuelle, on note Hot,,,(B) cette catégorie, et lorsque B est la catégorie ponc-
tuelle, on note Hot 4, = Hot 4 ,,,(*). On pose enfin Hot,,, = Hot,,,(x).

Siu: B — B’ est un foncteur entre petites catégories, il induit un foncteur
image inverse u* de Hom(A° x B’,Cat) vers Hom(A° x B,Cat) qui respecte les
W-équivalences. On en déduit un foncteur

u* : Hot 4 1,,(B") — Hot 4, (B) .

THEOREME 1.2.15 (Grothendieck [21]). Pour tout foncteur entre petites ca-
tégories u : B — B’, le foncteur image inverse homotopique

u* : Hot 4 1, (B') — Hot 4,,(B)
admet un adjoint a gauche
Luy : Hot 4, (B) — Hot, ,,(B') .
DEMONSTRATION. Voir [36, théoréeme 11.7]. O

1.2.16. Nous aurons besoin par la suite d'une description explicite du foncteur
Luy, légerement différente en général de celle définie dans [36]. Pour chaque petite
catégorie C, on définit un foncteur

©¢ : Hom(A°, Cat/C) — Hom(A° x C,Cat)

par O¢(F,v : F — () = ((a,¢) — F,/c), (C désignant aussi le foncteur
constant sur A° de valeur C'). Cela permet de construire un foncteur

u, : Hom(A° x B,Cat) — Hom(A° x B',Cat)

par u, F' = Op([F,uo ), lequel respecte les W-équivalences étagées. En effet,
dans le cas o A est la catégorie ponctuelle, cela résulte de [36, lemme 11.5], et
en général, si F — G est une équivalence faible de Hom(A° x B, Cat), alors pour
tout objet a de A, le morphisme (v, F'), — (u, G), s’identifie au morphisme
u)(F,) — u,(G,), ce qui nous rameéne au cas de la catégorie ponctuelle. D’une
maniere générale, les constructions et les arguments de la démonstration du théo-
reme 11.7 dans [36] sont fonctoriels, et donc montrent que le foncteur induit par
w, sur les catégories localisées est ’adjoint a gauche escompté.
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NOTATIONS 1.2.17. Si B est une petite catégorie, on note py : B — x le
foncteur vers la catégorie ponctuelle, et on note

Llim = Llim Hot 4 1), (B) — Hot 4
le foncteur Lpp,. En vertu de ce qui précede, c’est le foncteur induit par le foncteur

f =Pp : Hom(A° x B,Cat) — Hom(A°, Cat)

Fr+—(a— [F,).

1.2.18. On définit un objet dish4 de Hot 4 },,(A) comme le foncteur de A° x A
vers Cat qui, & un couple d’objets (a,b) de A, associe 'ensemble Hom 4(a, b), vu
comme une catégorie discrete. Cet objet engendre Hot ,,, dans le sens suivant.

THEOREME 1.2.19. Pour toute petite catégorie X, et pour tout objet F de la
catégorie homotopique HotAvw(X), il existe un isomorphisme fonctoriel :

Ly wh(dish,) — F .

DEMONSTRATION. Soit F' un objet de Hot,,y,(X), i.e. un simple foncteur
F : A° x X — Cat. On rappelle que le foncteur wp, wi(dishy,) : A° x X — Cat
est défini par la formule suivante (ou (a,x) € Ob(A° x X)), et ou on a identifié les
catégories A°/a et (a\A)°).

(7p, w}(dishA))(ayx) = (f(w}(dishA))a)/x ~a\ [VF/x ~V [F|@aa°xx/z
Soit (a,z) un objet de A° x X. On définit un foncteur
Q(F)(a,ar) : (EF! wp(dis hA))(a,w) — Fax)

comme suit. Un objet de (mp, w*F(dish,))w.) est quintuplet (¢/,a : a —
a,x' & a' — x,y), ol a est une fleche de A, £ une fleche de X, et y un objet
de F(a 4, et une fleche

(d,a:a—d, 20 — xy)— (" :a—d" 2" & 2" — z,y)

est un triplet (¢,1, f), out ¢ : @' — a” est une fleche de A telle que ¢pa = o/, ¥ :
2" — 2" est une fleche de X telle que {'Y = &, et f: Fu,0)(y) — Flo,.) (')
est une fleche de Fy ;. On pose ainsi

o(Fan(d,a:a—d 2§ 0" — x,y) = Flag(y) sur les objets,
O(F) (a2 (0,0, f) = Flaen(f) sur les fleches.
On vérifie que cela définit un morphisme (naturel en F')
o(F) : mp wp(dishy) — F

dans la catégorie Hom(A° x X, Cat). Pour conclure, il suffit a présent de montrer
que c’est une W-équivalence argument par argument. Or on a les carrés cartésiens
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suivants, pour (a,z) € Ob(A° x X),

i(F,a,x) j(Fia,x)
Fla J Fulx/a V [ Fliayay<x/e
GFa‘X/x
X/:L’ a\A X X/x wF‘(a\A)OxX/x

(z,12) (a,la)Xlx/x

pri

* a\A

(avla)

D’autre part, comme T e est une fibration, le foncteur j(F,a,z) admet

xXX/x
un adjoint & droite, et donc est asphérique (1.1.8, (d)), et dualement, vu que
HFGIX/ est une cofibration, le foncteur i(F, a,z) admet un adjoint a gauche, ce

qui implique qu’il est coasphérique. Il résulte de tout ceci que le foncteur

Flaw) — V[ F|aaexx/x

est une WW-équivalence. On vérifie enfin que ce dernier est une section de o(F)(q,2),
ce qui acheve la démonstration. O

3. Induction aux préfaisceaux

On fize un localisateur fondamental W ainsi qu’une petite catégorie A.

LEMME 1.3.1. Soit I une petite catégorie, et F' : [ — A un foncteur. Alors
le foncteur canonique

K(iyF): [iyF — limi,F ~i,lim F
est une fibration.
En outre, si s = (a,s : a — Um F) est un objet de iy, im F', et si (i,F)s

désigne le foncteur de I vers Cat déterminé par i — (i, F;)s, on a un isomor-
phisme canonique

f(iAF)s = (fiAF)s .

DEMONSTRATION. On peut voir F' comme un foncteur de I x A° vers Cat
(toujours en considérant les ensembles comme des catégories discretes), et on

peut considérer lim F' comme un foncteur constant sur I a valeurs dans A. Ona
alors un morphisme canonique F' — lim F. Quitte a remplacer A par A / lim £,

on peut ainsi supposer que lim F" est 'objet final de A. Or on a lidentification
i /' = VF, par laquelle le foncteur K (i,F) correspond au foncteur composé de
[¢p et de la projection de I x A vers A. Le lemme résulte donc du lemme 1.2.12
et du carré cartésien (1.2.9.1). O
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PROPOSITION 1.3.2. Soit X un préfaisceau sur A. On définit un foncteur p

de A vers A par a — X X a. Si X désigne aussi le foncteur constant sur A de
valeur X, on a un morphisme de foncteurs py — X qui induit un isomorphisme
canonique lim py — X. On obtient ainsi un morphisme canonique dans Cat

K(igpx): Jiapx — iaX = A/X .
Ce foncteur est une fibration dont les fibres sont asphériques. En particulier, c’est

une W-équivalence universelle.

DEMONSTRATION. On sait déja grace au lemme ci-dessus qu'’il s’agit d’une
fibration. Il suffit donc de montrer que ses fibres sont asphériques. Or si (a, k) est
un objet de A/X, i.e. a € Ob A et k € Hom 3(a, X), alors

(Jiapx)iar = a\A
admet un objet initial, ce qui prouve I'assertion. O

COROLLAIRE 1.3.3. Avec les hypothéses et les notations de 1.3.2, pour tout
objet a de A, le foncteur induit sur les fibres au-dessus de a,

f(diSpX)a = (fiApX)a — (A/X), =dis X, ,
(disY désignant pour chaque préfaisceau d’ensembles Y sur A le préfaisceaux en
catégories discrétes associé), est une VW-équivalence.

DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot du fait que K (i, py) est une équiva-
lence faible universelle. O

REMARQUE 1.3.4. L’énoncé ci-dessus est un analogue en termes de préfais-
ceaux du théoreme 1.2.19.

PROPOSITION 1.3.5 (Grothendieck [21]). Soient I une petite catégorie, et F'

~

un foncteur de I vers A. Alors les fibres du foncteur canonique
K(iyF): [iyF — limi,F ~i,lim F
sont asphériques (et donc K (i ,F') est coasphérique) dans les cas suivants.

1. I est l’ensemble ordonné {1 > 0 < 1'}, et la fleche Fy — Fy est un
monomorphisme.

2. I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < i’ dans I, la fleche F; —
Fy est un monomorphisme.

DEMONSTRATION. Voir [36, propositions 10.14 et 10.17]. O]

DEFINITION 1.3.6. Soient C une catégorie, et F un ensemble de fleches de
C. On dira que F est stable par images directes (resp. stable par compositions
transfinies), si pour tout carré cocartésien dans C

U—>v

A

W——27 )
J
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si ¢ est un élément de F, alors il en est de méme de j (resp. si I est un ensemble

bien ordonné, d’élément initial 0, et X : I — C un foncteur tels que pour tout

i € I,i> 0, le morphisme hﬁm(,X(j) — X (i) soit un élément de F, alors le
)<<t

morphisme composé transfini X (0) — lim X est un élément de F.

REMARQUE 1.3.7. Dans une catégorie admettant des sommes, toute somme
s’écrit comme un composé transfini d’images directes. On en déduit que tout
ensemble de fleches stable par compositions transfinies et par images directes est
aussi stable par sommes.

COROLLAIRE 1.3.8. Pour toute petite catégorie A, la classe des monomor-
phismes de A qui sont des éléments de W3 = i,'W est stable par images directes
et par compositions transfinies.

DEMONSTRATION. Voir [36, corollaires 10.15 et 10.19]. O

Nous introduisons des a présent la notion suivante, laquelle permet de synthé-
tiser les propriétés formelles vérifées par les W-équivalences dans les catégories
de préfaisceaux sur une catégorie test locale.

DEFINITION 1.3.9. Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est un en-
semble de fleches W de A satisfaisant les axiomes suivants.

L1 Si dans un triangle commutatif de 121\, deux des fleches sont dans W, la
troisieme est dans W.

L2 Toute fibration triviale est dans W.

L3 La classe des monomorphismes de A qui sont dans W est stable par images
directes et par compositions transfinies.

On appelera W-équivalences les éléments de W.

COROLLAIRE 1.3.10. Soit W un localisateur fondamental. Une petite catégo-
rie A est une W-catégorie test locale si et seulement siiy;' W est un A-localisateur.
Le cas échéant, c’est une WW-catégorie test si et seulement si elle est W-asphérique.

DEMONSTRATION. Cela résulte du théoreme 1.1.16, du lemme 1.1.27, et du
corollaire 1.3.8. O

REMARQUE 1.3.11. Le but du prochain chapitre est de montrer que pour
toute petite catégorie A, les axiomes définissant la notion de A-localisateur,
lorsque certaines conditions de petitesse sont vérifiées, suffisent pour définir une
structure de catégorie de modeles fermée au sens de Quillen sur la catégorie des
préfaisceaux sur A.



CHAPITRE 2

Algebre homotopique des préfaisceaux

1. Accessibilité

2.1.1. Ce paragraphe a pour but de rappeler les techniques élémentaires qui
permettront d’utiliser I’'argument du petit objet assez librement dans les catégo-
ries de préfaisceaux. Les notions d’accessibilité telles que nous les envisageons ici
sont celles de SGA 4 (voir [22, exposé I, § 9]).

Lorsque E est un ensemble, on note |E| son cardinal.

DEFINITION 2.1.2. Soit o un cardinal. Un ensemble ordonné I est dit a-
filtrant, s’il est filtrant, et si tout sous-ensemble de I de cardinal inférieur ou égal
a o admet un majorant.

REMARQUE 2.1.3. Dans SGA 4, un ensemble ordonné a-filtrant est appelé
un ensemble ordonné grand devant a. Il est immédiat que si § < a sont deux
cardinaux, tout ensemble ordonné a-filtrant est (-filtrant.

EXEMPLE 2.1.4. Soit a un cardinal. Alors le cardinal successeur de «, vu
comme un ordinal (et donc comme un ensemble bien ordonné), est a-filtrant.

DEFINITION 2.1.5. Soit « un cardinal. Un foncteur F : A — B est a-
accessible si pour tout petit ensemble a-filtrant I, A admet des limites inductives
de type I, et F'y commute. On dira qu’un foncteur est accessible s’il est a-acces-
sible pour un certain cardinal «.

Soit C une catégorie. Un objet X de C est accessible (resp. a-accessible pour
un cardinal «), si le foncteur C — Ens, Y —— Home(X,Y") lest.

REMARQUE 2.1.6. Si 8 < «, tout foncteur a-accessible est (3-accessible.

EXEMPLE 2.1.7. Tout foncteur qui commute aux petites limites inductives
est a-accessible pour tout cardinal a. Le composé de deux foncteurs a-accessibles
Iest. Une limite inductive de foncteurs a-accessibles est a-accessible.

REMARQUE 2.1.8. Soit A une petite catégorie. Dans la catégorie A des pré-
faisceaux d’ensembles sur A, les objets représentables sont a-accessibles pour
tout cardinal «. En effet, les limites inductives se calculent terme a terme dans
A\, ce qui peut se reformuler en disant que si a est un objet de A, le foncteur
Hom i(a, . ): A — Ens commute aux petites limites inductives.

PROPOSITION 2.1.9. Soient A une petite catégorie, et « = |Fl A|. Le foncteur
lim : Hom(A, Ens) — Ens est a-accessible.

(Voir [22, exposé I, corollaire 9.8]).

45
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DEMONSTRATION. Il est bien connu que dans la catégorie des ensembles,
les limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives finies. On se
ramene alors facilement au cas ou A est une catégorie discrete, i.e. un ensemble
de cardinal a. En effet, si F' est un foncteur de A vers Ens, la limite projective
de F' se calcule comme le noyau d'une double fleche dont le but est un produit
des F'(a) indexé par I’ensemble des fleches de A, et la source un produit des F'(a)
indexé par I’ensemble des objets de A.

Soient I un ensemble ordonné a-filtrant, et (F,),ca une famille de foncteurs
de I vers &Ens. Il faut montrer que ’application naturelle

¢:lm [ F. — []lim F,

est bijective.

Soient x et y deux éléments de h_Hl)Ha F,. On peut supposer que x et y sont des
éléments de [ [, F,(ip) pour unig € I convenable, car [ est filtrant. Si ¢(x) = ¢(y),
alors pour tout a € A, il existe i, € I tel que z, = y, dans F,(i) pour i plus
grand que i,. Comme [ est a-filtrant, il existe un ¢; € I majorant tous les 7,. On
a donc x = y dans [[, Fi,(41), ce qui montre I'injectivité.

Siz e Hali_m>Fa, pour chaque élément a de A, il existe un i, € I tel que
z, provienne de l'ensemble F,(i,). Encore une fois, vu que I est a-filtrant, il
existe un majorant ¢ des i,, et donc les images des z, dans F,(i) définissent un
antécédent de z. O

PrOPOSITION 2.1.10. Soit C une catégorie admettant des limites inductives.
On considere un cardinal o, une petite catégorie A, et un foncteur F' : A —
C, tels que pour tout a € A, lobjet F(a) soit a-accessible, et on note A\ =
max(c, | FIA[). Alors im F' est A-accessible.

(Voir [22, exposé I, corollaire 9.9]).

DEMONSTRATION. Soit I un petit ensemble ordonné a-filtrant, et soit ¢ :
I — C un foncteur. Alors il vient les bijections canoniques

lim Home (lim F, ¢) ~ lim lim Hom¢ (F, ¢)

I A I Ae
~ lim lim Hom¢ (F), ¢)
Ao T
=~ lim Hom¢ (F, lim ¢)
A° I
~ Homc (lim F', lim ¢) ,
A I
ce qui montre la proposition. ]

COROLLAIRE 2.1.11. Si A est une petite catégorie, tout préfaisceau X sur A
est | FI A/ X |-accessible.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 2.1.8, cela résulte trivialement de la

proposition ci-dessus et du fait que X est la limite inductive dans A du foncteur
A/X — A, (a,u) — a. O
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REMARQUE 2.1.12. Ce corollaire implique que pour toutes petites catégories
A et B, tout foncteur A — B admettant un adjoint a gauche est accessible
(ce qui est une spécialisation de [22, exposé I, proposition 9.5]). En effet, si
D:A—> B est un tel foncteur, et si G' en désigne un adjoint a gauche, alors D
est défini par la formule

D(X), = Hom;(G(b),X) , Xe€ObA , beObB.

DEFINITION 2.1.13. Soit A une petite catégorie, et soit o un cardinal. On
dira qu'un préfaisceau X sur A est de taille < « si pour tout objet a de A, le
cardinal de 'ensemble X (a) est < a.

REMARQUE 2.1.14. Si a > |FlI A| est infini, un préfaisceau X sur A est de
taille < « si et seulement si o > |FI(A/X)|, et donc tout préfaisceau de taille
< « est a-accessible, en vertu du corollaire 2.1.11.

Si C' est une petite catégorie, et si S est un ensemble d’objets de (', on peut
définir C'(5), le crible engendré par S dans C : c’est l'intersection de tous les
cribles de C' qui contiennent S. La catégorie C'(S) admet une description plus
explicite : c’est la sous catégorie pleine de C' définie par

ObC(S)={ceObC |3s € S, Homg(c,s) # T} .
D’autre part, si F' est un préfaisceau sur A, il vient une bijection canonique
{sous-objets de F'} ~ {cribles de A/F} .

Par conséquent, si S est un sous-ensemble de I copaF'(a), on peut définir le
sous-objet F'(S) de F engendré par S, comme étant celui correspondant au crible
de A/F engendré par S. Or si a« > |FI A, et si |S| < a alors F(S) est de taille
< a, et donc est a-accessible, comme on I’a remarqué plus haut.

2.1.15. Pour chaque cardinal «r, on note Acc,(A) (resp. T, (A)) la sous-catégorie
pleine de A formée des objets a-accessibles (resp. des objets de taille < «).

PROPOSITION 2.1.16. Soient A une petite catégorie, et o un cardinal infini
qui magjore |Fl A|. Alors tout objet de A est la réunion a-filtrante de ses sous-
objets a-accessibles. En outre, il vient [’égalité :

To(A) = Accy(A) .
En particulier, la catégorie Acc,(A) est essentiellement petite.

DEMONSTRATION. Le début de la remarque 2.1.14 montre qu’on a une inclu-
sion pleine T, (A) C Acca(A), et donc il suffit de montrer que tout préfaisceau
a-accessible est de taille < a. Soit X un objet de A. On note I Pensemble des
sous-objets de X de taille < «, ordonné par I'inclusion. On vérifie aisément qu’il
est a-filtrant, et on a un foncteur évident F': I — A. En outre, on a une fleche
canonique lim /' — X, laquelle est un monomorphisme, puisque c¢’est une limite
inductive filtrante de monomorphismes. C’est en fait un isomorphisme puisque
tous les objets représentables sont de taille < «, ainsi que leurs quotients. Si X
est a-accessible, cet isomorphisme se factorise en X — F(i) — X pour un
i € I. Il est clair qu’alors I'inclusion F'(i) — X est un épimorphisme, et donc un
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isomorphisme, ce qui acheve la démonstration, car il est évident que la catégorie
T, (A) est essentiellement petite. O

PROPOSITION 2.1.17. Soient A une petite catégorie, et o un cardinal infini
magjorant | FI A|. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Toute limite projective finie de préfaisceaur sur A a-accessibles est a-ac-
cessible.

(b) Tout sous-objet d’un préfaisceau sur A a-accessible est a-accessible.

DEMONSTRATION. La proposition 2.1.16 permet de se ramener au cas ou A
est la catégorie des ensembles, auquel cas cette proposition est triviale. O

PROPOSITION 2.1.18. Soient A et B deux petites catégories, ¢ : A— Bun
foncteur accessible. Alors il existe un cardinal o tel que pour tout cardinal G > «,
on ait :

¢(Accg(A)) C Accpa(B) .
En particulier, si By > a, et si 3 = 2% alors

d(Accg(A)) C Aces(B) .
(Voir [22, exposé 1, proposition 9.14])

DEMONSTRATION. On considére un cardinal infini v majorant | FI A| et | FI B|,
tel que ¢ soit y-accessible. On remarque qu’il existe un cardinal o > =, tel que tout
préfaisceau y-accessible sur A soit envoyé par le foncteur ¢ sur un préfaisceau
a-accessible sur B (en vertu de la proposition 2.1.16 et du corollaire 2.1.11).
D’autre part, si E est un ensemble, le cardinal de ’ensemble des sous-ensembles
de E dont le cardinal est < v est majoré par |E|”, car cet ensemble se plonge
dans ’ensemble des applications de v vers . On considere a présent un cardinal
0 > a. Si X est un préfaisceau (-accessible sur A, on note I I'ensemble des
sous-objets y-accessibles de X, ordonné par l'inclusion. La remarque 2.1.14 et la
proposition 2.1.16 permettent de voir que le cardinal de 1’ensemble I est majoré
par |FIA/X|7, et donc par 5. En outre, en vertu de la proposition 2.1.16, I est
un ensemble ordonné ~-filtrant, et le foncteur d’inclusion F' : [ — Aa pour
limite inductive le préfaisceau X. Comme ¢ est y-accessible par hypothese, on a
un isomorphisme canonique lim ¢/ ~ ¢.X. La proposition 2.1.10 implique donc
que ¢X est f%accessible, puisque §“ majore a. Pour achever la démonstration,

il suffit de constater que si 3y > «, et si B = 2%, alors on a les égalités 3% =
(Qﬁo)a — 9o — 9B — B. O

DEFINITION 2.1.19. Soient C une catégorie, f : X — Y et g: W — Z deux
fleches de C. La fleche f est un rétracte de g s’il existe un diagramme commutatif

X —=Ww-—"=X

ol

Y —7—7>Y
J
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tel que 1t = 1x et s5 = 1y.
On dira qu'un ensemble de fleches de C est stable par rétractes si tout rétracte
d’un élément de cet ensemble est un élément de celui-ci.

DEFINITION 2.1.20. Soit C une catégorie. Si F' est un ensemble de fleches de
C, on notera [(F') (resp. r(F)), 'ensemble des fleches de C qui vérifient la propriété
de relevement a gauche (resp. a droite) relativement a tous les éléments de F.

REMARQUE 2.1.21. Si C est une catégorie admettant des petites limites in-
ductives, alors pour tout ensemble de fleches F' de C, [(F') est stable par images
directes, par compositions transfinies, et par rétractes . En particulier, I’ensemble
des fleches de C formé des fleches qui sont des composés transfinis d’images di-
rectes d’éléments de I, notée Cell(F), est contenu dans I(r(F')). On peut montrer
que Cell(F') est stable par compositions transfinies et par images directes (voir
26, lemme 2.1.2]). Cela implique que Cell(F) et I(F') sont stables par sommes,
puisque toute somme est un composé transfini d’images directes.

On remarque que dans la catégorie Ens des ensembles, I’ensemble des appli-
cations injectives est stable par images directes, par composition transfinie et
par rétractes. On en /gléduit que pour toute petite catégorie A, I'’ensemble des
monomorphismes de A vérifie la méme propriété.

2.1.22. LEMME DU RETRACTE. Soit C une catégorie. On considére deux mor-
phismes i et p de C tels que pi ait un sens. Si pi € l(p), alors pi est un rétracte

de i.
DEMONSTRATION. Voir [26, lemme 1.1.9]. 0O

DEFINITION 2.1.23. Soit C une catégorie, et soit I un petit ensemble de fleches
de C. On dira que I permet l’argument du petit objet si pour tout morphisme
A — B qui est un élément de I, I'objet A est accessible.

2.1.24. I’ARGUMENT DU PETIT OBJET. Soient C une petite catégorie, ad-
mettant des petites limites inductives, et I un petit ensemble de fleches de C
permettant l'argument du petit objet. Alors il existe une factorisation fonctorielle
de toute fleche f de C en f = pi oup € r(I) et ou i est un composé transfini
d’images directes d’éléments de 1. En outre, toul élément de la classe [(r(I)) est
un rétracte de Cell(i), ce qui fait de l(r(I)) le plus petit ensemble de fléches de C

stable par images directes, par compositions transfinies, et par rétractes contenant
1.

DEMONSTRATION. Voir [26, théoréeme 2.1.14 et cocollaire 2.1.15]. O

LEMME 2.1.25. Soit A une petite catégorie. On considére une classe C de mo-

nomorphismes de A et une classe D de préfaisceaur sur A ayant les propriétés
susvantes.

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies.

(b) Sif: X — Y etg:Y — Z sont deur monomorphismes composables de
A, et si f et gf sont des éléments de C, alors g € C.

(c) Tout préfaisceau sur A est réunion de ses sous-objets appartenant a D.
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(d) Pour tout élément X — 'Y de C, et tout sous-objet Z de Y appartenant a
D, il existe un sous-objet T de Y appartenant a D et contenant Z, tel que
TNX — T soit un élément de C.

On note N l’ensemble des éléments de C dont le but est un élément de D. Alors
C = Cell(NV). Si en outre la classe C est stable par rétractes et s’il existe un petit
ensemble D C D tel que tout élément de D soit isomorphe a un élément de D,
alors le petit ensemble I des éléments de C dont le but est dans D engendre C
dans le sens ot on a les égalités : C = Cell(I) = I(r(1)) .

DEMONSTRATION. Il est immédiat que Cell(N') C C. Il suffit donc de montrer
I’autre inclusion. Soit ¢ : K — L un élément de C. On considere ’ensemble F des
sous-objets de L qui sont dans D que ’'on munit d’un bon ordre. On va construire
un foncteur ¢ : £ — A tel que pour tout e € F, ¢(e) soit un sous-objet de L
contenant K et e, 'inclusion K — ¢(e) étant un élément de Cell(N), et tel que
si e # 0 (ou 0 est 'élément initial de F), le morphisme h_m)e/<e o(e) — o(e)
soit un élément de Cell(N). La flecche K — lim ¢ s’identifiera canoniquement
a i, et elle sera un élément de Cell(N). Pour e = 0, comme 0 est par hypothese
dans D, il existe un sous-objet Uy de L, élément de D, contenant 0, et tel que
Uy N K — Uy soit dans C. On pose alors ¢(0) = Uy U K. Le carré cocartésien
ci-dessous montre que U'inclusion K — Uy U K est alors dans Cell(N).

KnU Uy
K K UU

On procede ensuite par induction transfinie. Supposons que pour un e > 0 on ait
construit tous les ¢(e’) pour ¢/ < e. On pose V = lim , ¢(e’). Alors l'inclusion
K — V est un élément de C, et donc il en est de méme de V' — L. On en
déduit qu’il existe un sous-objet a-accessible U, de L, contenant e, et tel que
I'inclusion U, NV — U, soit dans C. On pose alors ¢(e) = U, UV, et on
vérifie immédiatement grace au carré cocartésien ci-dessous que V. — ¢(e) est
un élément de Cell(N).

VU, Uy
v VuU,
La derniere assertion résulte de 'argument du petit objet appliqué a I’ensemble
I des éléments de C dont le but est dans D. O

REMARQUE 2.1.26. Le lemme ci-dessus sera toujours appliqué dans la suite
pour une classe C de monomorphismes stable par rétractes, et avec pour classe
d’objets D les préfaisceaux a-accessibles pour un cardinal « bien choisi.

DEFINITION 2.1.27. Soit A une petite catégorie. Un modéle cellulaire de A est
un petit ensemble M de monomorphismes de A, tel que [(r(M)) soit I’ensemble
des monomorphismes de A
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PROPOSITION 2.1.28. Toute catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie
admet un modele cellulaire.

DEMONSTRATION. Cela résulte de la proposition 2.1.16 et du lemme 2.1.25
appliqué a la classe des monomorphismes de la catégorie de préfaisceaux consid-
érée. O

COROLLAIRE 2.1.29. Soit A une petite catégorie. Alors il existe une factori-

sation fonctorielle de toute fleche f de A en f = pi ou i est un monomorphisme
et ou p est une fibration triviale.

DEMONSTRATION. Cela résulte du corollaire 2.1.11 et de la proposition 2.1.28,
qui permettent d’appliquer 'argument du petit objet. O

LEMME 2.1.30. Soit A une petite catégorie.

(a) On considére un diagramme commutatif de A de la forme ci-dessous.

X1 X2
X, < Xy —2- X,

ill 1) lio (2) liQ

Sy So Sy

s1 S9

St les morphismes iy et | : Xy x, Sg — S1 sont des monomorphismes, le
morphisme canonique

Xy HXO Xy — 51 Hso 52
est un monomorphisme.

(b) Pour tout diagramme commutatif de A de la forme

1 T2
Xi—Xo— X5

ill 1) lio (2) liz

Sy <— Sp—— 5
le (1" Tjo (2" T]é
Y, Yo Y, ’

Y1 Y2

st les fleches verticales et les morphismes x1, s et y; sont des monomor-
phismes, et si les carrés (1) et (1') sont cartésiens, alors le morphisme
canonique

(Xl X51 Yl) H(XQXSOYQ) <X2 XSQ }/2) B— (Xl HXO X2) X(SlL[SOSQ) (3/1 HYO Y2)
est un isomorphisme.

(c) Pour toute petite famille de diagrammes de A de la forme

X; Y;
Si
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le morphisme canonique

(X xs, Vi) — (ILX3) x s, (I1Y))

i
est un isomorphisme.

REMARQUE 2.1.31. Pour que le morphisme [ de I’énoncé (a) soit un mono-
morphisme, il suffit que le carré (1) soit cartésien, et que les fleches i; et s; soient
des monomorphismes.

DEMONSTRATION. (a) On pose X = X; [y, X5 et S = 5 IIg, S2. On com-
mence par former le carré cocartésien suivant.

52 —>-XHX2 SQ

Comme par hypothese, 75 est un monomorphisme, il en est de méme de k. D’autre
part, on a un carré commutatif

Xl HXO S(] > X HXQ 52

ll lm
S1 S ’
lequel s’avere étre cocartésien, en regard des isomorphismes canoniques
S1Hx1ig, 50 X Hx, S = 51 xqing s X1 Ly, Xo Hx, 5o
~ 5 HXlLIXOSO X1 I, So
~ Sy g, 5o
=5.

Or [ est un monomorphisme, et donc m en est un aussi. L’assertion résulte ainsi
du fait que le morphisme canonique de X vers S est le composé de m et de k.
(b) Considérons le diagramme

Xiny XoNYy XoNYy

Xl X51Y1<—X0 XS()}/O—>X2 X52}/2

l l l

Xy Xo X

On remarque grace a 1’égalité
XlﬁYlﬂonXoﬂYb

que le carré de gauche est cartésien. Il résulte donc de la remarque 2.1.31 et de
(a) que la fleche canonique

(Xl N Yl) H(XOQYO) <X2 N Yz) — Xl HXO X2
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est un monomorphisme. On vérifie de la méme maniere que le morphisme cano-
nique

(X1 NY)) Oixonyy (X2 NYs) — Y7 Iy, Y
est un monomorphisme. On a d’autre part le diagramme commutatif suivant dans
g, dont toutes les faces horizontales sont cocartésiennes.

XNy, Y
e ? /
X ‘ X;uUuYy;
XoNYy — Y
Xy ¢ XoUY)
XoNYs —Y
L
X5 XoUYs
On en déduit un carré cocartésien
(X1 NY1) Mixpnyve) (X2 NY2) X1 iy, Xo

| |

Y1 Iy, Yo (X1 UY1) Hxpuvp) (X2 UY?)

Or en vertu de ce qui précede, toutes les fleches de ce carré sont des monomorphis-
mes, ce qui implique qu’il est aussi cartésien. Considérons a présent le diagramme
commutatif ci-apres.

X1UY1<—XOU}/()—>'X2U}/2
Sh So So
Les trois fleches verticales sont des monomorphismes, ainsi que les fleches hori-
zontales du carré de gauche. Les égalités
(X1UY)NSy=(X1NS)u(Y1nNSy) =XeUY,

montrent que le carré de gauche est cartésien. Il résulte donc de (a) que la fleche
canonique

(X1 UY)) Oix,uyy) (X2 UYs) — S 1g, Sy

est un monomorphisme. Cela implique que le carré suivant est cartésien,

(X1 N Y1) Uixonvg) (XoNYs) —= Y Iy, Y5

| l

Xy Hx, Xo S1 I, S ’

et démontre (b).

L’énoncé (c) est une conséquence immédiate du fait que les sommes dans A
sont disjointes et universelles. O
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2.1.32. On rappelle ici succintement la construction de la factorisation par
I’argument du petit objet, et on développe quelques unes de ses propriétés.
Ces considérations forment un cas particulier de certaines constructions de [24,
chapitre 16|, qui se révelent un peu plus simples dans le cadre des catégories de
préfaisceaux.

On considéreAa présent une petite catégorie A, un petit ensemble N de mono-
morphismes de A, et un ensemble bien ordonné A. On note 0 le plus petit élément
de A, et pour p € A, on note p+1 son successeur lorsqu’il existe dans A. On définit
alors un foncteur L : A — A et un morphisme de foncteurs 1; — L par la

méthode du petit objet : on commence par définir deux foncteurs S B:A—A
en posant pour chaque objet X de A

SX = T n c,
C—DeN Hom ;(C,X)

et

BX = I D,
C—DeN Hom ;4(C,X)

et on obtient deux morphismes de foncteurs évidents S — B et S — 1;. On
forme ensuite le carré cocartésien suivant :

|k

B——=1I1,

Pour p € A, on définit le foncteur L, par induction transfinie en posant Ly =
13, puis Ly41 = LiL,, et lorsque i n’est pas un élément successeur, on pose
L, = li_m)y< L,, la limite étant définie par les mophismes de foncteurs [, L,
L, — L,41. On définit enfin le foncteur L = h—mmeA L,, et on obtient en outre
par composition transfinie un morphisme de foncteurs / : 1; — L. On remarque
que par construction, si X est un préfaisceau sur A, [x est un composé transfini
d’images directes d’éléments de N, et donc un élément de I(r(N)). Clest en
particulier un monomorphisme.

PROPOSITION 2.1.33. Le foncteur L vérifie les propriétés suivantes.
(a) Il respecte les monomorphismes.

(b) Si X — Z et Y — Z sont deuxr monomorphismes de E, la fleche cano-
nique L(X NY) — L(X) N L(Y) est un isomorphisme.

(c) 1l est accessible.

(d) Si « est un cardinal tel que L soit a-accessible, et tel que tout préfaisceau
sur A soit la réunion a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles, alors pour

tout objet X de ﬁ, et tout sous-objet a-accessible Y de LX, il existe un
sous-objet a-accessible Z de X, tel que LZ contienne Y.

DEMONSTRATION. Pour montrer (a) et (b), on remarque qu’il suffit de mon-
trer les énoncés analogues pour le foncteur Ly, car les limites inductives filtrantes
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sont exactes. Pour tout préfaisceau C sur A on note K¢ le foncteur
KC:5n3—>/A1 , E»—>]E[C'.

On vérifie immédiatement qu’il commute aux produits fibrés, et donc, en parti-
culier, qu’il respecte les monomorphismes. On remarque que

S = I S, (resp. B = I B,),

wC—DeN w:C—DeN

ou S, (resp. B,) est le composé du foncteur
Hom;(C, .) : A— &Ens

suivi du foncteur K¢ (resp. Kp). Il est immédiat que les foncteurs de types S, et
B, commutent aux produits fibrés. Vu que les monomorphismes sont stables par
sommes, on en déduit que les foncteurs S et B respectent les monomorphismes, et
il résulte de I'assertion (c¢) du lemme 2.1.30, qu’ils respectent les intersections de
sous-objets. Enfin, on s’apercoit aussitot que pour tout monomorphisme X —
Y, le carré ci-dessous est formé de monomorphismes et est cartésien.

SX—BX

L

SY —BY

L’assertion (a) (resp. (b)) est donc conséquence de la partie (a) (resp. (b)) du
lemme 2.1.30.

On remarque qu’en vertu du corollaire 2.1.11, les foncteurs S et B sont acces-
sibles (car le composé d’un foncteur accessible avec un foncteur qui commute aux
petites limites inductives est accessible, toute somme de foncteurs accessibles est
accessible). On en déduit que le foncteur L; l'est aussi. La propriété (c) résulte
immeédiatement du fait que les foncteurs accessibles sont stables par composition
et par limites inductives.

Pour montrer la propriété (d), on considere un préfaisceau X sur A, puis on
note I I’ensemble des sous-objets a-accessibles de X, ordonné par 'inclusion, et
o: 1 — A le foncteur évident. Si Y est un objet a-accessible, comme lim ¢ ~ X,
comme [ est a-filtrant, et comme L est a-accessible, on a une bijection canonique :

lim Hom 3(Y, L¢)) ~ Hom 3(Y, LX) .

Lorsque Y C LX), cela implique que Y est contenu dans un des L¢(i), et acheve
la démonstration de la proposition. O

2. Extensions anodines

DEFINITION 2.2.1. Soit A une petite catégorie. Un cylindre d’un préfaisceau
X sur A est un quadruplet

(IX,0%,0%,0x)
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correspondant a un diagramme commutatif du type suivant :

X
1x
5%
IX ==X
%
1x
X )

et tel que (0%,0%) : X II X — I X soit un monomorphisme.
Un morphisme de cylindres

(IXa 89(7 8}(7 UX) - (IY7 810/7 831/7 UY)
est une paire de morphismes ¢ : X — Y et ¢ : [X — IY tels que ¥0% = 05 ¢
pour e = 0,1 et pox = oy 1. R
On note Cyl(A) la catégorie des cylindres de A.
Un cylindre fonctoriel est une section du foncteur

Cyl(A) — A | (IX,0%,0%,0x) — X,

i.e. ¢’est un quadruplet (I,0° 0%, 0) out I est un foncteur de la catégorie A vers
elle-méme, et ot 9°,0' : 13 — I sont des morphismes de foncteurs admettant
une rétraction fonctorielle commune o, tels que pour tout préfaisceau X sur A,
le morphisme (9%, d%) soit un monomorphisme.

2.2.2. Si X est un préfaisceau sur A, on notera X ® I le préfaisceau I(X),
et parfois aussi 1y ® 0° == 0% : X — X ®[, e =01, 1y ® 0 := ox :
X ® I — X. Autrement dit, on voit la catégorie des foncteurs Ho_m(//l\, A\)
comme une catégorie monoidale stricte (le produit tensoriel étant donné par la

composition des foncteurs), et A comme un module sur celle-ci. On notera 91 le
foncteur X — X ® I := X 11 X. Le couple (9°,9") définit donc une inclusion
canonique ¢ de 0 dans I.

DEFINITION 2.2.3. Une donnée homotopique élémentaire sur une petite caté-
gorie A est un cylindre fonctoriel Z = (I,0°%, 9", o) vérifiant les axiomes suivants.

DH1 Le foncteur I commute aux petites limites inductives et respecte les mo-
nomorphismes.

DH2 Pour tout monomorphisme j : K — L dans 121\, les carrés ci-dessous sont
cartésiens (e =0,1) :

K L
1K®86l J{ly@@e
Une donnée homotopique sur A est un couple (Z,S) ou Z est une donnée ho-

motopique élémentaire, et ou S est un petit ensemble de monomorphismes de
A.
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REMARQUE 2.2.4. Si on a un carré cartésien dans A
R——S

|

T'—U ’

et si les fleches S — U et T' — U sont des monomorphismes, alors la fleche
canonique T Iz S — U est un monomorphisme, et on la notera T'U S — U.
Si (Z,.S) est une donnée homotopique sur A, on note pour chaque préfaisceau
X sur A, X ® {e} — X ® I le morphisme 1y ® 9° (e = 0, 1), et donc pour
chaque inclusion K — L dans A, il vient des monomorphismes (e =0, 1)

K@IUL®{e} —L®I.

D’autre part, on remarque que comme les sommes sont universelles dans A, il
résulte de DH2 que pour toute inclusion de préfaisceaux sur A, j : K — L, on
a un carré cartésien

J®lar

K®0ol —= L®0Jl

1K®il llL@)i

K@[W[x@[ )

ce qui donne une inclusion

K@IUL®OIl — LI .

EXEMPLE 2.2.5. Soit A une petite catégorie, un segment de A est un triplet
(I,0°,0"Y), ot I est un préfaisceau sur A, et ot 3° et 9! sont des sections globales
de I (i.e. des morphismes de I'objet final * de A vers I ). Un tel segment est
séparant si le morphisme

(0°,0") :x M *x — I

est un monomorphisme de A. Dans ces conditions, on obtient canoniquement une
donnée homotopique élémentaire définie par le foncteur

X— X x1I

et par les formules 0% = 1x x 0%, e = 0,1, o0 = pry (pr; désignant la premiere
projection).

EXEMPLE 2.2.6. Si A est une petite catégorie, le foncteur %:4 et les inclusions
0°: {e} — Ay, e = 0,1, définissent un segment séparant de A
(L, A% A1)
appelé le segment de Lawvere de ﬁ, en posant
L =14 et N=1030° ,e=0,1.
Cette terminologie est justifiée par le fait que pour tout préfaisceau X sgr_il, la
projection X X i3 A; — X peut étre vue comme l'objet % v Ay dans A/X, et

donc comme l'objet de Lawvere de 121\/ X o~ 1?/-?( (i.e. c’est 'objet représentant le
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foncteur (121\/ X)° — &ns qui a un objet associe I’ensemble de ses sous-objets, cf.
(36, § 6.5]). On obient ainsi un cylindre fonctoriel £, appelé le cylindre de Lawvere,
et donc, en vertu de l'exemple ci-dessus, une donnée homotopique élémentaire
sur A. Celle-ci jouera un role particulier par la suite, qui s’explique par son
aspect canonique, et par le fait que pour tout préfaisceau X sur A, la projection
X xi%A; — X est une fibration triviale (i.e. est un objet injectif de A/X), en
vertu de 'exemple 1.1.25.

DEFINITION 2.2.7. Soit Z une donnée homotopiqp\e élémentaire sur une petite
catégorie A. On dira qu'une fleche ug : X — Y de A est Z-homotope (ou encore
homotope, lorsque cela ne sera pas trop ambigu) a u; : X — Y, s’il existe un
morphisme h: X ® I — Y tels que h(lx ® 9°) = u, pour e = 0, 1.

REMARQUE 2.2.8. On vérifie immédiatement que la relation d’équivalence
sur ﬁ, engendrée par la relation d’homotopie, est compatible a la composition.
On notera hz(A) la catégorie quotient, et @ : A—s hz(A) le foncteur canonique.
On dira qu'une fleche f de A est une T-équivalence d’homotopie si Q(f) est un
isomorphisme de hz(A).

Un préfaisceau X sur A sera dit Z-contractile si le morphisme de X vers
I’objet final de A est une Z-équivalence d’homotopie.

Dans le cas ou la donnée homotopique élémentaire Z est définie par un segment
séparant (I,0° '), on parlera de I-homotopie au lieu de Z-homotopie, etc.

2.2.9. La notion de catégorie de modeles que nous considererons ici est celle
de [26], laquelle est un peu plus restrictive que celle de Quillen [41, 42], mais
nous arriverons naturellement dans ce cadre.

DEFINITION 2.2.10. Une catégorie de modeles fermée est la donnée d’un quad-
ruplet (C, W, Fib, Cof), ot C est une catégorie, et ou W, Fib, Cof sont des ensem-
bles de fleches de C, appelés respectivement l’ensemble des équivalences faibles,
I’ensemble des fibrations, et 'ensemble des cofibrations, tel que les axiomes suiv-
ants soient vérifiés (on appelle fibrations triviales (resp. cofibrations triviales) les
éléments de 1’ensemble W N Fib (resp. de 'ensemble W N Cof)).

CM1 La catégorie C admet des petites limites inductives et projectives.

CM2 Dans tout triangle commutatif de C, si deux des fleches sont des équivalen-
ces faibles, alors la troisieme en est une.

CM3 Les classes W, Fib et Cof sont stables par rétractes.

CM4 Toute cofibration triviale (resp. fibration triviale) vérifie la propriété de
relevement a gauche (resp. a droite) relativement a toute fibration (resp. a
toute cofibration).

CM5 11 existe deux factorisations fonctorielles de toute fleche f de C en f = pi
et f = qj ou p et g sont des fibrations, ¢ et j des cofibrations, i et ¢ des
équivalences faibles.

Une catégorie de modeles fermée (C, W, Fib, Cof) est a engendrement cofibrant
s’il existe deux petits ensembles de fleches I et J de C, permettant tous deux
I'argument du petit objet, et tels que I(r(I)) = Cof et {(r(J)) = Cof N W. On
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dira alors que le couple (I, J) engendre la-dite structure de catégorie de modeles
fermée.

2.2.11. Dans la suite de cette section, on fixe A une petite catégorie, et (Z,5)
une donnée homotopique sur A, puis on choisit un modele cellulaire M de A (ce
qui est possible en vertu de la proposition 2.1.28). On note alors A° 'ensemble des
fleches qui sont des éléments de S ou bien qui sont de la forme AR JTUB®{e} —
B®Ipour A— Be Mete=0,1.

Si T est un ensemble de monomorphismes de 121\, on lui associe I'ensemble de
monomorphismes

AT)={A®IUB®0l — B®I|A— BeT}.
On définit alors par récurrence des ensembles A" par la formule
AT = A(A™)
puis on pose
Az(S, M) = UpzoA™ .

Autrement dit, Az(S, M) est le plus petit ensemble de fleches de A qui contient
AY et qui est stable par 'opération A.

DEFINITION 2.2.12. Une cofibration est un monomorphisme. On notera Cof
la classe des cofibrations de A.

Une fibration triviale est un élément de la classe r(Cof).

Une extension anodine est un élément de la classe [(r(Az(S, M))).

Une fibration naive est un élément de la classe r(Az(S, M)).

Un objet X de A est fibrant si la fleche X — x est une fibration naive.

Une fleche f : X — Y de A est une équivalence faible si pour tout objet
fibrant T, 'application

f* . HomhI(A)(Y, T) e HomhI(A)(X, T)

est bijective. On note W la classe des équivalences faibles.
Une cofibration triviale est un élément de la classe Cof N WW.
Enfin, une fibration est un élément de la classe Fib = r(Cof "W).

Cette section sera dévouée a la démonstration de 1’énoncé ci-dessous.

THEOREME 2.2.13. Awvec les définitions ci-dessus, (A\,W, Fib, Cof) est une
catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant.

REMARQUE 2.2.14. On remarque immédiatement que la classe des équivalen-
ces faibles vérifie 'axiome CM2 et est stable par rétractes. Elle vérifie en outre la
propriété suivante (ce qui implique qu’elle est faiblement saturée) :si f: X — Y
et g: Y — X sont deux fleches de A telles que fg et gf soient des équivalences
faibles, alors f et g sont des équivalences faibles.

DEFINITION 2.2.15. Une fleche f: X — Y de A est un rétracte par déforma-
tion fort (resp. le dual d’un rétracte par déformation fort) s’il existe deux fleches
h:Y®I—Y (resp. k: X ®1 — X)etg:Y — X telles que :

i) gf = 1x (resp. fg=1v);
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ii) hd§ = 1y et hdy = fg (resp. k0% = 1x et k% = gf);
iii) h(f®1;) =(ly @ 0)(f @ 1) (resp. fk= f(lx ® 0)).

PROPOSITION 2.2.16. Toute fibration triviale est le dual d’un rétracte par dé-
formation fort.

DEMONSTRATION. La démonstration de I'implication (d) = (a) du lemme
1.1.27 démontre aussi cette proposition. O

COROLLAIRE 2.2.17. Toute fibration triviale est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Comme W est faiblement saturée, le corollaire résulte de
la proposition ci-dessus. O

REMARQUE 2.2.18. On peut a présent faire ’analyse de ce qu’il manque pour
démontrer le théoreme 2.2.13.

Par le corollaire 2.1.29, il existe une factorisation (fonctorielle) de toute fleche
f de Aen f = pi ol est une cofibration, et ou p est une fibration triviale. On en
déduit facilement qu’une fibration ¢ est une équivalence faible si et seulement si
c’est une fibration triviale. En effet, on peut factoriser ¢ en ¢ = pi ou i € Cof et
ou p € r(Cof), et comme p € W par le corollaire 2.2.17, si ¢ € W, cela implique
que 7 € W. Le lemme de rétracte montre donc que ¢ est une fibration triviale,
puisque p en est une. La réciproque n’est autre que le corollaire 2.2.17.

Ceci posé, on voit qu’en vue de la démonstration du théoreme 2.2.13, les
axiomes CM1, CM2, CM3 et CM4 sont vérifiés, le corollaire 2.1.29 assurant une
moitié de 'axiome CM5. Cela signifie qu’il suffit de montrer que toute fleche f
de A se factorise (par 'argument du petit objet) en une cofibration triviale suivie
d’une fibration.

PROPOSITION 2.2.19. [l existe une factorisation fonctorielle de toute fleche
f de Aen f = pi ou p est une fibration naive, et ou i est un composé transfini
d’images directes d’éléments de A7(S, M) (en particulier, i est une extension
anodine).

DEMONSTRATION. Le corollaire 2.1.11 permet d’appliquer argument du pe-
tit objet a I'ensemble Az (S, M). O

PROPOSITION 2.2.20. Soit K — L une cofibration (resp. une extension ano-
dine). Alors poure = 0,1, K& IUL®{e} — LI (resp. KQIUL®OI — L®I)
est une extension anodine. En particulier, pour tout préfaisceau X sur A, les mor-
phismes 0% : X — X ® I sont des extensions anodines.

DEMONSTRATION. Voir [26, lemme 4.2.4]. O

REMARQUE 2.2.21. Cet énoncé permet de montrer que ’ensemble des exten-
sions anodines ne dépend pas du choix d’un modele cellulaire, mais seulement de
la donnée homotopique.

Les techniques de la démonstration de la proposition ci-dessus permettent
d’affiner I’ensemble générateur des extensions anodines dans le cas suivant. Soient
A une petite catégorie, et (I,0°,0') un segment séparant de A. On se donne un
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modele cellulaire M de A, et on forme I'ensemble A;(M) des monomorphismes
de la forme

KxIULx{e} —LxI

pour e = 0,1, et K — L € M. Si on considere I comme une donnée ho-
motopique (élémentaire), en reprenant les notations du paragraphe 2.2.11, on a
I’égalité

[(r(A7(M))) = U(r(Ar(2,M))) .

LEMME 2.2.22. Soient K et T deux objets de E, T étant fibrant. Alors la
relation de T-homotopie sur Hom ;(K,T') est une relation d’équivalence. En par-
ticulier, si u,v : K — T sont deuxr morphismes de préfaisceauz, alors u = v
dans hz(A) si et seulement s’il existe un morphisme h : K @ I — T tel que

h(lg ® %) = u et h(1x ® 9') = v.

DEMONSTRATION. La réflexivité est immédiate : siu : K — T est une fleche
de A, uok : K ® I — T est une homotopie de u vers u.

Montrons la symmétrie : soit h : K ® [ — T un morphisme de préfaisceaux.
On pose u = hdY; et v = hdj, et on veut trouver un morphisme H : K ® I — T
tel que u = HOj; et v = HOY%. En remarquant que K ®9IQ1 = (KQDI(KRI),
on définit une fleche f: K@ QITUKRI®{1} — T par f = ((vog, h),vog),
et on obtient un relevement & (en vertu de la proposition 2.2.20) :

KII@IUK®I®{l} —=T
|
KeIxl
On pose alors H = kY. 11 vient les égalités
Hy = k%000 = k(0 @ 17)0% = vogdy = v
et HOy = kdyg 0 = k(0 @ 17)0 = hd) = u .

Pour montrer la transitivité, vu qu’on a déja la symmétrie, il suffit de montrer
que si on a deux fleches h, k : K@ — T telles que hd% = kd% = v et hdk = u,
kOk = w, alors il existe une fleche [ : K @ I — T telle que 10% = u et [0} = w.
Or on a une fleche g : KQIIQTUK®I®{0} — T donnée par g = ((h, k), vok),
ce qui permet d’obtenir un relevement ¢ :

KRIRIUK®RI®{0} —=T

=

KI®lIl

On pose | = q0k;. Alors il vient comme ci-dessus les égalités 10y = hdj = u et
10} = KO}, = w. O

PROPOSITION 2.2.23. Toute extension anodine est une équivalence faible.
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DEMONSTRATION. Soient j : K — L une extension anodine, et 7" un objet
fibrant de A. Il faut montrer que ’application

j* : HomhI(A)(L,T) — HomhI(A)(K, T)

est bijective. Or la surjectivité est immédiate : soit k : K — T une fleche de A
Il vient un relevement [ de j sous k :

K—~T
| A7

L
On a donc I'égalité j*1 = k.

Pour l'injectivité on considere deux fleches Iy, l; : L — T telles que lpj = 117
dans hz(A). Par le lemme 2.2.22 il existe un morphisme h : K ® I — T tel que
hd% = lyj et hd}. = l;j. On obtient une fleche u: K @ I UL ® dI — T, définie
par u = (h,ly, 1), et grace a la proposition 2.2.20, on a le relevement suivant :

KIUL®Jl —=T

|

L®l
Il vient les égalités HO¢ = [, pour e = 0, 1, autrement dit, lo = [; dans hz(A). O

LEMME 2.2.24. Soit f : X — Y wune fléeche de 121\, les préfaisceaur X et'Y
étant fibrants. Alors le morphisme f est une équivalence faible si et seulement si
c’est une I-équivalence d’homotopie (i.e. Q(f) est un isomorphisme de hz(A)).

DEMONSTRATION. Il est immédiat que c’est une condition suffisante. Sup-
posons que f soit une équivalence faible. Comme X est fibrant, il vient une
bijection

f*: Homy, () (Y, X) — Homy,,(4)(X, X)
et par suite, il existe une fleche ¢ : Y — X dans A telle que Q(9)Q(f) = 1x.
On en déduit que pour tout objet fibrant 7', 'application

g HomhI(A)(X, T) — HomhI(A)(Y, T)

est bijective, et donc comme ci-dessus, puisque Y est aussi fibrant, que Q(g) admet
un inverse a gauche dans hr(A). Par conséquent, Q(g) est un isomorphisme, et
par conséquent, il en est de méme de Q(f). O

SCHOLIE 2.2.25. La catégorie localisée W14 est la localisation de A par les
extensions anodines.
En effet, soit Anod la classe des extensions anodines, et

v A — Anod'A

le foncteur de localisation. Comme Anod C W, il suffit de vérifier que ce dernier
envoie toutes les équivalences faibles sur un isomorphisme. En vertu de la proposi-
tion 2.2.20, pour tout préfaisceau X sur A, les morphismes 0% : X — X ®1 sont
des extensions anodines, ce qui implique que le foncteur « se factorise de maniere
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unique par la catégorie hz(A) (pour étre plus précis, il s’agit de remarquer que
comme 0,05% = lx, 7(0y) est un isomorphisme, ce qui implique identification
v(0%) = v(0%), puis I'assertion). Soit f : X — Y une équivalence faible. Alors
en vertu de la proposition 2.2.19, on peut choisir une extension anodine de but
fibrant j : Y — Y’ puis une factorisation de jf en une extension anodine
1 : X — X’ suivie d’une fibration naive f’: X’ — Y’. Comme f, i et j sont
des équivalences faibles, il en est de méme de f’, et donc il résulte du lemme
2.2.24 que f’ est une Z-équivalence d’homotopie. On en déduit que v(f’) est un
isomorphisme, ce qui implique que y(f) en est un aussi.

LEMME 2.2.26. Soitp : X — Y wune fibration naive. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(a) La fleche p est une fibration triviale.

(b) La fléche p est le dual d’un rétracte par déformation fort.

DEMONSTRATION. L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 2.2.16.

Il reste donc a montrer I'implication (b) = (a). On se donne donc des mor-
phismes s: Y — X et k: X @ I — X tels que ps = 1y, kd% = 1x, k0% = sp,
et pk = poyx, et on veut montrer que p est une fibration triviale. On considere un
monomorphisme ¢ : K — L, et un carré commutatif dans A\,

K- X

|

L—b>Y )

dont on va montrer qu’il admet un relevement [. Or il résulte des égalités psb =
b = bordi et pk(a ® 17) = pox(a ® 17) = pack = biox = bor(i ® 11) que le
carré ci-dessous est commutatif, et donc de la proposition 2.2.20, qu’il admet un
relevement A : L® [ — X :

(k(a®1y), sb)

K®IUL®{1} X
jl lp
LI o7 L 5 Y

On pose [ = A3?. 11 vient alors les relations pl = pAd? = bod? = b et li =
A=A ®1)0% =k(a®17)0% = kd%a = a. O

LEMME 2.2.27. Une fibration naive de but fibrant est une équivalence faible
si et seulement si c’est une fibration triviale.

DEMONSTRATION. Soit p : X — Y une fibration naive de but fibrant. Par le
lemme 2.2.24, p est une équivalence faible si et seulement si ¢’est une Z-équivalence
d’homotopie (i.e. si Q(p) est un isomorphisme). Donc si p est une équivalence
faible, par le lemme 2.2.22. il existe une fleche k£ : Y ® I — Y, et une fleche
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t:Y — X, telles que k0% = 1y et k0% = pt. On a donc un carré commutatif

t

Y X
a;l lp
Y®Ik—>Y

qui admet un relevement k' : Y @ I — X. On pose s = K'0%. Alors ps =
pk'®) = kd% = 1y. D’autre part, comme Q(p) est un isomorphisme, il vient
Q(s)Q(p) = 1x, et donc par le lemme 2.2.22, il existe une Z-homotopie de 1x
vers sp. On se donne donc une fleche h : X @ I — X telle que hd% = 1x et
hd% = sp. On a alors un carré commutatif

81
X ® oI L X@alel
(89(,8}()l \L(h, sph)
X ® ] Spox X ’

ce qui définit une fleche (spoy, (h, sph)) : X @ I @ {1}UX ®JI ® [ — X. On
a d’autre part les relations pspox = phdkox = ph(ox ® 11)0%xg;, et p(h, sph) =
ph(ox @ 17)((0%, 0%) ® 11), ce qui montre la commutativité du carré suivant,

(spox, (h,sph))

X@Io{1lUX®II®I X
Okor. <69(®11,a;(®11>>l lp
X@[@IWX@[?XTY ’

ce dernier admettant un relevement H : X ® I @ I — X. On pose K = HO% ;.
Alors K% = HYy,, 8% = H(Y © 11)8% = hdl = 1x, Kok = HOY,, 0y =
H(0% ®17)0% = sphd% = sp, et pK = pHO%o; = ph(ox @17)% g = phdyox =
pox. Le lemme 2.2.26 montre que p est une fibration triviale. La réciproque résulte
du corollaire 2.2.17. O

COROLLAIRE 2.2.28. Une cofibration de but fibrant est une équivalence faible
st et seulement si c’est une extension anodine.

DEMONSTRATION. Soit 7 : K — L une cofibration, le préfaisceau L étant
fibrant. On factorise ¢ en ¢ = qj ol j est une extension anodine, et ou ¢ est une
fibration naive. Alors en vertu de la proposition 2.2.23, ¢ est une équivalence faible
si et seulement si ¢ est une équivalence faible, et par la proposition ci-dessus, ¢ est
une équivalence faible si et seulement si ¢’est une fibration triviale. Donc si ¢ est
une équivalence faible, ¢ vérifie la propriété de relevement a droite relativement
a 1, et par suite, ¢ est un rétracte de j, ce qui montre que 7 est une extension
anodine. La réciproque a déja été montrée (voir la proposition 2.2.23). U

PROPOSITION 2.2.29. Une cofibration est une équivalence faible si et seule-
ment si elle vérifie la propriété de relevement a gauche relativement a la classe
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des fibrations naives de but fibrant. En particulier, toute fibration naive de but fi-
brant est une fibration, et pour tout préfaisceau X sur A, l'unique fleche X — %
est une fibration si et seulement st X est fibrant.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : K — L une cofibration. Il existe une extension
anodine de but fibrant j : L — L’ (par la proposition 2.2.19, en factorisant
I'unique morphisme L — x), et par le corollaire 2.2.28, i est une équivalence
faible si et seulement si ji est une extension anodine.

Supposons que i soit une équivalence faible, et considérons un carré commu-
tatif

KX
(2.2.29.1) l lp
L —b>- Y 5

ou la fleche p est une fibration naive de but fibrant. On veut montrer qu’il admet
un relevement. Comme Y est fibrant, et comme j est une extension anodine, il
vient un relevement ' : B’ — Y :

On obtient un carré commutatif
K—=X
i p

[ )
L—=Y

lequel admet un relevement [ : L/ — X. Il vient alors les égalités [ji = a et
plj =b'j =b. Le morphisme [j est donc un relevement du carré (2.2.29.1).
Réciproquement, si ¢ vérifie la propriété de relevement a gauche relativement
a la classe des fibrations naives de but fibrant, on factorise ji en ji = pk ou
k: K — K’ est une extension anodine, et p : K’ — L' est une fibration naive
(2.2.19). Vu que i et j vérifient la propriété de relevement a gauche relativement
a p, il en est de méme de ji. On en déduit que ji est un rétracte de k, et donc
que c’est une extension anodine. Par conséquent, i est une équivalence faible. [

COROLLAIRE 2.2.30. Les équivalences faibles forment un A-localisateur.

DEMONSTRATION. On sait déja que I'ensemble des équivalences faibles est
faiblement saturé, et qu’il contient les fibrations triviales (par le corollaire 2.2.17).
Les propriétés de stabilité par compositions transfinies et par images directes
résultent de la proposition 2.2.29, car tout ensemble de fleches défini par une
propriété de relevement a gauche relativement a un autre ensemble de fleches est
stable par images directes et par compositions transfinies. O

LEMME 2.2.31. Tout rétracte par déformation fort est une extension anodine.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ : K — L un rétracte par déformation fort. Alors
par définition, il existe des morphismes r : L — K, h: L ® I — L, tels que
ri = 1, hd? = 1, hd} = ir, et h(i ® 1;) = o1(i ® 1;). Considérons un carré
commutatif

K—~X
L—v>Y )

dans lequel p est une fibration naive, et montrons qu’il admet un relevement. On
remarque qu’on a un carré commutatif

(uo K, ur)

K®IUL®{1} X
| |
L®] vh Y 7

et que ce dernier admet un relevement K : L ® I — X, par la proposition
2.2.20. On pose | = K39. On a alors li = K8% = K(i ® 11)0% = uoxd% = u, et
pl = pK3? = vhd? = v. O

LEMME 2.2.32. Toute extension anodine de source et de but fibrants est un
rétracte par déformation fort.

DEMONSTRATION. Soit 7 : K — L une extension anodine de source et de
but fibrants. On obtient d’abord un relevement :

K —5

i

L )

ce qui permet de définir le morphisme (iog, (11, ir)), et ainsi d’obtenir un rele-
vement h dans le diagrame suivant (en vertu de la proposition 2.2.20) :

(iok, (1L,9r))

K®IUL®OJI L
l /
L®I
On vérifie alors les équations hd9 = 17, hdt =ir,et h(i®@1;) =i ® 0. O

L’énoncé suivant, ainsi que sa démonstration, sont directement inspirés de
leurs analogues dans [24].

PROPOSITION 2.2.33. Pour tout cardinal assez grand «, si on pose 3 = 2%,
pour toute cofibration triviale i : C' — D, et pour tout sous-objet -accessible
J de D, il existe un sous-objet B-accessible K de D, qui contient J, tel que
linclusion C'N K — K soit une cofibration triviale.
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D/I?MONSTARATION . On va utiliser la proposition 2.1.33, appliquée au foncteur
L : A — A défini a partir de 'ensemble N' = Az(S, M) et d'un ensemble
bien ordonné bien choisi, tel que pour tout préfaisceau X sur A, LX soit fibrant
(voir la section sur 'argument du petit objet dans [26] pour plus de détails). On
reprendra les mémes notations que celles de 2.1.33. On rappelle que les propriétés
suivantes sont vérifiées (voir les propositions 2.1.16, 2.1.18 et 2.1.33) :

(a) le foncteur L respecte les monomorphismes ;

(b) si X — Z et Y — Z sont deux monomorphismes de E, la fleche cano-
nique L(X NY) — L(X) N L(Y) est un isomorphisme;

(c) Les foncteur L et I sont accessibles. Par conséquent, il existe un cardinal ag
tel que pour tout cardinal o > ay, les foncteurs L et I sont a-accessibles,
et si 0 = 2% alors L et [ envoient tout objet B-accessible de A sur un objet
(-accesible ;

(d) Il existe un cardinal /3, tel que pour tout cardinal 5 > [y, tout préfaisceau
X sur A est la réunion [-filtrante de ses sous-objets (3-accessibles, et tout
sous-objet (-accessible Y de LX est contenu dans un sous-objet de LX de
la forme LZ, ou Z est un sous-objet [J-accessible de X ;

(e) il existe un morphisme de foncteurs [ : 1; — L tel que pour tout préfais-
ceau X sur A, [x soit une extension anodine.

Considérons une cofibration triviale ¢ : C — D. On a alors un carré commutatif

o 1o

D——LD
Ip

On remarque que Li est une cofibration triviale de source et de but fibrants,
et donc d’apres le lemme précédent et le corollaire 2.2.28, c’est un rétracte par
déformation fort. Il existe donc des morphismes r : LD — LC et h: LD®I —
LD, tels que rLi = 10, hd?,, = 11p, h0lp = L(i)r, et h(Li ® 1;) = Li ® 0.

On choisit un cardinal infini a assez grand (i.e. majorant les cardinaux g et
B des conditions (c) et (d) ci-dessus), on note a™ le cardinal successeur de «, vu
comme un ensemble bien ordonné, puis on pose 3 = 2%. On sait que o™ est un
ensemble ordonné a-filtrant, et que a™ < 3.

On se donne un sous-objet [-accessible J de D. On va construire une suite
de sous-objets (-accessibles de D

Kyc...CK,CK,;y,C...CD,yea",

telle que Ky contienne J, la composée LK., ®1 — LD, de 'inclusion LK, ®I —
LD®Ietdeh:LD®I — LD, se factorise par un morphisme k., : LK, ®
I — LK. . (ces factorisations étant nécessairement uniques, puisque les fleches
LK., — LD sont des monomorphismes). Pour cela, on pose Ky = J. Siy > 0, et
si on a construit les K., pour tout 7" <+, on pose K! = liian K. Alors K est
toujours (-accessible par la proposition 2.1.10, ainsi que LK’ @ I. Comme LD est
la réunion [-filtrante de ses sous-objets B-accessibles, le morphisme LK @ I —
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LD, composé de I'inclusion LK! ® I — LD ®I et du morphisme h: LD®I —
LD, se factorise par un sous-objet (-accessible de LD, lequel est contenu dans
un LK, ot K7 est un sous-objet S-accessible de D par la propriété (d). On pose
enfin K., = K U K7.

Soit K = lim ot K.,. La proposition 2.1.10 montre que K est un objet (-
accessible. Grace a I'a-accessibilité de L, et a 'universalité des limites inductives
dans A, on a les identifications suivantes

LK =1lm LK,, KNC=lim K,NC ,et LIKNC) = lim L(K,NC) .
— — —_
yeat yeEaT yEaT

On obtient un carré commutatif :

LK ®I -4~ LK

L

ALZ)(X>['7:—>_L1) )

ou k est la limite inductive des morphismes k,. D’autre part, on a des isomor-
phismes L(K, N C) — L(K,) N L(C), ce qui implique que les morphismes
LK, — LC, composés de LK., — LD et de r se factorisent de maniere unique
en des morphismes s, : LK, — L(K,11 N C), tels qu'on ait des carrés commu-
tatifs

LK, —2 L(K,., N C)

| |

LD LC '

et induit un morphisme s : LK — L(K N (), tel que le carré suivant commute

LK —=L(KNCQO)

|

LC ’

T

LD

T

comme la limite inductive des fleches s,.

On vérifie facilement que la donnée de k et de s fait de I'inclusion L(KNC) —
LK un rétracte par déformation fort, et donc une équivalence faible (et méme
une extension anodine par le corollaire 2.2.28). Par conséquent, le morphisme
K N C — K est une cofibration triviale. O

PROPOSITION 2.2.34. Il existe un petit ensemble N de cofibrations triviales,
tel que l(r(N)) = Cof NW.

DEMONSTRATION. Cela résulte des propositions 2.2.33 et 2.1.16, ainsi que du
lemme 2.1.25. O

COROLLAIRE 2.2.35. [l existe une factorisation fonctorielle de toute fleche f
de A en f = qj, ou j est une cofibration triviale, et ou q est une fibration.

DEMONSTRATION. Cela résulte de la proposition 2.2.34 et de 'argument du
petit objet. O
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2.2.36. Ceci acheve la démonstration du théoreme 2.2.13, en vertu de la re-
marque 2.2.18.

REMARQUE 2.2.37. Le théoreme 2.2.13 est susceptible de raffinements. Par
exemple, la notion d’extension anodine détermine celle d’objets fibrants (propo-
sition 2.2.29), et donc celle d’équivalence faible (du moins une fois choisie une
notion d’équivalence d’homotopie adéquate). Il est d’autre part naturel de se
demander si toute cofibration triviale est une extension anodine. La réponse est
négative en général (voir [24, exemple 4.2.14]).

PROPOSITION 2.2.38. Soit A une petite catégorie munie d’une donnée homo-
topique (Z,S). On considére la structure de catégorie de modéles fermée sur A
engendrée par celle-ci. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute cofibration triviale est une extension anodine.
(b) Toute fibration naive est une fibration.

(c) Toute fibration naive qui est aussi une équivalence faible est une fibration
triviale.

(d) Toute fibration naive p admet une factorisation de la forme p = qj, ot q
est une fibration, et ou j est une extension anodine.

DEMONSTRATION. L’implication (a) = (b) se vérifie immédiatement en con-
sidérant les propriétés de relevement correspondantes, et il en est de méme pour
I'implication (b) = (c).

Vérifions (c) = (d). Soit p une fibration naive. On peut factoriser p en p = ri,
ou r est une fibration et ¢ une cofibration triviale, puis factotiser ¢ en ¢ = sj, ou
s est une fibration naive, et j une extension anodine. Comme s est une équiva-
lence faible, c¢’est une fibration triviale, et donc en particulier une fibration. Par
conséquent, ¢ = rs est une fibration.

I1 ne reste donc plus qu’a prouver que (d) = (a). Si i est une cofibration
triviale, on la factorise en ¢ = ¢j, ou ¢ est une fibration naive, et ot j est une
extension anodine, puis on factorise ¢ en une extension anodine k, suivie d’'une
fibration r. On obtient ainsi une factorisation de ¢ en une extension anodine suivie
d’une fibration, ce qui permet de conclure grace au lemme du rétracte. O

2.2.39. Si I est un ensemble de fleches d’une catégorie C, on note I /X 1'ensem-
ble des fleches de C/X de la forme

N

K

ounwu € I.

LEMME 2.2.40. Soit C une catégorie admettant des petites limites inductives,
et X un objet de C. On a alors pour tout petit ensemble I de fleches de C perme-
ttant Uargument du petit objet, l’égalité [(r(1/X)) =1(r(I))/X.



70 2. ALGEBRE HOMOTOPIQUE DES PREFAISCEAUX

DEMONSTRATION. Nous laissons au lecteur I'exercice facile consistant & mon-
trer que I/X est un petit ensemble de fleches de C/X permettant 'argument du
petit objet. On vérifie immédiatement l'inclusion /X C I(r([))/X, et on en
déduit que I(r(I/X)) C l(r(I))/X (grace a 2.1.24). D’autre part, si

- L
N

X
est un élément de [(r(I))/X, on factorise u par 'argument du petit objet en
u=mpi,oup€r(l)etiecl(r(l)).En explicitant cette construction, on remarque

qu’alors i peut étre vu comme un élément de Cell(I/X). Le lemme résulte ainsi
de légalité r(I/X) = r(I)/X et du lemme du rétracte. O

K

2.2.41. Soient A une petite catégorie, (Z,S) une donnée homotopique sur A,
et M un modele cellulaire de A. On fixe un préfaisceau X sur A. Alors M /X

est un modele cellulaire de A\/X o~ X/?( . On définit la donnée homotopique
induite sur X, notée (Zx, Sx) sur A/X en posant pour tout objet (Y, f) de A/ X,
Y. )elx =Y &I, foy), et Sx = Az(S, M)/X. Un calcul immédiat montre
que

(2.2.41.1) Az (A7(S, M)/ X, M/X) = A7(S, M)/ X .

LEMME 2.2.42. Soit A une petite catégorie munie d’une donné homotopique,
et X un préfaisceau sur A. On consideére la donné homotopique sur A/ X induite

sur X. Alors une fleche
Y Y/
X

de A/ X est une extension anodine si et seulement si y en est une dans A.

Y

DEMONSTRATION. Cela résulte du lemme 2.2.40 et de 'égalité (2.2.41.1). O

2.2.43. Sous les hypotheses du lemme ci-dessus, si X est un préfaisceau sur
A, la donnée homotopique induite sur X définit une structure de catégorie de
modeles fermée a engendrement cofibrant sur A /X. On appellera X -équivalences
faibles les les équivalences faibles de cette structure. Une vérification immédiate
montre qu’une fleche de préfaisceaux sur A au-dessus de X est une fibration
triviale (resp. une fibration naive) si et seulement si son image par le foncteur
d’oubli Uy en est une. Les objets fibrants de A\/X sont donc simplement les
fibrations naive de but X dans A (2.2.29). On sait que le foncteur d’oubli

L{X:A\/X—uq

envoie les extensions anodines sur des extensions anodines. On en déduit que
le foncteur Uy envoie les X-équivalences faibles entre objets fibrants sur des
équivalences faibles (puisque toute X-équivalence faible entre objets fibrants est
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la composée d'une extension anodines suivie d'une fibration triviale). Comme tout
préfaisceau sur A/X peut étre approximé fonctoriellement par un objet fibrant
a une extension anodine pres, on en déduit que le foncteur U, envoie les X-é-
quivalences faibles sur des équivalences faibles (cette assertion est un corollaire
immédiat du lemme ci-dessus et de la proposition 2.3.2 ci-apres).

En résumé, si An désigne 'ensemble des extensions anodines et FibN celui des
fibrations naives, et si on note avec un indice X les notions correspondantes pour
la donnée homotopique induite sur X, on a :

Any =An/X ,  FibNy = FibN/X |
COfX:COf/X s FibxﬁWX: (FIbﬁW)/X ,
Wx CW/X ,  CofxNWy C (Cof NW)/X .,  Fib/X C Fiby

Ces préliminaires permettent de formuler un complément a la proposition
2.2.38 comme suit.

PROPOSITION 2.2.44. Soit A une petite catégorie munie d’une donnée homo-
topique. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute cofibration triviale de A est une extension anodine.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, les X -équivalences faibles sont les fléches
de A/X dont l'image par le foncteur d’oubli vers A est une équivalence

faible.

DEMONSTRATION. Pour voir que (a) implique (b), on remarque que toute
fleche f de E/X admet une factorisation de la forme f = pi, ou 7 est une
cofibration, et p une fibration triviale. Comme I'image de p par le foncteur d’oubli
Uy de A /X vers A est une fibration triviale, U « [ est une équivalence faible si et
seulement si Uy i en est une. Or (a) implique que Uy i est une équivalence faible
si et seulement si elle est une extension anodine. Il résulte donc du lemme 2.2.42
que si Uy f est une équivalence faible, alors f est une X-équivalence faible. Vu
que le foncteur Uy envoie les X-équivalences faibles sur des équivalences faibles,
cela permet bien de conclure.

Supposons la condition (b) vérifiée, et considérons une cofibration triviale
1: K — L. Alors i peut étre vue par hypothese comme une cofibration triviale
de 121\/ L:

i:(K,i) — (L,1) .
Comme (L, 1) est un objet fibrant de ;1\/ L, il résulte du corollaire 2.2.28 que
cette derniere est une extension anodine dans ﬁ/ L, et donc en vertu du lemme
2.2.42, i est une extension anodine dans A. On a ainsi prouvé la réciproque. [

3. A-localisateurs

Dans cette section, on va mettre en lumiere le lien entre les notions de donnée
homotopique et de A-localisateur (voir la définition 1.3.9).

DEFINITION 2.3.1. Soit A une petite catégorie. Si S est un ensemble de fleches
de A, le A-localisateur engendré par S, noté W(S), est I'intersection de tous les
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A-localisateurs contenant S. Un A-localisateur est accessible sl est engendré par
un petit ensemble. Le A-localisateur minimal est le A-localisateur W(@).

PROPOSITION 2.3.2. Soient A une petite catégorie, et (Z,5) une donnée ho-
motopique sur A. On note W l’ensemble des équivalences faibles de la structure
de catégorie de modéles fermée sur A obtenue a partir de (Z,S) par le théoréme
2.2.13, et on choisit un modele cellulaire M de 2, ce qui permet de définir un
ensemble d’extensions anodines Az(S, M). Alors W = W(Az(S, M)). En parti-

culier, W est un A-localisateur accessible.

DEMONSTRATION. L’inclusion W(Az(S, M)) C W résulte de la minimalité
du A-localisateur W(Az(S, M)) relativement a Az (S, M) et du corollaire 2.2.30.

Soit f: X — Y un élément de W. Par un double application de la proposi-
tion 2.2.19, on construit un carré commutatif

X —= X'

b

Y —Y" )
J

ou f’ est une fibration naive de but fibrant, et i, j sont des composés transfinis
d’images directes d’éléments de Az(S, M). On sait alors que les morphismes i et
J sont des éléments de W(Az(S, M)), et donc en vertu du lemme 2.2.27, f’ est
une fibration triviale. Par conséquent, f’ est un élément de W(Az(S, M)), et il
en est de méme de f. O

LEMME 2.3.3. Soient A une petite catégorie, (Z,S) une donnée homotopique
sur A, et M un modéle cellulaire de A. On considére une classe C de monomor-
phismes de A vérifiant les conditions de stabilité suivantes.

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes.
(b) Siu:X —Y etv:Y — Z sont deur monomorphismes de A, etsivu
et u sont dans C, alors v est dans C.
(¢c) Pour tout préfaisceau X sur A, les inclusions 05 : X — X ® 1, =0,1,
sont dans C, et S C C.
Alors on a l'inclusion
Az(S,M) cC.
Si en outre C est stable par compositions transfinies et par rétractes, alors la
classe C contient toutes les extensions anodines définies par (Z,S).

DEMONSTRATION. On remarque que (a) implique que C est stable par som-
mes finies. En particulier, le foncteur 01 envoie les éléments de C sur des éléments
de C. Soit u : X — Y un élément de C. On considere le diagramme commutatif
suivant, induit par le morphisme de foncteurs (9°,9') : I — I (et donc formé
uniquement de monomorphismes).

X®0 —=Y ®JI

l |

X I——=Y®I
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Comme on vient de le voir, la fleche horizontale du haut est dans C, et la fleche
horizontale du bas (i.e. u ® 17) est dans C : en effet, on a un carré commutatif

X®{0} —Y ®{0}

| l

X®I Y®I ’

dans lequel les fleches verticales sont dans C (en vertu de (c)), et dont la fleche
horizontale du haut est dans C (il s’agit de u elle méme); il résulte donc de (b)
que la fleche horizontale du bas est bien dans C. D’autre part, si on forme le carré
cocartésien

X ®0l Y ®0I

| |

X@I—=X®IUY ®0] )

la condition (a) implique que le morphisme de X ® I vers X @ I UY ® OI est
dans C. On a d’autre part le triangle commutatif ci-dessous.

X®I X@IUuY ®ol

~

Y®I

Or ce qui précede et la condition (b) montrent que la fleche de X ® TUY ® 0I
vers Y ® I est dans C. En reprenant les notations du paragraphe 2.2.11, on a donc
montré que A(C) C C. Pour achever la démonstration, il suffit donc de montrer
que C contient 'ensemble A°. On sait déja que C contient S (en vertu de (c)),

et donc il suffit de montrer que pour tout monomorphisme K — L de g, les
morphismes

K@IUL®{e} —L®I,c=0,1

est dans C. On a alors un carré commutatif

K®{e} —L®{c}

| |

K®l L®I ’

dont toutes les fleches sont des monomorphismes, et dont les fleches verticales
sont dans C. En formant le carré cocartésien

K ®{e} L ®{e}

| |

Kol —=K®IUL®{e}
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on constate que la condition (a) implique que le morphisme de L ® {e} vers
K®IUL®{e} est dans C. Pour conclure, on consideére enfin le triangle commutatif

L ®{c} K®ITUL®{e}

~

L&l )

lequel permet de conclure en vertu de la condition (b). O

THEOREME 2.3.4. Soient A une petite catégorie, et W une partie de F| A. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.

(a) Si on note Cof l’ensemble des monomorphismes de A, et Fib = r(CofNW),

alors (121\, W, Fib, Cof) est une catégorie de modéles fermée a engendrement
cofibrant.

(b) L’ensemble W est un A-localisateur accessible.

En particulier, pour toute petite catégorie A, A admet une structure de catégo-
rie de modeéles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de W(@), appelée la structure de catégorie
de modeles minimale.

DEMONSTRATION. Supposons que W soit un A-localisateur accessible, et con-
sidérons un petit ensemble T de fleches de A tel que W = W(T). On factorise
chaque élément f de T'en f = pysiy, ou iy est un monomorphisme, et ou py est
une fibration triviale (par le corollaire 2.1.29), et on pose S = {iy | f € T}. 1l
est clair que W = W(S). D’autre part, on a une donnée homotopique (£, S), ou
L = (L,\°, A\ est le cylindre de Lawvere (voir I'exemple 2.2.6), et en choisis-
sant un modele cellulaire M, on définit un petit ensemble d’extensions anodines
Az (S, M). Vu que W contient toutes les fibrations triviales, et donc en particulier
celles du type X x L — X, il résulte du lemme ci-dessus que W(S) contient
Az (S, M), et donc qu'il contient W(A, (S, M)). Comme il est clair que S est con-
tenu dans W(A(S, M)), on en déduit que W = W(A.(S, M)). La proposition
2.3.2 montre qu’on obtient la structure de catégorie de modeles fermée annoncée.

Réciproquement, si I’assertion (b) est vérifiée, il existe un petit ensemble J de
cofibrations triviales tel que I(r(J)) = Cof NW. On vérifie aussitot que W est un
A-localisateur contenant J, et donc que le A-localisateur W(.J), engendré par J,
est contenu dans W. Il suffit par conséquent de montrer ’autre inclusion. Soit f
un élément de W. Il existe grace a 'argument du petit objet une factorisation de
la forme f = pi, ou i € Cell(J) C W(J), et p € Fib. Or f € W, ce qui implique
que p € W, et par suite, p € r(Cof) C W(J). O

COROLLAIRE 2.3.5. Pour toute petite catégorie A, tout A-localisateur est forte-
ment saturé. En particulier, tout A-localisateur est stable par rétractes.

DEMONSTRATION. Lorsque le A-localisateur est accessible, cela résulte de
[41, chap. I, sec. 5, prop. 1]. Dans le cas général, si W est un A-localisateur, on
note W l'ensemble des A-localisateurs accessibles contenus dans W, lequel est
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un ensemble ordonné filtrant (pour l'inclusion). L’identification W = Uyyew W
implique que le foncteur canonique

lim WA — w—lg

_

Wew
est un isomorphisme de catégories. On en déduit qu'une fleche u de A induit un
isomorphisme dans W' A si et seulement s'il existe un A-localisateur accessible

W contenu dans W, tel que u induise un isomorphisme dans W*I//l\, ce qui montre
le corollaire. O

REMARQUE 2.3.6. Si A est une petite catégorie, un A-localisateur W est
accessible si et seulement s'il existe un petit ensemble J tel que [(r(J)) = Cof NW.
Lorsque c’est le cas, W est le plus petit A-localisateur contenant J.

LEMME 2.3.7. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.

(a) On considére un diagramme commutatif dans A

aq [e %}
Al <=— Ay —— Ay

N

Bl T BQ ? BQ ’
dans lequel oy et 31 sont des monomorphismes, et fo, fi1, fo sont des V-
équivalences. Alors la fleche canonique Ay 14, Ay — By lp, By est une
W-équivalence.

(b) On se donne un petit ensemble bien ordonné \, deuz foncteurs X,Y : X —
A, et un morphisme de foncteurs ¢ : X — Y. On suppose en outre que
pour tout élément p de A, les fleches naturelles lim <HX<V) — X(p)
et lim g Y(v) — Y(u) sont des monomorphismes, ¢p(u) : X(p) —

—w<pu

Y (u) étant une W-équivalence. Alors lim ¢ : lim X — lmY est une W-
équivalence.

(¢) Les W-équivalences sont stables par petites sommes.

DEMONSTRATION. Lorsque W est accessible, il s’agit d’un résultat général
dans les catégories de modele fermées (voir [26, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]).
Le cas non-nécessairement accessible s’en déduit car les énoncés ne portent que
sur des petits ensembles de fleches. O

PROPOSITION 2.3.8. Soient A et B deux petites catégories, F,G : A— B
deux foncteurs qui commutent aux petites limites inductives et qui respectent les
monomorphismes. Alors pour tout morphisme de foncteurs a de F wvers G, le
plus petit B-localisateur VW tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme
ax : FX — GX soit une W/—\équz'valence, est accessible. Plus précisément, si
M est un modéle cellulaire de A, VW est engendré par ’ensemble

S={ ar | X —=YeM, Te{X)Y} }.
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DEMONSTRATION. Il est évident que W(S) C W. La proposition résulte alors
de I'argument du petit objet appliqué a M, qui permet de dire que pour tout
préfaisceau X, la fleche @ — X est un rétracte d’'un composé transfini d’images
directes de sommes d’éléments de M, ce a partir de quoi on peut utiliser le lemme
précédent pour montrer que W C W(S). O

COROLLAIRE 2.3.9. Soit A une petite catégorie.

(a) Si S est un ensemble de fleches de A, on note cart(S) Uensemble des fleches
de la forme

sxly: X xZ—YxZ , s€S, ZcO0ObA.

Alors le plus petit A-localisateur contenant cart(S) est stable par produits
finis. Si en outre S est un petit ensemble, il est aussi accessible.

(b) Si W et W' sont deux A-localisateurs stables par produits finis, alors le
A-localisateur engendré par ceuz-ci est stable par produits finis.

(c) Le A-localisateur minimal est stable par produits finis.
DEMONSTRATION. Si X est un préfaisceau sur A, on note
Ty : A—A , Yr—Y xX.

On remarque que le foncteur 7, commute aux petites limites inductives, et qu’il
respecte les monomorphismes, ainsi que les fibrations triviales. Par conséquent,
pour tout A-localisateur W, 7' W est un A-localisateur.

Montrons 'assertion (a). Soit S un ensemble de fleches de A. Alors pour tout
préfaisceau Z sur A, on a linclusion 7 cart(S) C cart(S), ce qui implique que
7, W(cart(S)) est un A-localisateur contenant W(cart(S)), et prouve la premiere
partie de (a). Dans le cas ou S est un petit ensemble, chaque élément s : X — Y
définit un morphisme de foncteurs évident

qui vérifie les conditions de la proposition ci-dessus, laquelle montre que le A-lo-
calisateur W(cart(5)) est accessible.

L’assertion (b) résulte de (a), une fois remarqué que si W et W’ sont deux
A-localisateurs stables par produits finis, le A-localisateurs engendré par ceux-ci
est le plus petit contenant cart(W U W').

L’assertion (c) est une spécialisation de (a) dans le cas ou S = &. O

~ ~

PRrOPOSITION 2.3.10. Soient A et B deux petites catégories, ¢ : A — B
un foncteur, et W un B-localisateur accessible. On suppose que les propriétés
suivantes sont vérifiées.

(a) Le foncteur ¢ commute auz petites limites inductives.

(b) Le foncteur ¢ respecte les monomorphismes, et pour toute paire d’inclusions
J — L, K — L, la fliéche canonique ¢(J N K) — ¢(J) N ¢(K) est un
1somorphisme.

(c) Il existe un cylindre fonctoriel T = (I,0°,0',0) tel que pour tout préfais-
ceau X sur A, le morphisme ¢(X @ I) — ¢(X) soit une W-équivalence.
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Alors ¢~YW est un A-localisateur accessible.

DEMONSTRATION. On remarque qu’une fois les conditions (a) et (b) vérifiées,
d~'W est un A-localisateur si et seulement si la condition (c) est vérifiée (en
utilisant le lemme 1.1.27). Le seul aspect non-trivial a démontrer est donc le fait
que ¢~ W est accessible.

En vertu des propositions 2.1.16, 2.1.18 et 2.2.33, il existe un cardinal infini
0 tel que :

(i) tout préfaisceau sur A est la réunion [-filtrante de ses sous-objets (-
accessibles ;

(ii) le foncteur ¢ envoie tout objet [-accessible de A sur un objet (-accessible
de B;

(iii) pour toute W-cofibration triviale i : C' — D dans é, et tout sous-objet
(-accessible J de D, il existe un sous-objet (-accessible J' de D, contenant
J, et tel que l'inclusion J' N C — J' soit une W-cofibration triviale.

Soit K — L un élément de Cof N¢~1 W, et soit J un sous-objet 3-accessible de
L. On va construire une suite de sous-objets J-accessibles de L, J,, n > 0, et une
suite de sous-objets [-accessibles de ¢L, J! n > 0, telles que pour tout n > 0,
on ait des inclusions

Jo Cdny1, Iy Cdyy, 0 CJy . J) Codnsa,

les morphismes ¢(K)NJ), — J! étant des W-équivalences. On pose Jy = J. Pour
n > 1, si on a construit J,_;, comme .J,_; est (-accessible, il en est de méme
de ¢J,—1 (en vertu de (ii)), et par (iii), ¢J,—1 est contenu dans un sous-objet
B-accessible J! | de ¢L, tel que ¢(K)NJ,_, — J!_| soit une W-cofibration
triviale. D’autre part, par (i), L est la réunion (-filtrante de ses sous-objets [3-
accessibles, et donc comme J/,_, est G-accessible, vu que le foncteur ¢ commute
aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, J; ;| est contenu
dans un sous-objet [-accessible de ¢ L, de la forme ¢J/, ou J! est un sous-objet
(-accessible de L. La propriété (i) implique alors qu’il existe un sous-objet (-
accessible J,, de L, contenant .J,,_; et J/.

Une fois cette construction faite, on définit J' = hﬂn Jp. Il vient des isomor-
phismes

o =lmJ, et o(J NK)=lm(J,N6(K)),
n n
et par le lemme 2.3.7, on a une équivalence faible dans B ,
lin( 7,0 9(K)) — lim J,
n n

On en déduit que J'N K — J’ est une ¢~ W-équivalence.
Etant donné que la catégorie Accg(A) est essentiellement petite (2.1.16), le
lemme 2.1.25 montre a présent que

1(r(FI(Accg(A)) N Cof N ¢ W) = Cof N ¢~ W

et on conclut grace a la remarque 2.3.6. U
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LEMME 2.3.11. Soit (C;)icr une famille de catégories, et soit pour chaque 1,
J; un ensemble de fleches de C;. On note C = [[.C; et J =[], J; C FIC. Alors on
a une identification canonique I[(J) =[], 1(J;). O

COROLLAIRE 2.3.12. Soient A et I deuz petites catégories, et W un A-locali-
sateur accessible. On définit un ensemble d equwalences faibles W' sur la catégo-
rie Hom(/, A) ~ I° x A des foncteurs de I vers A comme l’ensemble des fleches
X — Y telles que pour tout objet i de I, le morphisme de A, X(i) — Y (4)
soit une WW-équivalence.

Alors HO_m([,A\) admet une structure de catégorie de modéles fermée a en-
gendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de W!. En outre, sip est une fibration pour
cette structure, alors pour tout objet v de I, le morphisme p; est une fibration de

A au sens de W.

DEMONSTRATION. Si [ est une catégorie discrete, cela résulte du lemme ci-
dessus. En effet, si A/ est un petit ensemble de cofibrations triviales de A tel que
I(r(N)) = Cof N W (ce qui existe en vertu du théoreme 2.3.4), alors

W' Cof = [JOW N Cof) = [[1r(V) = 1(r(] [ V)

el el iel

ce qui montre que W' est accessible, car il est de la forme W([[,.; ) (cf. 2.3.6).
De méme, on vérifie que dans ce cas, les fibrations sont exactement les fleches
pde [, A telles que pour tout ¢ € I, p; soit une fibration de A. Dans le cas
général, on considere I'ensemble Ob I comme une catégorie discrete, et on a un
foncteur canonique u : ObI — I, ce qui induit un foncteur image inverse u*

Hom(/, A\) — Hom(Ob I, A\) Or v* commute aux petites limites inductives et
projectives, et donc admet un adjoint a gauche. Si on note p la projection de 1°x A

vers A, pour tout objet X de m, la projection X x p*i’yA; — X est une
W!-équivalence. La premiere assertion résulte donc de la proposition 2.3.10, qui
montre que le (I° x A)-localisateur W = (u*)~1(WOPT) est accessible, et permet
d’appliquer le théoreme 2.3.4. Pour montrer la seconde assertion, on remarque
que si u; désigne I'adjoint & gauche de u*, alors pour toute famille X = (X;);cobs
de préfaisceaux sur A, et pour tout j € Ob I, on a une identification canonique

(wX); >~ Wicobr Hhom,(i,j) Xi -

On en déduit que le foncteur u respecte les cofibrations triviales, et donc que par
adjonction, le foncteur u* respecte les fibrations, ce qui achéve la démonstration.
O

COROLLAIRE 2.3.13. Soit A une petite catégorie. Toute intersection d’une
petite famille de A-localisateurs accessibles est accessible.

DEMONSTRATION. Soit (W );e; une petite famille de A-localisateurs accessi-
bles. On considere ’ensemble I comme une catégorie discrete, et on peut voir la
famille (W, );e; comme un (A x I)-localisateur W, lequel est accessible par un
raisonnement analogue a celui développé pour démontrer le corollaire précédent.
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D’autre part, le foncteur canonique ¢ : A — H[A\ ~ A x I vérifie les con-
ditions de la proposition 2.3.10, et I’égalité ' W = N;c;WV; achéve ainsi cette
démonstration. O

PROPOSITION 2.3.14 (Crans [12]). Soient (M, W, Fib, Cof) une catégorie de
modeles fermée engendrée par un couple (I,J), et G : M — M’ un foncteur ad-
mettant un adjoint a droite D : M’ — M. On suppose les conditions suivantes
vérifices.

(i) La catégorie M’ admet des petites limites projectives et inductives.

(ii) Les ensembles GI et GJ permettent I'argument du petit objet.
(iii) D(r(GJ))) CW .
On pose W = D=1, Fib' = D~IFib, et Cof’ = I(Fib’ N W'). Alors le quadruplet

p q P
(M, W' Fib’, Cof’) est une catégorie de modéles fermée engendrée par le couple

(GI,GJ).

DEMONSTRATION. La vérification des axiomes CM1, CM2 et CM3 est immé-
diate. On remarque qu’on a les identifications suivantes :

Fib’ = D™'Fib= D 'r(J) = r(GJ) ,
Fib' N W' = D' (FibnW) = D~'r(I) = v(GI) ,
d’ott Cof’ = I(r(GI)). La condition (iii) implique que I(r(GJ)) C Cof’ N W'. On
va montrer I'autre inclusion. Soit 7 : X — Y € Cof’ N W'. On factorise i en
i=qjouj: X —Zellr(GJ))etoug: Z—Y €r(GJ) (ce qui est possible
car en vertu de (ii), 'ensemble GJ permet 'argument du petit objet). Mais alors
comme ¢ et j sont dans W, il en est de méme de ¢, et donc ¢ € r(GI). On en
déduit qu’il existe une fleche k : Y — Z telle que ki = j et gk = 1y, ce qui fait
de i un rétracte de j, et donc i € I(r(GJ)). On a ainsi montré CM4. L’axiome

CMS5 résulte du fait que les ensembles GI et G'J permettent I'argument du petit
objet. O

COROLLAIRE 2.3.15. Soient A et I deux petites catégories, et W un A-loca-
lisateur accessible. Alors Hom(1, A\) admet une structure de catégorie de modeles
fermée a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles (resp. les fibrations)
sont les morphismes X — Y tels que pour tout 1 € ObI, X; — Y; soit une
W-équivalence (resp. une fibration au sens de W ).

DEMONSTRATION. Lorsque I est une catégorie discrete, Ax] = I1; 2’ et
on obtient ainsi la structure produit. Dans le cas général, on considere 1’ensem-
ble Ob I comme une catégorie discrete, et on note u : ObI — [ le foncteur
d’inclusion canonique. Il induit un foncteur image inverse

u* : Hom(I, A) — Hom(Ob I, A) HA

lequel admet un adjoint a gauche

u HA\—> Hom(I,A\) :
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Comme le foncteur u* envoie les fibrations au sens de la structure du corollaire
2.3.12 sur des fibrations de [[; A, pour toute cofibration triviale j de [[; 4, wy
est une cofibration triviale au sens de la structure du corollaire 2.3.12. On en
déduit aussitot que le couple de foncteurs adjoints (uy, u*) vérifie les conditions
de la proposition 2.3.14, et qu’on obtient de la sorte la structure de catégorie de
modeles fermée escomptée. O

2.3.16. Si a désigne un cardinal, on parlera dans la suite de limites inductives
a-filtrantes pour les limites inductives indexées par des petits ensembles ordonnés
a-filtrants.

LEMME 2.3.17. Soit A une petite catégorie. On considére un modele cellulaire
M de A et un cardinal o tels que tout préfaisceau sur A, source ou bien but d’un
élément de M, soit a-accessible. Alors les fibrations triviales de A sont stables
par les limites inductives a-filtrantes.

DEMONSTRATION. Comme M est par hypotheése un modele cellulaire de A\,
la classe des fibrations triviales de A s'identifie & celle des fleches qui vérifient la
propriété de relevement a droite relativement aux éléments de M. Soit I un petit
ensemble ordonné a-filtrant, et soit

i pi s Xy — Y

un foncteur de I a valeurs dans la catégorie des fleches de //1\, tel que pour tout
1 € I, p; soit une fibration triviale. Si K — L est un élément de M, alors on a le
diagramme commutatif ci-dessous, dont les fleches verticales sont des bijections.

lim Hom 5(L, X;) —— lim, Hom a(K, X;) " lim, Hom 5 (K,Y:) lim Hom 3(L,Y;)

| |

Hom (L, lim X;) — Hom (K lim X;) X o ; (1 lim v7) Hom 3(L, lim Y;)

Les surjections étant stables par limites inductives, et les limites inductives fil-
trantes étant exactes a gauche, la fleche horizontale du haut est surjective. Il en
est donc nécessairement de méme de celle du bas, ce qui prouve I’assertion. [

PROPOSITION 2.3.18. Soit A une petite catégorie. Il existe un cardinal o tel
que tous les A-localisateurs soient stables par limites inductives a-filtrantes (ce
qui implique une propriété analogue pour les cardinauz 3 > o).

DEMONSTRATION. Les diagrammes incriminés étant toujours petits, on s’a-
percoit aussitot qu'il suffit de montrer ’assertion pour les A-localisateurs accessi-
bles. Nous allons vérifier dans un premier temps qu’il suffit de prouver I'assertion
pour le A-localisateur minimal. Considérons un A-localisateur accessible W, ainsi
qu’'une petite catégorie I. La structure de catégorie de modeles fermée du corol-
laire 2.3.15 donne 'existence d’un foncteur

Qr : Hom(I, A) — Hom(I, A)
et d’'un morphisme de foncteurs QQ; — 1@( 1.A) tels que pour tout foncteur X

de I vers E, QX soit cofibrant au sens de cette structure, et Q; X — X soit
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une équivalence faible (en fait une fibration triviale). Comme le foncteur limite
inductive

lim : Hom(7, A) — A
I

admet un adjoint a droite qui respecte les fibrations et les fibrations triviales,
il respecte les cofibrations et les cofibrations triviales. En vertu du lemme de
Ken Brown [26, lemme 1.1.12], le foncteur @)I Q) respecte donc les équivalences
faibles. Une vérification immédiate montre que demander que WV soit stable par
limites inductives de type I équivaut a demander que pour tout foncteur X de [
dans 121\, la fleche @)j @rX — lim X soit une W-équivalence. Comme la notion
de cofibration est la méme quels que soient les A-localisateurs considérés, si cette
derniere condition est vérifiée par W, elle le sera encore pour tout A-localisateur
contenant W.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer I'assertion dans le cas du A-localisateur
minimal Y. On considere un foncteur L : A — A, et une W-équivalence de
foncteurs 1; — L, tels que L soit accessible, et envoie tout préfaisceau X sur A
sur un objet W-fibrant (en vertu de la proposition 2.1.33, de tels objets peuvent
étre construits grace a l'argument du petit objet appliqué a un ensemble de
générateurs des cofibrations triviales). Soit M un modele cellulaire de A. On se
donne enfin un cardinal « tel que le foncteur L, ainsi que les sources et les but
des éléments de M, soient a-accessibles. Soit I un petit ensemble ordonné a-fil-
trant. Le lemme 2.3.17 montre que le foncteur h_m)l envoie les fibrations triviales
terme a terme sur des fibrations triviales. Le lemme de Ken Brown appliqué a
la structure de catégorie de modeles fermée du corollaire 2.3.15 montre que li_m)l
envoie les W-équivalences terme a terme entre diagrammes VW-fibrants terme a
terme sur des W-équivalences. Or si X — Y est une W-équivalence terme a

-~

terme de Hom(7, A), on obtient le diagramme commutatif suivant.

Iim X — ~lim LX ~. Llim X
= = ==

l | l

Im V¥V — .lim LY 2. Llim Y
=57 = =57

L’a-accessibilité de L implique que les fleches horizontales du carré de droite
sont des isomorphismes. On en déduit aussitot par 'axiome L1 que les fleches
horizontales du carré de gauche sont des W-équivalences. La fleche verticale du
milieu étant une W-équivalence, une nouvelle utilisation de 1’axiome L1 acheve
la démonstration de la proposition. O

4. Propreté

DEFINITION 2.4.1. Soit C une catégorie de modeles fermée. Une fleche X —
Y de C est une équivalence faible propre a droite si pour toute fibration 7 — Y,
le morphisme image réciproque Z xy X — Z est une équivalence faible.

On dit qu'une catégorie de modeles fermée est propre a droite si toutes ses
équivalences faibles sont propres a droite.
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Dualement, on dit qu'une catégorie de modeles fermée C est propre a gauche
si C° est propre a droite.

REMARQUE 2.4.2. Toute équivalence faible propre a droite est une équiva-
lence faible, car toute identité est une fibration.

Il résulte du lemme 2.3.7 que pour toute petite catégorie A et tout A-localisateur
accessible, la structure de catégorie de modeles fermée obtenue sur A est propre
a gauche.

DEFINITION 2.4.3. Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur propre est
un A;localisateur accessible W, tel que la structure de catégorie de modeles fermée
sur A, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences
faibles sont les éléments de W, soit propre a droite.

THEOREME 2.4.4. Soient A une petite catégorie, et S un ensemble de fleches
de A. On note W le A-localisateur engendré par S, et on suppose que celui-ci est
accessible. Alors W est propre si et seulement si pour tout élément f: X — Y
de S, pour toute fibration de but fibrant p : E — B, et pour toute fleche u :
Y — B, le morphisme g : X xg EE — Y xXpg E, image réciproque de f par p,
est une W-équivalence.

REMARQUE 2.4.5. Une spécialisation immeédiate du théoreme ci-dessus est le
cas S = . Autrement-dit, la structure de catégorie de modeles minimale sur A
(voir le théoreme 2.3.4) est propre. On verra plus loin que ce n’est pas le cas de
tous les A-localisateurs.

La démonstration de 1’énoncé ci-dessus occupe la majeure partie de cette
section, mais nous commencons par en donner quelques conséquences.

COROLLAIRE 2.4.6. Soit A une petite catégorie. On considere un petit ensem-
ble I, et une famille W;, i € I de A-localisateurs propres. Alors le A-localisateur
engendré par les W; est propre.

DEMONSTRATION. Pour 4 € I, on choisit un petit ensemble S; de fleches de A
qui engendre W;. On pose S = U,;S;, et alors W(S) est le A-localisateur engendré
par les W, et il est clair qu’il est accessible. Le fait que W(.S) soit propre résulte
du théoreme ci-dessus et du fait que pour tout 7, toute fibration au sens de W en
est une au sens de W,. O

COROLLAIRE 2.4.7. Soient A une petite catégorie, et X;, i € I une famille
de préfaisceaux sur A. On note W le plus petit A-localisateur contenant les pro-
jections X; X Z — Z pour tout i € I et pour tout Z. Si W est accessible (pour
cela, il suffit que I soit un petit ensemble, par le corollaire 2.3.9), alors W est
propre.

DEMONSTRATION. Pour tout morphisme de préfaisceaux sur A, Y — Z. le
carré suivant est cartésien

XixY —Y

L

Xix 4 ——7 ’
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ce qui permet de conclure en vertu du théoreme 2.4.4. O

DEFINITION 2.4.8. Soient A une petite catégorie, YW un A-localisateur, et
p: E — B un morphisme de préfaisceaux sur A. On note C(p) 'ensemble des

fleches f: X — Y de A telle que pour tout u € Hom 3(Y, B), une fois formés
les carrés cartésiens suivants,

XxgE—2>Y xg E—=E

l L

X Y B ’

la fleche g soit une W-équivalence.
Si F est un ensemble de fleches de A, alors on note C'(F) I'ensemble Nyex C'(p).

SORITES 2.4.9. On considére A, W, et p comme dans la définition ci-dessus,
et on rappelle que Cof désigne la classe des monomorphismes de A.

(a) Soient f: X — Y et g:Y — Z deur morphismes de préfaisceaux sur
A. Sifetg (resp. f et gf) sont des éléments de C(p), alors il en est de
méme de gf (resp. de g).

(b) L’ensemble C(p) N Cof est stable par rétractes, par images directes, et par
compositions transfinies. En outre, si on a un diagramme commutatif

az ay
Ay <—Ag— Ay

N

By <—b2 By —>b1 By !
tel que ay et by soient des monomorphismes, et fo, fi, fo des éléments de
C(p), alors la fleche canonique Ay 14, Ay — Bl1lg, By est un élément de

C(p)-
(c) Si C(p) contient W N Cof, alors C(p) contient WW.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer le point (a). Soit Z — B un
morphisme de préfaisceaux. Alors le morphisme X xp E — Y X F est une
équivalence faible. De méme, le morphisme Y xp E — Z xg F (resp. X Xp
E — Y xp E — Z xp F) est une équivalence faible, et donc, le morphisme
XxpE —Y xpFE — ZxgFE (resp. Y Xxg E — Z xp E) en est une.

Pour montrer (b), on commence par la remarque suivante : on définit un
foncteur ¢ : A\/B — A par (X — B) — X xp E. Ce foncteur commute
aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes. On en déduit
que ¢~ (W) est un A/B-localisateur car les fibrations triviales sont stables par
images réciproques. Le point (b) résulte de cette constatation, du lemme 2.3.7,
et de I'universalté des limites inductives dans X, car C(p) peut a présent étre vu
comme I'ensemble des fleches X — Y de A telles que pour toute fleche Y — B,
X — Y — B soit une ¢~ (W)-équivalence faible.

Pour se persuader du point (c), il suffit de voir que comme les fibrations
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triviales de A sont stables par images réciproques, C(p) les contient toutes, et
ainsi, cela résulte du corollaire 2.1.29 et du point (a). O

LEMME 2.4.10. Soient A une petite catégorie, (Z,S) une donnée homotopique
sur A. On considére une fibration naive p : X — Y, et un rétracte par défor-
mation fort i . Z — Y. Alors linclusion image réciproque j : Z Xy X — X
est un rétracte par déformation fort.

DEMONSTRATION. On a un carré cartésien

Zxy X1 ox

| l”

A Y

Comme 7 est un rétracte par déformation fort, par définition, il existe deux fleches
r:Y — Zeth:Y®I — Y telles que 71 = 1z, hdy = 1y, hdL = ir, et
h(i ® 17) = oy(i ® 17). On a les égalités h(p ® 11)0% = hdp = 1lyp = p,
hMp@1)(j®1) =h(i®@11)(q@ 1) =0y (i®11)(q® 1) =iq0zxy x = PjOzxy X,
et j0zxy x99y, x = J, ce qui permet de définir un morphisme u : (Z xy X)®I'U
X ®{0} — X, en posant u = (jozx,x, lx), tel que le carré suivant commute :

(Zxy X)®@TUX ®{0} — X
| lp
Aol h(p®1r) Y

Or ce dernier admet un relevement k£ : X ® I — X, puisque p est une fibra-
tion naive, la fleche verticale de gauche dans ce diagramme étant une extension
anodine. On a alors les égalités k(j ® 17) = jozx,x = ox(j ® 11) et k0% = 1x.
D’autre part, on a les égalités pkdy = h(p ® 1;)0% = hdyp = irp. On a donc
une unique fleche s : X — Z xy X telle que js = k%, et gs = rp. En outre,
on a sj = lzw,x, car jsj = kokj = k(j © 1)0h, x = j02xyx0pr, x = J et
qsj = rpj = rig = ¢q. On a ainsi montré que j est un rétracte par déformation
fort. O

REMARQUE 2.4.11. On considere une petite catégorie A, munie d’une donnée
homotopique. Toute section s d’une fibration triviale p : X — Y de A est un
rétracte par déformation fort. En effet, (Y, 1y) et (X, p) sont des objets injectifs de

la catégorie A /Y, et sont donc a la fois fibrants et contractiles pour toute donnée
homotopique sur A/Y. Or s peut étre vue comme une inclusion de (Y, 1y) dans
(X, p), et par suite, en vertu du corollaire 2.2.28, est une extension anodine entre
objets fibrants pour la donnée homotopique induite sur Y par celle de A (voir
2.2.41). C’est donc un rétracte par déformation fort dans E/X par le lemme
2.2.32. On en déduit immédiatement 1’assertion. R

En particulier, si (L, \° A!) désigne le cylindre de Lawvere de A, pour tout
préfaisceau X sur A, les morphismes

N X — X xL |, e=0,1
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sont des rétractes par déformation fort.

LEMME 2.4.12. Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible,
et q : E — B une W-fibration de but WW-fibrant. Alors pour tous morphismes
composables

x-Ly-tz

de 2, i étant une cofibration triviale, si i et if sont dans C(q), alors il en est de
meéme de f.

DEMONSTRATION. Soit © : Y — B un morphisme de A. Comme ¢ est une
cofibration triviale, et B est fibrant, il existe une fleche v : 7 — B telle que
u = vi. On peut alors former les carrés cartésiens ci-dessous.

XxpE— Y xp E—~Zxp E—E

l l ,k

X Y , A B

Par hypothese, i’ et ¢/ f’ sont des équivalences faibles, et donc f’ en est une, ce
qui prouve l’assertion. O

LEMME 2.4.13. Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible,
et q : E — B une W-fibration. Alors pour tous morphismes composables

x-Ly* g

de E, p étant une fibration triviale, si pf est dans C(q), alors il en est de méme
de f.

DEMONSTRATION. On se donne une fleche v : Y — B. On définit deux
fleches u, : Y — B par ug = u et u; = usp, ou s : Z — Y est une section de p
(laquelle existe puisque p est une fibration triviale). En outre on a une homotopie
de 1y vers sp au sens du cylindre de Lawvere (2.2.6). On en déduit qu’il existe
un morphisme h : Y x L — B, tel que hA}, = u, pour e = 0,1. On obtient le
diagramme commutatif suivant :

2%
X—>X><L<—

|l

X
Y =~V x LY |vf
Z

S

B
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Si v : C — B est une fleche de A\, on notera C, le produit fibré de C' et F
au-dessus de B. On obtient un diagramme commutatif, induit par le précédent,

Xuf - (X X L)h(fle) <~ Auspf

| | |\

Y, (Y x L), Yisp Zoe :

dans lequel toutes les fleches horizontales sont des équivalences faibles, car les
fleches du type A% sont des rétractes par déformation forts (voir a ce propos
la remarque 2.4.11), ce qui permet d’appliquer le lemme 2.4.10, et les fibrations
triviales sont stables par images réciproques. Enfin, pf est dans C(q) par hy-
pothese, et donc induit une équivalence faible X,y — Z,,. On en déduit que f
induit une équivalence faible X,s,f — Ysp. Il est donc clair que X,y — Y, est
une équivalence faible, ce qui montre que f € C(q), et achéve ainsi la démons-
tration. 0

PROPOSITION 2.4.14. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur
accessible. On note Fyy la classe des W-fibrations de but W-fibrant. Alors C(Fyy)
est un A-localisateur.

DEMONSTRATION. En vertu de 2.4.9, il suffit de montrer que pour tous mor-

phismes composables
xLy Lz

de ﬁ, si g et gf sont dans C(Fyy), il en est de méme de f. On remarque que
C(Fw) C W, puisque l'identité de I'objet final de A est une W-fibration de but
W-fibrant. Par conséquent, g est une équivalence faible, et admet une factorisa-
tion de la forme g = pi, ol ¢ est une cofibration triviale, et p une fibration triviale.
Soit ¢ un élément de Fyy. Par hypothese, pi et pif sont dans C'(q). Il résulte donc
du lemme 2.4.13 que i et i f sont dans C'(¢q). Mais alors en vertu du lemme 2.4.12,
f est dans C(q), ce qui acheve la démonstration. O

LEMME 2.4.15. Soient A une petite catégorie et VW un A-localisateur. On con-
sideére trois flechesde A, f: K — L, p: X — Y, etq: Z — T, et on suppose
que p est un rétracte de q. Si f € C(q), alors f € C(p).

DEMONSTRATION. Comme p est un rétracte de g, il existe un diagramme
commutatif
1x
TN

i

X—Z7Z—X
p q p
S
1y
Soit v : L — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient par composition
avec j un morphisme v : L — T'| et on vérifie que par fonctorialité, la fleche
K xy X — L xy X est un rétracte de la fleche K xp Z — L x¢p Z. Comme
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f € C(q), cette derniere est dans W, et donc I'assertion résulte de la stabilité de
W par rétractes. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.4.4. Si F), désigne la classe des fibra-
tions de but fibrant, il s’agit de montrer que W est propre si et seulement si
S C C(Fw). Or si W est propre W C C(Fw), et donc S C C(Fy). Récipro-
quement, si S C C(Fyy), il résulte de la proposition 2.4.14 que W C C(Fyy).
Si F' désigne la classe des morphismes images réciproques d’éléments de Fyy, on
s’apercoit immédiatement que C'(F’) = C(Fyy). Or toute fibration est un rétracte
d’'un élément de F’. En effet, si p : X — Y est une fibration, il existe un carré
commutatif

dans lequel p’ est une fibration de but fibrant, et i, j des cofibrations triviales.
On obtient le triangle commutatif suivant.

k= (pz
—Y Xy X

\/

Comme j € W et p € Fyy, la fleche de Y Xy X’ vers X', image réciproque de
j par p/, est une équivalence faible. Vu que i € W, on en déduit que k € W.
D’autre part, ¢ étant un monomorphisme, il en est de méme de k. Par suite, k
est une cofibration triviale, et donc le lemme du rétracte montre que p est un
rétracte de ¢g. Or par construction, ¢ € F’, et donc W C C(q). Le lemme 2.4.15
implique donc que W C C(p), ce qui achéve la démonstration. O

PROPOSITION 2.4.16. Soient A et I deux petites catégories, et W un A-lo-
calisateur. On rappelle que W! désigne la classe des fleches f de Hom(I, A) ~

I° x A telles que pour tout objet i de la catégorie I, le morphisme f; soit une
W-équivalence. Alors si W est propre, il en est de méme de WY.

DEMONSTRATION. On sait que si W est accessible, W/ D'est aussi, et qu’alors
si p est une fibration de Hom(7, 121\) au sens de W, pour tout objet i de I, le mor-
phisme p; est une fibration de A au sens de W (corollaire 2.3.12). On en déduit
immédiatement que si W est propre, I'image réciproque de toute WW!-équivalence
par une fibration au sens de W/ est encore une W!-équivalence. O

Nous terminons cette section par quelques résultats généraux sur la propreté
dans le cadre abstrait.
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DEFINITION 2.4.17. Soit C une catégorie de modeles fermée. Un carré com-
mutatif de C

XOL}/O

est homotopiquement cartésien si Xy s’identifie canoniquement & la limite homo-
topique du diagramme

Yo
X, —=Y; :

i.e. s'il existe un diagramme commutatif dans C,

X1 —=Y1—Y)

L

X —Y/<—Y] g
17 i =g Yo

dans lequel les fleches verticales sont des équivalences faibles, et p, ¢, des fibrations
de but fibrant, tel que le morphisme canonique

/ !
Xo — X} Xy Yy
soit une équivalence faible.

REMARQUE 2.4.18. Si C est propre a droite, alors le carré ci-dessus est ho-
motopiquement cartésien si et seulement s’il existe une factorisation de la fleche
Yo — YienYy, — Z — Y;, ou Yy — Z est une équivalence faible, et ou
Z — Y] est une fibration, telle que la fleche Xy — X; Xy, Z soit une équiva-
lence faible, et si c’est le cas, alors pour toute factorisation de la fleche Yy — Y
en Yy — Z — Yj, ou Yy — Z est une équivalence faible, et ou 7 — Y]
est une fibration, le morphisme canonique Xy, — X Xy, Z est une équivalence

faible.
La proposition suivante provient de [44].

PROPOSITION 2.4.19. Soit C une catégorie de modéles fermée propre a droite,
et p: X — Y une fleche de C. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour toute fleche Z — Y, le carré suivant est homotopiquement cartésien.

Xy X —X

Lk

A Y
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(b) Pour toute équivalence faible uw : Z' — Z, et pour toute fleche Z — Y,
si on forme les carrés cartésiens

Z'xy X —=7Zxy X — X

| b

A4 A Y ’

u

la fleche v est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Montrons que (a) = (b). On se donne donc une équivalen-
ce faible u : 7/ — Z, et une fleche Z — Y. On factorise p en une cofibration
triviale, suivie d’une fibration 7" — Y. On obtient les carrés cartésiens

A XyX—U>ZXyX—>X

| |

7' XyT—>ZXyT—>T

| |

A4 A Y

u

On voit que les fleches 7' xy X — Z' Xy T et Z xy X — Z Xy T sont
des équivalences faibles en vertu de la remarque ci-dessus, et comme la fleche
Z Xy T — Z est une fibration (car c¢’est une image réciproque d’une fibration),
et vu que C est propre, la fleche Z' xy T'— Z Xy T est une équivalence faible.
On en déduit que v en est une.

Il reste a voir la réciproque. Soit u : Z — Y une fleche de C. On factorise
wen Z — T — Y, ou Z — T est une cofibration triviale, et ou 7" — Y
est une fibration. Alors la fleche Z xy X — T Xy X est une équivalence faible
ce qui montre que le carré voulu est homotopiquement cartésien, en regard de la
remarque ci-dessus. ]

2.4.20. Soit C une catégorie de modeles fermée. Si X est un objet de C, La
catégorie C/ X admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les équi-
valences faibles (resp. les fibrations, resp. les cofibrations) sont les fleches dont
I'image par le foncteur d’oubli de C/X vers C en est une dans C. Siu: X — Y
est une fleche de C, on a un foncteur

w:C/X —C/Y | (Z,z) — (Z,uz) .
Ce dernier admet un adjoint a droite
u :ClY —C/X
qui associe a chaque objet Z au-dessus de Y l'objet Z xy X au-dessus de X. Il
est immédiat que le (u;, u*) est une adjonction de Quillen, puisque par définition,

le foncteur u, respecte les cofibrations et les équivalences faibles (il en résulte par
adjonction que le foncteur u* respecte les fibrations et les fibrations triviales).

PROPOSITION 2.4.21. Soit u : X — Y un morphisme de C. Les assertions
suivantes sont équivalentes.
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(a) u est une équivalence faible propre a droite.

(b) Le couple de foncteurs adjoints (uy, u*) est une équivalence de Quillen (au
sens de [26, définition 1.3.12]).

(c) Le foncteur induit par uy entre les catégories homotopiques
HoC/X — HoC/Y
est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’un simple exercice de traduction & 1’aide de [41,
chap. I, sec. 5, prop. 1] et de [26, proposition 1.3.13]. O

COROLLAIRE 2.4.22. Soient C une catégorie, et VW une classe de fleches de
C. On suppose qu’il existe une structure de catégorie de modéles fermée sur C
dont les équivalences faibles sont les éléments de V. Les assertions suivantes
sont alors équivalentes.

(a) Il existe une structure de catégorie de modéles fermée propre sur C dont les
équivalences faibles sont les éléments de V.

(b) Toute structure de catégorie de modeles fermée sur C dont les équivalences
faibles sont les éléments de VW est propre.

DEMONSTRATION. L’énoncé (c¢) de la proposition ci-dessus définit une pro-
priété du seul couple (C,W), sans mention d’aucune structure de catégorie de
modeles fermée sur C. O



CHAPITRE 3
Yoga simplicial

1. Ensembles simpliciaux

3.1.1. On rappelle que la catégorie des simplexes A est la sous-catégorie pleine
de Cat dont les objets sont les ensembles bien ordonnés

A, =A{0,...,n}, n>0.

La catégorie des ensembles simpliciaux est par définition la catégorie A des pré-
faisceaux sur A.

Pour 0 < i < n, on note &, I'unique application croissante et injective de A,,_;
vers A, qui ne prend pas la valeur 7, et pour 0 < i < n, o 'unique application
croissante et surjective de A, vers A,, qui prend deux fois la valeur 7. On définit
alors des ensembles simpliciaux 9A,, par la formule A, = Up<i<, Im 4. On a
donc une inclusion canonique 04, — A,, pour chaque n > 0.

PROPOSITION 3.1.2. L’ensemble d’inclusions
{ 04, — A, | n>0 }
est un modele cellulaire de A.
DEMONSTRATION. Voir [17, chap. 111, § 3.2]. 0O

3.1.3. On a un segment séparant (Ay, 1, ?), ce qui définit une donnée ho-
motopique élémentaire sur A, notée A; (voir 'exemple 2.2.5), et donc un A-
localisateur W, (corollaire 2.2.30), ainsi qu’une notion d’extensions anodines
dans A. On appelera oo-équivalences les éléments de W,,. La remarque 2.2.21
implique que ’ensemble J des inclusions

0A, x AjUA, x{e} — A, x Ay, n>0, e=0,1

engendre la classe des extensions anodines, dans le sens ou celles-ci sont les élé-
ment de la classe [(r(.J)). Pour ne pas nous singulariser, nous appellerons fibra-
tions de Kan, les fibrations naives au sens de cette classe d’extensions anodines,
et complexes de Kan les objets fibrants.

Pour chaque ensemble simplicial X, on obtient une donnée homotopique in-
duite sur X (cf. § 2.2.41), ce qui définit une notion d’extension anodine dans A /X,
ainsi qu'un A/X-localisateur noté W,,/X. On appellera X -extensions anodines
les extensions anodines de 3/ X définies de la sorte. On remarque qu’en vertu
de 2.2.43 les objets fibrants de A /X sont exactement les fibrations de Kan de
but X, et qu’en vertu du lemme 2.2.42, les extensions anodines de A/X sont
les morphismes dont 1'image dans A par le foncteur d’oubli est une extension
anodine.

91
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On peut décrire les extensions anodines en exhibant un autre ensemble qui
les engendre. Pour 0 < k < n, on pose A% = Uy<j<n, j2xIm 2. On a alors une
inclusion canonique A* — A,,.

PROPOSITION 3.1.4. La classe des extensions anodines est la classe
Ir({ AF— A, | n>1,0<k<n })).
DEMONSTRATION. Voir [17, chap. IV, § 2.1]. 0O

PROPOSITION 3.1.5. La catégorie des ensembles simpliciaux admet une struc-
ture de catégorie de modéles fermée propre et a engendrement cofibrant, dont les
équivalences faibles sont les co-équivalences, et dont les cofibrations sont les mo-

nomorphismes. En outre, les objets fibrants sont exactement les complexes de
Kan.

DEMONSTRATION. Le fait que ’'on obtienne de la sorte une structure de ca-
tégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant, avec pour objets fibrants
les complexes de Kan, résulte du théoreme 2.2.13 et de la proposition 2.2.29.
D’autre part, on vérifie grace a la proposition 2.3.2 et au lemme 2.3.3 que W,
est le A-localisateur engendré par les projections

XxA —X, XecObA.
Le corollaire 2.4.7 montre ainsi la propreté. O

3.1.6. On rappelle que si u : A — C est un foncteur défini sur une petite ca-
tégorie, et a valeur dans une catégorie admettant des petites limites inductives, il
existe un unique foncteur w : A—¢C qui commute aux petites limites inductives
prolongeant u, et que ce dernier admet un adjoint a droite, noté u* : C — A.

ProprosITION 3.1.7. Soit ¢ : A — C un foncteur. Alors pour m > 2, 0 <
1< j <m, le carré suivant est cartésien dans C :

%

5m—l
¢Am72 - (bAmfl
oot | |t
(bAmfl W ¢Am

DEMONSTRATION. On simplifie les notations en notant §* = gbé}’; et of = gba;f.
On ne rappelle pas les relations simpliciales (que I'on peut trouver par exemple
dans [17, page 24]). Ces dernieres montrent déja que le carré est commutatif, ce
qui est un bon début. Soient u,v : X — ¢A,, 1 deux fleches de C, telles que
dtu = 6v. 11 faut montrer qu'il existe une unique fleche w : X — ¢A,,_» telle
que u = & 'w et v = §w. Comme les morphismes du type 6% admettent des
rétractions, l'unicité est immédiate. On distingue deux cas : j < m, et j = m. Si
j < m, on pose w = o/ tu, et si j = m, on pose w = o™ 2u.

Sij<m,ona
v=0'0v =ol8u =60’ u = dw
d’on
u=0c'6u=0c'0v=0c"w=0c8"1w=6"w.
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Sij=meti<m—1, alorson a
v=0""1" = o™ = 6™ Pu = dw
d’ou encore
u = c'd'u = o'd™v = o' 'w = 066" w = ¢
Sij=meti=m—1, alors

mflémflu —

v=0""1" =0 U,

et donc w = 0™ %v, et 6™u = 6™ tu, d’olt
5m—1w — 5m—10_m—2u — o_m—Z(smu — O_m—Z(sm—lu —u=u,
ce qui acheve la démonstration. O

LEMME 3.1.8. Soient A une petite catégorie, et u : A — A un foncteur.
Pour que le foncteur uy : A — A respecte les monomorphismes, il faut et il
suffit que la fleche (udt,udy) : ulg M uldy — ud; soit un monomorphisme de

A.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 3.1.2, le foncteur u, respecte
les monomorphismes si et seulement si pour tout entier positif n, le morphisme
w0A, — w4, est un monomorphisme. On va vérifier que c’est toujours le cas
pour n # 1, ce qui montrera le lemme.

Lorsque n = 0, c’est trivial, car 04y = @, et car le foncteur uy commute aux
petites limites inductives par construction. Il suffit donc de considérer le cas ou
n > 1. On définit un sous-objet dud,, de uA,, en posant Jud, = Up<i<, Im ud .
Les carrés cartésiens décrits par la proposition 3.1.7 montrent que pour i <
j, on a Imud’, N Imud) ~ ud, _», ce qui implique que dud, peut se décrire
comme une limite inductive (finie) ne faisant intervenir que des objets de la
forme uAy pour k =n —1,n — 2, les morphismes étant du type ud;. Autrement-

dit, duA,, est la limite inductive de I'image par u; d'un diagramme de A, et on
vérifie facilement que la limite inductive de ce diagramme dans la catégorie des
ensembles simpliciaux n’est autre que 0A,, ([17, chap. II, § 3.9]). Par suite, on
a w04, ~ Jud,, ce qui montre que w04, est canoniquement un sous-objet de
ud,, pour n > 1. O

LEMME 3.1.9. Soient A une petite catégorie, X un préfaisceau sur A, W un
A/ X -localisateur, ¢ et 1 deux foncteurs définis de A wvers E, a: ¢ — Y un
morphisme de foncteurs, et u : YA, — X un morphisme de A. On suppose que
les foncteurs ¢, et W, respectent les monomorphismes, et que pour tout monomor-
phisme f: A, — A, le triangle commutatif

OAg,

OZA YAm

uamm Af

X
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est une W-équivalence. Alors le triangle commutatif

a9 A,

$0A, oA,
\ ) /

est une W-équivalence, o : ¢y — 1y désignant ausst le prolongement de « :

¢ — .

DEMONSTRATION. Pour les besoins de la démonstration, on introduit la ter-
minologie suivante : un sous-objet K de A, sera dit homogéne s’il existe un
sous-ensemble I de {0,... ,n}, tel que K = U;c; Im §%. Par exemple, 0A,, est un
sous-objet homogene de A,,.

On va montrer par récurrence sur m < n que pour tout monomorphisme
f: A4, — A, de A, et pour tout sous-objet homogene K de 4,,, la fleche

HK —————h K

NS

X

est une W-équivalence.

Pour m = 0,1, c¢’est trivial. Pour m > 1, on considere un monomorphisme f :
A,, — A, et un sous-objet homogene K de A,,. Alors il existe un sous-ensemble
I de {0,...,m} tel que K = Ujc; Im 6! . On procede alors par récurrence sur |I|.
Si I = @, c’est évident. Sinon, on choisit ¢ = min/ € I, et donc en posant
J =TI\ {i}, on définit un sous-objet homogene de A,, par L = Ujc;Im /.. On a
alors un carré cocartésien

L N Am—l — Am—l

Tk

L K

La proposition 3.1.7 montre que
LN Ay, ~Uje;(Imdl, NTmé! ) ~ Uiy Im 7

et donc que LN A,,_; est un sous-objet homogene de A, ;. En outre, les images
de ce carré par les foncteurs ¢, et 1, sont encore des carrés cocartésiens. On peut
alors conclure en vertu du lemme 2.3.7. O

3.1.10. On rappelle que le foncteur nerf N : Cat — ﬁ, C — NC, est
le foncteur qui a une petite catégorie C' associe I’ensemble simplicial A, +——

Home,: (A, C).

LEMME 3.1.11. Soit A une petite catégorie admettant un objet final e. Alors
pour toute fleche f : x — N A, et pour toute fleche u : NA — X ou X est un
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ensemble simplicial,

*

\ L N4
X
est une Wy, / X -équivalence.

DEMONSTRATION. Soit e : * — N A la fleche qui pointe I'objet final. On
vérifie facilement que c¢’est un rétracte par déformation fort, et donc que c’est une
extension anodine de A en vertu du lemme 2.2.31. Le cas f = e est donc résolu
par le lemme 2.2.42. En outre, pour toute fleche Ay — X, et pour i = 0,1, le
morphisme

Ji

NS

X

Ao

Ay

est une W,/ X-équivalence par construction des X-extensions anodines (voir
2.241). Or si f : x — N A est quelconque, il existe une fleche h : Ay — N A
telle que hdl = f et hd? = e, ce qui permet de conclure. O

3.1.12. On introduit a présent les foncteurs de subdivision barycentrique et
d’extension de Kan (d’apres [34]). Soit Ord la catégorie des ensembles ordonnés.
On définit un foncteur ¢ : Ord — Cat, qui a chaque ensemble ordonné FE,
associe I'ensemble des sous-ensembles totalement ordonnés finis et non-vides de
E, ordonné par 'inclusion (puis vu comme une catégorie), et a chaque application
croissante f : B — F', associe application croissante {f : {E — £F, U —
f(U). En composant avec le foncteur nerf N : Cat — A, on obtient un foncteur
N¢:Ord — A. Comme A est une sous-catégorie pleine de Ord, cela définit par
restriction un foncteur o : A — A, A, — N£A4A,,. On obtient ainsi un foncteur

Sd=0: A — A ,
lequel admet un adjoint a droite
Ex=0":A—A .

On remarque que pour tout ensemble ordonné F, il existe une application crois-
sante ag : EF — FE, qui a U C E associe max U. Si h : A — A est le
plongement de Yoneda, cela définit un morphisme de foncteurs o : ¢ — h, d’ou
un morphisme de foncteurs v : Sd — 13. Par adjonction, on obtient un mor-
phisme de foncteurs 3 : 13 — Ex. Il est immédiat que le foncteur Sd respecte
les monomorphismes en vertu du lemme 3.1.8.
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LEMME 3.1.13. Pour tout morphisme d’ensembles simpliciauz v : Sd A,, —
X et pour toute fleche f : A,, — A, de A, la fleche

sdA, — 2 _gqA,

A

X

est une équivalence faible de K/X

DEMONSTRATION. Si m = 0, cela résulte du lemme 3.1.11, car £A,, admet
un objet final. Le cas général s’en déduit immédiatement. O

PROPOSITION 3.1.14. Pour toute fléche du type u : SA(A,, x A;) — X, les
deux morphismes (i =0,1)

Sd(0A, x Ay U A, x {i}) Sd(4,, x Ay)

T

X

sont des cofibrations triviales de A/X

DEMONSTRATION. Soit f : 4,, — A,, un monomorphisme de A. Pour 0 <
k < m, on définit des monomorphismes de A

g 2 Appr — Ay X 4y

par

(1,0)  sil<k
) = 0<l<m+1.
ull) {(l—l,l) sil>k stsmE

En posant Ly = Up<j Imuy/, on obtient une suite de sous-objets
AerlﬁL(]CLlC...CLm:AmXAl,

telle que pour 0 < k < m, on ait L, NImugy1 ~ 4A,,. On a donc des plongements
A1 — Ly, tels qu’ on ait des carrés cocartésiens du type

Ay — A

L

Lk - Lk+1

En procédant par récurrence sur k, on montre grace aux lemmes 3.1.13 et 2.3.7 que
la fleche Sd Ly — Sd(4,, x A;) peut étre vue comme une W,/ X-équivalence.
En utilisant encore le lemme 3.1.13, on en déduit que pour i = 0,1, si d* : Ay —
A, x Ay désigne le morphisme constant de valeur (0,1 — ), la fleche

Sddi : Sd Ag ~ Ay — SA(Ay, x Ay)
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est une W,/ X-équivalence. On en conclut par une nouvelle application du lemme
3.1.13 que les morphismes d’ensembles simpliciaux au-dessus de X (i = 0,1)

Sd(14,, x6%)

Sd A, SA(A,, x A)

\ A/Sd(fX1A1)
X

sont des Wy, / X-équivalences. Le lemme 3.1.9 montre alors que les fleches du type

13An><6 )

Sd oA, d(0A, x Ay)

\/

sont des W, /X-équivalences. On a donc pour ¢ = 0,1, et pour toute fleche
Sd(4, x A;) — X, des diagrammes commutatifs

SdaA, 202 gq9A, x A))
sd A, — Sd(A4, x A;)
Sd(1a,, xd}) \

X )

dont les deux fleches horizontales sont des cofibrations triviales de A /X, et par
conséquent, comme le foncteur Sd commute aux sommes amalgamées, la fleche

Sd A, Sd(0A, x AU A, x {i})

N

X

est une cofibration triviale de A /X, ce qui montre enfin que la fleche

SA(0A, x AU A, x {i}) Sd(A, x Ay)

T

X

en est une aussi, et acheve la démonstration. O

COROLLAIRE 3.1.15. Pourn > 0 et pouri= 0,1, les fleches
Sd(0A4A, x Ay UA, x {i}) — Sd(A4,, x 4;)
sont des extensions anodines.

DEMONSTRATION. Pour X = Sd(A4,, X 4;), on peut appliquer la proposition
3.1.14, qui montre que ces deux inclusions sont des cofibrations triviales de A/X.
Or (X, 1x) est un objet fibrant de A/X, et donc les fleches en question sont des
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extensions anodines de A /X par le corollaire 2.2.28. Le lemme 2.2.42 implique

~

que ces inclusions sont des extensions anodines de A. O

COROLLAIRE 3.1.16. Le foncteur Sd respecte les extensions anodines, et le
foncteur Ex respecte les fibrations de Kan.

DEMONSTRATION. La premieére assertion résulte du corollaire précédent, et
la seconde de la premiere par adjonction. O

3.1.17. Pour n > 0, on a un morphisme de foncteur
Bxn : Ex" — Ex"t1

ce qui définit un systeme inductif de foncteurs,

1 —BEx— - — Ex" — Ex""' — ... |

On obtient ainsi un foncteur
Ex® = limEx" : A — A .

==
n

On définit par récurrence des morphismes " : 13 — Ex" par % = Ly, et
fmH = By ™. Cela induit un morphisme de foncteurs > : 13 — Ex™.

3.1.18. On définit a présent la catégorie CS des complexes simpliciaur com-
binatoires : un complexe simplicial combinatoire est un couple X = (E,®), ou
E est un ensemble ordonné, et ou @ est un sous-ensemble de £E tel que pour
tous s € &, s C s, 81 8 # @ alors § € . Un morphisme de complexes sim-
pliciaux combinatoires f : (Ey,®y) — (E1,®;) est une application croissante
[ Ey — Ej telle que f(®9) C @;. On a un foncteur évident x : A — CS§,
défini par A, — (A,,£4,), ce qui induit un foncteur £* : CS§ — ﬁ, par
X +— (4, — Homes(kA,, X)). On remarque que si E est un ensemble or-
donné, alors k*(E,£FE) n'est autre que le nerf de E.

EXEMPLE 3.1.19. On note &% (resp. 9¥,) l'ensemble des U C A, qui ne
contiennent pas {0,... ,n}\ {k} (resp. {0,... ,n}). Alors k*(A,, &%) = AF (resp.
K (A, 00,) = 04,)).

LEMME 3.1.20. Pour tout complexe simplicial combinatoire X = (FE,®), on
a SAdK*X =N@ (ou @ est vu comme un sous-ensemble ordonné de E, et donc
comme une catégorie).

DEMONSTRATION. On sait que les simplexes non dégénérés de N E sont les
monomorphismes du type A, — N E (voir [17, page 34]). On en déduit que {F
est 'ensemble des simplexes non dégénérés de N E, ordonné par l'inclusion, et il
est alors bien connu que SAN E = N¢F (voir [43]). D’autre part, les foncteurs Sd
et k* respectent les monomorphismes (c’est évident pour le second, et cela résulte
du lemme 3.1.8 pour Sd). On en déduit que Sd £*X est un sous-objet de SAN E,
et il est facile de vérifier que les morphismes A,, — NE¢FE qui se factorisent par
Sd k* X sont exactement les morphismes A, — @. O

La proposition ci-dessous est issue de [34], et la démonstration que nous en
donnons ici est essentiellement 1’originale.
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PROPOSITION 3.1.21 (Kan [34]). Pour tout ensemble simplicial X, Ex* X
est un complexe de Kan.

DEMONSTRATION. Pourn > 1, et 0 < k < n, il existe un triangle commutatif

) SdozAﬁ L
Sd? Ak Sd Ak
N
Sd? A,

En effet, on définit une application (qui n’est pas nécessairement croissante) f :
€A, — A, en posant pour U € €A, f(U) = max U si U ne contient pas
{0,...,k—=1,k+1,... ,n}, et f(U) =k sinon. Cela détermine une application
croissante

g: £2An HékAn ) {U17U27--- 7Ul} — {f(U1>7 7f(Ul>} :

On a par le lemme 3.1.20, N&2A, = Sd*> A, et la description de Sd* A* et
de Sd A% par le méme lemme permet de vérifier sans difficultés qu'en posant
Ynr = Ng, le triangle voulu commute. On en déduit que pour tout morphisme
a: AF — BEx X il existe une fleche b : A,, — Ex* X telle que le triangle suivant

commute :
BEx X

AP Ex X > Ex? X

e

A,
En effet, la donnée de a correspond par adjonction a la donnée d’un morphisme
u:Sd A% :— X et on obtient un diagramme commutatif

) deO‘AEL L
Sd? Ak — 2 8d Ak s X

l/ wn,k

Sd? A,

Le morphisme u1), ; correspond par adjonction a un unique morphisme b qui
fait I'affaire. Vu que les objets A% sont sont des limites inductives finies d’objets
représentables, on vérifie facilement que les foncteurs Homxz(A¥,.) commutent
aux limites inductives filtrantes. On en déduit par construction de Ex* X que la
fleche Ex> X — x vérifie la propriété de relevement a droite relativement aux
inclusions du type A¥ — A,,, pour n > 1, et 0 < k < n. La proposition 3.1.4
acheve donc cette démonstration. O

PROPOSITION 3.1.22. Toute limite inductive filtrante de fibrations de Kan
(resp. de fibrations triviales) est une fibration de Kan (resp. une fibration triviale).

DEMONSTRATION. Soient j : K — L une inclusion d’ensembles simpliciaux
de présentation finie (i.e. le foncteur Homy (M, .) commute aux petites limites
inductives filtrantes pour M = K, L), I une petite catégorie filtrante, X et Y

deux foncteurs de I vers 3, et p: X — Y un morphisme de foncteurs tel que
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pour tout ¢ € Ob I, p(i) soit un élément de r(j). On va montrer que lim p vérifie
aussi la propriété de relevement a droite relativement a j. On se donne donc un
carré commutatif

K —lim X
j lli_ngp
L—- iy

et comme K et L sont de présentation finie, il existe deux factorisations de k et
de [ telles que le diagramme suivant commute

K — X (i) —lim X

j[ lpm lli_mw

L Y (i) lim ¥’

Le carré de gauche admet un relevement par hypothese, ce qui en définit un pour
le premier. La proposition résulte a présent des propositions 3.1.2 et 3.1.4. O

COROLLAIRE 3.1.23. Pour toute fibration de Kan p, Ex™ p est une fibration
entre objets fibrants.

DEMONSTRATION. Cela résulte directement de la construction du foncteur
Ex®, du corollaire 3.1.16, des propositions 3.1.21, 3.1.22 et 2.2.29. O

LEMME 3.1.24. Soient C une catégorie de modeles fermée, G : C — C un
endofoncteur admettant un adjoint a droite D, et respectant les cofibrations et les
cofibrations triviales. On se donne aussi un morphisme de foncteurs o : G — 1¢,
et on note 3 : 1¢ — D le morphisme obtenu par adjonction, et on suppose que
pour tout objet cofibrant X de C, le morphisme ax est une équivalence faible.
Alors pour tout objet fibrant X, le morphisme Bx : X — DX est une équivalence
faible.

DEMONSTRATION. Cela résulte de [26, proposition 1.3.13 et lemme 1.3.18].
[

3.1.25. Soit Y un ensemble simplicial. On définit un foncteur Sd* : A /Y —
AJY par SAY(X, f) = (SAX,aySdf) = (SdX, fax), ot f: X — Y est
un morphisme de ﬁ, vu comme un objet de A /Y. Le morphisme de foncteurs
«:Sd — 13 induit trivialement un morphisme de foncteurs ¥ : Sd¥ — 1 Ay

LEMME 3.1.26. Le foncteur SA¥ respecte les extensions anodines de A/Y, et
¥ 1 8dY — 13,y est une WY -équivalence naturelle.

DEMONSTRATION. La premiere assertion résulte du corollaire 3.1.16 et du
lemme 2.2.42. Pour ce qui est de la seconde assertion, on constate d’abord qu’en
vertu de la proposition 3.1.2 et du lemme 2.2.40, I’ensemble

Iy={ 04, — A4, —Y | n>0,4,—Y }
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est un modele cellulaire de 3/ Y. Comme pour tout morphisme A, — Y, la
fleche Sd A, — A, — Y est une W, /Y-équivalence (ce qu’on voit grace au
lemme 3.1.11, puisque 4,, et Sd A,, sont les nerfs de catégories ayant un objet
final), le lemme 3.1.9 implique que pour tout n, et pour toute fleche A, — Y,
le morphisme de A /Y, Sd0A, — 04, — Y, est une W, /Y -équivalence. Si
X est un objet de A /Y, le morphisme @ — X est un rétracte d'un composé
transfini d’images directes d’éléments de Iy, et comme le foncteur Sd¥ commute
aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, le lemme 2.3.7
montre que Sd¥ X — X est une Wi, /Y -équivalence. O

3.1.27. On note Ex" I'adjoint & droite de Sd*', ¥ : 13 — Ex” le morphisme
de foncteurs obtenu & partir de ¥ par adjonction, et pour n > 0, Ex™™ (resp.
Sd¥™™) le foncteur Ex¥ (resp. SdY) itéré n fois. En composant les morphismes
du type Sd*" 'Y : Sd¥™ — Sd¥"™!, on obtient un morphisme de foncteurs
¥ 8dY" — 1 Ay De méme, en composant les morphismes ﬁgxy’n cBExYm —
Ex""*! on obtient un morphisme ¥ : 13 vy Ex"" et on vérifie que 3¥"

correspond & a¥*" par adjonction. On a un systéme inductif indexé par les entiers
n>0

_ EXY,l SN EXY,n _ EXYJH-l ...

18/)/ )

et on pose Ex"® = lim Ex"™. On a alors un morphisme de foncteurs 5> :

1x o Ex"*. 1l est clair que si Y est I'objet final de ﬁ, on retrouve les
constructions précédentes. On va expliciter les objets du type Ex""(X,p) pour

plus de clarté. Sip: X — Y est un morphisme de A, on a un carré commutatif
pour 0 < n < oo,

/Bn
X —>FEx"X

pl lExnp

Y —Ex"Y
By
On peut alors former le carré cartésien

Y XEx"Y Ex" X — FEx" X

ql lwp

Y 5 Ex"Y ’

et on vérifie facilement que si on voit p : X — Y comme un objet de A /Y, on
a l'identification Ex"""(X,p) = (Y Xgemy BEx" X, q).

PRroPOSITION 3.1.28. Toute fibration de Kan est une fibration.
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DEMONSTRATION. Soit p : X — Y une fibration de Kan. On a alors un
carré commutatif

/BOO
X —>Ex®X

pl lExwp

Yﬁ—%o>EX Y ’

et on sait que Ex® p est une fibration entre complexes de Kan (c’est le corollaire
3.1.23). On obtient donc un triangle commutatif

X

Y XEx>® v Ex* X
X /
Y

la fleche q : Y Xpyey Ex®™ X — Y étant une fibration, puisque Ex™ p en est
une. En vertu de la proposition 2.2.38, il suffit de montrer que la fleche X —
Y Xgeo vy Ex™ X est une extension anodine. On voit déja que c’est une cofibration,
car les morphismes Sd A,, — A,, sont des épimorphismes, ce qui implique que (3
est un monomorphisme, et donc que °° en est un, car c’est une limite inductive
filtrante de monomorphismes. On remarque que (X, p) est un objet fibrant de

ﬁ/ Y, en vertu du corollaire 2.2.29 et du lemme 2.2.42. On en déduit que les

morphisme 5&%) (X, p) — Ex"™(X,p) sont des W, /Y -équivalences, grace

aux lemmes 3.1.24 et 3.1.26, et donc les morphismes

By * EXT"(X, p) — EX""TH (X, p)

Y

sont des Y-extensions anodines, car ce sont des cofibrations triviales de but fi-
brant (le lemme 3.1.26 implique en effet que les foncteurs Ex*"™ respectent les
objets fibrants par adjonction), ce qui permet d’appliquer le corollaire 2.2.28.
Par conséquent, la fleche (X,p) — Ex"*°(X,p) est une Y-extension anodine.
Or l'image de cette derniere dans A par le foncteur d’oubli n’est autre que le
morphisme X — Y Xpeoy Ex™ X, et donc le lemme 2.2.42 acheve cette dé-
monstration. ]

THEOREME 3.1.29 (Quillen [41]). La catégorie des ensembles simpliciaux ad-
met une structure de catégorie de modéles fermée propre, dont les cofibrations
sont les monomorphismes, les cofibrations triviales, les extensions anodines, et
les fibrations, les fibrations de Kan.

DEMONSTRATION. Cela résulte des propositions 3.1.5, 2.2.38, et 3.1.28. [

2. Caractérisation locale de la classe des co-équivalences (1)

DEFINITION 3.2.1. Soient A une petite catégorie, YW un A-localisateur, et
p: X — Y un morphisme de A.

Le morphisme p est une W-fibration faible si pour toute W-équivalence f :
K — L, et pour tout morphisme L — Y de 121\, si on forme les carrés cartésiens
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suivants,

Kxy X —2>LxyX—=X

l |

K L Y ’

la fleche g est une W-équivalence.

Le morphisme p est W-localement constant si pour tout morphisme f : a’ —
a de A, et pour tout morphisme a — Y de 121\, si on forme les carrés cartésiens
suivants,

g
a XyX—>aXyX—>X

L

a’ a Y )

la fleche g est une W-équivalence.
Le morphisme p est une W-équivalence universelle si pour toute fleche Y/ —
Y, le morphisme image réciproque p’ : X’ — Y est une W-équivalence.

ExEMPLE 3.2.2. Il résulte du théoreme 3.1.29 et de la proposition 2.4.19 que
toute fibration de Kan est une W,-fibration faible, et donc un morphisme Ws.-
localement constant. Plus généralement, pour toute petite catégorie A et pour
tout A-localisateur propre W, toute fibration au sens de W est une W-fibration

faible.

PROPOSITION 3.2.3. Soitp : X — Y un morphisme d’ensemble simpliciauz.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout morphisme Z — Y, le carré

Xy X —X

L

A Y

est homotopiquement cartésien.
(b) La fleche p est une Wy, -fibration faible.

(c) Le morphisme p est Weo-localement constant.

DEMONSTRATION. La preuve que nous donnons ici est inspirée de [44].

L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 2.4.19, et il est évident que
(b) = (c). Il ne reste donc plus qu’a montrer (¢) = (a). On suppose a présent
la condition (c) vérifiée. On a un foncteur ¢ : A/Y — A/X, défini sur les
objets par (Z — Y) +—— (Z xy X — X)), et on s’apercoit facilement que
W = ¢71(W,/X) est un A/Y-localisateur. La propriété (c) est alors équivalente
a la suivante.
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(¢") Tout morphisme de AJY de la forme

S

Ay A,

est une W-équivalence.

On doit en déduire que pour toute co-équivalence f : A — B, et tout morphisme
B — Y, le morphisme

A1—L -3
Y
est une W-équivalence (cela suffira grace a la proposition 2.4.19). En vertu de

2.4.9 (c), on peut se contenter du cas ou f est une cofibration triviale, et 2.4.9
(b) montre qu’il suffit de traiter le cas ou f est de la forme

0A, x AjUA, x{e} — A, x Ay, pourn >0ete=0,1,
puis 2.4.9 (a) qu’il suffit de considérer le cas ou f est de la forme
1Anx5i:An—>An><A1 ou bien 1ya, xéizﬁAnﬁaAnxAl.

Enfin, le lemme 3.1.9, appliqué aux foncteurs X — X et X — X x Ay pour le
A/Y-localisateur W, nous permet de nous contenter de montrer le cas ou f est
de la forme 1,4, x dt.

Dans la démonstration de la proposition 3.1.14, on a déja remarqué qu’il existe
une suite de sous-objets de A,, x Ay, de la forme

An+1:L0CL1C...CLn2AnXA1,

et telle qu’ on ait des carrés cocartésiens dont toutes les fleches sont des mono-
morphismes

An —— An+1

Ly —— Ly

Cette décomposition et les sorites 2.4.9 permettent de montrer par récurrence sur
k que les inclusions du type 4, — A, x A; sont des W-équivalences, ce qui
acheve cette démonstration. O

COROLLAIRE 3.2.4. Un morphisme Wy, -localement constant est une oo-équi-
valence si et seulement si ¢’est une co-équivalence universelle.
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DEMONSTRATION. Soient p : X — Y un morphisme W_-localement cons-
tant, et v : Y — Y une fleche de A. On forme le carré cartésien suivant.

X/L>X

Y —=Y

On suppose en outre que p est une co-équivalence, et on veut montrer que le mor-
phisme p’ est une oo-équivalence. En vertu de la proposition 3.2.3, le morphisme
p est une W,.-fibration faible, et on vérifie immédiatement que les W, -fibrations
faibles sont stables par changement de base. Factorisons v en une extension ano-
dine j : Y — Y suivie d’une fibration de Kan r : Y — Y, puis formons les
carrés cartésiens suivants.

X/_i>X//L>X

doo ]

Y’ 7 Y’ Y

T

Comme 7 est une fibration de Kan, c’est une W -fibration faible (3.2.2), et p”
est une W,.-fibration faible. On en déduit que p” et i sont des oo-équivalences,
ce qui implique que p’ en est une aussi. ]

3.2.5. On définit le foncteur
g - A — Ens
comme 'adjoint a gauche du foncteur
p2:5n3—>£ E— gx*.

Si Hoyy, A désigne la catégorie ﬁ, localisée par la classe des oo-équivalences,
alors pour tout ensemble simplicial X, on a une bijection naturelle

(3.2.5.1) mo(X) ~ HomHoWwﬁ(*,X) :

On appelle 0-équivalences les morphismes de A qui induisent une bijection apres
application du foncteur 7.

LEMME 3.2.6. Les 0-équivalences forment un A-localisateur qui contient les
oo-équivalences.

DEMONSTRATION. L’identification (3.2.5.1) implique que toute A;-équiva-
lence d’homotopie, et donc toute fibration triviale est une 0-équivalence. Comme
le foncteur my commute aux petites limites inductives, on en déduit aussitot le
lemme. O

Le lemme ci-dessus et le corollaire 3.2.4 déterminent totalement W, dans le
sens suivant.

THEOREME 3.2.7. Soit W un A-localisateur vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Toute WW-équivalence est une 0-équivalence.
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(ii) Un morphisme W-localement constant est une W-équivalence si et seule-
ment sl est une YW-équivalence universelle.

(i) Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X vers l’objet
final x ~ Ay de A est W-localement constant.

Alors W = Wy
DEMONSTRATION. On va procéder en plusieurs étapes.
3.2.7.1. Toute oco-équivalence est une VV-équivalence.

En effet, il résulte de (iii) que pour tout ensemble simplicial X, la projection
X x Ay — X est une W-équivalence, ce qui permet de conclure en vertu de la
définition méme de Wy, (cf. 3.1.3).

3.2.7.2. Une fibration de Kan est une YW-équivalence si et seulement si elle
est une W-équivalence universelle.

Toute fibration de Kan est W,-localement constante (voir I'exemple 3.2.2) et
donc est W-localement constante en vertu de 3.2.7.1. L’assertion résulte donc de
la condition (ii).

3.2.7.3. Soit X un complexe de Kan tel que la fleche canonique X — Aq
soit une W-équivalence. Alors X est Ay-contractile.

I1 résulte de la condition (i) que my(X) est I'ensemble & un élément, et donc
en particulier que X n’est pas vide. Soit x un O-simplexe de X. Comme X est un
complexe de Kan, le morphisme canonique

q: Hom(A;, X) — X x X ~ Hom(9A4,, X)

est une fibration de Kan ([17, chap. VI, § 4.3]). D’autre part, si on forme les
carrés cartésiens

Q(X7$) —>P(X,:L‘) —>Ho_m(A1,X)

| l )

AQ - X (1x.2) X x X
l lph
AO X )

xT

on obtient un diagramme dont toutes les fleches verticales sont des fibrations de
Kan. Le morphisme composé Hom(A;, X) — X est une fibration triviale, et il
résulte de 3.2.7.2 que pry : X x X — X est une W-équivalence universelle. Par
conséquent, en vertu encore de 3.2.7.2, (X, z) est un complexe de Kan dont la
fleche canonique vers Ay est une W-équivalence. En itérant cette construction,
on obtient une suite 2"(X, x) de complexes de Kan vérifiant la méme propriété,
telle que mQ" (X, x) soit le n-itme groupe d’homotopie de X au point x. La
condition (i), le théoreme de Whitehead ({17, chap. VI, § 5.6.1]), et le lemme
2.2.24 impliquent donc 'assertion.
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3.2.7.4. Toute fibration de Kan qui est une VWW-équivalence est une co-équiva-
lence.

Considérons une fibration de Kan p : X — Y qui soit aussi une W-
équivalence. La condition (i) implique que p induit une bijection apres application
du foncteur 7, et toutes les fibres de p sont A;-contractiles en vertu de 3.2.7.2 et
3.2.7.3. L’assertion résulte donc du théoreme de Whitehead et de la longue suite
exacte des groupes d’homotopie associée a une fibration de Kan ([17, chap. VI,

§ 3.3]).
3.2.7.5. Toute WW-équivalence est une oco-équivalence.

Cela résulte immédiatement de 3.2.7.1, de 3.2.7.4, et de I'existence pour tout
morphisme de A d’une factorisation en une extension anodine suivie d’une fibra-
tion de Kan. O

3. Réalisations simpliciales

3.3.1. Si A est une petite catégorie, on note pr; = 14 X py : Ax A — A
et pro = py X Ia : A X A — A les projections canoniques, ce qui induit deux
foncteurs images inverses

prT:pZ:g%m et prézpj:ﬁﬁm.

Le foncteur prj est toujours pleinement fidele. Si X et Y sont respectivement
un préfaisceau sur A et un ensemble simplicial, on notera par abus X x Y le
préfaisceau sur A x A priX x pr3Y.

LEMME 3.3.2. Soient A une petite catégorie, et M un modéle cellulaire de A.
Alors l’ensemble d’inclusions

{ KxA,ULx0A,—LxA4, | K—LeM,n>0 }
est un modéle cellulaire de m

DEMONSTRATION. Pour n > 0, on définit la catégorie A<, comme la sous-
catégorie pleine de A dont les objets sont les ensembles ordonnés A, pour k < n,
et on note

i, Ay — A
le foncteur d’inclusion. On obtient de la sorte deux foncteurs
in!:E;l—>3 et 228%@7

le premier étant un adjoint a gauche du second. Suivant [17], cela permet de
former un foncteur squelette

Sk" =i%i, : A — A

muni d’'un morphisme de foncteurs canonique Sk — 13 (voir [17, chap. II,
§ 3]). On obtient en appliquant cette construction argument par argument un
foncteur
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On a ainsi un filration de 13 ([17, chap. II, § 3.5, corollaire 1, et § 3.8])

g=8k'cSk’c...c...Sk"c Sk c...C 1z,

telle que 13 = lim Sk". Pour chaque monomorphisme f : X — Y de m,
on obtient grace au lemme d’Eilenberg-Zilber ([17, chap. II, § 3.1]), un carré
cartésien dans A

(Sk™! X), —= X,
(SK™1 /) l lfn
(Sk™1Y), — Y,

On en déduit en utilisant le carré cocartésien [17, chap. 111, § 3.2, Fig. 18], le
carré cocartésien suivant dans A x A.

((Xn U (Sk”'l Y)n) X An) U (Yn X 8An) — X U Skn—l Y

| |

Y, x A, XUSk"Y

L’égalité Y = U,>o(X USk™ YY) montre donc que les monomorphismes de AxA
sont engendrés par les fleches de la forme

KxA,ULx0A4, — LxA,,

définies par un monomorphisme K — L de g, et I'une des inclusions canoniques
04, — A,, n > 0. L’assertion résulte donc de [26, lemme 4.2.4]. O

3.3.3. Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A (i.e. un

foncteur de A vers A. On note pour n >0, D, = DA, et si f est une fleche de
A, on note encore par abus f 'image de f par D. On a un foncteur

Q:AXA—>A\, (a, Ay) — ax D,

lequel se prolonge de maniére unique en un foncteur commutant aux petites
limites inductives

ReaID:Q!:A/Q—nzl\,
et admettant donc un adjoint a droite
SingD:Q*:A\—mm.
Si Hom désigne le Hom interne de 2’ pour tout préfaisceau X sur A, on a
(Singp X),, = Hom(D,,, X) , n>0.

Pour chaque morphisme D — D’ d’objets cosimpliciaux de 121\, on obtient cano-
niquement deux morphismes de foncteurs

Real, — Real,, et Sing,, — Sing), .
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EXEMPLE 3.3.4. Si P est un l'objet cosimplicial constant de valeur 1'objet
final de A, alors le foncteur

Singp:gﬁm

est le foncteur pi, qui a un préfaisceau X sur A associe I'objet simplicial cons-
tant de valeur X. Son adjoint a gauche Real, s’identifie donc au foncteur limite
inductive sur A° :

lim : Hom(A°, A) — A .

AO
Si D est un objet cosimplicial quelconque de A\, on a un unique morphisme
canonique de D vers P, ce qui induit des morphismes de foncteurs

Real, — Realp = lim et Singp = py — Singp .
AO
LEMME 3.3.5. Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A.

Pour que le foncteur Real, respecte les monomorphismes, il faut et il suffit que
la fleche

(61, 6%) : Do 11 Dy — D,
soit un monomorphisme.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que la condition est nécessaire. Nous allons
montrer qu’elle est suffisante. Pour n > 0, on note dD,, = Real, 04,,. Il résulte

du lemme 3.1.8 que pour tout objet K de A et tout entier n > 0 que
K x 0D,, = Real,(K x 04,) — Real,(K x A,) = K x D,

est un monomorphisme. Si K — L est un monomorphisme On obtient donc un
monomorphisme
KxD,ULxdD, — LxD,.

Or celui-ci est I'image par le foncteur Real;, du monomorphisme
KxA,ULx0A4, — LxA, .

Le lemme 3.3.2 permet ainsi d’achever la démonstration. O

3.3.6. Soient A une petite catégorie, et WW un A-localisateur. Un W-segment
est un segment séparant (I,0°, 0') de A tel que pour tout préfaisceau X sur A,
la projection X x I — X soit une W-équivalence.

DEFINITION 3.3.7. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.
Une W-résolution cosimpliciale est un objet cosimplicial D de A vérifiant les
axiomes suivants.

RC1 Le préfaisceau Dy est un objet final de A.

RC2 Les morphismes D,, — Dy, n > 0, sont des W-équivalences universelles
(i.e. pour tout préfaisceau X sur A, les projections X x D, — X sont
des W-équivalences).

RC3 La fleche

(5%7 5?) : Dol Dy — Dy
est un monomorphisme.
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Une telle résolution est contractile s'il existe un W-segment (I,9°,9") de /Al, tel
que pour tout entier n > 0, D,, soit [-contractile.

EXEMPLE 3.3.8. Soit A une petite catégorie.

Si W est un A-localisateur et u : A — A un foncteur, tels que pour tout
a € ObA, u(a) soit connexe, et que le morphisme u*A; — x soit une W-
équivalence universelle. Alors

D: A, —u'A,

est une W-résolution cosimpliciale contractile (car les préfaisceaux D,, sont tous
D;-contractiles).

On définit ainsi la résolution cosimpliciale de Lawvere de A comme 1'objet
cosimplicial

WA A, — A, .

En vertu du lemme 1.1.27, pour tout entier n > 0, le préfaisceau % 4,, est un
objet injectif de ﬁ, et par conséquent, pour tout A-localisateur W, i% A est une
W-résolution cosimpliciale contractile.

LEMME 3.3.9. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur acces-
sible. On considere un monomorphisme K — L de A, et on suppose que les

foncteurs
Xr— XxK et X+— XXL

respectent les YWW-équivalences. Alors pour toute W-fibration p : X — Y de A\,
la fleche
q : Hom(L, X) — Hom(L,Y") XHom(k,y) Hom(K, X)

est une W-fibration (Hom désignant le Hom interne de E)

DEMONSTRATION. Les fibrations étant définies par le fait qu’elles vérifient
la propriété de relevement a droite relativement aux cofibrations triviales, on
s’apercoit aussitot par adjonction que ¢ est une W-fibration si et seulement si
pour toute W-cofibration triviale U — V| la fleche

UXLUVXK-—VXL

est une W-cofibration triviale. Or cette derniere propriété est une conséquence
immédiate de 'hypothese. O

PROPOSITION 3.3.10. Soient A une petite catégorie, YW un A-localisateur, et
D une W-résolution cosimpliciale. On note WA° le A x A-localisateur formé des
morphismes X — Y de m, tels que pour tout n > 0, la fleche X,, — Y,
soit une W-équivalence (cf. 2.3.12). Alors on a une inclusion

Real , W2 Cc W .

DEMONSTRATION. Les mémes considérations que pour la démonstration du
corollaire 2.3.5 impliquent qu’il suffit de montrer cet énoncé dans le cas ou W est
accessible. Dans ces conditions, en vertu du théoreme 2.3.4, la catégorie A admet
une structure de catégorie de modeles fermée (a engendrement cofibrant). On
peut alors considérer la structure de catégorie de modeles fermée de Reedy induite
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sur A x A (voir [26, théoreme 5.2.5]). On vérifie facilement que les cofibrations
pour cette structure sont les morphismes K — L tels que pour tout n > 0, le
morphisme de A
(Skn_l L)n H(Skn—l K)n Kn — Ln

soit un monomorphisme. On en déduit grace au lemme d’Eilenberg-Zilber [17,
IT, § 3.1] que ce sont exactement les monomorphismes de AxA. En particulier,
tout les objets sont cofibrants pour cette structure. En outre, on s’apercoit grace
a la caractérisation des fibrations pour la structure de Reedy, que si X — Y est

un morphisme de ﬁ, alors la fleche Sing;, X — Sing,, Y est une fibration si et
seulement si pour tout n > 0,

Hom(D,,, X) — Hom(D,,,Y) XHom(D,,v) Hom(dD,,, X)

est une fibration de A (ou OD,, désigne 'image par Real, de 0A,,). Or il résulte
de la définition méme de résolution cosimpliciale et des lemmes 3.1.8 et 3.1.9 que
les inclusions 9D,, — D,, vérifient les hypotheses du lemme ci-dessus. On en
déduit que le foncteur Sing,, respecte les fibrations, et donc par adjonction que
le foncteur Real,, respecte les cofibration triviales. L’assertion résulte ainsi du
lemme de Ken Brown ([26, lemme 1.1.12]). O

3.3.11. Soit § : A — A XA le foncteur diagonal (défini par 04,, = (4,, 4,)).

Il induit un foncteur image inverse
5*:A/><\A—>£, X — (4, = X,,) ,

lequel admet un adjoint a droite 9, : A—AxA Sionnote h: A — Ale
plongement de Yoneda, on a les identifications

0" = Real, et 0, = Sing,, .

COROLLAIRE 3.3.12. Soit W un A-localisateur contenant Wao, et soit X —

Y un morphisme de A x A tel que pour tout n > 0, le morphisme d’ensembles
simpliciaur Xo,, — Y., soit une W-équivalence. Alors 6*X — 0*Y est une
W-équivalence.

DEMONSTRATION. Comme cela 'a été remarqué dans la preuve de la propo-
sition 3.1.5, demander I'inclusion W,, C W revient a demander que le morphisme
o) : Ay — Ay soit une W-équivalence universelle. Le corollaire est donc une
spécialisation immédiate de la proposition 3.3.10. O

LEMME 3.3.13. Soient A une petite catégorie, (I,8°,0") un segment de A, et
deuz morphismes I-homotopes u,v € Hom 3(X,Y). Alors pour tout préfaisceau
Z sur A, les morphismes induits

u*,v* : Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)
sont I-homotopes.

DEMONSTRATION. On peut supposer qu’il existe une I-homotopie h : X x
I — Y de u vers v, ce qui induit un morphisme

h* : Hom(Y, Z) — Hom(X x I, 7).
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Or on a un isomorphisme canonique
Hom(X x I, Z) ~ Hom(I, Hom(X, Z)) ,
et donc h induit par adjonction une fleche
Hom (Y, Z) x I — Hom(X, Z)
qui est ’homotopie recherchée. O

PROPOSITION 3.3.14 (Kan [34]). Les morphismes de foncteurs
B:13 — Ex et B 13 — Ex™

sont des oo-équivalences naturelles (i.e. pour tout ensemble simplicial X, By et
B sont des co-équivalences).

DEMONSTRATION. Soient A «*— A x A = A les deux projections canoni-
ques. Elles induisent deux foncteurs images inverses

p*:£—>A/><\A et q*:£—>A></\A,
et on remarque qu’on a deux morphismes de foncteurs canoniques (3.3.3)

On a d’autre part un objet cosimplicial ¢ de A, et un morphisme d’objets cosim-
pliciaux a : 0 — h (voir 3.1.12), ce qui induit un morphisme de foncteurs
0. = Sing,, — Sing_ .

~

Pour tout n > 0, 0*A,, = Ex A, est un objet injectif de A (grace par exemple aux
lemmes 1.1.24 et 3.1.20, et a la proposition 3.1.2), et donc toute Ex A;-équivalence
d’homotopie est une co-équivalence (cette propriété résulte aussi peut-étre plus
simplement du fait qu’il existe un morphisme de foncteurs de 13 vers Ex, ce qui
implique que toute Ex A;-homotopie est une A;-homotopie). En outre, o est une
Wo-résolution cosimpliciale contractile (les catégories £€A,, admettent un objet
final). Si X est un ensemble simplicial, pour m,n > 0, on a ’égalité

(Sing, X)mn = Homz (A, x SdA,, X) ,
laquelle montre qu’on a un diagramme commutatif naturel en X
p*X 0, X X

o Jos-

p*X —=Sing, X =—— ¢*"Ex X

Or en vertu du lemme 3.3.13, pour tout m > 0, on a une A;-équivalence d’ho-
motopie
(q*X)m,o =X — (5*X)m,o = M(Ama X) )
et comme le foncteur Ex commute aux produits, une Ex A;-équivalence d’homo-
topie
(¢"Ex X);e = Ex X — (Sing, X),,e = ExHom(A,,, X) ,
puis pour tout n > 0, des A;-équivalences d’homotopie

(p*X).,n =X — (5*X)o,n = M(Ana X)
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(p*X)en =X — (Sing, X)s,, = Hom(Sd A,,, X) .
Il résulte donc du corollaire 3.3.12 qu’en appliquant le foncteur *, on obtient un
diagramme commutatif

X —0"0.X X

Lk

X—>5*SingUX<—EXX )

dans lequel toutes les fleches horizontales sont des oo-équivalences. Cela implique
que le morphisme [y est une oco-équivalence, et le lemme 2.3.7 montre qu’il en
est alors de méme de 5. O

PROPOSITION 3.3.15. Les oo-équivalences sont stables par limites inductives
filtrantes.

DEMONSTRATION. Pour tout entier n > 0, ’ensemble ordonné £A,, est fini,
et donc Sd A, = NEA, est un ensemble simplicial de présentation finie (cf.
(17, chap. II, § 5.4]). Par conséquent, le foncteur Homz(Sd 4,,, . ) commute aux
petites limites inductives filtrantes. On en déduit que le foncteur Ex commute
aux petites limites inductives filtrantes, puis qu’il en est de méme des foncteurs
Ex" pour n > 0. Comme Ex™ est une limite inductive des foncteurs Ex", cela
implique que ce dernier commute aussi aux petites limites inductives filtrantes.
Considérons a présent une petite catégorie filtrante I, et le I° x A-localisateur
WL | formé des morphismes X — Y de [Fx A~ Hom(, ﬁ), tels que pour tout
1 € Ob 1, la fleche X; — Y soit une oo-équivalence. Alors en vertu du corollaire
2.3.15, Hom({, 3) admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les
équivalences faibles sont les éléments de W/ | et les fibrations, les morphismes p
de I° x A tels que pour tout ¢ € Ob I, p; soit une fibration de Kan. Il résulte de
la proposition 3.1.22 que le foncteur limite inductive

lim : Hom(/, 3) — A
—
respecte les fibrations et les fibrations triviales, et donc en vertu du lemme de

Ken Brown ([26, lemme 1.1.12]), qu’il respecte les équivalences faibles entre objets

fibrants. Soit X — Y une équivalence faible de Hom(7, ﬁ) Alors le morphisme

Ex® X — Ex™Y est une équivalence faible entre objets fibrants (propositions

3.1.21 et 3.3.14), et donc lim Ex™ X — lim Ex™ Y est une oo-équivalence. Or
_ s

on a un diagramme commutatif

limX — - limEx* X —~. Ex*®lim X
_ _ e
limY — ~ IimEx*Y _~ . Ex*limY )
5 - =
lequel permet de conclure en vertu de la proposition 3.3.14. O

DEFINITION 3.3.16. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.

On rappelle que W2" désigne le A x A-localisateur des fleches p de A X A telles
que pour tout n > 0, p, soit une W-équivalence. La complétion simpliciale de VW
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est le A x A-localisateur W, engendré par WA et par les projections X x A; —
X pour tout préfaisceau X sur A x A.

PROPOSITION 3.3.17. Soient A une petite catégorie, et VW un A-localisateur.
Si W est accessible (resp. propre), alors il en est de méme de sa complétion
simpliciale YWy .

DEMONSTRATION. Tout A-localisateur engendré par une petite famille de A-
localisateurs accessibles est accessible, ce qui implique la premiere assertion en
vertu du corollaire 2.3.12 et de la proposition 2.3.8. La seconde résulte de la
proposition 2.4.16, assistée des corollaires 2.4.6 et 2.4.7. U

LEMME 3.3.18. Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une
W-résolution cosimpliciale. Alors pour tout préfaisceau X sur A x A, l'image de
la projection X x Ay — X par le foncteur Real, est une W-équivalence.

DEMONSTRATION. On vérifie immédiatement grace au lemme 3.3.5 et a la
proposition 3.3.10 que Real , ' W est un A x A-localisateur. Soit X un préfaisceau
sur A. On a déja vu dans la preuve de la proposition 3.1.14 qu’il existe une suite
de sous-objets de A, x Ay, de la forme

An+1:L0CL1C...CLn2AnXA1,

et telle qu’ on ait des carrés cocartésiens dont toutes les fleches sont des mono-
morphismes

An - An-i—l

L

Lk - LkJrl

Or un calcul explicite immédiat montre que pour tout morphisme 4A,, — A,
la fleche induite,

X x A, —XxA,

est une Real Dfl W-équivalence. La décomposition ci-dessus et le lemme 2.3.7
impliquent donc que pour tout n > 0, la fleche

XxAn+1—)XXAnXA1
est une Real, " W-équivalence. On en déduit aussitét que la projection
XxA, xA —XxA,

est une Real ,”! W-équivalence. Le lemme 3.1.9, appliqué aux foncteurs de A vers
A

Y

K —— Real,(X x K) et K —— Real(X x K x 4Ay) ,

et au morphisme de foncteurs induit par les projections
XxKxA - XxK,
montre que pour tout entier n > 0, la projection

X x 04, x Ay — X x 04,
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est une Real, ! W-équivalence. On vérifie alors que pour tout monomorphisme

o~

K — L de A, il en est de méme de la projection
(K x A, UL x0A,) x A — K x A, UL x 04, .
La proposition 2.3.8 et le lemme 3.3.2 permettent de conclure. O

LEMME 3.3.19. Soient A une petite catégorie, et YW un A-localisateur. On
considere deux W -résolutions cosimpliciales D et E, un morphisme d’objets
cosimpliciauz

¢o:D—E,

et on note D et E les foncteurs de A x A wvers Ax A définis respectivement par
D(a,A,) =ax D, et E(a,A,) =ax E,. On obtient deux foncteurs commutant
aux petites limites inductives et prolongeant D et E

5!, E! : m I m s
ainsi qu’un morphisme de foncteurs induit par ¢, Dy — Ei. Alors pour tout

préfaisceau X sur A x A, la fleche D\X — E\X est une Wy -équivalence.

DEMONSTRATION. On commence par remarquer que les foncteurs 5; et E!
respectent les monomorphismes (grace aux lemmes 3.1.8 et 3.3.2). D’autre part,
I’assertion est trivialement vérifiée lorsque X est de la forme X = K x S ou K
un préfaisceau sur A, et S = A, n > 0. Le lemme 3.1.9 implique que cela reste
vrai en remplacant A, par 04, . Le cas général résulte de la proposition 2.3.8 et
du lemme 3.3.2. O

PROPOSITION 3.3.20. Soient A une petite catégorie, VW un A-localisateur, et
D une W-résolution cosimpliciale. Alors on a les égalités

Wa =Real, ™' W et W=pi W, ,
et les foncteurs induits sur les catégories localisées
Real, : Wi'Ax A — WA et ph:W'A—WIAxA
sont des équivalences de catégories quasi-inverses ['une de [’autre.

DEMONSTRATION. La proposition 3.3.10 et le lemme 3.3.18 montrent qu’on
a une inclusion Real, W, C W. D’autre part, on a un isomorphisme canonique

-~

de foncteurs (il suffit de le vérifier pour les objets représentables de A)
Realp pa >~ 15 .
Comme piA VW C Wy, on obtient un foncteur
DA WA — W;lm :

. , . . . -
puis on remarque qu’on a un isomorpisme de foncteurs Realp pp ~ 1,,,_17. On
peut considérer D comme une YW -résolution cosimpliciale, et on a une Wy-
résolution cosimpliciale canonique A induite par le foncteur

pz:ﬁﬁm
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et par le plongement de Yoneda de A dans A. On définit alors une troisieme
W -résolution cosimpliciale D x A par A, — D,, x 4A,. En vertu du lemme
3.3.19, les deux projections

D+—DxA—A

induisent deux W, -équivalences naturelles

5!<—DXA!—>AV!.

Or A s'identifie au plongement de Yoneda de A x A dans m, et donc on a un
isomorphisme de foncteurs Ay ~ 1—. D’autre part, D, s’identifie canoniquement
au foncteur p}\ Real,,, ce qui achéve la démonstration (par la saturation forte de

W et Wy). O

COROLLAIRE 3.3.21. Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est propre
si et seulement st sa complétion simpliciale [’est.

DEMONSTRATION. C’est une condition nécessaire en vertu de la proposition
3.3.17. Soit W un A-localisateur tel que W, soit propre. On montre que W
est accessible a ’aide de la proposition précédente et de 2.3.10. Pour voir que
W est propre, on procede comme suit. On choisit une W-résolution cosimpli-
ciale contractile D (par exemple i% A, cf. 3.3.8), et le lemme 3.3.13 montre que le
morphisme de foncteur pj, — Sing, est une YW, -équivalence. En vertu de la pro-
position précédente, une fleche de A est donc une W-équivalence si et seulement
si son image par Sing,, est une W,-équivalence. L’assertion résulte a présent du
fait que le foncteur Sing,, envoie les fibrations au sens de W sur des fibrations au
sens de Wy, et commute aux produits fibrés (puisqu’il admet un adjoint gauche
Real, qui respecte les monomorphismes (3.3.5) et les équivalences faibles par la
proposition ci-dessus). ]



CHAPITRE 4

Extensions de Kan homotopiques

1. Propriétés locales formelles

NOTATIONS 4.1.1. Si [ est une petite catégorie, on désigne par p; : I — %
le foncteur canonique de I vers la catégorie ponctuelle.

Siwu: I — J est un foncteur entre petites catégories, pour chaque objet j de
J, on obtient les carrés cartésiens suivants dans Cat (§ 1.1.3 et remarque 1.1.11).

. §(u,g . ¢(u,
[/j (u,) 7 j\[ (u,) I
J/j——— N ————
Errer ) N =57

4.1.2. Soit C une catégorie admettant des petites limites inductives et pro-
jectives. Si I est une petite catégorie, on note C! = Hom(/,C) la catégorie des
foncteurs de I vers C. Si u : I — J est un foncteur entre petites catégories, on
obtient un foncteur image inverse

u . Cl— 7, Fr—Fou,
lequel admet un adjoint a gauche
w:Cl— 7,
et un adjoint a droite
u, ¢l — ¢’ .
On remarque que pour tout foncteur F' de I vers C, on a des isomorphismes
canoniques (voir [35, § X.3, théoreme 1])
(F); ~lim &(u,j)"F et (wF); ~lim ((u,j)'F, je€ObJ.
1/j AV
Autrement-dit, on a deux isomorphismes de foncteurs
7" Cflh/j!§<uaj)* et j*TLkCZIU\I*C(U7j)*7
ou j désigne aussi le foncteur x — .J correspondant a I’objet j. Ces identifications
peuvent s’interpréter en disant que le comportement local de w, et de u, (i.e. le

calcul de leurs fibres) dépend directement du comportement local de u (i.e. des
catégories 1/j ou j\I).

DEFINITION 4.1.3. Une catégorie de modeles fermée C est exponentielle a
gauche (resp. exponentielle a droite) si pour toute petite catégorie I, CT =
Hom(7,C) admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les équiva-
lences faibles sont les fleches de C qui sont des équivalences faibles de C argument

117
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par argument, et les cofibrations (resp. les fibrations), les fleches de C! qui sont
des cofibrations (resp. des fibrations) de C argument par argument. Une catégorie
de modeles fermée est exponentielle si elle est exponentielle a gauche et a droite.

REMARQUE 4.1.4. Une catégorie de modeles fermée C est exponentielle a
gauche si et seulement si C° est exponentielle a droite.

EXEMPLE 4.1.5. Si A est une petite catégorie, et YW un A-localisateur acces-
sible, alors en vertu des corollaires 2.3.12 et 2.3.15, la structure de catégorie de

modgles fermée sur A associée & W (théoreme 2.3.4) est exponentielle.

EXEMPLE 4.1.6. Plus généralement, il résulte de la proposition 2.3.14 (en
ayant recours aux memes types de méthodes que pour la preuve du corollaire
2.3.15) que toute catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant est ex-
ponentielle a droite (cf. [24, théoreme 13.4.2]).

4.1.7. Soit C une catégorie, et VW une partie de FIC. Si I est une petite caté-
gorie, on note W! 'ensemble des fleches f de C! telles que pour tout ¢ € Ob 1,
fi €W, et Ho,,, CT ou HoC! la localisation de C* par W!. Si w : I — J est un
morphisme de Cat, alors le foncteur

u* ¢l — !
vérifie la condition w*W’ C W, et donc induit un foncteur, noté de la méme
maniere,
uw* : HoC? — HoC' .

LEMME 4.1.8. Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite.
Alors pour tout morphisme u : I — J de Cat, le foncteur u* : C! — C! est un
morphisme de Quillen & droite de C’ vers C' au sens de [26, définition 1.3.1].

DEMONSTRATION. 11 s’agit de vérifier que le foncteur u* admet un adjoint
a gauche et qu’il respecte les fibrations et les fibrations triviales. La premiere
condition résulte du fait que C admet des petites limites inductives, et la seconde
est évidente. 0

COROLLAIRE 4.1.9. Soit C une catégorie de modeles fermée exponentielle a
droite. Alors pour tout morphisme w : I — J de Cat, le foncteur u, : Ct — C’
est un foncteur de Quillen a gauche.

DEMONSTRATION. Cela résulte du lemme précédent par adjonction. O

PROPOSITION 4.1.10. Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a
droite. Alors pour tout foncteur u : I — J entre petites catégories, le foncteur

w:Cl— ¢’
admet un foncteur dérivé a gauche
Lu, : HoC! — HoC”
lequel est en outre un adjoint a gauche du foncteur
u* : HoC? — HoC' .

DEMONSTRATION. Cela résulte du lemme 4.1.8 et de [26, lemme 1.3.10]. O
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REMARQUE 4.1.11. La proposition ci-dessus admet un énoncé dual, a savoir
que si C est une catégorie de modeles fermée exponentielle a gauche, pour tout
foncteur u : I — J entre petites catégories, le foncteur

u* :HoC’ — Ho ('
admet un adjoint a droite
Ru, : HoC' — HoC” .

Lorsque J est la catégorie ponctuelle, et lorsque cela aura un sens, on notera L lim
(resp. Rlim) I'adjoint & gauche (resp. a droite) du foncteur u*.

LEMME 4.1.12. Soient C une catégorie de modeles fermée exponentielle a
droite, I une petite catégorie, et i un objet de I. Le foncteur

i*: ¢l —C
est un foncteur de Quillen a gauche.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que pour tout ¢ € Ob I, le foncteur
iy:C —C!
respecte les fibrations triviales. Or pour chaque objet i’ de I, on a une identifica-

tion canonique
iy~ H 1c ,

Hom (i i)

ce qui permet de conclure car les fibrations triviales sont stables par produits. [

LEMME 4.1.13. Soient C une catégorie de modeles fermée exponentielle a
droite, w : I — J un morphisme de Cat, et j un objet de J. Le foncteur image
1muverse

E(u, j) ¢l — ¢t
est un foncteur de Quillen a gauche.

DEMONSTRATION. Comme le foncteur £(u, j)* respecte les équivalences fai-
bles, il suffit de montrer qu’il respecte les cofibrations, ou bien, de maniere équiv-
alente, que &(u, j). respecte les fibrations triviales. Par définition, cette derniere
propriété signifie que pour tout objet i de I, le foncteur i*¢(u, 7). respecte les fib-
rations triviales, autrement dit, par adjonction, que le foncteur &(u, j)*i, respecte
les cofibrations. Or pour tout i € Ob [ et tout (i',u') € ObI/j (i.e. i' € Ob [ et
' € Homy(u(i'), 7)), on a une identification naturelle

Hom;(i,4) = H Homy/;((, ), (¢, 1)) ,
peHom 7 (u(i),)
ce qui induit un isomorphisme canonique
g(uvj)*'“ = (%M)' s
peHom 7 (u(i),5)

et permet de conclure, puisque les foncteurs (i, 1), respectent les cofibrations,
celles-ci étant stables par sommes. O
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PROPOSITION 4.1.14. Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle
a droite, et w : I — J un morphisme de Cat. Pour tout objet j de J, on a un
isomorphisme de foncteurs canonique

J* Luy = Lpy ) €(u, )" .

DEMONSTRATION. On sait que le foncteur dérivé a gauche de deux morphis-
mes de Quillen a gauche est canoniquement isomorphe au composé des deux
foncteurs dérivés a gauche correspondants ([26, théoreme 1.3.7]), et on a un iso-
morphisme canonique dans C

75w D1yj, §(u, j)"
La proposition résulte donc du corollaire 4.1.9 et des lemmes 4.1.12 et 4.1.13. [

REMARQUE 4.1.15. L’énoncé ci-dessus se dualise comme suit. Si C est une
catégorie de modele fermée exponentielle a gauche, alors pour tout morphisme
u: I — J de Cat, et tout objet j de J, on a un isomorphisme canonique dans
HoC

7" Ru =~ Rpjyr C(u,5)" .

LEMME 4.1.16. Soient C une catégorie de modeles fermée, et I une petite ca-
tégorie, telles que C! admette une structure de catégorie de modéles fermée dont
les équivalences faibles sont les équivalences faibles de C argument par argument.
Alors la famille de foncteurs

i* :HoC! — HoC i:x—1 , 1€0bl

est conservative (i.e. une fleche f de HoC! est un isomorphisme si et seulement
si pour tout objet i de I, f; est un isomorphisme de HoC).

DEMONSTRATION. Soit f : X — Y une fleche de HoC!. Comme C! admet
une structure de catégorie de modeles fermée, on peut supposer que X est un
objet cofibrant de C!, et que Y est un objet fibrant de C’. 1l résulte alors de [41,
§ 1.1, corollaire 1] que f est 'image d’une fleche fy : X — Y de C’, ce qui prouve
'assertion, puisqu’ en vertu de [41, § 1.5, proposition 1], les équivalences faibles
de C! forment une partie fortement saturée de FIC!. U

4.1.17. On considere une catégorie de modeles fermée exponentielle a droite
C, ainsi qu’un triangle commutatif de Cat

S
On définit un morphisme de foncteurs canonique dans Ho C®

Loy p; — Lw pj

comme suit. On a un morphisme d’adjonction ¢ : Luy u* — 1yocs, ce qui induit
un morphisme Lw,e : Lw, Luyu* — Lw,. D’autre part, comme wu = v, on a
uw*w* = v*, d’ou un isomorphisme canonique Lw, Luy ~ Lv,. On obtient donc un
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morphisme Lvyu* — Lwy, et I'égalité u* p’; = p} induit le morphisme annoncé.
On a aussi un morphisme de foncteurs canonique dans HoC
Lpjyv* — Lpj w*

obtenu comme I'image par Lpg, du morphisme Lv, u* w* — Lw,w*.
En particulier, lorsque S est la catégorie ponctuelle, on obtient de la sorte un
morphisme canonique dans HoC

Lpnpr — Lpn
(les deux constructions ci-dessus donnant le méme résultat).

PROPOSITION 4.1.18. Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle

a droite, et
[—————]
S

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S'p’}/s — LpJ/S'pj‘,/s, induit par
u/s:I)s — J/s, est un isomorphisme dans HoC. '

(b) Le morphisme canonique Lv, p; — Lwy p% est un isomorphisme dans Ho CS.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 4.1.16, la condition (b) est équivalente
a la suivante.

(b") Pour tout objet s de S, s*Lvp} — s*Lwp’ est un isomorphisme dans

HoC.
Or d’apres la proposition 4.1.14, on a deux isomorphismes canoniques
s Loy >~ Lpy/, (v, 8)° et s"Lwr = Lp,, E(w,s)" .
Les égalités {(v,s)"p] = pj/, et {(w,s)"pj = pj,, montrent I'équivalence entre
(a) et (b’), et achevent ainsi la démonstration. O

REMARQUE 4.1.19. On a comme il se doit une formulation duale. Si C est
une catégorie de modeles exponentielle a gauche, et si

[ —% - J
S
est un triangle commutatif de Cat, les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme Rps\J* Pog — Rps\l* p:\l, induit par
s\u: s\I — s\J, est un isomorphisme dans HoC.
(b) Le morphisme canonique Rw,p% — Ruv,pj est un isomorphisme dans
Ho C%.

LEMME 4.1.20. Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle, et
w: I — J un morphisme de Cat. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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(a) Le morphisme Lp;, p; — Lp,, p% est un isomorphisme de HoC.

(b) Le morphisme Rp;, p% — Rp;, p; est un isomorphisme de HoC.

DEMONSTRATION. L’'un des morphismes s’obtient & partir du second par
transposition, et le lemme résulte ainsi du lemme de Yoneda. O

COROLLAIRE 4.1.21. Soient C une catégorie de modeles exponentielle, et
\\ u !
S

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.

I

(a) Pour tout objet s de S, le morphisme Lps\l!p:\l — LpS\J!p:\J, induit par
s\u: s\I — s\J, est un isomorphisme dans HoC.

(b) Le morphisme canonique Lp; v* — Lp; w* est un isomorphisme dans
Ho C¥.

DEMONSTRATION. Cela résulte du lemme précédent et de 1’énoncé dual de la
proposition 4.1.18, puisque le morphisme Lp; v* — Lp; w* est le transposé du
morphisme Rw, p; — Ru, p7. O

PROPOSITION 4.1.22. Soit & : C — D un morphisme de Quillen a gauche
entre deux catégories de modéles fermées exponentielles a droite. Alors pour chaque
petite catégorie I, le foncteur induit par ® sur les catégories de foncteurs ® :
C! — D! est un foncteur de Quillen a gauche, et admet donc un foncteur dérivé
a gauche

L : HoC' — Ho D' .

En outre, pour tout foncteur entre petites catégoriesu : I — J, on a un isomor-
phisme canonique
Luy L ~ LD Luy .

DEMONSTRATION. Il est immédiat que le foncteur ® : C! — D! admet un
adjoint a droite et que ce dernier respecte les fibrations et les fibrations triviales,
ce qui prouve la premiere assertion. La seconde résulte du corollaire 4.1.9, de
[26, théoreme 1.3.7], et du fait que pour tout foncteur u : I — J entre petites
catégories, on a un isomorphisme canonique u; ¢ ~ ¢ u,. ]

NOTATIONS 4.1.23. Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. Si
I est une petite catégorie, les éléments de W seront désignés sous le terme de WW-
équivalences étagées. Si cela ne présente pas de risques de confusions on parlera
plus simplement de W-équivalences. On note

Ho,y A(I) = Hoy,r AT = (W!)~" Hom(I, A)

la localisation de Hom({, A\) par les W-équivalences étagées, ou bien encore,
lorsque I est la catégorie ponctuelle, plus simplement

Ho,, A=W1A .
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Siwu: I — J est un morphisme de Cat, il induit donc un foncteur image inverse
w* : Hoyy, A(J) — Ho,,y, A(I) .

4.1.24. On fixe pour le moment une petite catégorie A, et deux A-localisateurs
W et W'. On suppose en outre que W est accessible, et que W C 2% Oll vérifie
que pour toute petite catégorie I, Ho,,, A(I) est la localisation de Ho,,, A(I) par
les W'-équivalences étagées. On a donc un foncteur de localisation

-~

~ : Hoyy, A(I) — Hoyy, A(I) .

En outre, pour tout foncteur entre petites catégories v : I — J, on a un carré
commutatif

Hoyy A(.J) —= Hoy,, A(J)

Hoyy A(I) = Hoy, A(I)

~

D’autre part, le foncteur u* : Ho,,, A\(J) — Ho,,, A(/) admet un adjoint a gauche
noté Lu, (cf. 'exemple 4.1.5 et la proposition 4.1.10).

LEMME 4.1.25. Pour tout morphisme v : I — J de Cat, le foncteur
Lu, : Hoyy A(I) —> Hoy, A(J)
respecte les W'-équivalences étagées.

DEMONSTRATION. Dans le cas ot W est aussi accessible, cela résulte de la
forte saturation des A-localisateurs et de la proposition 4.1.22, appliquée au fonc-
teur ® = 1;. Dans le cas général, si f est une WW-équivalence de Al , on considere
le A-localisateur accessible W engendré par W et par I'ensemble {f; | i € Ob I},
et on obtient Lu,f € W' c W'. O

PROPOSITION 4.1.26. Soient A une petite catégorie et YW un A-localisateur.
Pour tout foncteur uw: I — J dans Cat, le foncteur image inverse

u* : Hoyy, A(J) — Ho,,, A(I)
admet un adjoint a gauche
Lu, : Hoyy A(I) — Hoy, A(J) .

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 4.1.10, assertion est vérifiée
lorsque W est accessible, en particulier lorsque W est le A-localisateur minimal.
On en déduit le cas général grace au lemme précédent. O

PROPOSITION 4.1.27. On considére deux petites catégories A et B, un A-lo-
calisateur W, un B-localisateur W', et un foncteur F : A—B qui commute aux
petites limites inductives, respecte les monomorphismes, et envoie les VW-équiva-
lences sur des W'-équivalences. Alors pour chaque petite catégorie I, F induit un
foncteur

-~ ~

F : Ho,, A(I) — Ho,,, B(I) ,
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et pour tout foncteur w : I — J entre petites catégories, il existe un isomor-
phisme canonique
Luw F — FlLu, .

DEMONSTRATION. Lorsque W et W' sont accessibles, cela résulte de la pro-
position 4.1.22. Le lemme 4.1.25 montre que cela implique aussi le cas général. [J

LEMME 4.1.28. Soient A une petite catégorie, VYW un A-localisateur, et I une
petite catégorie. Pour toute fleche f : X — Y de Hoy, A(I), il existe deux
morphismes g : X — Z ets:Y — Z de Hom(I, A), le morphisme s étant une

W-équivalence étagée, tels que le diagramme suivant commute dans Ho,,, A(1).

!
Y
Z
DEMONSTRATION. Comme cela a été vu dans la preuve du corollaire 2.3.5, il
existe un I° x A-localisateur accessible W C W/, tel que la fleche f soit I'image

X

d’une fleche de W' x A par le foncteur canonique. Cela montre ’assertion

si on demande seulement que s soit une W’-équivalence. En effet, I° x A admet
une structure de catégorie de modeles fermée dont tous les objets sont cofibrants,
et dont les équivalences faibles sont les W’-équivalences (théoreme 2.3.4), ce qui
permet d’exhiber une W’-équivalence s : Y — Z de but W -fibrant. Mais alors
les morphismes de X vers Z sont des classes d’homotopie de morphismes de

—

I° x A, ce qui implique 'assertion. U

PROPOSITION 4.1.29. Soient A une petite catégorie, VW un A-localisateur, et
I une petite catégorie. Une fleche de Ho,,, ;1\(]) est un isomorphisme si et seule-
ment st pour tout objet i de I, son image par le foncteur i* : Hoy,, /Al(]) — Hoy,, A
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du lemme précédent et du
corollaire 2.3.5. O

PROPOSITION 4.1.30. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.
On considere le triangle commutatif suivant dans Cat.

1\“ J
S

u* : Hoyy, A(J) — Ho,y, A(I)
admet un adjoint a gauche
Luy : Hoy, A(1) — Hoyy, A(J) |
et ce dernier est le foncteur dérivé a gauche du foncteur

u;:AI—>AJ.

1. Le foncteur
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2. Pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs canonique dans
Ho,, A
J* Luy =~ Lp[/j!§<uaj)* :
3. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S!pj/s — LpJ/S!pf,/s, mduit par
u/s:1/s — J/s, est un isomorphisme dans Ho,,, A
(b) Le morphisme canonique Lv, pj — Lwy p% est un isomorphisme.
4. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme Lps\l!p:\l — Lps\J!p:\J, induit par
s\u: s\l — s\J, est un isomorphisme dans Ho,, A

(b) Le morphisme canonique Lp;, v* — Lp;, w* est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Dans le cas ot W est accessible, cela résulte des proposi-
tions 4.1.10, 4.1.14 et 4.1.18, et du corollaire 4.1.21. Dans le cas général, le point 1
est immédiat (cf. 4.1.26). Le point 2 résulte de la 2-fonctorialité de la localisation
et du lemme 4.1.25. Les équivalences 3 et 4 résultent elles aussi du cas accessible
et du lemme ci-dessous. O

LEMME 4.1.31. On considere un diagramme commutatif du type suivant dans

Cat.
\S /(
S/

Pour que le morphisme de foncteurs

Lo 0" — Lw'/w*

soit un isomorphisme dans Hoy,, A(S’), il faut et il suffit que son analogue le soit
dans Hoy,, A pour un A-localisateur accessible W' C W.

DEMONSTRATION. Le lemme 4.1.25 montre que ¢’est une condition suffisante.
11 suffit donc de montrer qu’elle est nécessaire. Choisissons un cardinal « tel que
tout préfaisceau sur A x S° soit la limite inductive a-filtrante de ses sous-objets
a-accessibles, et tel que tout A-localisateur soit stable par limites inductives a-
filtrantes (cf. 2.1.16 et 2.3.18). Alors pour tout petit ensemble ordonné a-filtrant
K, le foncteur limite inductive

lim : AF 5 A
K

respecte les monomorphismes et les WW-équivalences étagées. En vertu de la pro-
position 4.1.27, appliquée aux foncteurs hﬂ}( pour les ensembles ordonnés K de
sous-objets a-accessibles de préfaisceaux sur A x S°, pour que le morphisme

Lo \v* — Lw'/w*



126 4. EXTENSIONS DE KAN HOMOTOPIQUES

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout préfaisceau a-accessible X
sur A x S°, le morphisme

Lo/ o* X — Lw' w*X

soit un isomorphisme. Le lemme 4.1.25 et la proposition 4.1.29 permettent de
conclure. m

2. La construction de Bousfield-Kan

Dans cette section, on fize une fois pour toutes une petite catégorie A, un
A-localisateur W, et une W-résolution cosimpliciale D.

4.2.1. On note dis : Ens — Cat le foncteur qui a un petit ensemble E associe
la catégorie discrete ayant £’ comme ensemble d’objets, et on obtient de la sorte un
foncteur dis : A — Hom(A°,Cat), défini argument par argument. On introduit
alors le foncteur

Sim : Cat — Cat
comme le composé

Cat *2s cat N A 45, Hom(A°, Cat) L5 Cat .

Si C' est une petite catégorie, la catégorie Sim C' est appelée la catégorie des
simplezes de C. On a alors une projection canonique (1.2.9)

'190 = edisNCo . S|m C — AO y

qui identifie Sim C' a la catégorie cofibrée associée au foncteur disN C°. La ca-
tégorie Sim C' admet donc la description explicite suivante. Les objets sont les
couples (4, f), ou f € Homey (A, C°), les fleches (A4,,, fo) — (A,,, f1) sont
les applications croissantes k : A,, — A, telles que fok = f1. D’autre part,
'inclusion canonique de A dans Cat (A.1.13) induit un morphisme de foncteurs
(voir A.1.4)

aiga N — leg ,
et on vérifie que pour toute petite catégorie C, on a l'identification
SimC = (i, NC°)° = (A/C°)° .
On obtient ainsi un morphisme de foncteurs
7:Sim — ley -
4.2.2. Soit I une petite catégorie. On définit le foncteur colimite homotopique
P, :Ho_m([,A\) — A

comme le composé

M([,A\) i Hom(Sim [,A\) i Hom(AO,A\) o~ m Real 2{\ .
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Si F' est un foncteur de [ vers ﬁ, on écrira parfois holim F' ou encore holim F’
pour p, F. On peut d’autre part expliciter le foncteur ;77 F par la formule

O F)a= ] Frw
f:A,—1I°

= ]I =

ip — - — 1

(4.2.2.1)

Ce foncteur admet un adjoint a droite
pt: A — Hom(I, A) ,
explicitable en tant que le composé
A 20, TA 25 Hom (A, A) 25 Hom(Sim I, A) Z Hom(1, A) .
Plus précisément encore, si X est un préfaisceau sur A, p; X estle foncteur
(4.2.2.2) i —— Hom(Real , N(71°/7), X) .
Les fleches N(1°/i) — * induisent donc un morphisme de foncteurs
Pr — P
puis par adjonction, un morphisme de foncteurs
holim — liny

Plus généralement, si v : I — J est un morphisme de Cat, on définit un foncteur

u, : Hom(1, A) — Hom(J, A)
en posant pour chaque foncteur F' de I vers 121\, et chaque objet j de J,

(4.2.2.3) (w F); = i, £(u,j) F = holim&(u, j)*F .
' 1/j

On a en outre un morphisme canonique
holim} f(uL])*F - hﬂ g(“a j)*F = (u! F)J ’
1/j I1/j
duquel on déduit un morphisme de foncteurs

Uy —> Uy .

EXEMPLE 4.2.3. Danslecasou A = A, W = Wy, et ou D est le plongement
de Yoneda de A dans A, si I est une petite catégorie arbitraire, le foncteur

holim : Hom(I, A) — A
s
est exactement le foncteur colimite homotopique défini dans [5].

LEMME 4.2.4. Soit u: I — J un foncteur entre petites catégories. Alors on
a un isomorphisme canonique u, >~ u, 1,
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DEMONSTRATION. Le cas ou J est la catégorie ponctuelle est un exercice
classique laissé au lecteur. Nous allons montrer en quoi la formule holim ~~
N —
th)I 1y, implique le cas général. Soit F' un foncteur de I vers A, et soit j un objet
de J. Alors on a un isomorphisme canonique pour tout objet (7,1 : u(i) — j) de
1/3,
(1/3)/ (1 u(i) — ) ~1/i.
On en déduit grace a la formule (4.2.2.3) que
Liy, Fliyg = (L F)lryj -
On obtient les isomorphismes canoniques
(w, F'); ~ holim F|;/;
1/j
~ lim 15 Fl1y
1/j
= m)<£l F) |1/j
1/j
=~ (w(1r, F));

ce qui prouve l'assertion. O

ProrosiTION 4.2.5. Siu: 1 — J etv: J — K sont deux fleches com-
posables de Cat, on a un morphisme canonique ,, : v, w, — vu,. On obtient
de la sorte un foncteur relaché dans le sens ov siu : [ — J, v :J — K
et w: K — L sont trois fleches composables de Cat, alors le carré suivant
commaute.

Wy ty,u
w, vy " w, vy,

vy
Tw,v W l l'lw,vu

WO, Uy ——— o W,
lwv,u

DEMONSTRATION. On a un morphisme de foncteurs vy 1, uy 15, — v Iy,
induit par le morphisme canonique de 'endofoncteur 1, vers l'identité, ce qui
définit le morphisme annoncé en vertu du lemme ci-dessus. La propriété de co-
hérence se vérifie immédiatement et est laissée au lecteur. O

LEMME 4.2.6. Soit I une petite catégorie. Le foncteur
holim : Hom(1, 2) A
s
respecte les W-équivalences et les monomorphismes. En outre, le foncteur induit
holim : Ho,, A(I) — Ho,, A
est un adjoint a gauche du foncteur

P HonAl—> HOWA\(I) :
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DEMONSTRATION. La premiere assertion résulte de la formule (4.2.2.1), des
lemmes 2.3.7 et 3.3.5, et de la proposition 3.3.10. Pour la seconde on commence
par considérer le cas ou W est accessible. Alors holim est un foncteur de Quillen
a gauche au sens des structures de catégories de modeles fermées du théoreme
2.3.4 et du corollaire 2.3.12. Le foncteur p; est donc un foncteur de Quillen a

droite, et par conséquent admet un foncteur dérivé a droite RQ; : HoW;l\ —

~

Ho,, A(I), adjoint & droite de holim. D’autre part, pour tout objet fibrant X et
tout objet i € Ob I, comme la fleche Real , N(1°/i) — * est une W-équivalence
universelle, le morphisme X — Hom(Real, N(7°/i), X) est une W-équivalence
([26, lemme 1.3.18]). On en déduit qu’on a un isomorphisme canonique dans
Ho,,, ;1\(] ) 1Py~ Rp}. Dans le cas général, on considere le A-localisateur w’

engendré par les projections X x D, — X, X € Ob E, n > 0. On sait que
W' est accessible (proposition 2.3.8), que D est une W’-résolution cosimpliciale,
et que pour toute petite catégorie I, Ho,,, A\(I) est la localisation de Hoy,, A\(I)
par les W-équivalences étagées. Comme en vertu de ce qui précede, les foncteurs
holim et p¥ (au sens de W) sont des couples de foncteurs adjoints et respectent les
Wh-équivalences, on s’apercoit aussitot qu’ils induisent des couples de foncteurs
adjoints apres localisation. O

ProOPOSITION 4.2.7. Soit w : I — J un morphisme de Cat. Le foncteur
wu, : Hom(I, A) — Hom(JJ, E)
respecte les W-équivalences et les cofibrations. En particulier, il induit un foncteur
w, : Hoyy A(I) — Ho,, A(J) |
lequel s’avére étre un adjoint a gauche du foncteur u* : Hoy,, A\(J) — Ho,,, 121\([)
DEMONSTRATION. La premiere assertion résulte du lemme 4.2.6 et de la
formule (4.2.2.3). Pour ce qui est de la seconde assertion, on sait que le fonc-
teur image inverse u* : Ho,, A(J) — Ho,, A(/) admet un adjoint a gauche
Luy : Hoy, A(I) — Ho,,, A(J), qui n’est autre que le foncteur dérivé a gauche
de u, (proposition 4.1.30). D’autre part, le morphisme canonique u, — wuy, et
la propriété universelle du foncteur dérivé induisent un morphisme canonique
u; — Luy. On remarque que dans le cas ou J est la catégorie ponctuelle, ce

dernier est un isomorphisme (lemme 4.2.6), ce qui acheve la démonstration en
vertu des propositions 4.1.29 et 4.1.30, et de la formule (4.2.2.3). O

REMARQUE 4.2.8. Le foncteur u, ne dépend donc pas du choix de la résolu-
tion cosimpliciale a W-équivalence pres.

COROLLAIRE 4.29. Siu: [ — J etv : J — K sont deux morphismes
composables de Cat, alors le morphisme canonique v,u, — wvu, est une W-
équivalence étagée.

DEMONSTRATION. Ce morphisme, vu dans Hoy,, E(K ), est le morphisme ca-
nonique des foncteurs dérivés a gauche correspondants, et correspond donc par
adjonction a l'identité u* v* = (vu)*, ce qui prouve I’assertion en vertu du corol-
laire 2.3.5. O
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3. Réalisations homotopiques des catégories

Dans cette section, on se donne une petite catégorie A et un A-localisateur

W.

NOTATIONS 4.3.1. Si v : X — Y est un morphisme de Cat, et si F' est un

~

objet de Ho,,, A(Y'), on notera parfois par abus F'|y I'image inverse de F' par u.

DEFINITION 4.3.2. Une fleche u : X — Y de Cat est une W-équivalence si
le morphisme canonique Lpy,px — Lpy, py-, induit par v dans Hoy,, ;1\, est un
isomorphisme. On note W,,, la classe des W-équivalences. Pour alléger la ter-
minologie, on parlera de morphismes W-asphériques ou W-coasphériques plutot
que W,,,-~asphériques ou W,,,-coasphériques, etc.

PROPOSITION 4.3.3. La classe W, est un localisateur fondamental.

DEMONSTRATION. La vérification de I'axiome LF1 est immédiate et est lais-
sée au lecteur. Pour montrer ’axiome LF2, on remarque que si X est une petite
catégorie, la fleche canonique py : X — * est une W-équivalence si et seulement
si le foncteur p% : HOWA\ — Hoy, //1\(] ) est pleinement fidele. D’autre part, si
X est une petite catégorie admettant un objet final e, le foncteur e : ¥ — X
est un adjoint a droite pleinement fidele du foncteur py, : X — *. Or Y +—

Hom(Y, 121\) est un 2-foncteur en un sens évident, et on en déduit qu’il en est
de méme de Y +— Ho,,, A(Y'). Un calcul immédiat montre qu’alors le foncteur
p% : Hoy, A — Ho,), A(X) est pleinement fidele et admet pour adjoint a gauche

o~

le foncteur e* : Ho,, A(X) — Ho,, A. 1l ne reste donc plus qu’a montrer I'axiome

LF3. Soit
= Y
S

un morphisme de Cat/S. En vertu de la proposition 4.1.30, u est W-asphérique
au-dessus de S si et seulement si le morphisme canonique Lv, p% — Lwpj est
un isomorphisme. Si c’est le cas, on obtient un isomorphisme

X

Loy, px = Lpg Lo py — Lpg Lwi py ~ Lpy, py |

ce qui acheve la démonstration. O

Jusqu’a la fin de cette section, on considére une W-résolution cosimpliciale
D, fixée une fois pour toutes.

4.3.4. Considérons le triangle commutatif suivant dans Cat.

u

N

S

On définit un morphisme canonique

vut — w,
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comme suit. Pour chaque objet x de X, on a un foncteur

u, : 2\X — v(x)\Y | (2,2 — 2') — (u(2),v(z) — v(2') = wu(z)) .

Cela permet de définir grace a la formule (4.2.2.2) un morphisme de foncteurs

u* pl, — p%, et donc par adjonction, un morphisme de foncteurs holimX —

holim_ w,. Le morphisme d’adjonction u;u* — 1 composé avec holim_ induit

—y —y

une fleche holim_ uyu* — holim_, et donc on a un morphisme holim u* —
—y —y —X

holimy. Pour chaque objet s de S, on obtient de la sorte un morphisme de fonc-

teurs holim  &(v, s)*u* — holim = &(w, s)*, et on vérifie grace a la formule

—X/s —Y/s

(4.2.2.3) que cela définit le morphisme annoncé. On peut en outre montrer grace

a la propriété universelle des foncteurs dérivés que I'image de ce morphisme dans

Ho,, A(S) n’est autre que le morphisme canonique Lvyu* — Luwy.

On en déduit d’autre part un morphisme canonique v, v* — w, w* en com-
posant avec w*.

LEMME 4.3.5. Soit

N

un triangle commutatif de Cat. St u est W-coasphérique au-dessus de S, alors le
morphisme canonique holimX vt — holimy w* est une W-équivalence naturelle.

X

DEMONSTRATION. En vertu du corollaire 2.3.5, ce morphisme est une W-é-
quivalence naturelle si et seulement si le morphisme L limv* — Llimw* est un
isomorphisme. La proposition 4.1.30 prouve donc ce lemme. O

4.3.6. Soient S une petite catégorie, et ® : § — A un foncteur. On définit
un foncteur R
®, : Hom(S°,Cat) — A
comme suit. Si F' est un préfaisceau sur S a valeurs dans Cat, on a un fibration
canonique (p : VF — S (voir 1.2.11). On pose alors @, F' = holimVF (p®, ce
qui définit @, sur les objets. Si w: ' — F’ est une fleche de Hom(.S°, Cat), on a
un triangle commutatif dans Cat

\

VF = VF
AN
S

On obtient ainsi un morphisme @, F' = holim (;® — holim ;. ® = &, F".
. % % .

PROPOSITION 4.3.7. Le foncteur ®, : Hom(S°,Cat) — A respecte les W-
équivalences. On note pour chaque petite catégorie I LP, : HotSWC (1) —

at
~

Ho,, A(I) le foncteur induit.

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du lemme ci-dessus et de
I’énoncé dual de la proposition 1.2.7. U
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REMARQUE 4.3.8. Les foncteurs L®, ci-dessus ne dépendent pas du choix de
la W-résolution cosimpliciale D. En fait, on aurait pu les définir directement par
la formule L& F' = Llim (5P dans la cas ou I est la catégorie ponctuelle, et a
’aide de la formule du théoreme 1.2.19 dans le cas général.

4.3.9. Si X est une petite catégorie, le foncteur @, induit un foncteur du meme
nom

®, : Hom(X x S°, Cat) — Hom(X, E) :

Pour chaque foncteur F' de X vers Hom(S°, Cat), on définit un morphisme naturel
en I
X

comme suit. Soit z un objet de X. On obtient le diagramme commutatif suivant,
dont tous les carrés sont cartésiens (voir 1.2.9 et 1.2.11).

VF:B fVF|X/m><S° va
CFa / CF\x/zxs e
[%
S ioxls X/x xS WP X xS P
Pg lx/e%XPg 1x Xpg
* X
(o,12) /x £(x,0) X

On produit ainsi un morphisme canonique
holim (7. ® = holim 7} C}F‘X/zxsoé — holim C} F|X/IX50<I> = (QfF! C?Fq))x

et donc un morphisme @, F' — Q[F (7 -®. On a aussi 1’égalité holim (7 ¢ =
: JE SR —>[F
@, [F, et par conséquent, le morphisme canonique obtenu grace a la proposition
4.2.5, holim ¢ T holim, permet de définir le morphisme annoncé.
— ! s

PROPOSITION 4.3.10. Pour tout foncteur F' de X vers Hom(S°, Cat), la fleche
naturelle holim &, F — @, fXF est une YW-équivalence.
L 2 !

DEMONSTRATION. Soit x un objet de X. On reprend les constructions et
les notations du paragraphe précédent. Comme 6, . est une cofibration, c’est
en particulier un foncteur propre (1.2.4), ce qui implique que le foncteur ¢, est
Wh-coasphérique (il admet un adjoint a gauche). Par conséquent, en vertu du
lemme 4.3.5, le morphisme holim ¢; — holim est une W-équivalence naturelle.
On en déduit que le morphisme défini ci-dessus, ®, F' — 6 [P, C? »®, est une
Wh-équivalence. L’assertion résulte & présent du corollaire 4.2.9. U
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SCHOLIE 4.3.11. Soit u : X — Y un foncteur entre petites catégories. On
a défini au paragraphe 1.2.16 un foncteur u, : Hom(X x S° Cat) — Hom(Y X
S°,Cat). On a alors une W-équivalence naturelle u, ®, — &, u,. En effet, si F
est un foncteur de X vers Hom(S° Cat), et si y € ObY, on vérifie sans peine
qu'on a lidentification (u, F), = [F|x/yxs. En vertu de la proposition ci-dessus
et de la formule (4.2.2.3), on a donc une W-équivalence canonique (u, ®, ), —
(®, u, F'),, ce qui prouve 'assertion.

On en déduit que les foncteurs L®; : Hotgyy, (X) — Ho,, A\(X), induits par

-~

les foncteurs @, : Hom(X x S°, Cat) — Hom(X, A), commutent aux extensions
de Kan homotopiques dans le sens ot pour tout objet F' de Hot,,,(X), on a un
isomorphisme canonique

LU! L(I)lF ;> L(Dl LU!F .

Les deux énoncés ci-dessous ne serons pas utilisés dans la suite. Ils expliquent
en quoi les foncteurs du type L®, envisagés ci-dessus déterminent les objets & qui
les définissent.

PRrROPOSITION 4.3.12. [l existe un isomorphisme canonique
Ld dishg — @ |
dishg désignant le plongement de Yoneda de S dans Hom(S°,Cat).

DEMONSTRATION. On vérifie par un calcul explicite que V [ dishg s’identi-
fie a la catégorie FI S des fleches de S. La fibration canonique de FI.S vers S
correspond au foncteur ”source”

o:{s—s}tr—s,

et la cofibration canonique de FI.S vers S au foncteur ”"but”
T:{s—s}tr—s.

L’objet L®,dishg peut donc étre défini par
L® dishg =Lno"® .

On a un morphisme de foncteurs évident ¢ — 7 duquel on déduit un morphisme
de foncteurs o* — 7. Ce dernier et les morphismes d’adjonction définissent un

morphisme
Lno" — Lnt" — 1HoW21(S)'

On a donc un morphisme canonique
Lno*® — .

Pour s € Ob S, la restriction de o*® a la fibre s\S de 7 en s est égale a p:\S(I)S ;
la catégorie s\S étant asphérique, on a un isomorphisme canonique

Llimpy @5 ~ D .
s\S
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Or l'inclusion s\S = (FI.S); — (F1.S)/s est coasphérique (les cofibrations sont
propres), et par conséquent, la proposition 4.1.30 permet de voir qu'on a des
isomorphismes canoniques

Llim p ¢®s ~ Llimo*® ~ (Ln o™ ®); .
s\S
On en déduit un isomorphisme
(LT; U*q))s ; (I)s.

La proposition 4.1.29 acheve donc cette démonstration. O

COROLLAIRE 4.3.13. Soient S une petite catégorie et , U deuxr objets de
Ho,, A(S). Les assertion suivantes sont équivalentes.

(i) Les objets ® et ¥ sont isomorphes dans Ho,,, ;1\(5)

(ii) Les foncteurs L®y et LY, sont isomorphes.

4. Densité homotopique

4.4.1. On fixe une petite catégorie A, un A-localisateur WV, et on choisit une
Wh-résolution cosimpliciale D, par exemple celle de Lawvere (cf. 3.3.8).

Si I est une petite catégorie, et si F' est un foncteur de I vers 121\, on dit
que F est W-régulier si le morphisme canonique holim F' — lim F est une W-

équivalence (pour cela, il suffit que Llim £ — lim F* soit un isomorphisme de

Ho,,, A en vertu du corollaire 2.3.5). Pour chaque préfaisceau X sur A, on a un

foncteur R
Oy AJX — A | (a,a — X)) — a,

et un isomorphisme canonique dans A, lim¢py — X. On dit que X est W-
régulier si le foncteur ¢y lest (i.e. si Llim¢y — X est un isomorphisme de
Ho,, A).

EXEMPLE 4.4.2. Soient I un petite catégorie, et F' un foncteur de I vers A.
Il résulte du lemme 2.3.7 que F' est W-régulier dans les cas suivants :

1. I est I'ensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et la fleche Fy — F; est un
monomorphisme ;

2. I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < i’ dans I, la fleche
F; — F; est un monomorphisme;;

3. I est une catégorie discrete.

4.4.3. Soit h, le plongement de Yoneda de A dans A. 1l induit un foncteur
Lhy, : Hoty,y, ~— Hoy, A, induit par le foncteur h, : Hom(A°, Cat) — A (cf.

4.3.6 et 4.3.7). D’autre part, on a un foncteur dis : A — Hom(A°, Cat) (4.2.1), et
on remarque que si X est un préfaisceau sur A, on a I'égalité V4 dis X = A/ X
et donc que Lli_m)A/X ¢x = Lhy,,dis X. On en déduit que X est W-régulier si et

seulement si la fleche canonique
h_A!disX — limoy ~ X
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est une W-équivalence.

DEFINITION 4.4.4. Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur W est ré-
gulier si tout préfaisceau sur A est W-régulier. Si W est un A-localisateur, on
note W sa complétion régulicre, c’est-a-dire le plus petit A-localisateur régulier
contenant W.

REMARQUE 4.4.5. La complétion réguliere du A-localisateur W est le A-lo-
calisateur engendré par W et par les fleches h, dis X — X, X € Ob A. Onen
déduit que tout A-localisateur qui contient un A-localisateur régulier est régulier
(cela résulte de la proposition 4.1.27 et de la remarque 4.3.8). En particulier, un
A-localisateur est régulier si et seulement s’il contient la complétion réguliere du
A-localisateur minimal.

DEFINITION 4.4.6. On reprend les hypotheéses de 4.4.1, et on considere le
localisateur fondamental We,, associé a W. Si [ est une petite catégorie, un
foncteur F': I — A est W-parfait s’il est W-régulier, et si les fibres du foncteur

canonique (cf. 1.2.9)
[ A/F — Aflim F

sont Wea-asphériques.

REMARQUE 4.4.7. Comme le foncteur canonique de [A/F vers A/ lim F' est

une fibration (1.3.1), la condition ci-dessus implique que celui-ci est une Wey-
équivalence universelle. On en déduit que pour tout objet a de A, le foncteur
induit sur les fibres au-dessus de a,

[, disF, — dislim F,
est une We,-équivalence.

EXEMPLE 4.4.8. Les trois types de foncteurs W-réguliers définis au numéro
4.4.2 sont aussi des exemples de foncteurs W-parfaits (cela résulte de 1.3.5).

LEMME 4.4.9. Soient I une petite catégorie et F': [ — A un foncteur V-
parfait. Alors on a une W-équivalence canonique
holimh , dis ' — h , dislim F .
— £l 4] —
I I
DEMONSTRATION. Demander que les fibres du foncteur canonique
JA/F — A/lim F
soient des Wey-équivalences implique que le morphisme
[ dis F — dislim FF
est une Weg-équivalence terme a terme dans Hom(A°, Cat) (cf. remarque 4.4.7).
Cela implique que le morphisme
h, [disF—h, disim F
est une W-équivalence. Or il résulte de la proposition 4.3.10 qu’on a une W-équi-

valence canonique
holimh, dis F — h, [disF .
—=_4 A
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Le lemme est donc conséquence de la stabilité de VW par composition. O

LEMME 4.4.10. Soient I une petite catégorie, et F' : [ — A un foncteur
W-parfait. Si pour tout objet i de I, le préfaisceau F; est YWW-régulier, alors il en
est de méme de lim F'.

DEMONSTRATION. La fleche h, dis ' — F' est une W-équivalence étagée,
puisque pour tout i € Ob I, F; est W-régulier. On a donc une W-équivalence

holimh , dis /' — holim [ .
—4 _—
I I
Grace au lemme précédent, on obtient le diagramme commutatif ci-dessous.

holim h, disF' -~ s h, dislim F
—1 4 AT

] l

holim F ~ lim F
— =
Cela implique aussitot ’assertion. O

LEMME 4.4.11. Soient I un petite catégorie, et F' un foncteur de I wvers A.
On suppose que l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. I est l’ensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et la flecche Fy — Fy est un
monomorphisme

2. I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < i’ dans I, la fleche F; —
Fy est un monomorphisme;

3. I est une catégorie discrete.

Alors si pour tout objet i de I, F; est VWW-régulier, il en est de méme de lim F'.

DEMONSTRATION. Comme les foncteurs considérés sont W-parfaits (4.4.8),
il s’agit d’une application directe du lemme précédent. O

PROPOSITION 4.4.12. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.
Pour que W soit régulier, il faut et il suffit qu’il existe un modéle cellulaire M de
A dont tous les éléments soient des morphismes entre préfaisceaur VVW-réguliers.

DEMONSTRATION. Cette condition est trivialement nécessaire. Pour montrer
la réciproque, on considere un modele cellulaire M de A vérifiant la condition ci-
dessus. Si X est un préfaisceau sur A, grace a 'argument du petit objet appliqué
a M, il est un rétracte d’'un préfaisceau Y tel que la fleche @ — Y soit un
composé transfini d’images directes d’éléments de M. On montre alors que Y
est W-régulier par induction transfinie, en explicitant une telle construction de
@ — Y et le lemme 4.4.11 (nous laissons au lecteur le soin de prouver que
le préfaisceau vide est W-régulier, ce qui permet de commencer la récurrence).
On s’apergoit aussitot (par un simple jeu de fonctorialité) que les préfaisceaux
Wh-réguliers sont stables par rétractes, ce qui montre que X est W-régulier. [

COROLLAIRE 4.4.13. Soient A une petite catégorie, et VW un A-localisateur.
S1 W est accessible, il en est de méme de sa complétion réguliere V.
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DEMONSTRATION. Soient S un petit ensemble de fleches de A qui engendre
W, et M un modele cellulaire de A. On pose

T'=SU{hydisX —X|K-—LeM, Xe{K, L}}.
Alors le A-localisateur engendré par T est la complétion réguliere de W. O

4.4.14. Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et X un pré-
faisceau sur A. On vérifie immédiatement que la classe W/X de fleches de

A\/ X = A/ X, des W-équivalences au-dessus de X est un A/X-localisateur (on
adopte ici les notations du lemme 2.2.40). En outre, si W est accessible, il en est
de méme de W/X (cette assertion résulte du fait plus général que si C est une
catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant, et si X désigne un objet
de C, alors C/X est une catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant).

PROPOSITION 4.4.15. Si A est une petite catégorie, et VW un A-localisateur
régulier, alors pour tout préfaisceau X sur A, W/X est régulier.

DEMONSTRATION. Le foncteur d’oubli ¢ de A\/X vers A commute aux limites
inductives et respecte les monomorphismes et les W-équivalences. Pour chaque
petite catégorie [, il induit donc un foncteur

(4.4.15.1) U : Hoyy A/X (I) — Hoyy A(I)

et pour chaque foncteur F' de I vers A\, il résulte de la proposition 4.1.27 que
le morphisme canonique LlimUF — UL lim I’ est un isomorphisme. En outre,

pour toute petite catégorie I, le foncteur (4.4.15.1) est conservatif. En effet, si

¢ Y — Y est une fleche de Ho,,, A/ X (1), il résulte du lemme 4.1.28 qu’on peut
supposer qu’elle est une fleche de Al /X . 1l résulte alors du corollaire 2.3.5 que ¢
est un isomorphisme si et seulement si son image par U est une W-équivalence,
ce qui prouve l'assertion. On peut a présent montrer la proposition. Soit ¥ un
préfaisceau sur A/X. On remarque grace a la commutation des foncteurs U et
L lim que I'image par ¢ du morphisme canonique L lim ¢,» — Y est le morphisme
canonique L lim ¢,y — UY. Comme U est conservatif au niveau des catégories
homotopiques, on en déduit que Y est W/ X-régulier si et seulement si UY est
Wh-régulier, ce qui acheve la démonstration. O

On fixe pour les quatre lemmes a venir une petite catégorie A, ainsi qu’un
A-localisateur V.

Le but de cette suite d’énoncés est de préparer la preuve du fait que la no-
tion de A-localisateur régulier est stable par passage aux catégories de foncteurs
(4.4.21).

LEMME 4.4.16. Soient I une petite catégorie. On rappele qu’on note
Lh,, : Hoty yy, (1) — Hoy, A(1)

le foncteur induit par hy . Alors pour tout foncteur W-régulier argument par

argument F de I vers A (i.e. tel que pour tout objet i de I, le préfaisceau F; soit
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W-régulier) on a un isomorphisme canonique dans Ho,,, A(I)
Lh, disFF ~ F .

DEMONSTRATION. Pour tout objet i de I, ’hypothese implique qu’on a un
isomorphisme canonique

Lh,, dis F; = (Lhy, dis F); >~ F; .
L’assertion résulte donc aussitot de la proposition 4.1.29. O
LEMME 4.4.17. Tout préfaisceau représentable sur A est W-régulier.

DEMONSTRATION. Si a € Ob A, alors la catégorie A/a admet un objet final,
ce qui implique par 2-fonctorialité que les foncteurs LliLnM/ et li_Hl)A/ sont tous
a a

deux isomorphes au foncteur d’évaluation en (a,1,) € Ob A/a. O

LEMME 4.4.18. Pour toute petite catégorie I, on a un isomorphisme canoni-

~

que dans Hoy,, A(A x I° x I)
Lh,, dish,, o ~h, 0 .

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 4.4.16, il suffit de montrer que le fonc-
teur

hAxlo:Axlox]—nZ
est W-régulier argument par argument. Or pour tous a € Ob A et i, € Ob I, on
a I'égalité
o <a7 i, ]) = HHomI(iJ)a’ :
Les sommes étant des diagrammes W-parfaits (4.4.8), I'assertion résulte de 4.4.11
et de 4.4.17. O

4.4.19. Soit I une petite catégorie. Le foncteur
hyepotAXI® L Ax D
induit en vertu de 4.3.7 un foncteur
LhAXIO[ . HOtAXIO7WC . — HOW[ mo .
Un simple jeu d’écriture permet aussi de le voir comme un foncteur
LhAXIO! . HOtA’WCut(]) S HOW A(I) .
On a par ailleurs le foncteur
Lhy, : HOtA,WCMU) — Ho,, A(I) .

LEMME 4.4.20. Les deux foncteurs ci-dessus, Lh,, o, et Lhy,, sont canoni-
quement isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit F': I — Hom(A°,Cat) un objet de Hot, y, (1) On
a une fibration canonique

wWp: VF =V yypoF — AxI°.
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Le théoreme 1.2.19 appliqué a F' (dans le cas ou X est la catégorie ponctuelle)
donne un isomorphisme canonique dans Hot . rw,,

Llim ewp(dish g, o) = F .
VF
Vu dans Hot, (1), cet isomorphisme s’écrit

Loi(cop x 17)*(dish o) = F,
ol q: VI x I — I désigne la seconde projection. Par définition de Lh 4, ;0,, on
a
LhAXIO!F = Lq!<wF X 11)*<hA><]°) )

et il résulte du scholie 4.3.11 qu’on a les isomorphismes suivants.

Lhy F >~ Lh, Lg(wp x 17)"(dishy o)

~ Lg(wp x 17)*Lh, (dish o)

L’assertion résulte donc immédiatement du lemme 4.4.18. O

PROPOSITION 4.4.21. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur
réqulier. Pour toute petite catégorie I, le A x I°-localisateur W' des W-équiva-
lences étagées est régulier.

~

DEMONSTRATION. Soit F' un objet de Hoy, A(I). En vertu du lemme 4.4.16,
on a un isomorphisme canonique

Lhy, disF ~ F',
et d’apres le lemme 4.4.20, un isomorphisme canonique
Lh,, dis F' >~ Lh 4, jo,dis F" .
On en déduit aussitot que les objets Lh 4, o, dis F et F' sont canoniquement iso-

morphes dans Ho,,, //1\(]) ~ Ho,, m", ce qu'il fallait démontrer. O
PROPOSITION 4.4.22. Tout A-localisateur est régulier.

DEMONSTRATION. Soit YW un A-localisateur. On sait que les inclusions d’en-
sembles simpliciaux 04, — A,, n > 0, forment un modele cellulaire de A.
Dans la démonstration du lemme 3.1.9, on a introduit la notion de sous-objet
homogene de A,,, i.e. de la forme K = U;e; Im %, I C {0,... ,n}. On va montrer
alors par récurence sur n que tout sous-objet homogene de A, est W-régulier.
Comme l'ensemble simplicial vide est W-régulier, le cas n = 0 est immédiat. Si
n >0, et si K = Uje; Im ¢!, est un sous-objet homogene de A,,, on procede par
récurrence sur le cardinal de ’ensemble . Si [ est vide, il n’y a rien a montrer,
et sinon, on considére J = I\ {min7}, et L = Ujc;Imé2. On a alors un carré
cocartésien

LN Anfl - Anfl

L

L K

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. En outre, L N 4A,_; est un
sous-objet homogene de A,,_;. Il résulte donc des lemmes 4.4.17 et 4.4.11, ainsi
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que de I'hypothese de récurrence, que K est W-régulier. En particulier, les bords
04, sont des ensembles simpliciaux W-réguliers, ce qui acheve la démonstration
en vertu de la proposition 4.4.12. O

4.4.23. Soit A est une petite catégorie. On appelle A;-équivalences les élé-
ments du A x A-localisateur WW,, engendré, par les projections X x A; — X,

X € ObA x A. Tl est immédiat que toute A;-équivalence est une oo-équivalence
étagée.

PROPOSITION 4.4.24. Les co-équivalences étagées forment la complétion ré-
guliere des Aq-équivalences.

DEMONSTRATION. Soit W la complétion réguliere des A;-équivalences. II ré-
sulte des propositions 4.4.22 et 4.4.21 que les co-équivalences étagées forment un
A x A-localisateur régulier, et donc que toute W-équivalence est une oo-équiva-
lence étagée. D’autre part, il résulte de la proposition 2.3.8 et du corollaire 4.4.13
que W est accessible, ce qui va nous permettre d'utiliser la structure de catégorie
de modeles fermée du théoreme 2.3.4. Cela permet déja une premiere réduction :
il suffit de montrer que toute oco-équivalence étagée dont la source et le but sont
fibrants au sens de W est une WW-équivalence.

Considérons le foncteur

Hom :Ax A xAxA—s A , (F,G) (A = Homi—(F x A,,G)) .

Il est remarquable que pour tout préfaisceau G sur A x A, et pour tout ob-
jet a de A, Hom(a,G) est I'ensemble simplicial G, des sections de G au-dessus
de a. Par conséquent, une fleche G — G’ de A X A est une oo-équivalence
étagée si et seulement si pour tout objet a de A, Hom(a,G) — Hom(a,G")
est une oo-équivalence. On vérifie en outre que my Hom(F, G) est le quotient de
'ensemble Homi—(F, G) par la relation de A;-homotopie, et par conséquent
que si G est fibrant au sens de W, on a une bijection canonique mo Hom(F,G) ~
HomHOW Tx(F, G) (cf. [41, § 11, corollaire 1]). Lorsque G est fibrant au sens de
W, le foncteur
AxA —A | Fr—Hom(FG)

est un foncteur de Quillen a droite. En effet, si F' désigne un préfaisceau sur
A x A, on vérifie aussitot que la classe des fleche K — L de A telles que

FxK—FXxL
soit une W-équivalence est un A-localisateur qui contient les projections
KxA,—K , KeObA n>0,

et donc qu’elle contient les co-équivalences (3.1.3). Pour toute cofibration F* — F’

dans A x A et toute extension anodine K — L de ﬁ, on a donc une W-cofib-

ration triviale
FIxKUFxL— F' x L.

En outre, il résulte des lemmes 3.1.8 et 3.1.9 que pour tout n > 0, et toute
W-cofibration triviale F — F’ de A x A, I'inclusion

F'x A,UFx0A, — F'x A,
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est une W-cofibration triviale. Des arguments standard d’adjonction prouvent
alors que Hom( . ,G) est un foncteur de Quillen a droite. En vertu de la pro-
position 4.1.22, pour chaque petite catégorie I, on a donc un foncteur dérivé a
droite

RHom(.,G) : Hoyy A x A(I) — Hoy,_ A(I°) |
et pour chaque foncteur ¢ de I dans A/X\A, un isomorphisme canonique
R'Hom(Llim ¢, G) ~ Rlim R Hom(¢, G) .
I I°

Soit ¢ : G — G’ une oo-équivalence étagée, G et G’ étant fibrants au sens de
W. Alors pour tout objet a de A, on a un isomorphisme

Hom(a,G) = RHom(a,G) ~ RHom(a,G") = Hom(a,G"),

et comme les projections a X A,, — a sont des W-équivalences, on en déduit des
isomorphismes R Hom(a x A,,,G) ~ RHom(a x A,,G"). Si F est un préfaisceau
sur A x A, on obtient ainsi les isomorphismes

HomHOW Tx(F, G) ~ mo RHom(F, G)
~ 1o RHom(Llim ¢, G)
~ moR lim R Hom(¢p, G)
~ 7R lim R Hom (¢, G')
~ 1o RHom (L lim ¢, G")
~ 7o R Hom(F,G")

~ HomHOW Tx(F.G)

Le lemme de Yoneda implique alors que ¢ est un isomorphisme de Ho,,, m,
et donc en vertu du corollaire 2.3.5, que ¢ est une W-équivalence, ce qui acheve
la démonstration. O

THEOREME 4.4.25. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) W est régulier.
(b) La complétion simpliciale de W est réguliére.

(¢) La complétion simpliciale de VW contient les co-équivalences étagées.

DEMONSTRATION. L’implication (a) = (b) est conséquence de la proposition
4.4.21, et il résulte de la proposition 4.4.24 que (b) < (c). Supposons que la
complétion simpliciale W, de W soit un A x A-localisateur régulier, et considé-
rons un préfaisceau X sur A. On note

piA— AxA

I'inclusion canonique. En vertu de la proposition 3.3.20, on a 1'égalité p~ W, =
W, et comme le foncteur p commute aux petites limites inductives et respecte
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les monomorphismes, il résulte de la proposition 4.1.27 que pour chaque petite
catégorie I on a un carré commutatif a isomorphisme de foncteurs canonique pres

Hoyy A(I) —— Hoyy, A x A(I)
Llim l lLlim
—r '

Ho,, A Ho,y, Ax A

p

En outre, en vertu de la seconde assertion de 3.3.20 les fleches horizontales de ce
carré sont des équivalences de catégories. Il suffit par conséquent de montrer que
le morphisme

Llim popy — pX
A/X

est un isomorphisme. Comme W, est régulier par hypothese, on a un isomor-
phisme canonique

AxA/pX

En outre, on remarque que A x A/X est isomorphe a la catégorie produit A/X X
A, et les projections

axA,—a , a€0bA n>0,

étant des W,-équivalences, le foncteur ¢,y est isomorphe dans la catégorie ho-
motopique Ho,, m(A/X x A) au foncteur ¢*p¢ -, ou ¢ désigne la projection

de A/X x A vers A/X. On a donc par fonctorialité un isomorphisme canonique

L lim ¢'poy ~L lim ¢y .
A/X XA A/X XA

La catégorie A admettant un objet final, elle est coasphérique (1.1.10), ce qui
implique que ¢ est coasphérique (1.1.8). En vertu de la proposition 4.1.30, on a
donc un isomorphisme canonique

L lim g¢'pox >~ Llimpoy .
A/ X XA A/X

On en déduit les isomorphismes suivants

Llim poxy ~L lim ¢ poy

A/X A/X XA
A/X XA
~pX,
ce qui acheve la démonstration. O

COROLLAIRE 4.4.26. Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur régulier
minimal est stable par produits finis.
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DEMONSTRATION. Soit W le A-localisateur régulier minimal. Il résulte du
théoreme ci-dessus et de la proposition 3.3.20 que la complétion simpliciale de
W est le A x A-localisateur engendré par les oo-équivalences étagées et par les
projections

XxL—X , XcObAxA,

ou L désigne 'objet de Lawvere de A. Comme les oo-équivalences sont stables par
produits finis, il en est de méme des co-équivalences étagées, et donc le corollaire
2.3.9 implique que la complétion simpliciale de W est stable par produits finis.
Une nouvelle application de la proposition 3.3.20 implique alors 'assertion. [

COROLLAIRE 4.4.27. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.
S1 W est propre, il en est de méme de sa complétion réguliere.

DEMONSTRATION. Le corollaire 3.3.21 implique que W, est propre, et il ré-
sulte de la proposition 4.4.24 que la complétion réguliere de W, est le A x A-
localisateur engendré par W, et par les oo-équivalences étagées. La preuve est
s’acheve donc grace au théoreme 3.1.29, a la proposition 2.4.16, et aux corollaires
2.4.6 et 3.3.21. O

COROLLAIRE 4.4.28. Soient A une petite catégorie et YW un A-localisateur
régulier. Les VWW-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 3.3.20, il suffit de montrer que
la complétion simpliciale de WV est stable par petites limites inductives filtrantes,
et le théoreme 4.4.25 implique que celle-ci contient les co-équivalences étagées.
Or la proposition 3.3.15 implique immédiatement que les oo-équivalences étagées
sont stables par petites limites inductives filtrantes. On peut alors conclure par
I’argument évoqué dans la preuve de 2.3.18. U

PROPOSITION 4.4.29. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur
régulier. Un foncteur entre petites catégories u : I — J est une VWW-équivalence
(4.3.2) si et seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le mor-

phisme canonique Lp;, pi(a) — Lp,, p%(a) est un isomorphisme de Ho,,, A.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que c’est une condition nécessaire, et ré-
ciproquement, si u vérifie cette condition, pour tout préfaisceau X sur A, on a
les isomorphismes canoniques suivants

Lp; p; X > Lpy prLllim oy
~ Llimlp;, p; ¢y
~ Llimlp, pjéx
~Lp, pjLlimoy
~Lp,ps X,
ce qui acheve la démonstration. O

PROPOSITION 4.4.30. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur
régulier. On considére un préfaisceau X sur A, et on définit un foncteur

pX:A—uzl\ a— X Xa.

)
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Alors le morphisme canonique Llim py — X, induit par les projections X X

a — X, est un isomorphisme dans Ho,,, A.

DEMONSTRATION. En vertu du corollaire 1.3.3, on a une W,,-équivalence
argument par argument

[dispy — dis X .
On en déduit des isomorphismes canoniques (4.3.11)
Llimh, dispy ~h, Llimdispy ~h, disX .
A
L’assertion résulte donc des isomorphismes

hy disX ~X et hydispy~pyx
dans Ho,,, A et Ho,, 121\(14) respectivement. O

COROLLAIRE 4.4.31. Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur
régulier. On considere un morphisme p : X — Y de préfaisceaux sur A. Si pour
tout objet a de A, et toute section a — Y de Y au-dessus de a, le morphisme
X Xy a — a est une W-équivalence, alors p est une VW-équivalence.

DEMONSTRATION. Quitte a remplacer A par A/Y et W par W/Y, on peut
supposer que Y est I'objet final de A. Les hypotheses impliquent alors qu’on a un
isomorphisme py =~ h, dans Ho,,, A(A), et donc on obtient des isomorphismes

X ~Llimpy ~Llimh, >~=*.

Le corollaire 2.3.5 achéve donc la démonstration. O



CHAPITRE 5

A la poursuite des modeles

1. Modeleurs élémentaires

5.1.1. Soient W un localisateur fondamental, et A une petite catégorie. On
rappelle que W désigne la classe de flaches i ;' W. Pour chaque petite catégorie

I, on note H,,, 121\(] ) la localisation de la catégorie des foncteurs de I vers A par
la classe sz des W-équivalences étagées, i.e. pour reprendre les notations du

chapitre précédent, H,,, A= Ho,, A.
A

PROPOSITION 5.1.2. Tout localisateur fondamental est fortement saturé, et
donc, en particulier, est stable par rétractes.

DEMONSTRATION. Soit W un localisateur fondamental. On choisit une W-
catégorie test A (voir les exemples 1.1.28 et 1.1.29). Alors un morphisme de Cat
est une W-équivalence si et seulement si son image par % est une VW-équivalence,
et comme le foncteur ¢% induit une équivalence de catégories entre les catégories
localisées, 1’assertion résulte des corollaires 2.3.5 et 1.3.10. O

PROPOSITION 5.1.3. Soient W un localisateur fondamental, et A une WW-ca-
tégorie test locale. Alors les foncteurs i, et i’y induisent pour toute petite catégorie
I un couple de foncteurs adjoints

iy Hy A(I) — Hoty(I) et i% : Hotyy,(I) — My A(I)
En outre, pour tout foncteur entre petites catégoriesu : I — J, on a un isomor-
phisme de foncteurs canonique

Enfin, lorsque A est W-asphérique, les foncteurs v, et iy sont des équivalences
de catégories quasi-inverses ['une de [’autre.

DEMONSTRATION. La premiere assertion résulte du fait que les foncteurs i ,
et 7% respectent les WW-équivalences (1.1.16, (e)). La seconde est conséquence de
la premiere, puisque Luyi, et i, Luy sont tous deux des adjoints a gauche de
w*iy =5 u*. Enfin, la troisieme résulte du fait que dans ce cas, @ 4i% — 1l est
une W-équivalence, et 13 — 4ji, une W -équivalence. O

PROPOSITION 5.1.4. Soit W un localisateur fondamental. Une petite catégo-
rie A est une W-catégorie test locale si et seulement si W est un A-localisateur
régulier. Si c’est le cas, c’est une VW-catégorie test si et seulement si elle est
W-asphérique.

145
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DEMONSTRATION. Le corollaire 1.3.10 implique qu’il suffit de vérifier que si
A est une W-catégorie test locale, alors W est régulier. Considérons une pe-

tite catégorie I, et un foncteur F' de I vers A. Le foncteur canonique K (i, F) :
Ji,F — limi, F" correspond dans Hot,, au morphisme obtenu par adjoncion a
partir du morphisme i, " — pjlimi, F' dans Hot,, (/). En vertu de la proposi-
tion 5.1.3, K (i, F') est donc isomorphe dans Hot,,, a 'image par le foncteur i,
du morphisme canonique L lim /' — lim F". Il suffit par conséquent de montrer

que pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur canonique K (i 40 y) f L Px —
limisoy ~ A/X est une W- equlvalence, ce qui résulte de la proposition 1.3.2

(appliquée a la catégorie A/ X et a l'objet final de E/X) O

DEFINITION 5.1.5. Soit A une petite catégorie.

Un A-localisateur test est un A-localisateur régulier VW tel que pour tout
préf/z}isceau représentable a sur A, le morphisme canonique de a vers I'objet final
de A soit une W-équivalence.

Un localisateur fondamental W est modelable par A si A est une W-catégorie
test.

Un modeleur élémentaire est un couple (A, W), ou A est une petite catégorie,
et ou W est un A-localisateur test. Un modeleur élémentaire (A, W) est accessible
si le A-localisateur W est accessible.

REMARQUE 5.1.6. Si S est un petit ensemble de fleches de E, alors le A-lo-
calisateur test engendré par S est accessible. En effet, il peut étre vu comme
la complétion réguliere du A-localisateur engendré par S et par ’ensemble des
morphismes a — %, a € Ob A, ce qui permet de conclure en vertu du corollaire
4.4.13. De méme, si S est un petit ensemble de fleches de Cat, le localisateur fonda-
mental modelable par A engendré par S est accessible, puiqu'il est le localisateur

fondamental engendré par S et par les foncteurs A — x et i 4(a X i 4;) — x,
a € Ob A (cf. le théoreme 1.1.16).

LEMME 5.1.7. Soit (A, W) un modeleur élémentaire. Un foncteur entre pe-
tites catégoriesu : I — J est une VWW-équivalence si et seulement si le morphisme
canonique Lp;, pj(x) — Lp,, p(x) est un isomorphisme de Ho,,, A.

DEMONSTRATION. Les morphismes a — *, a € Ob A, sont des W-équiva-

lences, et donc pour toute petite catégorie I, on a un isomorphisme canonique
Lppi(a) — Lpypi(+) -

Ce lemme résulte donc de la proposition 4.4.29. O

LEMME 5.1.8. Soit (A, W) un modeleur élémentaire. Alors on a pour tout
objet X de HOWA un isomorphisme naturel dans HOWA LpA/X'pA/X( )~ X.
En outre, on a l'égalité¢ W =i, WCat7 et A est Weqi-asphérique.

DEMONSTRATION. Soit X un préfaisceau sur A. On a alors un isomorphisme
canonique Llimh, |4/x = Llim ¢y ~ X dans Ho,,, A. D’autre part, si P désigne
le foncteur constant de A dans A de valeur I'objet final de E, on a un iso-
morphisme h, ~ P dans Ho,, A(A), d’ou par fonctorialité un isomorphisme
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Llimh, [4/x >~ Llim P|a/x. Or Llim P|a/x s’identifie a LpA/X!pZ/X(*), ce qui
donne un isomorphisme canonique Lp , /X'pz /X(*) ~ X. Le lemme précédent

montre donc que W = i;'W,,,. Il implique aussi que A est We,-asphérique, une
fois remarqué que la colimite homotopique du diagramme indexé par la catégorie
ponctuelle, constant de valeur I'objet final de A, est 'objet final de A. O

REMARQUE 5.1.9. Si on choisit une W-résolution cosimpliciale D, la colimite
homotopique LpA/X!pjl/X(*) s’identifie a Real, N A/X. Lorsque D = i} A est
la résolution cosimpliciale de Lawvere, cet isomorphisme Lp , e 1y vx) — X
peut s’expliciter avant localisation comme suit. On a un morphisme canonique
Reali:‘ ANA/X — i3 A/X, dont on peut montrer qu’il est une W-équivalence
(corollaire 5.3.8), et on a un morphisme d’adjonction X — %i X = i} A/X.
L’isomorphisme peut alors étre défini comme le composé de ce dernier avec I'in-
verse dans Ho,, A du précédent.

THEOREME 5.1.10. Soit A une petite catégorie. L’application W —— Wey
(cf. 4.3.2) établit une bijection croissante pour linclusion, entre ’ensemble des
A-localisateurs test et celui des localisateurs fondamentaux modelables par A, ’ap-
plication inverse étant définie par W —— Wg = i,'W. En outre, cette correspon-
dance conserve l'accessibilité dans le sens ou un localisateur fondamental mode-
lable par A est accessible si et seulement si le A-localisateur (test) correspondant
[est.

DEMONSTRATION. Soit W un A-localisateur test. Alors en vertu de la pro-
position 4.3.3, W,,, est un localisateur fondamental, et en vertu du lemme 5.1.8,
A est Weg-asphérique et W = i;'W,,,. Le corollaire 1.3.10 implique donc que
A est une Wpe,-catégorie test, ce qui montre que 'application est bien définie et
injective. La surjectivité résulte de la proposition 5.1.4 et du fait que si W est un
localisateur fondamental modelable par A, on a les égalités suivantes

.1 .1
iy W= Wg =1s (Wg)cat )
puisqu’on en déduit les identifications

W= iiZ_le = (Wg)cat .

Les problemes d’accessibilité se trouvent trivialement résolus grace a la remarque
5.1.6. N

COROLLAIRE 5.1.11. Soient W_un localisateur fondamental accessible, et A
une W-catégorie test locale. Alors A admet une structure de catégorie de modéles
fermée a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes,
et dont les équivalences faibles sont les éléments de i ;"W .

DEMONSTRATION. Lorsque A est une W-catégorie test, cela résulte des théo-
remes 2.3.4 et 5.1.10. Dans le cas général, on choisit une W-catégorie test B (par
exemple B peut étre une petite catégorie équivalente a la catégorie des ensembles
ordonnés finis non vides, ou bien la catégorie des simplexes), et un foncteur test
i : B — Cat (par exemple simplement le foncteur b — B/b). En vertu du

corollaire A.1.12, le foncteur composé i*i1, : A — B commute aux petites
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limites inductives et aux produits fibrés. Comme ¢ est un foncteur test, on vérifie
immédiatement que izli*_lwg =W, Il en résulte, grace peut-étre au lemme
1.1.27, que le foncteur i* i, vérifie les conditions de la proposition 2.3.10, et donc
cette derniere acheve la démonstration. O

COROLLAIRE 5.1.12. Le localisateur fondamental minimal est formé des mor-
phismes de Cat dont l’image par le foncteur nerf N : Cat — A est une oo-
équivalence.

DEMONSTRATION. Soit W un localisateur fondamental. On sait que pour
tout entier n > 0, le morphisme d’ensembles simpliciaux A, x Ay — A, est
une W-équivalence, et que 'inclusion canonique i : A — Cat est un W-foncteur
test (1.1.29). On en déduit que pour tout ensemble simplicial X, la projection
X x Ay — X est une W-équivalence (le foncteur A/(X x Ay) — A/X est W-
asphérique). Cela implique que W,, C ix'W par définition des oo-équivalences
(3.1.3). D’autre part, il est évident que pour tout n > 0, la fleche A,, — Ay = *
est une oco-équivalence (puisque c’est une A;-équivalence d’homotopie), et comme
W est un A-localisateur régulier (proposition 4.4.22), il résulte du théoreme
5.1.10 que W, correspond au localisateur fondamental minimal. Or ce dernier
g'identifie & N1 W car i est un foncteur test. O

REMARQUE 5.1.13. Le A-localisateur des oo-équivalences peut donc étre dé-
fini comme le A-localisateur engendré par les fleches A,, — Ay, n > 0, car tout
A-localisateur est régulier, ce qui implique que ce dernier est le A-localisateur
test minimal.

5.1.14. On notera par abus W, le localisateur fondamental minimal, et les
Wo-€équivalences seront appelées aussi des co-équivalences. On emploira volontier
les adjectifs oco-asphérique, co-coasphérique, etc, au lieu de Wo-asphérique, Woo-
coasphérique etc. On note Hot_ la localisation de Cat par les oo-équivalences. Il
résulte du corollaire 5.1.12 que Hot__ est canoniquement équivalente a la catégorie
H,, = Hoy,, A. En vertu d’un théoréme de Milnor, elle est encore équivalente
a la catégorie des C'W-complexes quotientée par la relation d’homotopie. Plus
généralement, tout modeleur élémentaire accessible définit canoniquement une
sous-catégorie pleine de Hot__. Une formulation précise de cette derniere assertion
prend la forme ci-dessous.

COROLLAIRE 5.1.15. Si (A, W) est un modeleur élémentaire accessible, la ca-
tégorie Hoy,, A s’identifie canoniquement a la localisation de Hot_, par les Weg:-

équivalences, et le foncteur de localisation de Hot_ vers Hoy,, A admet un adjoint
a droite pleinement fidele.

COROLLAIRE 5.1.16. Tout localisateur fondamental est stable par limites in-
ductives filtrantes.

DEMONSTRATION. Soit W un localisateur fondamental. Comme 1'inclusion
canonique de la catégorie des simplexes A dans Cat est un VW-foncteur test, on a
I’égalité W = N~} ix'W. Or en vertu de la proposition 5.1.4, i.'W est un A-lo-
calisateur régulier, et donc le corollaire 4.4.28 implique qu’il est stable par limites
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inductives filtrantes. Il est d’autre part bien connu que le foncteur nerf commute
aux petites limites inductives filtrantes, ce qui prouve le corollaire. O

LEMME 5.1.17. Soient W un localisateur fondamental, et w : A — B un
foncteur W-asphérique dans Cat. Alors pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur
naturel

u/X Ay X — B/X

est W-asphérique. En conséquence, une fleche de B est une W-équivalence si et
seulement si son image dans A par le foncteur image inverse

~

u:B— A
en est une.
DEMONSTRATION. Soit X un préfaisceau sur B. On a le carré cartésien suiv-

ant dans Cat.

A X 5 Bx

L

A B

Comme le foncteur d’oubli de B/X vers B est une fibration, c’est en particulier
un foncteur W-lisse, et donc en vertu de I’énoncé dual de la caractérisation (b)
du théoreme 1.2.5, le foncteur u/X est encore W-asphérique. Par conséquent, si

X — Y est une fleche de B , on a le carré commutatif

A/ X —= AJu'Y

u/Xl lu/Y

B/X —>BJY

dans lequel les fleches verticales sont des VW-équivalences, ce qui prouve le lemme.
O

PROPOSITION 5.1.18. Soit W un localisateur fondamental accessible, et soit
u: A — B un foncteur W-asphérique entre deux catégories test. Alors le couple
de foncteurs adjoints

w:B— A et u*A\—>§
est une équivalence de Quillen.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme précédent, le foncteur u* respecte les
W-équivalences, et il est immédiat qu’il respecte les monomorphismes, puisqu’ad-
mettant un adjoint a gauche, il respecte les limites projectives. Il est ainsi établit
qu’on a obtenu une adjonction de Quillen. Pour achever la démonstration, il suffit
donc de montrer que le foncteur v* induit une équivalence de catégories entre les
catégories homotopiques. Or en vertu du lemme ci-dessus, on a une W-équiva-
lence naturelle du foncteur i ,u* vers le foncteur 5. On obtient donc un triangle
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commutatif & isomorphisme de foncteurs pres

w*

My B HyyA

Hot,,,

dont les deux fleches obliques sont des équivalences de catégories (puique A et B
sont des catégories test), ce qui permet de conclure. O

REMARQUE 5.1.19. On verra plus loin que cet énoncé est encore vérifié si on
suppose seulement que A et B sont des catégories test locales.

PROPOSITION 5.1.20. Soient W un localisateur fondamental accessible, et A,
B, une paire de catégories test. Alors le foncteur

i A— B
est l'adjoint a gauche d’une équivalence de Quillen.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une interprétation de la preuve du corollaire
5.1.11 : en vertu du corollaire A.1.12, ce foncteur commute aux petites limites
inductives, et donc admet un adjoint a droite. Il est d’autre part immédiat qu’il
respecte les monomorphismes et les équivalences faibles. O

2. Ubiquité de la propreté

LEMME 5.2.1. Soient W un localisateur fondamental et A une petite catégo-
rie. Un préfaisceau X sur A est YW-localement asphérique si et seulement si pour
tout préfaisceau’Y sur A, la projection X XY — Y est une W-équivalence.

DEMONSTRATION. Le préfaisceau X est W-localement asphérique si et seule-
ment si pour tout préfaisceau représentable a sur A, la projection X xa — a est
une W-équivalence. Cela montre que la condition invoquée est nécessaire. Pour
voir qu’elle est suffisante, on remarque que si Y est un préfaisceau sur A, et si
(a,u) est un objet de A/Y | alors on a une identification canonique

i4a(X xXY)/(a,u) ~i, (X xa),
ce qui montre que si X est W-localement asphérique, alors le foncteur
i (X XY)—1i,Y
est W-asphérique. O

DEFINITION 5.2.2. Soit W un localisateur fondamental. Un W-contracteur
est un couple (B, I) ou B est une petite catégorie non vide, et ou I est préfaisceau
localement W-asphérique sur B (i.e. tel que pour tout objet b de B, la projection
B x b — b soit une W-équivalence), tel que I admette une structure de segment
séparant, et tel que tout préfaisceau représentable b sur B soit I-contractile. Un
foncteur 7 : A — B est I-contractile si le préfaisceau sur A ¢*I est localement
asphérique, admet une structure de segment séparant, et si pour tout objet a de
A, le préfaisceau i(a) est I-contractile.
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REMARQUE 5.2.3. 1l résulte du théoreme 1.1.16 et du lemme 1.1.27 que si
(B, I) est un W-contracteur, alors B est une WW-catégorie test, et que pour toute

petite catégorie A, s’il existe un foncteur I-contractile ¢ de A dans B, alors A est
une W-catégorie test locale.

5.2.4. Soient W un localisateur fondamental, (B,I) un W-contracteur, et
1: A — B un foncteur I-contractile. On note

P q
A— AxB—B
les projections canoniques, et
~ p* ——— q* ~
A— AXxB+«—— B
les foncteurs image inverse correspondants. Mis a part les deux lemmes suivants,
tous les énoncés jusqu’au numéro 5.2.8 se placeront sous ces hypotheses.

LEMME 5.2.5. Soit ¢ : X — Y une fleche de AxB. Si pour tout objet b de
B, ¢y 1 Xy — Y}, est une W-équivalence dans A, alors le morphisme ¢ est une
W-équivalence dans A X B.

DEMONSTRATION. Si X est un préfaisceau sur A x B, alors i, X est une
catégorie fibrée au-dessus de A x B, et donc au-dessus de B (par la projection
de A x B vers B). D’autre part, pour chaque objet b de B, i,X, s’identifie
canoniquement a la fibre en b du foncteur ¢,, ;X — B. Comme ce dernier
est une fibration, il est W-lisse, et donc la condition sur ¢ ci-dessus revient a
demander que le foncteur i 4, gy soit W-coasphérique au-dessus de B (grace a la
version duale de la proposition 1.2.7). O

LEMME 5.2.6. Si la catégorie B n’est pas vide, un morphisme de A est une
W-équivalence si et seulement si son image dans A X B en est une.

DEMONSTRATION. Si X est un préfaiceau sur A, on a une identification ca-
nonique
iaX X B~ig g X .

Soit ¢ : X — Y une fleche de A. Comme tout localisateur fondamental est
stable par produits finis (corollaire 1.1.9) si ¢ est une W-équivalence, alors p*p
en est une. Réciproquement, si p*¢ est une W-équivalence, comme tout choix
d'un objet de B fait de i,¢ un rétracte de i,, zp = i, X 1p, il résulte de la
proposition 5.1.2 que 7 4 est une W-équivalence. O

LEMME 5.2.7. [l existe deuxr W-équivalences naturelles dans AxB
DEMONSTRATION. On va procéder en adaptant la preuve de la proposition
3.3.14. On définit un foncteur
j:Ax B — B

par j(a,b) = ia x b. Cela induit donc un foncteur

—

j*:EﬁAXB.
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Si X est un préfaisceau sur B, alors pour (a,b) € Ob(A x B), on a (j*X).p =
Hom 3 (ia x b, X). On obtient deux morphismes de foncteurs induits par les fleches
ta — x et b — x

Nous allons vérifier que ce sont des W-équivalences. Soit X un préfaisceau sur
B. Sia e ObA, alors en vertu du lemme 3.3.13, le morphisme

(¢"X)a = X — Hom(ia, X) = (" X),
est une /-équivalence d’homotopie, et si b € Ob B, comme le foncteur ¢* commute
aux produits, le méme lemme implique que
(7" X)y = "X — i* Hom(b, X) = (5" X),
est une i*I-équivalence d’homotopie. Le lemme 5.2.5 acheve ainsi la démonstra-
tion. U

PROPOSITION 5.2.8. Le foncteur i* : B— A respecte les VV-équivalences.
St en outre A est non vide, alors on a l’égalité
(i) "W =Wy

DEMONSTRATION. Cela résulte des lemmes 5.2.6 et 5.2.7. 0

5.2.9. Soit A une petite catégorie. On a un foncteur A — A défini par
a — N A/a, et on note par abus

iy A— A
le foncteur induit. Il résulte du corollaire A.1.12 que ce dernier est un adjoint &
droite du foncteur

Cet abus d’écriture et la pleine fidélité du foncteur nerf permettent d’écrire pour
toute petite catégorie C, 153C =3 NC.

COROLLAIRE 5.2.10. Soit W un localisateur fondamental. Pour toute VV-ca-
tégorie test locale A, le foncteur iy : A — A respecte les W-équivalences.

DEMONSTRATION. Les conditions décrites dans le paragraphe 5.2.4 sont véri-
fiées en posant B = A, I = Ay, et ia = N A/a. La proposition 5.2.8 montre donc
I’assertion. O

COROLLAIRE 5.2.11. Soit W un localisateur fondamental. Pour toute VV-ca-
tégorie test locale A, et pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur

Xxijx:ﬁ%g : K— X xi3 K
respecte les VW-équivalences.

DEMONSTRATION. Le foncteur d’oubli i : A\/X =A/X — A respecte les
Wh-équivalences, et pour tout ensemble simplicial K, on a I'égalité Ui’ /XK =
X x %K, ce qui permet de conclure en vertu du corollaire précédent. O

PROPOSITION 5.2.12. [l existe deux oco-équivalences naturelles

NZ'A—>1£ et 1£HZ’Z
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D@\MONSTRATION . On considere cette fois le plongement de Yoneda de A
dans A, le foncteur A — A, A, — NA/A,, et le foncteur j : A x A —

-~

A, (An,A,) — NAJA,, x A,. On a un morphisme fonctoriel NA/A,, —
A, (A.1.4), ce qui détermine en le prolongeant par limites inductives (grace au
corollaire A.1.12) un morphisme de foncteurs Ni, — 13, et donc par adjonction
un morphisme de foncteurs 13 — 74. En vertu du lemme 5.2.7, si J, désigne
I’adjoint a droite du foncteur diagonal, il existe un diagramme commutatif dans

—

A X A

Lo

PlA—= ] <=—q" )

dont toutes les fleches horizontales sont des oo-équivalences. Le lemme 5.2.6 im-
plique donc que le morphisme de foncteurs 13 — 7} est une oo-équivalence.
Comme les deux foncteurs N ¢, et ¢}y respectent les co-équivalences, on en déduit
par transposition que Ni, — 13 est une oo-équivalence. O

LEMME 5.2.13. Soient W un localisateur fondamental et A une W-catégorie
test locale. Pour tout ensemble simplicial K, le foncteur

A—A |, X—XxitK
respecte les VWW-équivalences.

DEMONSTRATION. On commence par considérer le cas ot K est le nerf d’une
petite catégorie C. Si on demande en outre que C' admette un objet final, cela
résulte du théoreme 1.1.16. Dans le cas général, pour chaque préfaisceau X sur
A, la projection de X x % C vers ¢%C' et le morphisme d’adjonction i ,¢%C — C
permettent de voir i, (X xi% C') comme une catégorie au-dessus de C'. Pour chaque
objet ¢ de C, on a alors une identification canonique

i(X xi3C) ) c~i (X xiyCle) .

On en déduit que si ¢ est une W-équivalence dans 121\, alors le foncteur i, (¢ X 1y o)
est Wh-asphérique au-dessus de C'. On peut a présent en venir au cas ou K est
un ensemble simplicial quelconque. En vertu de la proposition 5.2.12, on a une
Wh-équivalence NA/K — K, et il résulte du corollaire 5.2.11 que pour chaque
préfaisceau X sur A, le morphisme induit X x i%A/K — X X i, K est une
Wh-équivalence. Par conséquent, le foncteur X —— X x i} A/K respecte les Wa-
équivalences si et seulement si le foncteur X —— X x 7% K fait de méme. O

THEOREME 5.2.14. Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur test mi-
nimal est propre.

DEMONSTRATION. Soient A une petite catégorie, et W le A-localisateur test
minimal. En vertu du théoreme 5.1.10, on sait que ce dernier est accessible.
Si Wiy désigne le A-localisateur régulier minimal (i.e. la complétion réguliere
du A-localisateur minimal), alors W peut étre défini comme le A-localisateur
engendré par W,., et par les fleches a — *, a € ObA. Or on sait que Wi,
est propre (voir la remarque 2.4.5 et le corollaire 4.4.27). Comme toute fibration
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au sens de W en est une au sens de W, il résulte du théoreme 2.4.4 qu’il
suffit de montrer que pour tout objet a de A, le morphisme a — * est une
W-équivalence propre a droite, i.e. que pour tout objet fibrant X au sens de
W, la projection X x a — X est une W-équivalence. Soit X un objet fibrant
de A au sens de W. Nous allons montrer une assertion un peu plus forte, a
savoir que le foncteur Y —— X x Y respecte les W-équivalences. Le théoreme
5.1.10 implique que le localisateur fondamental W,,, est accessible, et comme A
est une W, -catégorie test, que le A-localisateur Wi = ix We,; est accessible.
On peut donc choisir une Wg—équivalence de but fibrant Ni,X — K. On
remarque que le foncteur N, respecte les cofibrations triviales, et donc que par
adjonction, le foncteur i% respecte les fibrations. Par conséquent, i% K est un
objet fibrant de A au sens de W. Or en vertu du corollaire 5.2.10, le morphisme
i%A/X — i K est une WW-équivalence, et comme A est une W,,,-catégorie test,
le morphisme d’adjonction X — % A/X est une W-équivalence. Le morphisme
composé X — %4 K est donc une W-équivalence entre objets fibrants, ce qui
implique qu’il est une % A;-équivalence d’homotopie. On en déduit que pour
tout préfaisceau Y sur A, le morphisme ¥ x X — Y x % K est aussi une % A;-
équivalence d’homotopie, et donc une W-équivalence. Le lemme 5.2.13 permet
ainsi d’achever la démonstration. O

COROLLAIRE 5.2.15. Soient W un localisateur fondamental accessible et A
une W-catégorie test. Alors pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d’ad-
jonction ny : X — %A/ X est une W :-équivalence propre a droite.

DEMONSTRATION. Soit W le A-localisateur test minimal. Comme W' C Wi,
toute fibration au sens de W,Z en est une au sens de W, et donc toute W'-
équivalence propre a droite est une W ﬁ—équivalence propre a droite. Or 1y est une
W-équivalence puisque A est une Wp,,-catégorie test, et il résulte du théoreme
ci-dessus que toutes les W-équivalences sont propres a droite. O

DEFINITION 5.2.16. Un localisateur fondamental W est propre si pour toute
W-catégorie test A, le A-localisateur W = i,"W est propre.

EXEMPLE 5.2.17. En vertu des théoremes 5.1.10 et 5.2.14, le localisateur fon-
damental minimal est propre.

THEOREME 5.2.18. Soit W un localisateur fondamental. Les assertions suiv-
antes sont équivalentes.
(i) W est propre.
(i) 1l existe une W-catégorie test A telle que le A-localisateur induit W soit
propre.

(iti) Le A-localisateur Wy est propre.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe une W-catégorie test A telle que
Wﬁ soit un A-localisateur propre. Les foncteurs Ni, et % respectent les W-
équivalences (voir la proposition 5.2.8 pour le second), et les morphismes d’ad-
jonction

Nijiy — 13 et 13— i3 Niy =ijiy
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sont des W-équivalences naturelles (car les deux foncteurs incriminés respectent
les équivalences faibles et induisent des équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de l'autre apres localisation, ce qui permet de conclure par forte saturation).
On en déduit que Wy = ijleﬁ. Comme en vertu du théoreme 5.1.10 W, et Wi
sont accessibles, nous avons a disposition nos structures de catégorie de modeles
favorites. Or le foncteur N i 4 respecte les cofibrations triviales, et par conséquent,
le foncteur 7% respecte les fibrations. Ce dernier commute en outre aux petites
limites projectives (car il admet un adjoint a gauche), et donc en particulier aux
produits fibrés. On en déduit aussitot que le A-localisateur W; est propre.

On suppose a présent que le A-localisateur W est propre, et on considere
une W-catégorie test A. On va montrer que le A-localisateur W est propre. On
sait déja que W est accessible (théoreme 5.1.10).

5.2.18.1. Soient X un ensemble simplicial, Y un préfaisceau sur A, et p :
X — Ni,Y une fibration au sens de Wx. On se donne une Wg-équivalence

u:Y' —'Y, puis on forme les carrés cartésiens suivants dans A.

7tz sinX

f'—s Y ——1%1,Y
Y=Y == taly
Alors le morphisme v est une Wg—équz'valence.

On forme le carré cartésien ci-dessous dans A.

w

X' X

Jo )

A

Comme c’est le cas pour p, p’ est une fibration au sens de Wﬁ, et comme Wﬁ est
propre, w est une Wg—équivalence. On obtient le cube commutatif suivant, dont
les faces lattérales sont des carrés cartésiens (en fait, il résulte de la proposition
A.1.16 que toutes ses faces sont cartésiennes).

1 X 13X
0’ 6
A ~ 1 Z -
sk oo/ ’l;p
ZAp L
q
’
% - ’ .y -
/ ZAZAU /
Ny Ty
Y’ Y

u

Comme le foncteur 7% respecte les fibrations, les morphismes i%p et i%p’ sont des
fibrations au sens de W Il résulte donc du corollaire 5.2.15 que les fleches 6 et
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0" sont des Wg-équivalences. D’autre part, le corollaire 5.2.10 implique que #%w
est une Wg-équivalence, ce qui prouve l'assertion.

5.2.18.2. Toute fleche f : X — Y de A admet une factorisation de la forme
f=uqj, ouj: X — Z est une cofibration triviale au sens de W, telle qu’il
existe une fibration p: K — N1i,Y au sens de WA? et un carré cartésien

I

-
Yn—y>ZAZAY

On factorise N7, f en une cofibration triviale ¢ : N¢4, X — K suivie d'une
fibration p : K — Ni,4Y. On forme alors le carré cartésien suivant.

-
YTZAZAY

En vertu de la proposition A.1.16, on obtient le diagramme commutatif ci-dessous,
dont tous les carrés sont cartésiens, et dont toutes les fleches horizontales sont
des cofibrations (i.e. des monomorphismes).

Nx e .
X ——= 150, X

1

il 72—t K Vs

|l

.
YTZAZAY

Comme le foncteur % respecte les monomorphismes, on s’apercoit aussitot que
J est une cofibration. Le corollaire 5.2.15 implique que les morphismes 7y, 1y et
0 sont des Wg-équivalences. Comme le foncteur % respecte les W-équivalences,
on en déduit que j est une Wg—équivalence.

5.2.18.3. Le A-localisateur W est propre.

Soit f : X — Y une fibration au sens de W On considere une factorisation
de f de la forme décrite en 5.2.18.2, dont on reprend les notations. Comme f
vérifie la propriété de relevement a droite relativement a 7, il existe un morphisme
r: Z — X tel que le diagramme suivant commute.

>;

J r

X—7—X
! q f
Y=—Y=—=Y
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Considérons a présent une Wg-équivalence v:Y' — Y. On forme les carrés
cartésiens suivants.

X/L>X Z’LZ
Y |
Y —=Y Y —Y

On s’apercoit immédiatement que par fonctorialité, u est un rétracte de w, et
il résulte de 5.2.18.1 que w est une Wﬁ—équivalence. Par conséquent, u est une
W;-équivalence. O

COROLLAIRE 5.2.19. Soit W;, © € I une petite famille de localisateurs fonda-
mentauz propres. Alors le localisateur fondamental engendré par U; W; est propre.

DEMONSTRATION. Soit W le localisateur fondamental en question. On choisit
une petite catégorie A telle que pour tout i € I, A soit une W;-catégorie test (il
suffit pour cela de prendre une W..-catégorie test). Alors en vertu du théoreme
5.1.10, z'ATlW est le A-localisateur engendré par U; iATlWZ-, Le théoreme ci-dessus
et le corollaire 2.4.6 permettent ainsi de conclure. O

COROLLAIRE 5.2.20. Soit C;, © € I une petite famille de petites catégories.
Alors le plus petit localisateur fondamental qui rend les catégories C; asphériques
est propre.

DEMONSTRATION. On choisit une W,.-catégorie test A. Soit W le localisateur
fondamental engendré par les foncteurs C; — . Comme pour tout ¢ € I, la
catégorie C; est W-asphérique, le préfaisceau % C; est localement W-asphérique.
Par conséquent, pour tout préfaisceau X sur A, la projection X x i%C; — X
est une W-équivalence (lemme 5.2.1). On en déduit que Wi = i W est le A-
localisateur engendré par celles-ci et par le A-localisateur test minimal (cf. 5.1.10).
Comme ce dernier est propre, il résulte des corollaires 2.4.6 et 2.4.7 que W,Z est
propre. Le théoreme 5.2.18 acheve donc la démonstration. O

Le corollaire ci-dessus caractérise (modulo des questions ensemblistes) les lo-
calisateurs fondamentaux propres, comme le montre I’énoncé suivant.

THEOREME 5.2.21. Soit W un localisateur fondamental accessible. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une famille F de petites catégories telle que W soit le plus pe-
tit localisateur fondamental faisant des éléments de F des catégories as-
phériques.

(i") Il eziste une famille M de morphismes de Cat telle que W soit le plus
petit localisateur fondamental faisant des éléments de M des foncteurs
asphériques.

(i") 1l existe une famille T de petites catégories telle que W soit le plus petit
localisateur fondamental modelable par les éléments de T .

(ii) Le localisateur fondamental VW est propre.
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DEMONSTRATION. Les équivalences entre les énoncés (i), (') et (i”) sont lais-
sées au lecteur (celles-ci ne seront pas utilisées dans la suite). Nous allons montrer
I'équivalence entre (i) et (ii). Le fait que (i) implique (ii) résulte du corollaire 2.4.7
(en procédant comme dans la démonstration de 5.2.20). Il suffit donc de mon-
trer la réciproque. Supposons que W est propre. En vertu du théoreme 5.2.18, le
A-localisateur correspondant est propre, et le théoreme 5.1.10 montre qu’il suffit
d’exhiber une famille d’ensembles simpliciaux telle que W5 soit le plus petit A-lo-
calisateur test faisant des éléments de celle-ci des objets asphériques. On rappelle
qu’on a nécessairement l'inclusion Wy, C W. On note W, le plus petit A-locali-
sateur tel que pour tout ensemble simplicial W-asphérique X, le morphisme de
X vers l'objet final de A soit une équivalence faible.

5.2.21.1. Soit p : Y — Y’ une fibration de Kan dont le but est fibrant au
sens de W. Alors pour tout n-simplexe y de'Y, n >0, si le carré

F—tsy

L)

An T Y/
est cartésien, il est homotopiquement cartésien au sens de V.

Comme W, est propre, et comme p est une fibration de Kan, ce carré est
homotopiquement cartésien au sens de W,,. Le morphisme y admet une factori-
sation de la forme y = qJ,

A, L FE-L Y,
ou j est une W-cofibration triviale, et ou ¢ est une W-fibration. L’ensemble
simplicial F est a la fois W-fibrant et W-asphérique, ce qui implique qu’il est
injectif, et donc Aj-contractile. D’autre part, en vertu de la proposition 2.4.19,
le carré cartésien

Exy' Y —Y

b

E Y’

q

est homotopiquement cartésien au sens de W, (resp. de W), puisque W, (resp.
W) est propre, et p (resp. q) est une fibration au sens de W, (resp. de W). La
fleche canonique induite par j, de F' vers E Xy Y, est donc une W,-équivalence.
Les deux carrés sont ainsi équivalents au sens de Wy, et par suite, au sens de
W, ce qui prouve l’assertion.

5.2.21.2. Soit p : Y — Y’ une fibration de Kan dont le but est fibrant au
sens de W. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) Le morphisme p est une W-équivalence.

(b) Pour tout n > 0, et tout morphisme u : A, — Y', le produit fibré de Y
et A, au-dessus de Y', A, xy+' Y, est W-asphérique.

(c) Le morphisme p est une W-équivalence universelle, i.e. reste une W-équi-
valence apres tout changement de base.
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Supposons 'assertion (a) vérifiée. Alors pour tout morphisme de A, vers Y7,
le produit fibré A, xy/ Y est W-asphérique en vertu de 5.2.21.1, ce qui implique
(b). On remarque qu'un morphisme p vérifie la condition (b) si et seulement si le
foncteur induit i, p est W-asphérique. Cela prouve qu'un tel morphisme est une
W-équivalence. Comme une telle propriété est stable par changement de base,
cela montre que (b) implique (c). L’'implication de (c) vers (a) est triviale.

5.2.21.3. Le A-localisateur W, est un A-localisateur test contenu dans ix'W.
En particulier, toute oo-équivalence est dans W,.

L’inclusion W, C iglw est immédiate. Vu que W, contient toutes les fleches
du type A,, — Ay, n > 0, assertion résulte du théoreme 5.1.10 et de la remar-
que 5.1.13.

5.2.21.4. Toute W-équivalence universelle est dans W,.

Si ¢ est une W-équivalence universelle, alors le foncteur i, est asphérique
dans le localisateur fondamental défini par W,. Comme ce dernier est test (en
vertu de 5.2.21.3), cela implique que ¢ est dans W,.

5.2.21.5. Toute W-équivalence de but fibrant au sens de VW est dans W,.

Soit f une W-équivalence de but W-fibrant. Elle admet une factorisation de
la forme f = pi, ou ¢ est une oo-équivalence, et ou p est une fibration de Kan.
Les morphismes ¢ et f étant dans W, il en est de méme de p. L’assertion résulte
donc de 5.2.21.2 et 5.2.21.4.

5.2.21.6. Toute W-équivalence est dans W,.

Soit f : X — Y une W-équivalence. On choisit une W-équivalence de but
Wh-fibrant j : Y — Y. Alors en vertu de 5.2.21.5, j et jf sont dans W,, ce qui
implique I'assertion, et acheve la démonstration du théoreme. O

3. Types d’homotopie relatifs

5.3.1. Soient W un localisateur fondamental, et A une VWW-catégorie test locale.
Les foncteurs N i , et % respectent les WW-équivalences, (grace au corollaire 5.2.10
pour le second), et par conséquent induisent pour chaque petite catégorie X, une
paire de foncteurs adjoints

Niy: Hpy AX) — Hyy AX) et i Hyy AX) — H,yy AX)

-~ -~

PROPOSITION 5.3.2. Les foncteurs Niy : H,,, A(X) — H,, A(X) sont con-
servatifs.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.3.5, du
lemme 4.1.28, de 'égalité N~ WA = W, et de la définition des W-équivalences
dans A. 0

PROPOSITION 5.3.3. Pour tout foncteur entre petites catégoriesu : X — Y,
on a un isomorphisme canonique dans H,,, A(Y')
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DEMONSTRATION. Cela résulte du fait que Luy Ni, et Ni, Luy sont des ad-
joints a gauche du foncteur u* % = 7% u”. O

LEMME 5.3.4. On considere un préfaisceau X sur A, et on définit un foncteur
px A — A par pya = a x X. Alors on a un isomorphisme canonique dans
H,y A

Llimpy X .
DEMONSTRATION. Cela résulte des proposition 5.1.4 et 4.4.30. U

PROPOSITION 5.3.5. Pour tout foncteur entre petites catégoriesu : X — Y,
on a un isomorphisme canonique dans Hy,A(Y")

Luy i’y ~ 4% Lu, .

DEMONSTRATION. L’assertion est démontrée dans le cas ott A est WW-asphé-
rique (i.e. est une W-catégorie test), puisque les foncteurs N, et i% sont alors
des équivalences de catégories quasi-inverses 'une de l'autre. On rappelle que h ,

désigne le plongement de Yoneda de A dans A. On définit un foncteur
¥ : A — Hom(A, A)

par VK = h, xi} K, i.e. (VK), = a x K, a € ObA. Pour chaque objet a
de A, on note U, : Z/\a = A\/a — A le foncteur d’oubli, et on constate que
Uy, = a X iy Les foncteurs U, respectent les W-équivalences (on a méme les
égalités U, 1W,K =W, /a), et donc pour chaque petite catégorie X, ils induisent
des foncteurs -

U, - Hyy Afa(X) — Hyy A(X)
Il résulte du corollaire 5.2.11 que le foncteur ¥ respecte les W-équivalences, et
donc que pour toute petite catégorie X, il induit un foncteur

U Hyy A(X) — Hyy A(A x X) .
Pour chaque foncteur v : X — Y entre petites catégories, on a des isomorphis-
mes canoniques Luy U, ~ U, Luy et Luy % Ja ™ i Ja Luy, le premier étant justifié par
la proposition 4.1.27, et le second par le fait que A/a est W-asphérique. Pour tout

objet a de A, en vertu de la proposition 4.1.27 (appliquée deux fois aux foncteurs
d’évaluation en a), on a des isomorphismes canoniques

a LuyU ~ Luya* U

~Y y*
~ Lu!ZA/a

2

ij‘/aLUg
~ " ULy,
Il résulte donc de la proposition 4.1.29 qu’on a un isomorphisme canonique

Luy U ~ WUluy. Le lemme qui précede donne un isomorphisme Lli_m)A\I/ ~ 7Y,
et on vérifie que Llim Luy ~ LuLlim . ce qui permet de conclure. O
=4 ==

REMARQUE 5.3.6. Dans la proposition ci-dessus, on peut en fait remplacer
% par " pour tout W-foncteur test local i : A — Cat.
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5.3.7. La résolution cosimpliciale de Lawvere i A se prolonge de maniere
unique a isomorphisme pres en un foncteur commutant aux petites limites induc-
tives | .|+ : A — A. On a un morphisme de foncteurs canonique | . | — @7

. tas . o V4 A
qui est I'identité sur les simplexes de type 4,,, n > 0, défini grace au fait que pour
tout ensemble simplicial K, on a un isomorphisme canonique lim i% ¢ ~ |K|x 2

(¢ désignant le foncteur de A/K vers A qui associe a chaque morphisme

A, — K le simplexe A,). On remarque que pour tout ensemble simplicial

K, |K|ixa = Real: , K, ce qui implique que le foncteur |. |14 envoie les oo-
A

équivalences sur des W-équivalences (d’apres 3.3.20, 5.1.4 et 4.4.25).

COROLLAIRE 5.3.8. Le morphisme de foncteurs | .
équivalence.

ina — Uy est une W-

DEMONSTRATION. On veut prouver que pour tout ensemble simplicial K, le
morphisme | K|z o — 7% K est une W-équivalence, ou encore, de maniere équiva-
lente (grace a la forte saturation des A-localisateurs), que c¢’est un isomorphisme

dans Hy,, A. Comme les oo-équivalences forment un A-localisateur régulier, les
propositions 4.1.27 et 5.3.5 impliquent qu’il suffit de le vérifier lorsque K est de
la forme A,,. Or dans ce cas, c’est une égalité. O

5.3.9. Soient W un localisateur fondamental, et A une catégorie test locale.
On considere la résolution cosimpliciale de Lawvere i% A, ce qui définit un foncteur
de réalisation -

Reali*A:AxA—>A\.
A

On obtient de la sorte deux foncteurs, i,, o et 1, Real « , de A x A vers Cat.
A

PROPOSITION 5.3.10. Il existe un foncteur
Q:Ax A — Cat
et deux W-équivalences naturelles
Taxn “— Q2 — 1y RealiZA .
DEMONSTRATION. On déduit facilement du lemme 5.2.5 que la com@ti\on
simpliciale de W3 est contenue dans Wy, . Les objets cosimpliciaux de A x A,

1HA, i A x Aet A, induisent donc en vertu du lemme 3.3.19 des W-équivalences
naturelles

>k >k ~N —
WA, — A X A — Ay~ 1~ .

On pose 0 =iy A4 A x A,. On a donc deux W-équivalences naturelles

-k .* 3k
ZAXAZAA! — QD — -

On remarque que iy, A1%4, = iy ReaIiZA xA. Comme la catégorie A est WW-as-
phérique, la projection évidente induit une W-équivalence naturelle

ZAXAZAA! =1y Realij‘A XA — 1a Realij‘A s

ce qui acheve la démonstration. O
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COROLLAIRE 5.3.11. Soient W un localisateur fondamental, et A une caté-
gorie test locale. Le A x A-localisateur Wm est la complétion simpliciale du A-

localisateur W St p désigne la projection de AXA vers A, alors le foncteur image

mverse p* de A vers A x A respecte les VW-équivalences et induit une équivalence
de catégories
P i HWA—— HyAX A

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement des propositions 3.3.20 et
5.3.10. O

5.3.12. Soit A une petite catégorie. On a le foncteur catégorie fibrée associée
Z :Hom(A°, Cat) — Cat/A , F+— (VF,(p)

Si (C,7) est un objet de Cat/A, i.e. un foncteur v : C' — A, on lui associe un
préfaisceau =(C,y) sur A a valeurs dans Cat par =(C,v), = a\C, a € Ob A. On
obtient de la sorte un foncteur

=:Cat/A — Hom(A°, Cat)

Si W est un localisateur fondamental, on rappelle qu'une W-équivalence de
Hom(A°, Cat) est un morphisme ¢ tel que pour tout objet a de A, ¢, soit une
W-équivalence. On dira qu'un morphisme u : (C,vy) — (D, d) de Cat/A est une
W-équivalence si Zu en est une (ce qui revient a dire que u est W-coasphérique
au-dessus de A).

LEMME 5.3.13. Le foncteur Z est un adjoint a droite du foncteur Z. En outre,
les morphismes d’adjonction

€22 — 1H07m(A°,Cat) et n: 1Cat/A — Z=
sont des W-équivalences naturelles.

DEMONSTRATION. Si F' est un préfaisceau sur A a valeurs dans Cat, pour

chaque objet a de A,
(E2F)g = a\VF ~VF|ua ,

et donc, en reprenant la construction de la preuve du théoreme 1.2.19 (dans
le cas ou X est la catégorie ponctuelle, ce qui simplifie un tant soit peu les
choses), on obtient une W-équivalence naturelle € : ZZ — lpom(ae,car)- On
définit un morphisme de foncteurs 1 : leya — Z= de la maniere suivante.
Si (C,v) est une catégorie au-dessus de A, pour chaque objet a de A, on a
un foncteur o : € — VE(C,~), défini par n,(c) = (¢, 1)) sur les objets, et
Ne(f) = (v(f), f) sur les fleches. On vérifie immédiatement que cette construction
est fonctorielle au-dessus de A. Nous laissons le lecteur se persuader que € et n
font de (2, Z) un couple de foncteurs adjoints. Comme on sait déja que & est
une W-équivalence naturelle, il résulte formellement de la définition méme des
Wh-équivalences dans Cat/A que n est une W-équivalence naturelle. O

5.3.14. On définit W/A comme la partie des fleches de Cat/A dont I'image par
le foncteur d’oubli Cat/A — Cat est une W-équivalence. Il résulte de la version
duale de la proposition 1.2.7 que toutes les W-équivalences de Cat/A sont des
W/A-équivalences. On note Hot,,//A la localisation de Cat/A par W/A. Cette
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catégorie sera appelée la catégorie des A-types d’homotopie (relativement a W).
On dira qu'une fleche de Hom(A°, Cat) est une W/A-équivalence si son image
par le foncteur Z en est une. Le lemme 5.3.13 implique aussitot que le foncteur
= respecte les W/A-équivalences, et que les foncteurs induits par Z et = au
niveau des catégories localisées sont des équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de l'autre. D’autre part, le foncteur de localisation de Hom(A°, Cat) vers
Hot,, //A se factorise par la catégorie Hot 4y, localisée de Hom(A°, Cat) par les

Wh-équivalences. On obtient donc en particulier I’énoncé qui suit.

PROPOSITION 5.3.15. La localisation de la catégorie Hot 4 1y, par W/A est ca-
noniquement équivalente a la catégorie des A-types d’homotopie relativement a

W.

5.3.16. On fixe un localisateur fondamental V. Soit A une petite catégorie.
Le foncteur nerf induit un foncteur

N : Hom(A°, Cat) — AxA
et en composant avec le foncteur 7 4, ,, on obtient un foncteur
igxn N :Hom(A° Cat) — Cat .
Ce foncteur est comparable au foncteur
V4 : Hom(A° Cat) — Cat
de la maniere suivante.
LEMME 5.3.17. Il existe une W-équivalence naturelle i yyx N — V 4.

DEMONSTRATION. Soit F' un préfaisceau sur A & valeurs dans Cat. On a une
W-équivalence i, N F' — F', d’ou une W-équivalence V 4i, NF — V4 F. Or
un calcul explicite montre que V41, NF =i, A NF. O

PROPOSITION 5.3.18. Le foncteur nerf induit une équivalence de catégorie
de la localisation de Hom(A°,Cat) par les W/A-équivalences vers la catégorie

Hyy A x A

DEMONSTRATION. On sait que le foncteur nerf induit une équivalence de

~

catégories de Hot,,,(A°) vers H,, A(A°), et il résulte du lemme ci-dessus qu'un
morphisme de Hom(A°, Cat) est une W/A-équivalence si et seulement si son nerf

est une W-équivalence dans A x A, ce qui implique I’assertion. U

COROLLAIRE 5.3.19. Soient W un localisateur fondamental, et A une YW-ca-
tégorie test locale. Alors le foncteur j, : A — Cat/A (cf. A.1.1) envoie les
W-équivalences sur des W/A-équivalences, et le foncteur induit

4 Hypy A — Hot,,//A
est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. La premicre assertion est évidente. Il reste donc & montrer
qu’on obtient de cette maniere une équivalence de catégories. Soit p la projection
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de A x A vers A. On sait par le corollaire 5.3.11 que le foncteur image inverse p*
définit une équivalence de catégories

P My A Hy, Ax A

D’autre part, on vérifie que pour tout préfaisceau X sur A, j,X est la catégorie
fibrée sur A associée au préfaisceau en catégories discretes dis X, et que p*X =
N dis X. Il résulte donc de la proposition précédente qu’on obtient une équivalence
de catégories

dis : H,, A —— (W/A) "' Hom(A°, Cat) .

On en arrive au diagramme commutatif suivant.

Hyy A = Hot,,//A

dis /

(W/A)~! Hom(A°, Cat)

Or le foncteur Z est une équivalence de catégories (cf. de 5.3.13 a 5.3.15), ce qui
implique que j, en est une aussi. ]

PROPOSITION 5.3.20. Soient W un localisateur fondamental, A une YW-caté-
gorie test, et C une petite catégorie. Le foncteur i% induit un foncteur
i*/C : Cat/C —> AJi*C

qui envoie les W/C-équivalences sur des VW-équivalences. En outre, ce dernier

définit une équivalence de catégories entre la localisation de A\/ile par les W-é-
quivalences et la catégorie des C-types d’homotopie relativement a W.

DEMONSTRATION. Le morphisme d’adjonction € : i 4i% — 1¢y est une W-
équivalence, et on a un foncteur

ket AJiZC — Cat/C | (X,€) — (A)X, eqi ) .

Le morphisme ¢ induit une W-équivalence naturelle ¢/C de ki% /C vers leg e
D’autre part, k. est un adjoint a gauche de % /C, et €¢/C' est 'un des morphismes
d’adjonction. 11 est enfin immédiat que k;'(W/C) = iZ}i;CW7 ce qui implique
que le morphisme d’adjonction de 13 Jis,c Vers i* /Cq est une W-équivalence na-
turelle, et acheve la démonstration. O

5.3.21. Soient W un localisateur fondamental et A une W-catégorie test lo-
cale. On considere un morphisme v : X — Y de préfaisceaux sur A. On
s’apercoit aussitot que le foncteur d’oubli par u

w:A/X — A)Y
respecte les W-équivalences, et induit par conséquent un foncteur

w HWA\/X — HWA\/Y :
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PROPOSITION 5.3.22. Si W est accessible, un morphisme u : X — Y de A
est une W-équivalence propre a droite si et seulement si le fonteur d’oubli par u

w: HypyA/ X — HypyAY
est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. En regard du corollaire 5.1.11 qui donne un sens a 1’énoncé,
c’est une spécialisation de la proposition 2.4.21. O

COROLLAIRE 5.3.23. Soit u : X — Y un morphisme de préfaisceaux sur A.
On suppose qu’il existe un localisateur fondamental accessible W' C W, tel que
A soit une W'-catégorie test locale, et tel que u soit une W'-équivalence propre a
droite. Alors le foncteur u, : A\/X — A\/Y induit une équivalence de catégories
apres localisation par les VV-équivalences.

DEMONSTRATION. Lorsque W' = W, cela résulte de la proposition précé-
dente. On remarque que pour toute petite catégorie C, on a une équivalence de
catégories canonique

1A Y =1y =17
W5 C ~ Wo W5 C.
Le cas particulier implique donc le cas général. O

LEMME 5.3.24. Soient W un localisateur fondamental, et w : X — Y un
morphisme de Cat. On suppose qu’il existe un localisateur fondamental propre
W' C W tel que u soit une W' -équivalence. Alors le foncteur d’oubli par u,
de Cat/X wers Cat]Y respecte les W-équivalences, et induit une équivalence de
catégories

uy : Hoty,,//X —— Hot,,,//Y .

DEMONSTRATION. La premiere assertion est évidente et ne dépend d’ailleurs
pas des hypotheses faites sur u. Pour montrer la seconde, on choisit une W’-ca-
tégorie test A, et on remarque qu'on a alors un carré commutatif

Hot,,//X —— Hot,,,//Y
z‘;/Xl lz‘;/Y
Moy AJEX i Moy AfiY

dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (en vertu de la
proposition 5.3.20). Il résulte du théoreme 5.2.18 que % (u) est une W-équivalence
propre a droite, et donc le corollaire précédent implique que le foncteur % (u), est
une équivalence de catégories. O

PROPOSITION 5.3.25. Soient W un localisateur fondamental, et p: X — Y
un foncteur W-asphérique. Alors le foncteur d’oubli par p induit une équivalence
de catégories

p : Hoty,,//X — Hot,,,//Y .
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DEMONSTRATION. Soit W' le localisateur fondamental minimal parmis ceux
qui rendent asphériques les catégories X /y, y € ObY. Comme p est W-asphérique,
on a l'inclusion W C W, et par conséquent, I’assertion résulte du corollaire 5.2.20
et du lemme ci-dessus. O

COROLLAIRE 5.3.26. Soient W un localisateur fondamental, et u: A — B
un foncteur W-asphérique entre deuz VW-catéqgories test locales. Alors le foncteur
1mage inverse

u':B— A
respecte les VW-équivalences et induit une équivalence de catégories
w* Hyp B 5 HypA
Si en outre W est accessible, le foncteur u* est l’adjoint a gauche d’une équiva-
lence de Quillen.

DEMONSTRATION. On a en vertu du lemme 5.1.17 une W-équivalence na-
turelle de 7 yu™ vers i, laquelle peut s’interpréter en un morphisme de uj ,u* vers
Jjp dans Cat/B (uy désignant le foncteur d’oubli par u, de Cat /A vers Cat/B). Cela
implique en particulier que le foncteur u* respecte les W-équivalences, et donc
en passant aux catégories homotopiques, on obtient ainsi un carré commutatif a
isomorphisme de foncteurs pres,

u* -~

H,B HypA

jBl le

Hotyy// B <— Hotyy//A :

dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (5.3.19). Vu que
le foncteur u; est une équivalence de catégories (en vertu de la proposition ci-
dessus), cela prouve la premiere partie du corollaire. La seconde en résulte aus-
sitot, puisque le foncteur u* admet un adjoint a droite et respecte les monomor-
phismes. U

PROPOSITION 5.3.27. Soient W un localisateur fondamental, A une VV-ca-
tégorie test, i : A — Cat un W-foncteur test, et C' une petite catégorie. Le
foncteur i* induit un foncteur i*/C : Cat)C — AJi*C (cf. A.1.8) qui envoie
les W/C-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit une
équivalence de catégories entre la localisation de ;1\/2*0 par les VW-équivalences et
la catégorie des C'-types d’homotopie relativement a V.

DEMONSTRATION. La premiere assertion est évidente. Nous allons montrer
que le foncteur */C' induit une équivalence de catégories apres localisation. On
note W' le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui rendent asphériques
les catégories A et A/a x i*A;, a € Ob A. Le corollaire 5.2.20 montre que W' est
propre, et la proposition 1.1.20 que i est un W -foncteur test et que W C W. Par
conséquent, on a une W’-équivalence i ,i* — l¢y, ce qui induit par adjonction
une W-équivalence v : i* — i%. On définit un foncteur u : Cat/C' — A/i%C
comme le composé du foncteur i*/C' et du foncteur d’oubli induit par v.. Le
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morphisme de foncteurs v définit une W-équivalence naturelle de p vers % /C.
On obtient ainsi un diagramme commutatif a isomorphime pres

i*/C _—
Hot,,//C H,y A/i*C
&/X\ Ve
H,y A/i%,C

En vertu de la proposition 5.3.20 et du corollaire 5.3.23, les foncteurs % /C et

Ve sont des équivalences de catégories, et par conséquent, il en est de meéme de
i*/C. O

SCHOLIE 5.3.28. Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, on peut ex-
pliciter un quasi-inverse de l’équivalence de catégories induite par le foncteur
i*/C (ce qui donne une autre démonstration). On a en effet un morphisme de
foncteurs a : 140* — lege, et pour tout objet ¢ de ', on a un isomorphisme
canonique (A/i*C)/c ~ A/i*(C/c) (cf. proposition A.1.5). Il résulte donc de la
proposition 1.1.20 que le foncteur o est W-asphérique, et par conséquent, la
proposition 5.3.25 implique que le foncteur d’oubli par o, induit une équiva-
lence de catégories de la catégorie des A/i*C-types d’homotopie vers celle des
C-types d’homotopie. D’autre part, comme A/i*C' est encore une WW-catégorie

—

test locale, le foncteur j, e définit une équivalence de catégories de H,,,A/i*C
vers Hot,,,//A/i*C (cf. 5.3.19). En composant ces deux foncteurs, on obtient une
équivalence de catégories

aC!jA/i*C . HwA/Z*C ;) HOtW//C .
Nous laissons le lecteur se persuader qu’il s’agit bien la du quasi-inverse annoncé.

THEOREME 5.3.29. Soit W un localisateur fondamental accessible. Si W est
propre, alors pour toute W-catégorie test locale A, le A-localisateur des VV-
équivalences est propre. Réciproquement, s’il existe une W-catégorie test locale
non vide A telle que W soit propre, alors VW est propre.

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps que W est propre, et
considérons une W-catégorie test locale A. On rappelle que pour tout préfaisceau
X sur A, la catégorie A/X est encore une W-catégorie test locale. Par con-
séquent, le foncteur j, /X induit une équivalence de catégories entre la catégorie

homotopique Hwﬁ/ X et la catégorie des A/X-types d’homotopie relativement
a W (corollaire 5.3.19). Soit u : X — Y une W-équivalence. On obtient le carré
commutatif ci-dessous.

Uy

HyA/X HyAY

Jayx l le/y

Hotyy//A/X ——=Hoty//A/Y
L U)

Comme on vient de le rappeler, les foncteurs verticaux sont des équivalences de
catégories, et il résulte du lemme 5.3.24 que le foncteur (i, u), ci-dessus est une
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équivalence de catégories. On en déduit que le foncteur u; en est une. Le corollaire
5.1.11 implique que W est accessible, et donc la proposition 5.3.22 montre que
u est une W-équivalence propre a droite. On a ainsi montré que W est propre.

Supposons a présent qu’il existe une W-catégorie test locale non-vide A telle
que W soit un A-localisateur propre, et choisissons un objet a de A. Alors A/a
est une W-catégorie test locale, et comme elle admet un objet final, elle est
Wh-asphérique, et donc est une W-catégorie test. On vérifie aussitot que le A/a-
localisateur des W-équivalences est propre, et donc le théoreme 5.2.18 implique
que W est propre. O

REMARQUE. On n’a considéré dans la seconde partie de I’énoncé ci-dessus
que des catégories test locales non vides, car pour tout localisateur fondamental,
la catégorie vide est toujours test locale.

4. Caractérisation locale de la classe des oo-équivalences (2)

5.4.1. Soit W un localisateur fondamental. Un morphisme u : A — B de Cat
est W-localement constant si pour toute fleche b — o' de B, le foncteur induit
AJb — A/JV est une W-équivalence.

LEMME 5.4.2. Soient A une petite catégorie, et F' un foncteur de A vers Cat
tel que pour toute fleche a — a’ de A, le foncteur induit F, — F, soit une
oo-équivalence. On considére un foncteur entre petites catégories u : A" — A,
puis on forme le carré cartésien de type (1.2.9.1) ci-dessous,

[Fla——[F
GFAI\L \LGF
A’ A

u

Alors limage de ce dernier dans A par le foncteur nerf est un carré homo-
topiquement cartésien au sens de Weo. En particulier, pour toute co-équivalence
u A" — A’ dans Cat, si on forme le carré cartésien

fF|A”L>fF|A’

GFA//\L lGFA/

A" A R

u/

le foncteur v' est une oo-équivalence.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 3.2.3, il suffit de montrer que
le morphisme d’ensembles simpliciaux N6 est W,.-localement constant. Con-
sidérons un entier n > 0, et notons n le foncteur de Ay vers A, qui pointe
I'objet n. Ce foncteur est coasphérique, et donc dans ce cas, pour tout foncteur
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w: A, — A, si on forme le carré cartésien

eu(n)
Fuw) —= [ Fla,

S

AO An ?

n

comme 0 est propre, il résulte du théoreme 1.2.5 que le foncteur Eu(n) est coas-
phérique, et donc en particulier une co-équivalence. On en déduit que pour tout ¢,
0 < i < n, l'inclusion canonique Eu(i), de F,(;) dans f F|a,, est une co-équivalence.
En effet, le foncteur F i<y : Fu@) — Fum) est une co-équivalence par hypothese,
et on a un morphisme de foncteurs de Eu(i) vers Eu(n) o Fy(i<n) qui peut étre inter-
prété comme une A;-homotopie dans la catégorie des ensembles simpliciaux, ce
qui acheve la démonstration. O

PROPOSITION 5.4.3 (Quillen [43]). Soient u : A — B un morphisme Wy -
localement constant dans Cat, et b un objet de B. Alors le carré

NA/b—=NA

Nu/bl LNu

NB/b—>NB

est homotopiquement cartésien dans A au sens de Ws.

DEMONSTRATION. On définit un foncteur F'(u) de B vers Cat par F(u), =
A/b, et on fixe un objet b de B. On a alors le cube commutatif suivant.

K(E@)sp) A —rw A
J F(u)/b J F(u)

L B/b —‘—> B
~ e

B/b B

On va montrer a présent que les foncteurs K (F'(u)) et K(F(u)|pp) = K(F(u/b))
sont des fibrations a fibres asphériques, et par conséquent que ce sont des oo-
équivalences. Dans le cas ol v est une identité, la proposition 1.3.2 montre qu’on
obtient de le sorte une fibration a fibres asphériques, et donc une W,-équivalence
universelle. Le cas général résulte du fait qu'on a un carré cartésien

[ F(u) — [ F(1p)
K(F(U))l \LK(F(lB))
A B

u

Le lemme ci-dessus implique que la face du cube au premier plan est un carré
homotopiquement cartésien apres application du foncteur nerf, ce qui acheve la
démonstration. O
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COROLLAIRE 5.4.4. On considere une petite catégorie S, et un morphisme de

Cat/S
? Y
\5\{ %
S

tel que les foncteurs € et n soient Weyo-localement constants. Alors le foncteur
est une co-équivalence si et seulement s’il est co-asphérique au-dessus de S.

X

9

COROLLAIRE 5.4.5. Un morphisme Wy, -localement constant de Cat est une
oo-équivalence si et seulement s’il est co-asphérique.

5.4.6. On définit le foncteur composantes connexes
o : Cat — Ens

comme 'adjoint a gauche du foncteur qui associe a chaque petit ensemble la ca-
tégorie discrete correspondante. Si X est un ensemble simplicial, on obtient une
bijection canonique my X ~ m9A/X. On vérifie enfin sans difficultés que pour toute
petite catégorie C, on a une bijection canonique moC' ~ 7y N C'. Un morphisme
de Cat sera appelé une 0-équivalence s’il induit une bijection apres application du
foncteur my. On vérifie immédiatement que les 0-équivalences forment un locali-
sateur fondamental grace au fait que le foncteur my commute aux petites limites
inductives. Ce qui précede implique en outre que le A-localisateur correspondant
au localisateur fondamental des 0-équivalences est celui des 0-équivalences au
sens du paragraphe 3.2.5. On obtient des lors un analogue du théoreme 3.2.7 en
termes de localisateurs fondamentaux.

THEOREME 5.4.7. Soit W un localisateur fondamental satisfaisant les condi-
tions suivantes.

(a) Toute W-équivalence est une 0-équivalence.

(b) Un foncteur W-localement constant est une W-équivalence si et seulement
sl est W-asphérique.

Alors W = W

DEMONSTRATION. Comme W, est par définition le localisateur fondamental
minimal, il suffit de montrer que toute WW-équivalence est une oco-équivalence. En
vertu du théoreme 5.1.10 et du corollaire 5.1.12, il suffit méme de montrer que
le A-localisateur (test) ix'W = W5 est contenu dans celui des co-équivalences.
Pour cela, on va montrer qu’il vérifie les conditions du théoreme 3.2.7. La condi-
tion (i) correspond a la condition (a), et la condition (iii) exprime simplement le
fait que pour tout ensemble simplicial X, les projections X x A, — X sont des
Wﬁ—équivalences. Il reste donc a montrer la condition (ii). On remarque qu’en
vertu du corollaire A.1.15, si p : X — Y est un morphisme d’ensembles simpli-
ciaux, il est Wﬁ-localement constant si et seulement le foncteur correspondant
iap i A/X — AJY est W-localement constant. On en déduit grace a la con-
dition (b) et au méme corollaire qu'un morphisme W;-localement constant est
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une Wﬁ-équivalence si et seulement si ses fibres sont W-asphériques. Cela im-
plique que si p : X — Y est un morphisme Wﬁ-localement constant et une
Wz—équivalence, alors il est une Wﬁ—équivalence universelle. En effet, pour tout
morphisme d’ensembles simpliciaux Y’ — Y, les fibres du morphisme image ré-
ciproque p' : X’ — Y’ sont toutes W-asphériques, ce qui signifie que le foncteur
i p' est W-asphérique. O

PROPOSITION 5.4.8. Soit A une Wso-catégorie test locale. Alors Wi =

i1 Wao est le A-localisateur régulier engendré par les fleches de A (vues comme
des fléches de A par le plongement de Yoneda).

DEMONSTRATION. Soit W le A-localisateur régulier engendré par les fleches
de A. En vertu du corollaire 4.4.13, WV est accessible, puisqu’il peut étre défini
comme la complétion réguliere du A-localisateur engendré par les fleches de A.
Si a — a est une fleche de A, comme les catégories A/a et A/a’ sont oo-as-
phériques, le foncteur induit A/a — A/a’ est une oo-équivalence. Comme le
A-localisateur des co-équivalences est régulier (proposition 5.1.4), toute W-équi-
valence est une oo-équivalence. Pour montrer l'inclusion inverse, on procede en
plusieurs étapes.

5.4.8.1. Soit a un objet de A. On note W, le A/a-localisateur test minimal
(qui est donc la classe des co-équivalences de Aja), etU, : AJa — A le foncteur

d’oubli. Alors U W, CW.

En effet, en vertu de la proposition 4.4.15, U;'W = W/a est un A/a-localisa-
teur régulier qui contient les fleches de A/a, et donc le théoreme 5.1.10 implique
que W, C W/a.

5.4.8.2. Soitp: X — Y une fibration au sens de VW dans A. Alors le foncteur
iap:AJX — AJY est Wy -localement constant.

Soit u : a — b une fleche de A, et b — Y un morphisme de préfaisceaux.
On forme les carrés cartésiens suivants.

X xya—=X Xy b—=X

s

a b Y

u

On veut montrer que v est une oco-équivalence dans A. Or 5.438.1 implique que
le foncteur U, envoie les cofibrations triviales au sens de W, sur des cofibrations
triviales au sens de W, et donc par adjonction que ¢ est une fibration au sens de
W, dans A/a. Comme W, est un A/a-localisateur propre (5.2.14), on en déduit
que v est une oco-équivalence de A\/ a. Il résulte alors de 5.4.8.1 que v est une
W-équivalence.

5.4.8.3. Si une fibration au sens de VW est une oco-équivalence alors elle est
une W-équivalence.
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Soit p : X — Y une fibration au sens de W. Il résulte de 5.4.8.2 et du corol-
laire 5.4.5 que si p € W, alors i 4p est un foncteur oo-asphérique. Autrement-dit,
pour tout objet a de A, et toute section s : a — Y de Y au-dessus de a, le mor-
phisme X Xy a — a est une oo-équivalence. Mais alors 5.4.8.1 implique que ce
dernier est aussi une W-équivalence. En vertu du corollaire 4.4.31, le morphisme
p est donc une W-équivalence.

5.484. W, CW.

Soit f une co-équivalence. En considérant la structure de catégorie de modeles
fermée associée a VW, ce morphisme admet une factorisation de la forme f = pz,
ou i est une cofibration triviale et p est une fibration. Comme W C Wﬁoo’ p est

une oo-équivalence, et f est une VW-équivalence si et seulement si p en est une.
L’assertion résulte donc de 5.4.8.3. U

COROLLAIRE 5.4.9. Soit A une petite catégorie. Le A x A-localisateur des
0o-équivalences est le plus petit parmis ceux qui contiennent les oo-équivalences
simpliciales terme a terme et les fleches de A x A.

DEMONSTRATION. Soit W le plus petit A x A-localisateur contenant les oo-
équivalences étagées et les fleches de A x A. Il résulte de 4.4.24 que VW contient
un A x A-localisateur régulier et est donc lui-méme régulier. On conclut par 5.4.8
que iy’ Ws C W. L'inclusion inverse résulte de 5.2.5. C

COROLLAIRE 5.4.10. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories.
St u est Woo-localement constant, alors le couple

u*@%m et u*A/x\A—>A/><\B
est une adjonction de Quillen pour les structures de catégorie de modéles fermée
associées au localisateur fondamental Wee.

DEMONSTRATION. Comme u est localement constant, il en est de méme de
1a X u. Autrement dit, pour toute fleche 3 : (4,,,b) — (4,,V') de A x B, le
foncteur induit

A X A/ (A, b) = A x Af(Am,b) — A x AJ(Ap, V) = A x AJu* (A, V)

est une oco-équivalence. De maniere équivalente, la fleche 3 est envoyée par u*
sur une oo-équivalence de A x A. Or il est immédiat que (u*) ' Wiz est un
A X B-localisateur qui contient les co-équivalences simpliciales terme a terme. Le

corollaire précédent permet ainsi de conclure. O

5. Représentations

LEMME 5.5.1. Soient W un localisateur fondamental et v : A — B un
foncteur lisse. Alors le foncteur image inverse induit par u
u':B— A
envoie les YW-équivalences locales de B sur des W-équivalences locales de A. Si

en outre u est surjectif sur les objets, alors un morphisme de B est une VV-
équivalence locale si et seulement si son image par u* en est une.
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DEMONSTRATION. Soit X un préfaisceau sur B, et soit @ un objet de A. En
posant b = ua, le foncteur u induit deux foncteurs évidents u, : A/a — B/b et
Ux,q: A/u*X x a — B/X x b. On obtient le cube commutatif suivant, dont les
faces sont des carrés cartésiens, mis a part celles de gauche et de droite.

AJu*X x a
S
qual Aju*X

Ala
N

A

Uq

B/X x b —|—> B/b
~~

B/X s

B

En vertu de la version duale du théoreme 1.2.5, le foncteur u, est W-lisse a fibres
Wh-asphériques, ce qui implique qu’il est une W-équivalence universelle (1.2.8).
Par conséquent, le foncteur ux , est une W-équivalence. On en déduit que pour
toute fleche f de B telle que f x 1, soit une W-équivalence, la fleche u* f x 1, est
une W-équivalence, ce qui prouve le lemme. O

THEOREME 5.5.2. Soit W un localisateur fondamental. On considére un fonc-
teur W-lisse u: A — B. Alors si B est une W-catégorie test locale, il en est de
méme de A.

DEMONSTRATION. La catégorie B étant supposée étre une WW-catégorie test
locale, le préfaisceau i;; A est W-localement asphérique. Il résulte donc du lemme
5.5.1 que le préfaisceau u*i; Ay est W-localement asphérique. Or ce dernier peut
étre muni de maniere évidente d’une structure de segment séparant, et donc les
lemmes 5.2.1 et 1.1.27, et le théoreme 1.1.16 impliquent que A est une W-catégorie
test locale. O

DEFINITION 5.5.3. Soit W un localisateur fondamental. Une W-catégorie test
locale stricte est une VW-catégorie test locale A telle qu'un morphisme X — Y
de A soit une W-équivalence si et seulement s’il est une W-équivalence locale
(i.e. si et seulement si pour tout objet a de A, le morphisme X X a — Y X a
est une W-équivalence).

REMARQUE 5.5.4. Une W-catégorie test locale est stricte si et seulement si la
classe des W-équivalences de A est stable par produits finis. Il est immédiat que
c¢’est une condition suffisante. Réciproquement, si A est stricte, et si X — Y est
une W-équivalence de A\, il suffit de montrer que pour tout préfaisceau Z sur A,
le morphisme X x 7 — Y X Z est une W-équivalence, ou encore, de maniere
équivalente, que le foncteur A/(X x Z) — A/(Y X Z) est une W-équivalence.
Or en procédant comme dans la preuve du lemme 5.2.1, on vérifie que ce dernier
est W-asphérique au-dessus de A/Z, ce qui implique 'assertion.

Une W-catégorie test est stricte si et seulement si tout produit de deux préfais-
ceaux représentables sur celle-ci est W-asphérique (cela résulte facilement de [36,
proposition 7.1]). En particulier, toute W-catégorie test admettant des produits
finis est stricte.
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EXEMPLE 5.5.5. La catégorie des ensembles ordonnés finis (resp. des catégo-
ries finies) admettant un élément maximal (resp. un objet final) est une Ws-
catégorie test stricte. Plus généralement, si (A, I) est un W-contracteur, alors
A est une W-catégorie test stricte (puisque les I-équivalences d’homotopie sont
stables par produits finis). En particulier, la catégorie des simplexes A est une
W-catégorie test stricte pour tout localisateur fondamental WW.

PROPOSITION 5.5.6. Soit A une Wy, -catégorie test locale. Pour qu’elle soit
stricte, il faut et il suffit que toutes ses fléches (vues comme des morphismes
de préfaisceaur sur A par le plongement de Yoneda) soient des co-équivalences
locales.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que cette condition est nécessaire. Sup-
posons que toutes les fleches entre préfaisceaux représentables sur A soient des
oo-équivalences locales. Alors pour toute fleche a — a’ de A, et tout préfaisceau
X sur A, la fleche induite

ax X —a xX

est une oo-équivalence. En vertu de la proposition 5.4.8, les oo-équivalences de
A sont les éléments du A-localisateur régulier engendré par les fleches de A. On
sait d’autre part par le corollaire 4.4.26 que le A-localisateur régulier minimal est
stable par produits finis. Il résulte donc du corollaire 2.3.9 que le A-localisateur
engendré par le A-localisateur régulier minimal et par les fleches de A est stable
par produits finis. O

PROPOSITION 5.5.7. Soit W un localisateur fondamental. On considére un
foncteur W-lisse u : A — B dont le but est une W-catégorie test locale stricte.
Alors le foncteur image inverse induit par u

W B — A

respecte les YW-équivalences. Si en outre u est surjectif sur les objets, et si A est
aussi une W-catégorie test locale stricte (pour cela, il faut et il suffit que toutes

les W-équivalences de A soient des W-équivalences locales), alors on a I’égalité
*\—1 _

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du lemme 5.5.1, puisque toute
Wh-équivalence locale de A est une W-équivalence (son image par le foncteur i,
étant alors W-asphérique au-dessus de A). O

5.5.8. Soit A une petite catégorie. Si A est un préfaisceau en petites caté-
gories sur A (ou de maniére équivalente, un objet catégorie dans 121\), on définit
Rep(A), la catégorie des représentations de A, de la maniere suivante. Un objet
de Rep(A) est un couple (X, §) ou X est la donnée pour tout a € A d’un préfais-
ceau d’ensembles X, sur la catégorie A,, et £ est la donnée pour chaque fleche
a:a — a de A, d'un morphisme &, : X, — A’ X, de préfaisceaux sur A,
tel que pour tout objet a de A, on ait 'égalité &;, = 1x,, et pour toute paire de
fleches composables de A,

[ / a’/ "
a— a —a
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le diagramme ci-dessous commute.

£y N Al .
Xy —2 o A% X —5 A* AL X, = A, X,
v

ga/ [

Une fleche ¢ de (X, €) vers (Y,n) est la donnée pour chaque objet a de A d'un

I~

morphisme ¢, : X, — Y, dans A, telle que pour toute fleche a: a — a’ de A,
le carré suivant commute.

Xa/ L AZ{XU«

Pat ‘/ lA?;sOa

Yy —— ALY,
Na

EXEMPLE 5.5.9. Si A est une petite catégorie, et si Ml est un A-monoide, i.e.
un préfaisceau en monoides sur A, on peut considérer M comme un préfaisceau en
catégories (puisqu’un monoide est une petite catégorie n’ayant qu’un seul objet).
La catégorie Rep(M) est la catégorie des préfaisceaux sur A munis d’une action
de M a droite. En effet, si M est un monoide vu comme une petite catégorie, on
vérifie immédiatement que la catégorie des préfaisceaux sur M est la catégorie
des ensembles munis d’une action de M a droite, et 'explicitation de la catégorie
Rep(M) ci-dessus prend alors le sens annoncé. On note dans ce cas BM = VM
la catégorie classifiante associée a M.

LEMME 5.5.10. Soient A une petite catégorie et A un préfaisceaux en petites
catégories sur A. On rappelle que VA désigne la catégorie fibrée sur A associée
a A. Alors la catégorie des représentations de A est canoniquement équivalente a
celle des préfaisceaur sur VA.

DEMONSTRATION. On rappelle que la catégorie VA est définie comme suit.
Les objets sont les couples (a,z), a € ObA, z € ObA,, les fleches (a,z) —
(a',2") sont les couples (a,u), ou o : @ — a’ est une fleche de A, et u : v —
A, (2) une fleche de A,. Si (a,u) : (a,2) — (d/,2') et (o/,u') : (d/,2") —
(a”,2") sont deux fleches composables, alors

(o' u') o (a,u) = (a0 o, Ag(u') o u) .

Pour chaque objet a de A, on a un foncteur canonique

l,: A, — VA | r+— (a,z) ,
et pour chaque fleche o : @ — a’ de A, on a un morphisme de foncteurs
&ZEGAO( —>£a/ , Oy = (Oz,lAa(x)) , r€0bA, .

Si X est un préfaisceau sur VA, pour chaque objet a de A, on pose X, = X, et
pour chaque fleche o : @ — d’, le morphisme de foncteurs & induit un morphisme

fo=a":0,X =Xy — AX, = ALEEX
On obtient de la sorte un foncteur
VA — Rep(h) ., X +— (X,8).
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Inversement, si (X, ) est une représentation de A, On définit un préfaisceau X
sur VA de la maniere suivante. Si (a,z) est un objet de A, on pose

7(a,m) = (Xa):v )
et si (a,u): (a,x) — (da’,2’), est une fleche de A, on obtient une application
7(0/,90') = (Xa')ﬂﬂl - (AZXG)J:’ = (Xa)Aa(x’) I (Xa)ar = Y(a,m) .

Une vérification immédiate montre que X —— X définit un foncteur quasi-inverse
du précédent. O

5.5.11. Si W est un localisateur fondamental, A une petite catégorie, et A un
préfaisceau en petites catégories sur A, on définit les W-équivalences dans Rep(A)

comme la classe des fleches dont I'image dans VA est une W-équivalence.

COROLLAIRE 5.5.12. Soient W un localisateur fondamental accessible et A
une W-catégorie test locale. On considére un préfaisceau en petites catégories
A sur A. Alors la catégorie des représentations de A admet une structure de
catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont
les monomorphismes et dont les équivalences faibles sont les YWW-équivalences. Si
de plus W est propre, alors cette structure est propre.

En outre, il existe une équivalence de catégories canonique entre la catégorie
homotopique H,, Rep(A) et la catégorie Hot,,//VA des VA-types d’homotopie
relativement a WW.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme ci-dessus, cela résulte des théorémes
5.5.2 et 5.3.29, ainsi que des corollaires 5.1.11 et 5.3.19. O

La fin de cette section a pour but de montrer que 1’on obtient par le corollaire
ci-dessus la théorie homotopique classique dans le cas des représentations de
groupes simpliciaux. La procédure garde cependant un sens pour un localisateur
fondamental (accessible) arbitraire lorsqu’on considere une catégorie test locale
stricte A et un A-monoide M. C’est par conséquent dans ce cadre que nous
aborderons le probleme.

5.5.13. On fixe a présent un localisateur fondamental accessible W, une W-
catégorie test locale stricte A, et un A-monoide M. On a alors la catégorie clas-
sifiante de ce dernier, BM, et une fibration canonique

qg:BM — A

La catégorie BM admet la description suivante. L’ensemble des objets de BM
s’identifie canoniquement a celui des objets de A. Si a et a’ sont deux objets de
B M, un morphisme a — @’ est un couple (o, g) ot v : @ — a’ est une fleche de
A, et g un élément du monoide M. Enfin, si (o, g) : a — d' et (¢/,¢’) : a' — d”
sont deux fleches composables de B M, leur composition est définie par la formule

(o, 9) (a,9) = (&' @, Ma(g') 9) -
Le foncteur g est défini comme étant l'identité sur les objets, et par la formule
q(a, g) = a pour les fleches.

On définit un foncteur
s:A— BM
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de la maniere suivante. Pour chaque objet a de A, on pose sa = a, et pour chaque
fleche a : a — d’ de A, on pose sa = («, e,) (e, désignant 1’élément neutre du
monoide M, ). Il est évident que s est une section de q.

Les deux foncteurs ¢ et s induisent des foncteurs image inverse (on identifie
la catégorie des préfaisceaux sur BM et celle des représentations de M)

¢ :A— Rep(M) et s*:Rep(M)— A .

Le foncteur ¢* est le foncteur qui a un préfaisceau X sur A associe le préfaisceau X
muni de 'action triviale de M, et le foncteur s* est le foncteur d’oubli de I'action
de M. Le foncteur s* admet deux adjoints, I'un a gauche et 'autre a droite,
et donc commute aux petites limites inductives et projectives. En particulier, il
respecte les monomorphismes et les produits cartésiens. L’adjoint a gauche de s*,
noté

s A— Rep(M)

est le foncteur qui a un préfaisceau X sur A associe le préfaisceau X x M, ou
M désigne le préfaisceau M dont on a oublié la structure de monoide, I'action de
M étant triviale sur le premier facteur, et par translations a droite sur le second.
Autrement dit, si X est un préfaisceau sur A, $,.X s’identifie canoniquement a la
représentation produit ¢*X X s(x) (* désignant 1'objet final de A).

LEMME 5.5.14. Le foncteur s, : A—s Rep(M) respecte les VW-équivalences.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une W-équivalence de A La catégorie A étant sup-
posée étre une YW-catégorie test stricte, ¢ est en fait une W-équivalence locale.
Etant donné que ¢ est une fibration, c’est un foncteur W-lisse, et donc ¢*¢ est
une W-équivalence locale de Rep(M) en vertu du lemme 5.5.1. On en déduit que
pour toute représentation R de M, le morphisme ig (¢ X 1g) est W-asphérique
au-dessus de BM/R, et donc que c’est une W-équivalence de Rep(M). Le cas
particulier ou R = M acheéve ainsi la démonstration. O

REMARQUE 5.5.15. On a en fait montré que le foncteur s, envoie les W-
équivalences de A sur des W-équivalences locales de Rep(M).

5.5.16. On dira qu'une fleche de Rep(M) est une s*-équivalence (resp. une
s*-fibration) si son image par le foncteur s* est une W-équivalence (resp. une

fibration au sens de W) dans A. On note W,. la classe des s*-équivalences.

PROPOSITION 5.5.17. La classe des s*-équivalences est un B M-localisateur
accessible et régulier.

DEMONSTRATION. Le foncteur s; respecte les monomorphismes, et par con-
séquent, toute fibration triviale de Rep(M) est une s*-équivalence. Comme le
foncteur s* commute aux petites limites inductives et projectives, il résulte de
la proposition 2.3.10 que les s*-équivalences forment un B M-localisateur accessi-
ble. Il reste donc a montrer la régularité. Soit D une W..-résolution cosimpliciale
dans Rep(M). On s’apercoit aussitot que s*D est une Wj—résolution cosimpli-
ciale, et on obtient en outre le carré commutatif & isomorphisme de foncteurs pres
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ci-dessous.
Rep(M) - A
ReaIDT TReaIS*D
Hom(A°, Rep(M)) Ax A

(1A ><S)"<
Soit ¢ une fleche de Hom(A®°, Rep(M)). Si ¢ est une oo-équivalence simpliciale
terme a terme, il en est de méme de (1o X s)*¢, et comme Wg est régulier, il
résulte de la proposition 3.3.20 et du théoreme 4.4.25 que Real +,(1a X 5)*p est

une W-équivalence dans A. La commutativité du carré ci-dessus montre donc
que Real,, ¢ est une s*-équivalence. En vertu encore de la proposition 3.3.20 et
du théoreme 4.4.25, la complétion simpliciale de W.. est réguliere, et donc W..
est un B M-localisateur régulier. O

PROPOSITION 5.5.18. La catégorie des représentations de M admet une struc-
ture de catégorie de modéles fermée a engendrement cofibrant dont les équivalences
faibles sont les s*-équivalences et les fibrations les s*-fibrations. Cette structure
est propre des que le localisateur fondamental VW [’est.

DEMONSTRATION. Vu que les s*-équivalences forment un B M-localisateur
et que les foncteurs s, et s* respectent les monomorphismes, on vérifie immé-
diatement que le couple de foncteurs adjoints (s, s*) vérifie les conditions de la
proposition 2.3.14, laquelle implique alors la premiere assertion. La démonstration
de I’énoncé concernant la propreté est laissée au lecteur. O

5.5.19. La catégorie Rep(M) admet donc a présent deux structures de ca-
tégories de modeles fermées, I'une dont les cofibrations sont les monomorphis-
mes et les équivalences faibles les W-équivalences, appelée la W-structure, et la
seconde décrite dans la proposition ci-dessus, appelée la s*-structure. On note
s* —HoRep(M) la catégorie homotopique associée a la s*-structure.

LEMME 5.5.20. Le foncteur identité de Rep(M) est une adjonction de Quillen
de la s*-structure vers la VW-structure. En particulier, toute s*-équivalence entre
objets s*-cofibrants est une WW-équivalence.

DEMONSTRATION. Comme toutes les s*-cofibrations sont des monomorphis-
mes (il suffit pour le vérifier de montrer que I’ensemble générateur des s*-cofib-
rations est formé de monomorphismes, ce qui résulte du fait que le foncteur s,
respecte les monomorphismes en vertu de 5.5.14), il est suffisant de montrer que
toute s*-cofibration triviale est une W-équivalence (la seconde assertion étant de
toutes fagons une conséquence de la premiere en vertu du lemme de Ken Brown
[26, lemme 1.1.12]). Le foncteur s, respecte les cofibrations et les W-équivalences,
ce qui implique que toute fibration au sens de W est une s*-fibration. Par con-
séquent, toute s*-cofibration triviale vérifie la propriété de relevement a gauche
relativement aux VW-fibrations, ce qui acheve la démonstration. O

5.5.21. On a vu que W.. est un B M-localisateur accessible. Autrement dit, la
catégorie des représentations de Ml admet une structure de catégorie de modeles
fermée a engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes
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et dont les équivalences faibles sont les s*-équivalences. L’identité de Rep(M) est
donc une équivalence de Quillen de la s*-structure vers cette derniere. Comme
W.. est régulier, pour tout préfaisceau X sur BM, si ¢x désigne comme de
coutume le foncteur

BM/X — Rep(M) , (a,a — X)+—a ,

le morphisme canonique
Limopy — X
_

est un isomorphisme dans s* — HoRep(M) (méme si le foncteur Llim peut étre
construit a partir de la s*-structure, il ne dépend pas de la structure de catégorie
de modeles fermée, mais seulement de la classe des équivalences faibles).

PROPOSITION 5.5.22. Toute s*-équivalence est une VV-équivalence.

DEMONSTRATION. Soit L — lgepm) une résolution s*-cofibrante foncto-
rielle. Le foncteur L envoie les s*-équivalences sur des s*-équivalences entre objets
s*-cofibrants, et donc sur des W-équivalences (lemme 5.5.20). Par conséquent, il
induit un foncteur

L = Llgepany : 8 — HoRep(M) — H,,, Rep(M) ,

qui n’est autre que le foncteur dérivé a gauche de I'identité de Rep(M) relative-
ment a ’adjonction de Quillen de la s*-structure vers la W-structure. Lorsque
X est une représentation s*-cofibrante de M, le morphisme L X — X est une
W-équivalence. Soit a un objet de B M. Alors a peut étre vu comme I'image par s,
de 'objet de A correspondant, et par conséquent, est s*-cofibrant. Il s’en suit que
L a — a est une W-équivalence. Considérons a présent une représentation X de
M. On rappelle que ¢y désigne le foncteur de BM/X vers Rep(M), composé du
foncteur d’oubli de BM/X vers BM et du plongement de Yoneda de BM dans
Rep(M), i.e. défini par

(a,u:a— X)—a.

Ce qui précede montre que le morphisme de foncteurs
Lox — o¢x

est une W-équivalence argument par argument, et donc induit un isomorphisme
dans la catégorie homotopique H,,, Rep (M)

Llim L ¢x — Llim ¢x .

En vertu de la proposition 4.1.22 appliquée au foncteur lgqpn (Vi comme un
morphisme de Quillen & gauche de la s*-structure vers la WW-structure), le foncteur
L commute aux colimites homotopiques, i.e. on a un isomorphisme canonique
dans H,,, Rep(M)

Llim L ¢x SN LLlim ¢y .
Vu que les B M-localisateurs considérés sont réguliers, on obtient ainsi des iso-
morphismes canoniques dans H,,, Rep(M)

LX ~LLlim¢x ~Llim Loy~ Llimoy ~ X .
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La forte saturation du B M-localisateur des W-équivalences implique que le mor-
phisme L X — X est une W-équivalence. Par conséquent, si f est une fleche
de Rep(M), alors f € W si et seulement si L f € W. Le lemme 5.5.20 implique
donc que toute s*-équivalence est une W-équivalence. O

COROLLAIRE 5.5.23. Soient A une Wy.-catégorie test locale stricte et G un
préfaisceau en groupes sur A. Alors un morphisme de Rep(G) est une oo-équiva-
lence si et seulement si son image par le foncteur d’oubli

Rep(G) — A

est une co-équivalence. En particulier, la catégorie classifiante BG est une Weo-
catégorie test locale stricte.

DEMONSTRATION. La seconde assertion est bien une conséquence de la pre-
miere, puisque A est une W,-catégorie test stricte, et le foncteur s* commute
aux produits. On reprend la terminologie adoptée ci-dessus (avec G = M). La
classe des s*-équivalences est un B G-localisateur régulier, et contient toutes les
fleches entre préfaisceaux représentables sur B G. En effet, si

(a,9):a—d

est une fleche de BG, on peut 1'écrire comme suit (on rappelle que e, désigne
I’élément neutre du groupe G,)

(@, 9) = (@, €q)(1a; 9) -
Comme (1,4, g) est un isomorphisme (d’inverse (1,,¢g~')), il suffit de montrer que
les fleches de la forme
(a,eq) :a — d
sont des s*-équivalences. Dans ce cas, on a I'égalité (a,e,) = sia, et donc les
identifications
s'(a,e,) =" s =a X 1g

G désignant le préfaisceau sur A sous-jacent a G. Comme A est stricte, a x 14 est
bien une W.-équivalence. Il résulte a présent de la proposition 5.4.8 que toute
oo-équivalence de Rep(M) est une s*-équivalence. La proposition ci-dessus acheve
donc la démonstration. O

REMARQUE 5.5.24. Soit G un groupe simplicial. Comme la catégorie des sim-
plexes A est une W.,-catégorie test stricte, le corollaire ci-dessus montre que les
oo-équivalences de Rep(G) sont les équivalences faibles usuelles pour la théorie
homotopique des représentations de G (la structure de catégorie de modeles clas-
sique correspondant a celle de la proposition 5.5.18 plutot qu’a celle du corollaire
5.5.12).



CHAPITRE 6
Zoologie (1) : catégories test

1. Catégories squelettiques

Le but de cette section est de dégager une classe de petites catégories dont
la catégorie des préfaisceaux admette un modele cellulaire explicite et simple a
manipuler. L’exercice consiste en fait a formaliser les propriétés de la catégorie
des simplexes en suivant 'exposition de [17].

DEFINITION 6.1.1. Une catégorie squelettique est la donnée d’un quadruplet
(A, Ay, A_ \,), ou A est une petite catégorie, A, et A_ sont des sous-catégories
de A, et A, : Ob A — N est une application, tel que les axiomes suivants soient
vérifiés.

Sql Si a — a’ est une fleche de A, (resp. de A_) qui n’est pas une identité,
alors A 4(a) < A (@) (resp. Ay (a') < Ay(a)).

Sq2 Chaque fleche a de A admet une unique factorisation de la forme a = § ,
ou § est une fleche de A, et m une fleche de A_.

Sq3 Toutes les fleches de A_ admettent des sections, et deux fleches de A_ sont
égales si et seulement si elles admettent les mémes sections.

En pratique, on dira que A est une catégorie squelettique, la référence a A, A_
et a A\, étant implicite.

REMARQUE 6.1.2. Les axiomes Sql et Sq2 impliquent que A est une catégorie
de Reedy (voir [26, définition 5.2.1]). On vérifie immédiatement que Ob A =
Ob A, = Ob A_, et que les seuls isomorphismes de A sont les identités.

EXEMPLE 6.1.3. Les catégories vide et ponctuelle sont squelettiques.

EXEMPLE 6.1.4. Soit A la catégorie des simplexes. On note Ay (resp. A_)
la sous-catégorie de A formée des monomorphismes (resp. des épimorphismes) de
A. On a une application évidente

A :ObA —N | A, —n |
ce qui définit une structure de catégorie squelettique sur A.

LEMME 6.1.5. La notion de catégorie squelettique est stable par localisation.
Autrement-dit, si A est une catégorie squelettique, et si X est un préfaisceau sur
A, alors la catégorie A/ X est naturellement munie d’une structure de catégorie
squelettique. St uy : AJX — A désigne le foncteur d’oubli, celle-ci est définie
en posant

(A/X)y =zl Ay . (A/X) =—ux'A.
et Ayx:O0bA/X — N | (g,a— X)r— Ay(a)

181
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DEMONSTRATION. L’axiome Sql est vérifié immédiatement. Soit

o dJ
X

une fleche de A/X. On factorise a dans A en

a

T n o 0 /
a—a —d

ou 7 est une fleche de A_, et § une fleche de A, puis on pose v’ = u'§. On
obtient de la sorte la factorisation ci-dessous dans A/X.

L’unicité de cette factorisation résulte de la propriété analogue dans A. L’axiome
Sq2 est ainsi vérifié, et 'axiome Sq3 résulte du fait que le foncteur d’oubli u
est fidele, et que pour toute fleche o de A/ X, 'ensemble des sections de « est
canoniquement en bijection avec celui des sections de u (). O

REMARQUE 6.1.6. Si A et B sont deux catégories squelettiques, on pose
Aaspla,b) = A(a) + Ag(b), et (A X B). = A. X B, € = +,—, ce qui fait
de A x B une catégorie squelettique.

On fize a présent une catégorie squelettique A.

DEFINITION 6.1.7. Soit a un objet de A. Une flecche @ — @’ de A est une
dégénérescence de a si A, (a') < A y(a).

Un objet a de A est dégénéré s’il admet une dégénérescence. Un objet de A
est non dégénéré s’il n’est pas dégénéré.

Soit X un préfaisceau sur A. Si a est un objet de A, une section v de X au-
dessus de a est dégénérée si I'objet correspondant de A/X (a savoir (a,u)) Uest,
i.e. 8’1l existe une fleche o : @ — a’ de A, ainsi qu’une section ¢’ de X au-dessus
de d/, tels que A, (a') < A (a) et u = X,(u'). Une section de X au-dessus d'un
objet de A est mon dégénérée si elle n’est pas dégénérée.

PROPOSITION 6.1.8. Un objet a de A est dégénéré si et seulement s’il existe
une fleche de A_ de source a qui n’est pas un isomorphisme.

DEMONSTRATION. C’est une condition suffisante en vertu de I'axiome Sql.
Réciproquement, si a est dégénéré, alors il existe une dégénérescence o : a — a’
de a. En vertu de 'axiome Sq2, o admet une factorisation de la forme

5
a——ad ad,
ou 7 est une fleche de A_, et ¢ une fleche de A, . Or 7 n’est pas un isomorphisme,
car sinon, les isomorphismes de A étant des identités, on aurait ’égalité a = 9,
et donc l'axiome Sql impliquerait I'inégalité stricte A 4(a) < A 4(a). O
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COROLLAIRE 6.1.9. Soit X un préfaisceau sur A. Une section u de X au-
dessus d’un objet a de A est dégénérée si et seulement s’il existe une fleche a :
a — a' de A_ qui n’est pas un isomorphisme, et une section u' de X au-dessus
de a’ tels que u = X, (u).

PROPOSITION 6.1.10. Soit a un objet de A. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) L’objet a est non dégénéré.
(ii) Pour tout morphisme a: a — a' de A, on a l'inégalité X ,(a) < X\ (a).
(iii) Le seul morphisme de A_ de source a est l'identité.

(iv) Tout morphisme de A de source a est un morphisme de A,

DEMONSTRATION. L’équivalence (i) < (ii) est une traduction immédiate de
la définition, 'implication (ii) = (iii) résulte de I'axiome Sql. Supposons 1’énoncé
(iii) vérifié. Si a : @ — d’ est une fleche de A, il admet une factorisation de la
forme

a2 a ECIN a
ourm € FIA_et § € FIA,. Or (iii) implique que 7 est une identité, et donc que
a € FIA;. On a ainsi montré (iii) = (iv), et (iv) = (ii) est une évidence en
regard de I'axiome Sql. O

COROLLAIRE 6.1.11. Soient X un préfaisceau sur A, a un objet de A, et u
une section de X au-dessus de a. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La section u est non dégénérée.
ii) Pourtousa:a — a € FIA, u' € Xy, tels queu = X, (u'), on a l'inégalité
q g
Aala) < Ayld).
i) Sia:a — d € FIA_ et v € Xy vérifient u = X, (u'), alors a est une
(iii) ;
wdentité.
iv) Sia:a — a € FIA et u' € Xy vérifient u = X, (u'), alors a est une
(iv) ;

fleche de A,

PROPOSITION 6.1.12. Pour tout objet a de A, il existe un unique couple (m,b),
ou m:a — b est une fleche de A_, et ou b est non dégénéré. On dira que ce
couple est la décomposition d’Eilenberg-Zilber de a.

DEMONSTRATION. Considérons I'ensemble FE, des couples de la forme (7, b),
ol b est un objet de A, et m une fleche de a vers b dans la catégorie A_. Il est non
vide puisqu’il contient I’élément (a, 1,). L’ensemble des entiers naturels étant bien
ordonné, cela impique que F, admet un élément (7, b) tel que A 4(b) soit minimal.
La proposition 6.1.10 montre que b est alors nécessairement non dégénéré. Il reste
donc a prouver 'unicité. Considérons deux éléments (m,b) et (n',b') de E, tels
que b et b’ soient non dégénérés. En vertu de I'axiome Sq3, 7 admet une section o,
ce qui définit un morphisme 7’ o : b — ¥/, et donc la proposition 6.1.10 implique
que A4 (b) < Ay (V). Les roles de m et de 7’ étant interchangeables, on en déduit
que A,(b) = A, (V). L'objet b étant non dégénéré, en vertu de la proposition
6.1.10, 7’ o est une fleche de A, , et donc il résulte de I'axiome Sql qu’elle est
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nécessairement une identité. On a ainsi I'égalité b = b, et le raisonnement qui
précede montre aussi que 7 et 7’ admettent les mémes sections. Par conséquent,
I'axiome Sq3 implique que © = 7/, ce qui acheéve la démonstration. O

COROLLAIRE 6.1.13. Soient X wun préfaisceau sur A, a un objet de A, et
u une section de X au-dessus de a. Alors il existe un unique couple (w,v), ou
m:a — b est une fleche de A_ et v une section non dégénérée de X au-dessus
de b, tel que uw = X, (v). Un tel couple sera appelé la décomposition d’Eilenberg-
Zilber de wu.

6.1.14. On note A1 = O, et pour n > 0, on considere la sous-catégorie
pleine A, de A définie par I'égalité Ob A, = A\;'{0,... ,n}. Pour n > —1, on
note i, : A, — A l'inclusion pleine canonique. Les catégories A, admettent des
structures de catégories squelettiques évidentes. Soit n > —1 un entier. On note
Sk™ A le crible de A engendré par la sous-catégorie A,. Autrement dit, Sk™ A est
la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les éléments a de Ob A tels qu’il
existe une fleche dans A de source a et de but un objet de A,, (i.e. un objet a’ de
A tel que A, (d) < n).

PROPOSITION 6.1.15. Soit a un objet de A. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) a est un objet de Sk™ A.
(i) 1l existe une fleche de A_ de source a et de but un objet de A,,.

(iii) Si (m,b) désigne la décomposition d’Eilenberg-Zilber de a, b est un objet de
A,.

DEMONSTRATION. Les implications (iii) = (ii) = (i) sont évidentes. Il suffit
par conséquent de montrer que (i) = (iii). Supposons que a soit un objet de
Sk™ A, et considérons la décomposition d’Eilenberg-Zilber (7, b) de a. Comme 7
est une fleche de A_, elle admet une section (axiome Sq3), et comme Sk™ A est
par définition un crible cela implique que b est un objet de Sk™ A. Il existe donc
une fleche de A de b vers un objet a’de A,, et en vertu de la proposition 6.1.10,
on a 'inégalité A 4(b) < A ,(a'). Cela implique que b est un objet de A, et acheve
ainsi la démonstration. O

6.1.16. Soit X un préfaisceau sur A. Le crible Sk™(A/X) de A/X définit un
unique un sous-préfaisceau de X, noté Sk™ X, et appelé le n-iéme squelette de X.
On a donc par définition A/ Sk™ X = Sk™(A/X). Le préfaisceau Sk™ X peut-étre
défini en posant pour tout a € Ob A,

Sk" X))y ={ue X, |Ta:a—d, \(d)<n,F e Xy, Xo()=u}.

On vérifie immédiatement que pour toute fleche X — Y de préfaisceaux sur A,
on a le carré commutatif suivant dans Cat.

SK™(A/X) — A/X

| |

SK"(A)Y) ——= AJY

L’association X — Sk X définit ainsi un endofoncteur de A.
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COROLLAIRE 6.1.17. Soient X un préfaisceau sur A et u une section de X
au-dessus d’un objet a de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) u € (Sk” X),.

(ii) Il existe une fleche a — a' de A_ telle que A ,(a') < n, et une section v’
de X au-dessus de a’ vérifiant I’équation X (u') = u.

(iii) Si (m,v) est la décomposition d’Filenberg-Zilber de u, le but de 7 est un

objet de A,,.

6.1.18. Soit C' un crible de A. Alors C' correspond a un sous-objet de 1'objet

final de 121\, et donc est muni d'une structure naturelle de catégorie squelettique
(lemme 6.1.5).

PROPOSITION 6.1.19. Soit C' un crible de A. Alors l'inclusion de C dans A
induit naturellement le carré cartésien suivant dans Cat.

Sk C' — Sk" A

.

C A
DEMONSTRATION. On a le carré cartésien ci-dessous,

C,—A,

|

Cc——A

ce qui montre qu’on a un foncteur naturel de Sk™ C' dans le produit fibré C'NSk™ A
de C' et Sk™ A au-dessus de A. On vérifie aussitot que cela fait de Sk™ C' un crible
de C'N Sk™ A. En particulier, ce foncteur est pleinement fidele et injectif sur les
objets, et par conséquent, il suffit de montrer qu’il est surjectif sur les objets. Soit
a un objet de C'N Sk™ A. En vertu de la proposition 6.1.15, il existe une fleche
m:a — a dans A_ dont le but @’ est un objet de la catégorie A,,. Or il résulte
de T'axiome Sq3 que cette fleche admet une section, et donc, vu que C est un
crible de A, que a’ est un objet de C'. On en déduit immédiatement que a est un
objet de Sk™ C'. O

COROLLAIRE 6.1.20. Soit X — Y un monomorphisme de A. Alors pour
n > —1, le carré suivant est cartésien.

Sk" X —=Sk"Y

L

X Y

DEMONSTRATION. A/X est un crible de A/Y, et on rappelle qu'on a par
définition les égalités Sk™(A/X) = A/Sk™ X et Sk"(A/Y) = A/Sk™Y. La pro-
position 6.1.19 montre que I'image du carré considéré dans I’énoncé par le foncteur

jAIA\HCCLt/A , X— (A/X,A/X — A)
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est le carré cartésien ci-dessous dans Cat/A

A/Sk" X —= A/Sk"Y
l |
A/X AlY

Or on peut montrer que le foncteur j, est pleinement fidele (proposition A.1.2),
ce qui implique 'assertion. O

PROPOSITION 6.1.21. Soit n > —1 un entier, et soit X un préfaisceau sur A.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Sk" X = X.

(ii) Pour tout objet a de A, s’il existe une section non dégénérée de X au-dessus
de a, alors A ,(a) < n.

(iii) Pour toute section u de X au-dessus d’un objet a de A, si (mw,v) désigne
la décomposition d’Filenberg-Zilber de u, v est une section de X au-dessus
d’un objet de A,.

(iv) Pout toute section u de X au-dessus d’un objet a de A, il existe une fleche
m:a — a de A_ et une section v de X au-dessus de a’ tels que u = X (v)
et Ay (d') <n.

DEMONSTRATION. Les équivalences entre les énoncés (i), (iii) et (iv) résultent
du corollaire 6.1.17, et il est immédiat que (ii) équivaut a (iii). O

LEMME 6.1.22. Soit ¢ : X — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On
considére un objet a de A, puis [’évaluation ¢, : X, — Y, de ¢ en a.

(i) Pour tout objet a de A, Uapplication p, envoie les sections dégénérées sur
des sections dégénérées.

(ii) Si p, est une ingection, alors elle envoie les sections non dégénérées sur
des sections non dégénérées.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que le foncteur A/p : A/ X — AJY
envoie les dégénérescences sur des dégénérescences, ce qui prouve 'assertion (i).
On suppose a présent que @, est une injection, et on considere une section non
dégénérée u de X au-dessus de a. Si ¢,(u) est une section dégénérée de Y au-
qfessus de a, alors en vertu du corollaire 6.1.9, il existe un carré commutatif dans

a ——

A
L

X—‘P>Y )

™

tel que a’ € Ob A, le morphisme 7 étant une fleche de A_ qui n’est pas un
isomorphisme. L’axiome Sq3 nous assure de I'existence d’une section ¢ de 7. On
obtient des lors les égalités suivantes :

vo(u) =pu=urn=uror =puor = p,(uom) .



1. CATEGORIES SQUELETTIQUES 187

L’injectivité de ¢, impose donc 1'égalité u = uom, ce qui est une contradiction
car u est non dégénérée. O

LEMME 6.1.23. Soit ¢ : X — Y un morphisme de préfaisceauxr sur A. On
suppose qu’il existe un entier n > —1 tel que SK" X = X, et si a est un objet
de A,, l’évaluation de ¢ en ['objet a est une application injective. Alors ¢ est un
monomorphisme.

DEMONSTRATION. Soit @ un objet de A, et soient ug et u; deux sections de X
au-dessus de a. Pour ¢ = 0, 1, on note (m;, v;) la décomposition d’Eilenberg-Zilber
de u;, et b; le but de m;. Comme X = Sk™ X, la proposition 6.1.21 implique les
inégalités

Aabi) <n i=0,1,
et donc il résulte du lemme 6.1.22, (ii) que les sections ¢y, (v;) = @v;, @ = 0,1
sont non dégénérées. L'unicité de la décomposition d’Eilenberg-Zilber implique
que (7;, p v;) est la décomposition en question de ¢ u;. Par conséquent, si ¢, (ug) =
wa(uy), i.e. i pug = puy, alors 'unicité de la décomposition d’Eilenberg- Zilber
implique que my = m et que pvy = pv;. Comme alors by = by, 'application
Vb, = ¥p, €tant injective, on a nécessairement 1'égalité uy = u;. O

6.1.24. Soit n > —1. Le foncteur 7, : A, — A induit un foncteur image
inverse
i A— A,

lequel admet un adjoint a gauche 7,,, et un adjoint a droite i,,,.

nl

—~

A LA Ay A

—~

Le foncteur i, étant pleinement fidele (par construction), les deux foncteurs i,
et 7,, sont aussi pleinement fideles. On note

€ iy by — 13
le morphisme d’adjonction non-trivial (I'autre, défini de 14 wvers i} 4,, est un
" !

isomorphisme, puisque i, est pleinement fidele).

PROPOSITION 6.1.25. Pour tout entiern, n > —1, le morphisme d’adjonction

€ iy by, — 13
est un monomorphisme. En outre si X est un préfaisceau sur A, alors l'image du
morphisme
Ex iy i X — X
dans X est le sous-préfaisceau Sk™ X.

DEMONSTRATION. Soit X un préfaisceau sur A. On vérifie immédiatement
que Sk" 4, ix X =i, i, X, ce qui implique que I'image de €y dans X est contenue
dans Sk™ X. Comme le foncteur 7,, est pleinement fidele, le morphisme

inex tinly in X — in X
est un isomorphisme, et donc en vertu du lemme 6.1.23, €y est un monomor-
phisme. D’autre part, on vérifie immédiatement que le crible A/i,, i} X de A/X
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contient la sous-catégorie (A/X),, ce qui implique qu’il contient le crible engen-
dré par cette derniere, a savoir Sk"(A/X) = A/Sk™ X. L'image du morphisme
€y est donc bien le préfaisceau Sk™ X. O

6.1.26. Soit a un objet de A. Le bord de a est le préfaisceau 9 a = Sk*a(@)-1 g,
On a donc une inclusion canonique ¢, : da — a.
D’autre part, on dispose a présent d’une suite d’inclusion de foncteurs

g=Sk'cSk®cSklc...cSk"cSk"" ...,
et pour tout préfaisceau X sur A, on a I’égalité

X= U Sk"X.

n>—1

LEMME 6.1.27. Soient X un préfaisceau sur A et n un entier, n > 0. Pour
chaque objet a de A, X (a) < n, on a une inclusion

I (X,xdaU(Sk"'X),xa)— 1 X,Xa
a€ObA, a€ObAy,

(les ensembles X, et (Sk™' X), étant vus comme des préfaisceaur constants),
explicitable en tant que somme d’identités et d’inclusions canoniques 0 a — a.
En outre, il existe un carré cocartésien canonique

I (X, x0daU(Sk™ X), xa)_“_, Sk"'X

acObA,

oI X,xa Sk™ X
a€ObA, v

DEMONSTRATION. La premicre assertion est un exercice laissé au lecteur. Le
morphisme v est défini par les morphismes d’évaluation

X,xa—X , (a5X,d5a)— (d 25 X).
Il est clair que la restriction de v a

ae(]){An(X“ x daU (Sk"* X), x a)

se factorise en un unique morphisme u. Pour montrer que ce carré est cocartésien,
comme ses sommets sont dans I'image essentielle du foncteur pleinement fidele et
commutant aux petites limites inductives ¢,,,, il suffit de montrer que sa restriction
a la catégorie A,, est un carré cocartésien dans la catégorie des préfaisceaux sur
A,,. Autrement dit, il suffit de vérifier que pour tout objet a de A,,, I'évaluation
en a de ce carré est une sommme amalgamée d’ensembles. On constate que dans
le cas d'un objet a de A,,_1, les fleches verticales sont des identités, ce qui montre
I’assertion dans cette situation. Il reste donc a vérifier le cas d’un objet b de A
tel que A 4(b) = n. Or si on pose

UX,n,b = aeé—EAn(Xa X (8&)[, U (Skn_l X)a X ab) s
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I’évaluation du carré en b est isomorphe au carré trivalement cocartésien ci-
dessous,

Uxﬂ,b (Skn_l X)b

l |

Uxnp 1 ((Sk" X))\ (Sk™! X)b) — (Sk™ X)), 5
ce qui acheve la démonstration. O
PROPOSITION 6.1.28. Soit M [’ensemble des inclusions de la forme
da —a a€ObA.

Alors la classe de morphismes Cell(M) s’identifie a la classe des monomorphismes
de A. En particulier, M est un modéle cellulaire de A.

DEMONSTRATION. Comme tous les éléments de M sont des inclusions, il
est clair que tout élément de Cell(M) est un monomorphisme. Il s’agit donc
de montrer I'inclusion inverse. On remarque qu’en vertu du lemme 6.1.27, pour
tout préfaisceau X sur A, 'inclusion canonique @ — X est dans Cell(M). Soit
X — Y une inclusion de préfaisceaux sur A. On fixe pour le moment un entier
n > 0, puis on pose pour chaque préfaisceau X sur A,

Uxn= 1O (X,x0daU Sk X), xa).
acObA,

On forme ensuite le carré cocartésien suivant.

UX n UY, n

]

I X,xa .
acObA, @ T

On a une fleche canonique ¢ de 1" vers I, cop 4, Yy X a qui s’identifie a la somme
de l'identité

n-1 n-1
(KUK Y)) e — I (XU (SKY),) xa

et de la somme d’inclusions de bords

n-1 n-1
ae(]){An(Ya \ (X,USK™Y)) x da — QE&AH((YG \ (X USk™Y)) xa.
Le morphisme ¢ est donc obtenu par composition de sommes d’éléments de
Cell(M). On a le diagramme commutatif suivant.

n-1
(B Ko X G U X

(6.1.28.1) l [ l

n-1
aEg){AnYa xa UY,n Sk Y
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En vertu du corollaire 6.1.20, on a un carré cartésien

Sk" X USk™'Y —= X USk™'Y
(6.1.28.2) l l
Sk™Y XUSk"Y
Comme ce dernier n’est formé que d’inclusions, et comme X U Sk"Y = X U
Sk™!'Y U Sk"Y, on en déduit qu’il est aussi cocartésien. En vertu du lemme

6.1.27, en complétant le diagramme (6.1.28.1) en carrés cocartésiens, on montre
que le carré suivant est cocartésien.

T Sk™ X USk™'Y
/| l
O Y, xa Sk™Y
acObA,

Par conséquent, le carré cocartésien (6.1.28.2) montre que l'inclusion de X U
Sk™!Y vers X USk™Y est un élément de Cell(M). Vu que Y est la réunion de ses
squelettes, on en déduit que I'inclusion de X dans Y est un composé dénombrable
a droite d’éléments de Cell(M), ce qui acheve la démonstration. O

6.1.29. Soit A une catégorie squelettique. On remarque que tout monomor-
phisme de A est dans A,. En effet, si a est un monomorphisme, il admet une
factorisation de la forme o = dm, ounw € FIA_ et § € FI A,. Il est immédiat que 7
est un monomorphisme, et comme 7 admet une section, 7 est un isomorphisme.
On en déduit que 7 est une identité, et partant, que a = 9.

Un monomorphisme de A est strict s’il n’est pas un isomorphisme. On va
définir la notion de sous-objet homogéene K d’un objet a de A par récurrence sur
A(a) =n, n>0.5in =0, le seul sous-objet homogene de a est le préfaisceau
vide. Si n > 0, un sous-préfaisceau K de a est un sous-objet homogene s’il existe
un entier m, m > 0, une suite finie

Kyc...CK,

de sous-objets de a, et pour chaque entier p, 1 < p < m, un monomorphisme
strict a, — a vérifiant les conditions suivantes.

(a) Ky est le préfaisceau vide et K,,, = K.
(b) Pour tout entier p, 1 < p <m, on a l'égalité K, = K,_1 Ua,.

(c) Pour tout entier p, 1 < p < m, si on forme le carré cartésien suivant,

K

p—1 N a,p —_— ap
Kpfl —> )

K, 1 Na, est un sous-objet homogene de a,.

On dira alors que K est de longueur < m.
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DEFINITION 6.1.30. Une catégorie squelettique A est régulicre si pour tout
objet a de A, 0 a est un sous-objet homogene de a.

EXEMPLE 6.1.31. La catégorie des simplexes A est une catégorie squelettique
réguliere (cf. la preuve du lemme 3.1.9).

LEMME 6.1.32. La notion de catégorie squelettique réguliere est stable par
localisation, i.e. si A est une catégorie squelettique régquliére, alors pour tout pré-
faisceau X sur A, il en est de méme de la catégorie A/ X.

DEMONSTRATION. Soit X un préfaisceau sur une catégorie squelettique régu-
liere A. On sait déja que A/ X est squelettique (lemme 6.1.5), et on constate sans

difficultés que le modele cellulaire de A/X induit par la structure de catégorie
squelettique sur A/X est 'ensemble des fleches de la forme

La,
a
\ / , a€O0bA, ueHomjz(a,X)=X,.
X

L’assertion en résulte aussitot. O

da

PROPOSITION 6.1.33. Soit A une catégorie squelettique réguliére. Alors pour
tout préfaisceau X sur A, tout A/ X -localisateur est régulier.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme précédent, il suffit de montrer que tout
A-localisateur est régulier. Considérons un A-localisateur W. Le lemme 4.4.17 et
les propositions 4.4.12 et 6.1.28 impliquent qu’il suffit de montrer que pour tout
objet a de A, le préfaisceau 0 a est W-régulier. Comme on a supposé A réguliere,
il suffit donc de montrer que pour tout objet a de A, tout sous-objet homogene
K de a de longueur < m est W-régulier. On peut alors conclure en procédant par
récurrence sur A 4(a) et sur m, et en utilisant les limites inductives WW-régulieres
de T'exemple 4.4.2 (i.e. en reproduisant la preuve du cas particulier qu'est la
proposition 4.4.22). O

DEFINITION 6.1.34. Soit A une petite catégorie. Un A-prélocalisateur est un
ensemble W de fleches de A vérifiant les axiomes suivants.
PL1 W est faiblement saturé.

PL2 Pour tout diagramme commutatif dans A du type

[o %1 g
Al <— Ay —— Ay

N

Bigm BB o
dans lequel a; et () sont des monomorphismes, et fy, fi, fo sont des élé-
ments de W, la fleche canonique A; I14, Ay — B; llp, By est un élément
de W.
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PL3 Si A est un ensemble bien ordonné, X,V : A — A une paire de foncteurs,
et » : X — Y un morphisme de foncteurs tels que pour tous v < p € A, les
fleches naturelles X (v) — X (u) et Y (v) — Y (1) sont des monomorphis-
mes, ¢(p) + X(p) — Y(p) étant dans W, alors lim ¢ : lim X — limY’
est un élément de W.

EXEMPLE 6.1.35. Il résulte du lemme 2.3.7 que tout A-localisateur est un
A-prélocalisateur.

REMARQUE 6.1.36. On vérifie que tout A-prélocalisateur W vérifie les axio-
mes L1 et L3 de la définition de A-localisateur. Par conséquent, pour que W soit
un A-localisateur, il faut et il suffit qu’il satisfasse a 'axiome L2 (ou bien a 'une
des conditions énoncées dans le lemme 1.1.27).

EXEMPLE 6.1.37. Soit W un localisateur fondamental. Alors pour toute pe-
tite catégorie A, Wi = i, W est un A-prélocalisateur (1'axiome LP1 étant tri-
vialement vérifié, cela résulte de la proposition 1.3.5).

LEMME 6.1.38. Soient A une catégorie squelettique réguliere, B une petite
catégorie, YW un B-prélocalisateur, ® et U deux foncteurs commutant auz petites
limites inductives et respectant les monomorphismes, de la catégorie des préfais-
ceauzr sur A vers celle des préfaisceaur sur B, et a un morphisme de foncteurs
de ® vers V. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme
a, : P(a) — Y(a)
est dans W.
(b) Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme
ay : (X)) — U (X)
est dans W.
DEMONSTRATION. Supposons I'assertion (a) vérifiée. Si M désigne 1’ensem-
ble des inclusions du type da — a, a € Ob A, on sait que la classe des mono-
morphismes de A s’identifie & Cell(M), ce qui implique en vertu des axiomes PL2

et PL3 qu'il suffit de montrer que ay, € W pour tout a € Ob A. Comme A est
réguliere, il suffit donc de montrer que pour tout objet a de A, et tout sous-objet

homogene K de a dans A, ak est dans W, ce qui résulte d’une double récurrence
évidente sur la construction de K. O

PROPOSITION 6.1.39. Soit A une catégorie squelettique réguliere. On consi-
dere une donnée homotopique élémentaire sur A,

Z=(1,0°0"0),
et un A-prélocalisateur VV tels que pour tout objet a de A, le morphisme
Oga:aQ@1 —a

soit un élément de W. Alors W est un A-localisateur, et pour tout préfaisceau X
sur A, le morphisme
ox . X ® [ — X
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est une W-équivalence.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 1.1.27, il suffit de montrer la seconde
assertion, a savoir que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme ox est dans
W. Le lemme 6.1.38 appliqué au cas ot A = B, ® = [ et ¥ = 1; permet de
conclure. O

COROLLAIRE 6.1.40. Soit A une catégorie squelettique régulicre. On conside-
re une donnée homotopique élémentaire sur A

Z=(1,0°0"0),
et un localisateur fondamental YV, tels que pour tout objet a de A, le morphisme
Oga:a@1 —a

soit une W-équivalence. Alors A est une VW-catégorie test locale, et pour tout
préfaisceau X sur A, le morphisme

ox 1 X®I — X
est une YW-équivalence.
DEMONSTRATION. Vu que i,'W est un A-prélocalisateur, I'assertion résulte

du corollaire 1.3.10 et de la proposition ci-dessus. O

2. Ensembles cubiques
6.2.1. Onnote Oy = {0} et pour n > 1, O,, désigne ’ensemble produit {0, 1}".
Pour n > 1,1 <7 <n,et e=0,1, on définit une application
ok .0, , — 0O,
par la formule
85 (zy, o ) = (X1, Ty, 6, Ty e )
et pour n >0, 1 <7 <n+ 1, une application
o Oy — O,

par la formule

Ug(ﬂfl, c. 7.’L‘n+1) = (1‘17 e 3 i1, Lig 1y - - - 7.’L‘n+1)
On définit la catégorie des cubes O comme la sous-catégorie de Ens dont les objets
sont les ensembles O,,, n > 0, engendrée par les fleches 6, n > 1,1 < i < n,
e =0,1, et les fleches g;, n > 0, 1 < ¢ < n+ 1. Nous laissons le lecteur vérifier
I’énoncé suivant.

PROPOSITION 6.2.2. @ est la sous-catégorie de Ens dont les objets sont les
ensembles O,,, n > 0, et dont les fleches sont les applications

f:l]:lmﬁl]:ln7 f:(flv"'7fn)7 fj:l]:lm—>|]:|17 1§j§n7
satisfaisant les deux conditions suivantes.

(a) Pour tout j, 1 < j <mn, f; est une application constante (de valeur 0 ot
1) ou bien une projection du type

pri O, — 0Oy, (v1,...,2p)—x;, 1<i<m.
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(b) Pour tous ji, ja, 1 < j1 < jo < m si fj, =pri, et fj, = pri,, alors iy < is.

6.2.3. Les applications 0%¢ et o* vérifient les relations cocubiques ci-dessous.

G ey = 0u 6h Y i<

+1 L

a%anﬂ—anaibﬂ i< j

(6.2.3.1) 5is gI= i<
U% el = 5116‘7%1 1>

1o, =]

On peut montrer que la catégorie des cubes est totalement déterminée par ces
relations. Celles-ci et un peu de patience menent au lemme suivant.

LEMME 6.2.4. Tout morphisme ¢ : O, — O,, de O est de la forme

lo,€0 l1,€1 li—1,6i—1 _kj kj_1 ko
=0, 0, -0y O 1O Oy

oun—1=m—1—7. En particulier, tout monomorphisme i : O,, — 0O, s’écrit

y — lO,EO l17€1 ln7m71,€n7m71
1= 511 51171 . 5m+1 )

et tout épimorphisme w : O,, — O, s’écrit

k;mfn72 kO

kmn 1
=20, O'nJrl m—1 *

6.2.5. La catégorie des cubes O admet une structure de catégorie monoidale
stricte induite par le produit cartésien d’ensembles (ce qui résulte immédiatement
de la description de O obtenue par la proposition 6.2.2). Autrement dit, il existe
un foncteur

®@:O0x0— 0O |, (O, 0,) — O, ® O, = Oyin

faisant de O un catégorie monoidale dont I'objet unité est 'oblet final de O, &
savoir Oy. La catégorie des cubes, munie de cette structure, est caractérisée par
une propriété universelle. On note M<; la sous-catégorie pleine de O dont les
objets sont les ensembles Oy et 0. Il s’agit donc de la catégorie représentée par
le diagramme commutatif

PROPOSITION 6.2.6. Soit C une catégorie monoidale. La catégorie des fonc-
teurs monoidauz de O vers C est canoniquement équivalente a celle des foncteurs
de O<; vers C qui envoient Oy sur l'objet unité de C, dans le sens ou tout foncteur

(I)llu:lgl —>C
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tel que ®1(0y) soit l'objet unité de C se prolonge de maniere unique & isomor-
phisme canonique pres en un foncteur monoidal

o.0—°C
O, — & (0,)%" = &1(0)) @ (&(01) @ (... P1(Oy))...)) .
DEMONSTRATION. Pour n > 1,1 <i<n,ete=0,1. on a I'égalité

n—i )

0 =1o,, ®6,°® 1o
et pourn >0,1<i<n+ 1, 'égalité
0’; = ]‘Di—l ® Ué ® 1Dn—i+1 .

La structure monoidale de O et ces égalités suffisent pour retrouver les relations
(6.2.3.1), lesquelles caractérisent O, ce qui implique la proposition. O

EXEMPLE 6.2.7. On peut réaliser la catégorie O<; comme une sous-catégorie
pleine de la catégorie des simplexes A, en envoyant Oy sur Ag, Oy sur ’ensemble
ordonné Ay, o sur ¢, et 6, sur 1 ~°. L’inclusion canonique de A dans Cat nous
donne donc par composition une inclusion pleine de O<; dans Cat qui envoie O
sur la catégorie ponctuelle. Or cette derniere est 'objet unité pour la structure
de catégorie monoidale de Cat définie par le produit cartésien. On obtient donc
par prolongement un foncteur monoidal

t:0—Cat , 0O,— A7.

Ce foncteur sera appelé le plongement canonique de O dans Cat (on remarque
cependant qu’il est fidele et injectif sur les objets sans étre plein).

EXEMPLE 6.2.8. Si A est une petite catégorie, toute donnée homotopique élé-
mentaire sur A détermine, a isomorphisme canonique pres, un foncteur monoidal
de la catégorie des cubes vers celle des endofoncteurs de la catégorie des préfais-
ceaux sur A. On peut par ailleurs montrer que cela détermine canoniquement une
action des ensembles cubiques (i.e. des préfaisceaux sur O) sur A, dotée de bons
comportements homotopiques.

6.2.9. Nous allons a présent montrer que la catégorie des cubes est une Ws,-
catégorie test, et que le plongement canonique de O dans Cat est un W,-foncteur
test. Nous allons donner dans un premier temps une démonstration élémentaire de
ce fait, puis développer les propriétés homotopiques intrinseques de [EI, lesquelles
nous donnerons des informations supplémentaires sur la structure de catégorie de
modeles fermée sur O, ainsi qu'une seconde preuve du fait que O est une Weo-
catégorie test.

Soit A une petite catégorie. Un précylindre fonctoriel est un triplet

(‘[7 807 81) )

ou I est un endofoncteur de A, et 0°, ¢ = 0, 1, deux morphismes de foncteurs de
I'identité de A vers I. Une augmentation d’un tel précylindre est une famille

0= (04:1(a) — a)acoba
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de morphismes de A, telle que pour tout objet a de A et pour ¢ = 0,1, on

ait 1'égalité 0,0, = 1,. Un précylindre admettant une augmentation sera dit
augmenté. Un cylindre fonctoriel est un quadruplet
(I,0°,0",0)

tel que le triplet (I,0° 0') soit un précylindre fonctoriel, o désignant un mor-
phisme de foncteurs de I vers l'identité de A, tel que la famille de fleches o, ,
a € Ob A, définissant ¢ soit une augmentation du précylindre fonctoriel considéré.

REMARQUE 6.2.10. Si (I,9° 0') est un précylindre fonctoriel dans une petite
catégorie A admettant une augmentation o, alors pour tout objet a de A, la fleche
0, permet de définir un précylindre fonctoriel dans la catégorie A/a,

(I]a/as &) a7 0| asa) 5
défini comme suit. Pour tout objet (a’, ) de A/a, on pose
Iaj(d o:d — a) = (I(d'), 0, I(r) : I(a') — a) ,
et pour toute fleche f: (', a) — (a”,’) de A/a, on pose
HA/a(f) =I(f) .
Les 111|10rphismes de foncteurs 9° et 9! induisent les morphismes de foncteurs 9°| Ja
et 0| a/q-

LEMME 6.2.11. On fize un localisateur fondamental WW. Soient A une petite
catégorie,
1: A — Cat
un foncteur, et
(1,0°,0")
un précylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées.

(a) Pour tout objet a de A, le foncteur id° : i(a) — i I(a) est une immersion
ouverte, i.e. un isomorphisme sur un crible U, de la catégorie i I(a), et le
foncteur i0} :i(a) — i 1(a) se factorise par le cocrible complémentaire de

U, Fy = iI(a)\ U,.
(b) Pour tout morphisme «:a — a’ de A, on ail(a)(F,) C F,.
Alors pour toute petite catégorie C' admettant un objet final ec, le foncteur d’oubli
A/IC=A)i"C — A
est une W-équivalence.
DEMONSTRATION. On définit un foncteur
D:A/C— A/C
comme suit. On pose pour chaque objet (a,u) de A/C
D(a,u :i(a) — C) = (I(a),v, : i I(a) — C) ,

ou v, est 'unique foncteur dont la restriction a U, est u, i.e. tel que v,|y, =
Vulita) = 00 1(07) = u, et dont la restriction au crible complémentaire F, est le
foncteur constant de valeur ex (cette définition prend un sens a la lumiere du
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lemme 1.1.22; lequel est applicable grace a la condition (a) et au fait que ec est
un objet final de C). Si « est une fleche de (a,u) vers (a’,u') dans A/C, On pose
simplement D(f) = I(f). Le fait que l'on obtient bien de la sorte un foncteur
résulte de vérifications élémentaires utilisant la propriété (b). On définit ensuite
un morphisme de foncteurs
50 01 A/jC — D

par la formule

5?&”) - 80

a

, (a,u) e ObA/C .
On considere enfin le foncteur
j:A— A/C ;a— (a,ec:i(a) — C) ,
ol e désine aussi le foncteur constant de valeur ec. En composant j avec le
foncteur d’oubli » de A/C vers A, on obtient un endofoncteur K = jr de A/C,
et on définit un morphisme de foncteurs
'K — D

par la formule

5(1(17“) =0, (a,u) €0bA/C .

On interprete 6° et §' comme des homotopies de I'identité de A/C vers D et de
K = jr vers D respectivement. Cela implique que jr est une W-équivalence, et
comme 7] = 14, cela implique que r en est une aussi, ce qui acheve la démons-
tration. O

PROPOSITION 6.2.12. On fize un localisateur fondamental VWW. Soient A une

petite catégorie,
1: A — Cat
un foncteur, et
(1,0°,0")

un précylindre fonctoriel augmenté dans A. On suppose les conditions suivantes
vérifices.

(a) Pour tout objet a de A, le foncteur id° : i(a) — i I(a) est une immersion

ouverte, i.e. un isomorphisme sur un crible U, de la catégorie i I(a), et le
foncteur 0! :i(a) — i I(a) se factorise par le cocrible complémentaire de

Ua; F, = Z[(CL) \ Us.
(b) Pour tout morphisme «:a — a’ de A, on ail(a)(F,) C F,.
(c) Pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admet un objet final.

Alors i est un W-foncteur test local (en particulier, A est donc une W-catégorie
test locale).

DEMONSTRATION. Comme on a supposé le précylindre fonctoriel augmenté,
on vérifie que pour tout objet a de A, le foncteur composé

Ala — A 5 Cat
et le cylindre induit dans A/a grace a 'augmentation,
<[|A/a7 aO‘A/CU 81|A/a> 5
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satisfont les hypotheses du lemme 6.2.11. On en déduit que pour toute petite
catégorie C' admettant un objet final, la projection ¢*C' X a — a est une W-é-
quivalence (dans 121\/ a et donc dans 121\) La proposition 1.1.20 implique des lors
I’assertion. O

COROLLAIRE 6.2.13. La catégorie des cubes est une Wso-catégorie test, et
linclusion canonique de O dans Cat est un W, -foncteur test.

DEMONSTRATION. On définit un cylindre fonctoriel dans O par

(0,)=0,o0; , n>0,

1
om, =0 et 9y =00° , n>0,e=0,1.

Les hypotheses de la proposition 6.2.12 sont vérifiées pour celui-ci et pour 'inclu-
sion canonique de O dans Cat, ce qui montre que ¢ est un W,,-foncteur test local.
Pour achever la démonstration, il suffit donc de montrer que O est une catégorie
Wo-asphérique, ce qui est immédiat puisqu’elle admet un objet final (a savoir
IDO). l:‘

6.2.14. On appellera ensembles cubiques les préfaisceaux sur la catégorie des
cubes. Si X est un ensemble cubique, et si n > 0, on notera X,, I’évaluation de
X en l'objet O,,. Comme annoncé, nous allons a présent dévélopper la théorie
homotopique des ensembles cubiques.

PROPOSITION 6.2.15. On note Oy (resp. O_) la sous-catégorie de O dont les
objets sont les ensembles O,,, n > 0, et dont les fleches sont les monomorphismes
(resp. les épimorphismes) de @. On a en outre une application évidente

Ag:ObO0 — N, O, +—n.
La catégorie des cubes est ainsi munie d’une structure de catégorie squelettique.

DEMONSTRATION. L’axiome Sql est évident. Pour ce qui est de l’axiome
Sq2, existence des factorisations résulte du lemme 6.2.4, et I'unicité résulte de
I'unicité a bijection unique pres de la factorisation de toute application en une
surjection suivie d'une injection. Pour montrer que tout épimorphisme de O ad-
met une section, il suffit de le vérifier pour les morphismes de la forme o?, ce qui
résulte immédiatement des relation cocubiques (6.2.3.1). Considérons enfin deux
épimorphismes de O,

.4, — 04, et Wliﬂjm%ﬂ]n,

et supposons qu’ils admettent les mémes sections. On remarque que toute fleche
de la forme p : Oy — 0O,, se factorise par une section de 7 et donc de 7', ce qui
implique que mp = 7’ p. Autrement-dit, pour tout x € O,,, on a 7(x) = @'(x).
Cela montre que 'axiome Sq3 est vérifié. O
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LEMME 6.2.16. Soient C une catégorie, et F' : O — C un foncteur. Pour
n>0el<i<j<n+2, lecarré suivant est cartésien.

1,6
n+1

F
Fl]:ln — > Fl]:ln+1
j—1,
F‘%-H”J/ lF‘%iz
FDn+1 - Fl]:ln+2
F&b®

n+2

DEMONSTRATION. On note 6% pour F'0%¢, et o' pour Fio', etc. Les équations
(6.2.3.1) montrent que ce carré est commutatif. Soient u et v deux fleches d'un
objet X de C vers FO, telles que 6/"v = 0*° u. On a alors les égalités

v=0) " =0 u=560"tu,
u=0c" 8 u=0c" "=y .
Par conséquent, on a o'v = ¢' 6 o971y = o/~ u. 1l est évident que cette fac-

torisation est unique, puisque tous les monomorphismes de O admettent des
rétractions. O

LEMME 6.2.17. Pourn > 1 et 1 <1 <n, le carré suivant est cartésien dans
.
(%)

ll

Dn—l —1> I]:In
&

DEMONSTRATION. Cette assertion est équivalente a Paffirmation qu’il n’exis-
te pas de carré commutatif du type

I]:lm - Dn—l

[k

0,1 ——0,
ot
pour m > 0. Comme il existe toujours un morphisme de Oy vers O,,, on peut se
contenter de vérifier I'inexistence de tels diagrammes commutatifs lorsque m = 0,
ce qui est une constatation immédiate. O

PROPOSITION 6.2.18. La catégorie des cubes est une catégorie squelettique
régquliere.

DEMONSTRATION. On commence par montrer par récurrence sur n que tout
sous-objet de O,, de la forme

K= U Imé
(ie)el

ou I est un sous-ensemble de 'ensemble produit {0,...,n} x {0,1}, est un sous-
objet homogene. L’assertion est évidente pour n = 0, 1, ce qui permet de supposer
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n > 2. Soit (ig,&p) un élément de I, et soit J = I\ {(ip,€0)}. On pose L =
Uie) e s Im 6%, Alors on a
LNImdéo = U (Im§&:* NIm o) .
(i,e)ed
Or il résulte du lemme 6.2.16 que Im 6°NIm 620 est un préfaisceau représentable
lorsque 7 # i, et du lemme 6.2.17 que c’est le préfaisceau vide lorsque i = ig et
€ # g9. On en déduit que L NIm §0°0 est un sous-objet homogene de O,_, ce
qui implique notre assertion. La proposition résulte a présent du fait que pour
n >0, le bord 00, de O, est le préfaisceau
on, = U Im §%¢ |

1<i<n, e=0,1
puisque d’apres ce qui précede, cette présentation montre qu’il est un sous-objet
homogene de O, O

NOTATIONS 6.2.19. Pour n > 0, on note
i, 04, — 0,
I'inclusion canonique du bord de O, dans 0.
LEMME 6.2.20. Soient A une petite catégorie, et
d:0— A
un foncteur commutant aux petites limites inductives. Pour que ® respecte les

monomorphismes, il faut et il suffit que pour tout n > 1, et pour touti, 1 <1 < n,
le morphisme

(2(0,°), 2(3;,1)) + @(0y—1) L &(Dy—1) — ©(,)
soit un monomorphisme.

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire puisque les morphismes de
type (64, 651) sont des monomorphismes de O (6.2.17). Montrons la réciproque.
Comme les morphismes 7,,, n > 0 forment un modele cellulaire de O (6.1.28), il
suffit de montrer que pour tout n > 0, ®(7,,) est un un monomorphisme. Comme
O(2) = @, le cas n = 0 est évident, et le cas n = 1 est en fait vérifié par hy-
pothese. On peut donc supposer que n > 2. La démonstration utilise alors les
lemmes 6.2.16 et 6.2.17, et repose sur le méme principe que celle de 3.1.8. Les

détails sont laissés au lecteur. O
6.2.21. Le produit tensoriel de la catégorie des cubes se prolonge de maniere
unique a isomorphisme unique pres en un produit tensoriel
@:O0x0—0O , (X,)V)—XQY
tel que pour tout ensemble cubique X, les foncteurs
Y— XQ®Y et Y+—Y®X

commutent aux petites limites inductives. La catégorie des ensembles cubiques
est ainsi munie d’une structure de catégorie monoidale, dont 'objet unité est
I'objet final Oy. Cela permet d’énoncer la propriété universelle suivante, dont la
démonstration résulte immédiatement de la proposition 6.2.6.
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PROPOSITION 6.2.22. Soit C une catégorie monoidale admettant des petites
limites inductives, et telle que pour tout objet X de C, les foncteurs

Y—X®Y e Y—Y®X

commutent aux petites limites inductives. Alors la catégorie des foncteurs monoi-
dauz et commutant auz petites limites inductives de la catégorie O vers C est
canoniquement équivalente a celle des foncteurs de la catégorie O<y vers C qui
envoient 'objet Oy sur ['objet unité de C.

EXEMPLE 6.2.23. Le foncteur monoidal @ —s A qui associe au n-cube 0O, le
produit A?, induit un unique foncteur commutant aux petites limites inductives

i! . |f| — & .
La proposition ci-dessus implique que le foncteur ¢, est monoidal pour le produit

cartésien d’ensembles simpliciaux, i.e. que pour toute paire d’ensembles cubiques
X et Y, on a un isomorphisme canonique

WX ®Y) ~i(X) x ).
En outre, le foncteur 7, admet un adjoint a droite
# A — O ,
défini par la formule
#*(X), = Homz (A", X) , XeObA , n>0.
PROPOSITION 6.2.24. Pour tout ensemble cubique X, les foncteurs
Y— XQY e YVY—Y®X

respectent les monomorphismes. En outre, pour toute paire de monomorphismes
de O,
A— B et K-—1L,

le carré commutatif
AR K —=A®L

BRK—B®L

est cartésien, ou encore, de maniére équivalente (puisque les fléches de ce carré
sont toutes des monomorphismes), la fléche canonique

AR L9y BO® K — B® L
est un monomorphisme. Comme de coutume, on écrira dans ce cas

AR LMuyx BR K =A®LUB®K .

DEMONSTRATION. Soient X et Y deux ensembles cubiques. On va montrer
que le morphisme

(1x®6}’0®1y7lx®6}’1®1y)

XeYIX®Y XY
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est un monomorphisme. De maniere équivalente, il s’agit de vérifier qu’il n’existe
pas de carré commutatif dans O de la forme ci-dessous.

O, X®Y
l \LlX@(Si’O@lY
X®Y XY

1x®6 ' ®ly

Or si cela était le cas, comme Oy est & la fois Pobjet final O et objet neutre
de la structure monoidale que nous considérons, il existerait par fonctorialité un
tel carré dans le cas ou X =Y = Oy, ce qui est en contradiction avec le lemme
6.2.17. Par conséquent, pour tout ensemble cubique X, les foncteurs

Y— XQY et Y—Y®X

respectent les monomorphismes. En effet, en vertu de ce qui précede, pour n > 0,
et pour 1 <17 <n, comme on a la décomposition monoidale

0iF =1p, , ®6;° ® 1

n—i
les morphismes

i,0 il
XoO,  IX o0, X Ixen) o

sont des monomorphismes, ce qui permet d’invoquer le lemme 6.2.20. Considérons
a présent deux entiers n, m > 0. Alors le carré induit par les inclusions canoniques
des bords de O,, et O,

oo, o0, — 0O, ®o0,

| |

aI]:Im(gl]]n I]:Im®|]:|n )

est cartésien. En effet, on sait qu’il est formé de monomorphismes, et il résulte
des lemmes 6.2.16 et 6.2.17 que

8|]:Im®|]]nﬂ|]:|m®8|]:|n: U Im( :;Le+n %11171) )
(27.]76777)6[

ol [ est I’ensemble
I={(G,j,en)|1<j<m,m+1<i<m+n,en=01,1},
ce qui est une présentation possible de 0 O,, ® d O,,. Le morphisme canonique
O,, ® 8O, on, eon, 0 Om @ O — O, @ O,

est donc un monomorphisme, ce qui achéve la démonstration, en vertu de [26,
lemme 4.2.4]. O

6.2.25. On condidere a présent le foncteur 7, de 'exemple 6.2.23, ainsi que
son adjoint a droite ¢*. On remarque que si C est une petite catégorie, * N C'
s’identifie canoniquement a l’ensemble cubique *C', ou cette fois ¢* désigne le
foncteur de Cat dans @O induit par le plongement canonique de O dans Cat.
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Grace a la proposition ci-dessus, le produit tensoriel a droite par O; définit
une donnée homotopique élémentaire sur M, les morphismes

05 : X — X
étant définis par 05 = 1x ® 6;° et les morphismes
ox . X ® |]:|1 — X

par ox = lx ® o). On dira que cette donnée homotopique est la donnée homoto-
pique canonique sur O, et sera notée Oy .

PROPOSITION 6.2.26. La catégorie des cubes est une Wy, -catégorie test, et
pour tout ensemble cubique X, les foncteurs

Y—X®Y e Y—Y®X

respectent les co-équivalences. En outre, le O-localisateur des co-équivalences est
le plus petit A-prélocalisateur contenant les fleches O, — Oy, n > 0.

DEMONSTRATION. La catégorie D est oo-asphérique, puisqu’elle admet un
objet final, et donc il suffit de montrer qu’elle est une W,.-catégorie test locale.
Comme pour tout n > 0, la fleche

o, ® oy : 0, ® 0, = O,y — O,

est une oco-équivalence, les propositions 6.2.18 et 6.2.24, et le corollaire 6.1.40,
impliquent la premiere assertion. On en déduit aussi que pour tout ensemble
cubique X, tout entier n > 0, le morphisme X ® O, — X est une co-équiva-
lence. Par conséquent, pour toute oo-équivalence X — Y dans [EI, les fleches

X®0O,—Ye®O, , n>0,

sont encore des oo-équivalences. Le lemme 6.1.38 implique des lors la deuxieme
assertion. Il reste & caractériser les co-équivalences de @ en termes de O-prélocali-
sateurs. Le méme argument que ci-dessus, mais assisté cette fois de la proposition
6.1.39, montre que le plus petit O-prélocalisateur contenant les fleches O,, — Oy,
n > 0 est en fait le O-localisateur engendré par les fleches O,, — Oy, n > 0.
D’autre part, comme O est une catégorie squelettique réguliere, tout O-localisa-
teur est régulier (proposition 6.1.33), et donc il résulte du théoreme 5.1.10 que les
co-6équivalences de O sont les éléments du D-localisateur engendré par les floches
O, — Oy, n > 0, ce qui acheve la démonstration. O

PROPOSITION 6.2.27. Le foncteur i* : A — WD détecte les co-€équivalences,
i.e. un morphisme d’ensembles simpliciaux est une co-équivalence si et seulement
si sont 1mage par le foncteur i* en est une.

DEMONSTRATION. C’est une application directe de la proposition 5.2.8 pour
A =0et B = A, une fois remarqué que comme le plongement canonique de
O dans Cat est un W, -foncteur test, I’ensemble cubique i*A; est localement
Weo-asphérique. O

LEMME 6.2.28. Le foncteur i, : O — A respecte les monomorphismes.
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DEMONSTRATION. Le foncteur 4, envoie 'inclusion 0 0; — [ sur son ana-
logue 0 Ay — A; qui est un monomorphisme. Comme le foncteur 7, est monoi-
dal, et comme les monomorphismes sont stables par produits finis, on en déduit
aussitot que les conditions du lemme 6.2.20 sont vérifiées, ce qui implique 1’asser-
tion. U

PROPOSITION 6.2.29. Le foncteur iy respecte les co-équivalences, et les mor-
phismes d’adjonction
Wit — 13 et lg— i
sont des oo-équivalences dans A et dans O respectivement. En particulier, le
couple (iy, i*) est une équivalence de Quillen.

DEMONSTRATION. On sait que le plongement canonique de O dans Cat est
un W,.-foncteur test (corollaire 6.2.13). Par conséquent, le foncteur induit

i*: Cat — O
définit une équivalence de catégories
i* : Hot,, — Hwoolfl )
Hot_, désignant la localisation de Cat par les co-équivalences. On sait par ailleurs

que pour des raisons similaires, le foncteur nerf induit une équivalence de caté-
gories

N:Hot, — H,,_A.
Comme le foncteur i* : A — @O respecte les oco-équivalences, il induit un foncteur
entre les catégories homotopiques correspondantes noté aussi par abus ¢*, et on

en déduit le triangle commutatif ci-dessous.

Par conséquent, le foncteur

est une équivalence de catégories. D’autre part le foncteur 7, respecte les oco-
équivalences. En effet, comme le foncteur i, commute aux petites limites induc-
tives, il résulte du lemme 6.2.28 que i!’IWOO est un O-prélocalisateur, et il est
évident qu’il contient les fleches O,, — Oy, n > 0, ce qui implique grace a la
derniere assertion de la proposition 6.2.26 que c’est un O-localisateur qui contient
les co-équivalences. On vérifie aussitot que le foncteur induit

Z.! . HWool]/j e HWOOE
est un adjoint a gauche du foncteur ¢*, les morphismes d’adjonction étant in-
duits par leurs analogues avant localisation, et donc que c’est une équivalence
de catégories. La forte saturation des localisateurs permet alors de montrer que

les morphismes d’adjonction de 2, et ¢* sont des oco-équivalences avant localisa-
tion. ]
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6.2.30. Le foncteur (X,Y) — X ® Y respecte les oo-équivalences de O, et
donc induit un foncteur

® : Hyy O x Hyyy O — My, O.

Comme HWOOI]/I\I est une catégorie équivalente a la catégorie Hot_, cela induit un
foncteur
® : Hot_ x Hot,, — Hot__ .

COROLLAIRE 6.2.31. Le foncteur @ : Hot_, x Hot,, — Hot_ est le foncteur
produit cartésien (X,Y)— X x Y.

DEMONSTRATION. L’équivalence de de catégories de HWOOI]/:\I vers HWOOA est
induite par le foncteur monoidal 4,. Il suffit donc de vérifier que le produit cartésien
d’ensembles simpliciaux induit bien le produit cartésien dans Hot_, ce qui est
bien connu (cela se déduit par exemple du fait que A est une Wy,-catégorie test
stricte). O

REMARQUE 6.2.32. Le produit cartésien d’ensembles cubiques ne respecte
pas les co-équivalences en général. On peut par exemple calculer explicitement
le type d’homotopie de ’ensemble cubique O; x Oy : il s’agit d’une sphere dans
laquelle on a tendu une corde, objet dont le lecteur conviendra certainement qu’il
n’est méme pas simplement connexe.

Cependant, comme la structure de catégorie de modeles fermée sur O est
propre, si X est un ensemble cubique fibrant, le produit par X respecte les équi-
valences faibles.

6.2.33. Pour clore cette section concernant les ensembles cubiques, nous allons
donner une description plus précise des fibrations pour la structure de catégorie
de modeles sur O (dont les équivalences faibles sont les oo-équivalences, et les
cofibrations, les monomorphismes).

On a vu que le produit tensoriel par O; définit une donnée homotopique
canonique sur O, notée encore O;. Pour n > 1,1 <i < n, et ¢ =0, 1, on définit
le sous-objet homogene MM%¢ de O,, par

M= U Imé",
" Gm#AGe) "

et on note u%° I'inclusion dans O,,.
ubf M — 0O,
On définit 'ensemble J comme celui des fleches du type ui®, n > 1,1 < i < n,
et ¢ = 0,1. On obtient ainsi une donnée homotopique sur O :
(l]:l17 ‘]) :
Si I désigne I'ensemble des inclusions du type
on, —0O, , n>0,

on sait que I est un modele cellulaire de O, et donc par le procédé du paragraphe
2.2.11, on obtient un petit ensemble d’extensions anodines

Aﬂjl([uj) )
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puis une classe d’extensions anodines

Z<T(A||:|1 <[7 J))) :

D’autre part, la donnée homotopique (Oy, J) définit une structure de catégorie
de modeles fermée a engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les mo-
nomorphismes, et les équivalences faibles, les éléments d’'un O-localisateur noté

W.
LEMME 6.2.34. On considére deux carrés commutatifs

X > X/ > X//

L

Y —Y —Y"
tels que les fleches
Yy X' —Y' e Yy X —Y”
soient des extensions anodines. Alors la fleche
Yy X" —Y”

est une extension anodine.

DEMONSTRATION. On a un carré cocartésien canonique :

Yy X' —Y Iy X”

l l

y! Y/ Iy X"

L’assertion résulte ainsi de la stabilité des extensions anodines par composition
et par images directes. U

LEMME 6.2.35. Soient m > 0, n > 0,1 < i <n ete =0,1. Les carrés
commutatifs

N o0, — 0,400, o0, ® M- —00,, ® M4
M ® O,, O, ® O, 0, ®o0, 0, ® 0,

induisent les identifications

M O, Ud, ®a0, =]

n+m

et O,®00,U00,, @M =

m+n

DEMONSTRATION. Il résulte de la proposition 6.2.24 qu’on obtient bien de
la sorte des sous-préfaisceaux de O,,,,. Les identifications annoncées sont elles

conséquences des lemmes 6.2.16 et 6.2.17. U
LEMME 6.2.36. (i) Tous les cornets, i.e. les éléments de J, sont des co-é-
quivalences.

(ii) On a l’égalité Ap,(I,J) = J.
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(iii) Pour toute paire, i : X — Y, j : K — L, de monomorphismes de
d’ensembles cubiques, les inclusions
X KUY {L —YeoOi®L , =01,
induites par les carrés commutatifs

i®1||:|0 ®3
X®O) oK

Y®Oy,® L
1x®5}75®1;<l lly@)é}f@u

X0 K ————Y O, L )
l®1||:|1®]
sont des extensions anodines. En particulier, pour n > 1, 1 < i < n, et
e =0,1, les morphismes

i, .
6.0, , — O,
sont des extensions anodines.

DEMONSTRATION. (i) Les deux inclusions M}° — Oy, ¢ = 0,1, sont les
morphismes 5%’5 et sont donc des oo-équivalences. Pour montrer que % — O,
est une oo-équivalence, on procede par récurrence sur n > 1 grace au lemme
précédent.

(ii) En reprenant les notations de 2.2.11, le lemme 6.2.35 montre que J = A° et
implique que A(J) C J, ce qui prouve l'assertion.

(iii) En vertu de la proposition 6.2.24, de 6.2.35 et de [26, lemme 4.2.4],si K — L
est une extension anodine et X — Y un monomorphisme, les fleches

LOIXUKRY — LY et XQLUYR®K —Y®L

sont des extensions anodines. L’assertion résulte ainsi du lemme 6.2.34. Il reste
a vérifier que cela permet de réaliser les applications du type §%° comme des
extensions anodines. Pour cela, il suffit de voir que lorsque Y = 0,1, L = 0O,,_;
et X = K = &, on obtient par cette construction §%°. O

THEOREME 6.2.37. La catégorie des ensembles cubiques admet une structure
de catégorie de modéles fermée propre, dont les équivalences faibles sont les oo-
équivalences, et les cofibrations, les monomorphismes. Cette structure est engen-
drée par le couple (I,J), ou I désigne ’'ensemble des inclusions de bords

,:04d, —0, , n>0,
et J celut des inclusions de cornets
bt Mk — 0O, , n>1,1<i<n,e=0,1.

DEMONSTRATION. La premiere assertion résulte du fait que Wy est un lo-
calisateur fondamental propre et que O est une W, -catégorie test. Il s’agit de
montrer que la structure de catégorie de modeles fermée obtenue est engendrée
par le couple (7, J). On sait déja que I est un modele cellulaire de O. 1 suffit
donc de montrer que J engendre bien les cofibrations triviale.

On a considéré au numéro 6.2.33 une donnée homotopique sur O,

(ID17J) )
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laquelle définit un O-localisateur noté W, ainsi qu'une notion d’extensions ano-
dines dans O. La construction du paragraphe 2.2.41 montre que cette donnée
homotopique induit pour chaque ensemble cubique X, une donnée homotopique
sur /X :
(DLX’ Jx) .

On note Wx le O/ X-localisateur des équivalences faibles de la structure de caté-
gorie de modeles fermée sur O /X induite par celle-ci. Cette donnée homotopique
définit aussi une notion d’extensions anodines dans O/X.

6.2.37.1. Pour tout ensemble cubique X, toute Wx -équivalence est une oo-é-
quivalence.

Soit X un ensemble cubique. La formule (2.2.41.1) et 6.2.36, (ii) montrent
que la classe des extensions anodines au-dessus de X est engendrée par le petit
ensemble Jy, c’est-a-dire par les morphismes du type

i,€
Un

RS O,

\ / n>1,1<i<n,e=0,1.
f

X

D’autre part, en vertu de la proposition 2.3.2, Wy est le O/ X-localisateur engen-
dré par Jx. Or comme une fleche de O /X est une oo-équivalence si et seulement
si son image dans O en est une, 6.2.36, (i) implique que tous les éléments de
Jx sont des oco-équivalences. Comme O est une W,-catégorie test, O/X est une
Weo-catégorie test locale, et donc les oo-équivalences de O /X forment un O/X-
localisateur, ce qui prouve l’assertion.

6.2.37.2. Pour tout ensemble cubique X, Wx est exactement le O/ X -locali-
sateur des oo-équivalences.

Soit X un ensemble cubique. On sait que O est une catégorie squelettique
réguliere, et donc il résulte de la proposition 6.1.33 que Wx est un O/X-locali-
sateur régulier. D’autre part, on sait que les fleches de O du type 0% sont des
extensions anodines (6.2.36, (iii)). En vertu du lemme 2.2.42, toutes les fleches
de O/X de la forme

§ie

I]:lnfl

NS

X

sont des extensions anodines, et donc, en particulier, des Wx-équivalences. On
en déduit aussitot que les fleches de la forme

L,

0
On

[ O,

NS

X
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sont aussi des Wx-équivalences. La proposition 5.4.8 implique alors que toute
oo-équivalence est une Wx-équivalence, ce qui permet de conclure en vertu de

6.2.37.1.

6.2.37.3. Toute cofibration triviale de O au sens de W est une extension ano-
dine.

Il résulte de 6.2.37.2 que pour tout ensemble cubique X, une fleche de O /X est
une Wy-équivalence si et seulement si son image dans O par le foncteur d’oubli
est une W-équivalence. La proposition 2.2.44 prouve donc 'assertion.

Ceci acheve la démonstration du théoreme, puiqu’une nouvelle application de
6.2.37.2 dans le cas ou X = Oy montre que W = Z'EWOO. O

3. Le contre-exemple globulaire

6.3.1. La catégorie des globes, notée O, est la catégorie engendrée par le graphe
ci-dessous,

o d° o o o
5 s IS — 5> s
o 0, 0, <= 0, Opi1 (o J— ,
dt dt dt dt dt
avec les relations
dO dO _ dl dO
dl dl — dO dl
sd’=1=sd"
Pour m < n et e =0,1, on note d*" ™ : O,, — O,, le morphisme composé
de de de de
Om E— Om+1 ' Onfl On )
et s"~™ .0, — O,, le morphisme composé
S S S S
On—>on71H"'HOm+1—>Om-

Le principe de construction de cette catégorie est celui de la décomposition des
boules selon le modele sphérique. On peut en effet définir un foncteur de la caté-
gorie des globes a valeurs dans la catégorie des espaces topologiques en envoyant
chaque objet O,, sur la boule unité B™ de R". Les opérateurs de type d°¢ corre-
spondent & I'envoi B™ sur un hémispheére de B"*!, et ceux de type s écrasent
B sur I'un de ses équateurs.

La catégorie des préfaisceaux sur O est appelée la catégorie des ensembles
globulaires.

Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 6.3.2. Tout morphisme de O admet une unique décomposition de la

forme

0, 0,22, 0,,
oum >p<mn,ete=0,1. En particulier, les monomorphismes (resp. les épi-
morphismes de @ sont les fleches de la forme d*", e = 0,1, n > 0 (resp. s",
n > 0). Chaque épimorphisme de Q qui n’est pas une identité admet exactement
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deuz sections, et chaque monomorphisme de QO admet exactement une rétraction.
St m,n >0, il existe un épimorphisme de O,, vers O,, si et seulement si m > n,
et un tel épimorphisme est alors unique. L’objet Oy est donc un objet final de la
catégorie Q.

PROPOSITION 6.3.3. La catégorie des globes est une catégorie squelettique.

DEMONSTRATION. On note Q4 (resp. O_) la sous-catégorie de O ayant les
mémes objets mais dont les fleches sont les monomorphismes (resp. les épimor-
phismes), et A\;(0,,) = n pour n > 0. Le lemme ci-dessus implique aussitot
I’assertion. O

6.3.4. On note pour n > 0, 90, le bord de O,,. On a donc 0 Oy = @, et pour
n> 0,0, =Imd’UImd' (d° désignant la face de O,,_; vers O,,). Pour n > 0 on
note i, : 00,, — O,, I'inclusion canonique.

COROLLAIRE 6.3.5. L’ensemble des inclusions i, : 00,, — O,, n > 0, est
un modele cellulaire de Q.

DEMONSTRATION. Cela résulte des propositions 6.1.28 et 6.3.3. O

LEMME 6.3.6. Pour tout n > 0, le carré suivant est cartésien.

90, —" >0,

On L > On+1

DEMONSTRATION. Soit u et v, deux fleches de @, de O,, vers O,,, telles que
d'u = d'v. Comme sd® = 1 pour e = 0, 1, on a nécessairement v = v. En outre,
u admet une factorisation unique de la forme

gm—p den—p

Om Op On 9 mngn

Pour montrer que u se factorise par O, il suffit de montrer que p < n. Orsip = n,
alors u = s™™™, d’otl d’s™ " = d's™ . Comme s™ " admet une section, cela
implique que d° = d', ce qui est contradictoire. L'unicité d’une telle factorisation
résulte du fait que 7,, est un monomorphisme de 0. U

COROLLAIRE 6.3.7. La catégorie des globes est une catégorie squelettique ré-
guliere.

DEMONSTRATION. Le lemme ci-dessus implique que pour n > 1, le carré
suivant est a la fois cartésien et cocartésien,

90,1 2= 0,4

Onfl -1 8On !
d

ce qui implique aussitot 'assertion. O
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SCHOLIE 6.3.8. Soit X un ensemble globulaire. On lui associe un graphe
Gr(X) par ObGr(X) = Xy et par FIGr(X) = X; —Im X, on X, : Xg — Xj
est 'application correspondant a la fleche s : O — O;. On peut montrer par
un calcul explicite que le groupoide fondamental de la catégorie @/ X est le grou-
poide libre engendré par Gr(X). Cela implique que O ne peut pas étre une Wy-
catégorie test (faible), ni méme une W;-catégorie test (voir 7.1.4), contrairement
a ce qui est affirmé parfois dans [21].

Pour consruire des catégories test suivant le principe de la décomposition des
spheres, on peut considérer cependant la catégorie O et 1’“enrichir” d’une autre
combinatoire plus riche.

On peut considérer par exemple =, la catégorie monoidale (stricte) engendrée
par la catégorie des globes telle que Oy soit 'objet unité, ce qui correspond a 'in-
troduction de la combinatoire cubique. On obtient ainsi une catégorie test grace
a la proposition 6.2.12, et on peut montrer qu’on a méme obtenu de la sorte une
catégorie squelettique réguliere (en explicitant = & partir de @ par un énoncé
du méme type que 6.2.2, et en utilisant que c’est le cas pour Q). Cela devrait
permettre d’obtenir un énoncé du méme type que le théoreme 6.2.37 pour =.

Une autre possibilité consiste a enrichir O de la combinatoire simpliciale : il
s’agit de la catégorie © de Joyal. Le fait que 1'on obtient de la sorte une caté-
gorie test résulte de [3, théoreme 3.9] et du théoreme 5.1.10. En fait, il résulte
de [3, lemme 2.4, a), b)] que O est une catégorie squelettique, et un peut plus
d’inspection montre qu’elle est réguliere. Autrement dit, la théorie exposée ici
permet de donner une preuve purement combinatoire de [3, théoreme 3.9], i.e.
du fait que © est une W,-catégorie test et que la catégorie des préfaisceaux sur
O admet une structure de catégorie de modeles fermée propre a engendrement
cofibrant, dont les équivalences faibles sont les co-équivalences, les cofibrations,
les monomorphismes, et dont les fibrations sont déterminées par des propriétés de
relevement relativement a un ensemble explicite de cornets. Une démonstration
complete fera I'objet d'une rédaction ultérieure.
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CHAPITRE 7

Zoologie (2) : localisateurs fondamentaux

1. Types d’homotopie tronqués

7.1.1. Soit n > —1 un entier. On désigne par A<, la sous-catégorie pleine
de A dont les objets sont les simplexes A,,, m < n, i, désignant I'inclusion
canonique de A<,, dans A. On obtient de la sorte un triplet de foncteurs adjoints
(in! ) ZZ’ Zn*>7 ou

i A — Ay,
est le foncteur image inverse associé a 7,.. Le n-eme foncteur squelette,
Sk" : A — A,
est défini par la formule Sk™ =i, ), et le n-eme foncteur cosquelette,
Cosk” : A — A ,

par la formule Cosk™ =1, 7). On a en outre deux morphismes d’adjonction

g":8k" — 13 et n":1z — Cosk" .

Ces derniers induisent des isomorphismes apres application du foncteur ¢, puisque
les foncteurs 7, et 4,,, sont pleinement fideles. Il est d’autre part immédiat que le
n-eme foncteur squelette est un adjoint a gauche du n-eme foncteur cosquelette.

PrRoPOSITION 7.1.2. Soit X un complexe de Kan. Pour tout n, —1 < n,
l’ensemble simplicial Cosk™ X est un complexe de Kan.

DEMONSTRATION. Soient ¢ > 1 et 1 < k < ¢ des entiers, et u un morphisme
de A’; vers Cosk™ X. Sig < n+1, alors Sk™ A’; = A’;, et donc on a une factorisation
de u de la forme

nn
Af —> X — Cosk™ X
\_/
u

Comme X est un complexe de Kan, v se compléete en un morphisme de A, vers
X, et donc il en est de méme de u. Si ¢ > n + 1, alors Sk” /1’;C = Sk™ A,, et donc
u admet une (unique) complétion en un g-simplexe de Cosk™ X. U

PRrROPOSITION 7.1.3. Soient X un complexe de Kan, x un 0-simplexe de X,
et n > 1 un entier. Pour tout entier i > n, le groupe d’homotopie m;(Cosk™ X, x)
est trivial, et pour tout entier i, 0 < i < n — 1, le morphisme n'% induit un
1somorphisme
(X, z) — m;(Cosk™ X, z) .

213
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DEMONSTRATION. Lorsque (X, z) est un complexe de Kan pointé, (X, z)
est 'ensemble des classes d’homotopie pointée de morphismes pointés d’une i-
sphere (pointée) S* vers (X, x). Dans la catégorie des ensembles simpliciaux, le
bord 0 A; 1 de A; a le type d’homotopie d'une i-sphere. Or pour ¢ > n, on a les
égalités

Skn 3 A/L'Jrl - Skn Skl Ai+1 — Skn A/L'Jrl .
Par conséquent, tout morphisme de 9 A, vers Cosk™ X se factorise par un en-
semble simplicial contractile, ce qui implique la premiere assertion. Si ¢ < n, on
a les identifications

Sk”™ 8Ai+1 = 8Ai+1 et Skn(8 A/L'Jrl X Al) = aAiH X Al .

Comme I’adjonction entre Sk™ et Cosk™ respecte les points bases éventuels, on
en déduit facilement la seconde et derniere assertion. O

Dans la suite de cette section, on fixe un entier n > —2.

7.1.4. On note W, le plus petit localisateur fondamental tel que la catégorie
A/ O A, s soit asphérique. Il résulte du corollaire 5.2.20 que W, est un loca-
lisateur fondamental propre (et donc en particulier accessible). On parlera de
n-équivalences, de foncteurs n-asphériques, etc, au lieu de W,-équivalences, de
foncteurs W,-asphérique, etc.

Vu que la catégorie des simplexes A est une W,-catégorie test, elles est aussi
une W,-catégorie test. Le theoreme 5.1.10 permet une description explicite des
n-équivalences dans A : il s’agit du plus petit A-localisateur test (i.e. en 1'oc-
curence contenant les projections A, x A; — A, pour n > 0) tel que l'inclusion
0 A9 — A,y soit une équivalence faible (car A, ;5 est Aj-contractile). Si on
note A; la donnée homotopique élémentaire sur A, définie par le segment Ay, la
classe des n-équivalences peut donc étre caractérisée comme la classe des équiva-
lences faibles de la structure de catégorie de modeles fermée associée a la donnée
homotopique sur A

(Ah {8 Apyo — An+2}) .
On appellera n-extensions anodines les extensions anodines définies par cette
donnée homotopique, et objets n-fibrants les objets fibrants au sens de cette
structure. Un ensemble simplicial X est donc n-fibrant si et seulement si la fleche
de X vers I'objet final de A vérifie la propriété de relevement a droite relativement
aux n-extensions anodines (voir la proposition 2.2.29).

LEMME 7.1.5. La catégorie A<, 1 est une catégorie squelettique réguliere.

En outre, pour 0 < m < n + 1, on a une identification canonique dans A :
b1 0 Am = O A, En particulier, le foncteur i, ., respecte les monomorphis-
mes.

DEMONSTRATION. La structure de catégorie squelettique sur A<, est in-
duite de celle de A (6.1.31) de maniere évidente. S10 < m <n+1, Ac,11/An
est une sous-catégorie pleine de A/A,,, et il résulte de la proposition 6.1.15 que
Sk™ 1 Acpi1/A,, = Sk™! AJA,,, ce qui s’interprete par un isomorphisme canoni-
que i,,1,0 A, = J A,,. Comme le foncteur iy, commute aux limites projectives
et inductives finies, la pleine fidélité de i,,, ;, montre que la structure de sous-objet
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homogene de 9 A, dans A induit une structure analogue sur 0 A, dans A<, ;.
La derniere assertion est une conséquence de la proposition 6.1.28. O

7.1.6. Pour chaque m, 0 < m < n+1, on a un foncteur évident de A<, +1/4,,
vers A/A,,, et comme les foncteurs i Aoy, €6 1x commutent aux petites limites

inductives (A.1.15), cela définit un morphisme de foncteurs
Z.Agn+1 — ZA Z.n+1! .

LEMME 7.1.7. Pour tout localisateur fondamental VW, le morphisme de fonc-
teurs ci-dessus est une W-équivalence. En particulier, un morphisme de préfais-
ceauz sur A<, 1 est une WW-équivalence si et seulement si son image par le fonc-

teur i,,,, en est une dans A.

DEMONSTRATION. Comme l'inclusion canonique de A dans Cat est un W-
foncteur test, une fleche de Cat est une W-équivalence si et seulement si son
image dans A par le foncteur nerf en est une. Il suffit donc de montrer que pour
tout préfaisceau X sur A<, 41, le morphisme d’ensembles simpliciaux

Niy_, (X — Nipi, ) X

est une W-équivalence dans A. Lorsque X est représentable, la source et le but
sont contractiles, ce qui rend 'assertion triviale. Le cas général résulte donc du
lemme 6.1.38 (lequel est applicable ici grace au corollaire A.1.12). O

LEMME 7.1.8. Pour tout entier m > n + 2, l'inclusion canonique
04, — A,
est une n-équivalence dans A.

DEMONSTRATION. On proceéde par récurrence sur m. Lorsque m = n + 2,
I’assertion est vérifiée par définition des n-équivalences. Si m > n + 2, on vérifie
qu’on a un carré cocartésien de la forme ci-dessous

A, | — AT

L

Am—l ? 8Am )

m

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. Les ensembles simpliciaux
0Ap—1, Ap—q1 et AT étant n-asphériques, on en conclut qu’il en est de méme

de 0 4,,. O

PROPOSITION 7.1.9. Pour tout entier m > n+ 1, le morphisme de foncteurs

i = SK™ — 13

i
est une n-équivalence.

DEMONSTRATION. Comme l'identité de A est la réunion des foncteurs Sk™,
et comme les n-équivalences sont stables par compositions dénombrables, il suffit
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de montrer que pour m > n + 1, les inclusions Sk™ — Sk™™! sont des n-
équivalences. Or en vertu du lemme 6.1.27, pour tout ensemble simplicial X, on
a un carré cocartésien de la forme

oA, +1 —=Sk™ X

l |

A, 1 —— Sk™+ X '
et donc le lemme précédent implique 1’assertion. O

COROLLAIRE 7.1.10. La catégorie A<, 1 est une W, -catégorie test stricte,
et le foncteur i, : Acyp1 — A est n-asphérique. En conséquence, le cou-

ple de foncteurs adjoints (i}, ,1,,,,) est une équivalence de Quillen de A vers

—_—

Acpi1 (pour les structures de catégories de modéles fermées associées aur n-é-

quivalences). En outre, les foncteurs i, ., et iy, respectent les n-équivalences et
—_—

définissent une équivalence de Quillen de A<, 1 vers A.

DEMONSTRATION. Le préfaisceau i), , ; A; est canoniquement muni d’une struc-
ture de segment séparant, et pour tout m, 0 < m < n+1, A, x5 A, est

—_—
n-asphérique dans A<, ; en effet, on a un isomorphisme canonique dans A
<n+1, ) )

Gy (Am X i Ar) Sk™tH(A,, x Ay)

n+1
et donc le lemme 7.1.7 et la proposition 7.1.9 permetteént de conclure. Le lemme

1.1.27 implique que les n-équivalences de A<, 1 contiennent les fibrations triviales,
et ainsi forment un A, ;1-localisateur. La catégorie A<, est donc bien une W,-
catégorie test. Comme tout objet de A<, est i}, A-contractile, elle est stricte
(cf. 5.5.5).

Montrons que l'inclusion 4, ; est un foncteur n-asphérique. Soit A,, un objet
de A. En vertu du lemme 7.1.7, on a une n-équivalence dans Cat :

Acni1/Am = Danir/in 1 Dm — Dfiy g, in1Am = A/ Sk"HL A,

Or la proposition 7.1.9 implique que le but de celle-ci est n-asphérique, ce qui
prouve l’assertion.

La premiere équivalence de Quillen résulte de la proposition 5.1.18. La seconde
est justifiée par les lemmes 7.1.5 et 7.1.7. U

REMARQUE 7.1.11. Il résulte aussitot de ce corollaire que le couple de fonc-
teurs (iy,q,%,.,,) est une adjonction de Quillen de la stucture de catégorie de

—_—
modeles fermée sur A correspondant aux oo-équivalences vers celle sur A<,
correspondant aux n-équivalences. En outre, le foncteur dérivé a droite

. —_— ~
R’ln+1* . HWnA§n+1 — HWooA
est pleinement fidele : en effet, il suffit de vérifier que si X est un objet n-fib-
—_—
rant de A<, 41 (i.e. fibrant au sens de W,), le morphisme 4}, 4, ; X — X est
une n-équivalence, et comme i, ., est pleinement fidele, c’est un isomorphisme.
Autrement dit, le foncteur

% ~ —_—
iy s Hyy A — Hyy Acypy
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fournit une description explicite de la localisation Hot, de Hot_ par les n-équi-
valences.

COROLLAIRE 7.1.12. Pour tout m > n+ 1, la catégorie A<, est une W,,-ca-
tégorie test stricte, et l'inclusion i,, : A<,,, — A est un foncteur n-asphérique.

DEMONSTRATION. Le lemme 7.1.8 implique que pour m > n+1, on a 'inclu-
sion W,,_1 C W, ce qui prouve l'assertion en vertu du corollaire précédent. [

LEMME 7.1.13. Un complexe de Kan X est n-fibrant si et seulement si ['u-
nique fleche de X wvers l’ensemble simplicial final vérifie la propriété de relevement
a droite relativement aux inclusions du type

8AmXAn+2UAmXaAn+2—)AmXAn+2, mZO

DEMONSTRATION. En vertu de [26, lemme 4.2.4], si X vérifie cette propriété,

alors pour tout monomorphisme K — L dans 3, la flecche X — % vérifie la
propriété de relevement a droite relativement a l'inclusion

KXAn+2ULX8An+2—>LXAn+2.

La construction de I’ensemble générateur des n-extensions anodines (voir le nu-
méro 2.2.11) implique alors que X — x vérifie la propriété de relevement a
droite relativement a tout élément d’icelui. Par conséquent, X — * vérifie la
propriété de relevement a droite relativement a toute n-extension anodine, ce qui
montre bien que X est n-fibrant (2.2.29). Pour montrer la réciproque, il suffit
de montrer que les inclusions invoquées dans 1’énoncé sont des n-équivalences.
Or comme A est une catégorie test stricte, les n-équivalences sont stables par
produits finis dans A. Par conséquent, si K — L est un monomorphisme, on a
un carré commutatif de la forme

Kx&An+2—>L><34n+2

| |

KxAppo——LxAp ’

dont toute les fleche sont des monomorphismes, et dont les fleches verticales sont
des n-équivalences. Les n-cofibrations triviales étant stables par images directes,
on en déduit que le morphisme canonique de Lx9 A, 5 vers K x A, 1 sULX0 A, 12
est une n-équivalence, et donc le triangle commutatif

anAn-f—Z KXAn+2ULX8An+2

\/

L x An+2

permet de conclure. O

LEMME 7.1.14. Soient m > —1 un entier, et j : K — L un morphisme
d’ensembles simpliciauz tels que le morphisme induit i),7 : 7, K — 1) L soit un
isomorphisme. Alors pour tout préfaisceau X sur A<, l'unique flechei,, X — *
vérifie la propriété de relevement a droite relativement a j.
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DEMONSTRATION. Vu que toute fleche vérifie la propriété de relevement a
droite relativement a tout isomorphisme, cela résulte du fait que le foncteur 7,,,
est un adjoint a droite du foncteur ;. O

PROPOSITION 7.1.15. Un préfaisceau sur A<, ;1 est n-fibrant si et seulement
si son 1mage par le foncteur i, ., est un complexe de Kan.

DEMONSTRATION. Si X est un préfaisceau n-fibrant sur A<,4q, alors i, ; X

est n-fibrant dans A (7.1.10), et donc est un complexe de Kan. On remarque que
pour m > 0, I'image de I'inclusion

aAm X An+2 U Am X aAn+2 — Am X An+2

par le foncteur iy  ; est un isomorphisme : comme le foncteur iy ; commute aux
images directes, cela résulte du fait que c’est le cas pour les inclusions de la forme

OApio x K — Apiox K, K €ObA .
La réciproque résulte donc des lemmes 7.1.13 et 7.1.14. U
COROLLAIRE 7.1.16. Pour tout compleze de Kan X, Cosk™ ™! X est n-fibrant.
DEMONSTRATION. Cela résulte des propositions 7.1.2 et 7.1.15. U

COROLLAIRE 7.1.17. On suppose ici que n > 0. Un morphisme d’ensembles
simpliciaur u : X — Y est une n-équivalence si et seulement si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées.

1) Le morphisme u induit une bijection
WQ(X) ;> 7T0(Y) .

2) Pour tout x € Xy, et tout entier i, 1 < i < n, u induit un isomorphisme
de groupes
(X, ) — (Y, u(x)) .

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer u par exemple par Ex* u, on peut
supposer que X et Y sont des complexes de Kan. Comme Cosk™"! u est un mor-
phisme entre ensembles simpliciaux n-fibrants (7.1.16), c’est une n-équivalence si
et seulement si c’est une équivglence d’homotopie, ou encore, de maniere équiva-
lente (les objets n-fibrants de A étant en particulier des complexes de Kan), si et
seulement si c¢’est une oo-équivalence. Le corollaire résulte donc de la proposition
7.1.3 et de la caractérisation analogue des oo-équivalences. O

REMARQUE 7.1.18. On peut décrire les n-équivalences pour n = —1 ou n =
—2 : comme A<_; est la catégorie vide, on vérifie facilement que le corollaire
7.1.10 implique 1’égalité W_o = FlCat ; pour ce qui est des —1-équivalences, la
catégorie A< étant la catégorie ponctuelle, A< est la catégorie des ensembles.
Or l'objet de Lawvere de Ens est I'ensemble a deux élément, tout en étant dans
ce cas asphérique. C’est alors un exercice facile de vérifier qu'un foncteur entre
petites catégories, A — B, est une —1-équivalence si et seulement si A et B
sont non-vides, ou bien si B est vide. Autrement dit, on obtient de la sorte les
deux localisateurs fondamentaux grossiers définis dans [36].
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COROLLAIRE 7.1.19. On a l’égalité Wso = Np>0Wi,.

PROPOSITION 7.1.20. Soit W un localisateur fondamental. Les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

(a) La catégorie AJ O A, 1o est W-asphérique.

(b) Toute n-équivalence est une WW-équivalence.

(c) Le foncteur i, ., : Acypr — A est W-asphérique.
(d) La catégorie A<,y est une W-catégorie test stricte.
(d') La catégorie A<, 11 est une W-catégorie test.

En particulier, W, est le plus petit localisateur fondamental modelable par A<, 1.

DEMONSTRATION. L’équivalence entre (a) et (b) est triviale. Le corollaire
7.1.10 montre que (b) implique (c), et que (b) implique (d). Le lemme 7.1.7 per-
met quant a lui de s’assurer que (c¢) implique (a). Comme l'implication (d) = (d’)
est triviale, il reste donc & montrer que (d’) implique (a), ce qui revient encore a
montrer la derniere assertion.

Soit W le plus petit localisateur fondamental modelable par A<, ;. Le co-
rollaire 7.1.10 implique que W C W,, et en vertu du théoreme 5.1.10, W est

un localisateur fondamental accessible. Le couple (i, ,, %) définit une équiva-

lence de Quillen de A/S\n“ vers A pour les W-équivalences : les lemmes 7.1.5 et
7.1.7 montrent qu’ils définissent une adjonction de Quillen, que le foncteur i, .,
respecte les YW-équivalences, et que le triangle suivant commute a isomorphisme
de foncteurs pres

in+15:|‘in+11

HyyBenia G
iAk %
Hot,,, ;

les deux foncteurs obliques étant des équivalences de catégories, il en est donc
de méme de l'horizontal. Soit X un préfaisceau n-asphérique sur A<,.;. On
va montrer que X est W-asphérique. Considérons j : 4,,;,X — X' une W-
équivalence de but W-fibrant dans A. Le morphisme ir.1J est donc une W-
équivalence (c’est le morphisme d’adjonction de X vers Ri} ., Li, ,,X). Or la
fleche j est une n-équivalence et X’ un complexe de Kan. Par conséquent, en vertu
du corollaire 7.1.16, Cosk™! X’ est un ensemble simplicial n-fibrant, isomorphe
dans Hy,, A ai,,,,X. La forte saturation de W, implique donc que Cosk™ ! X'

est un objet injectif de A. Comme le foncteur i1, Tespecte les monomorphismes,

i% .1 Cosk"™ X' est un objet injectif (et par suite W-asphérique) de A<,4q. Or
on a un isomorphisme canonique de %, Cosk™ X' vers i, X', ce qui prouve
bien que X est W-asphérique. En particulier, i} A, o est W-asphérique, et le

lemme 7.1.7 implique que
SknJrl An+2 = in+1!i;+1An+2 =0 An+2

est Wh-asphérique, ce qui acheve la démonstration. O
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SCHOLIE 7.1.21. Soit n > 0. On appelle n-équivalence forte un morphisme
d’ensemble simpliciaux u : X — Y tel que :

1) le morphisme u induit une bijection
To(X) — m(Y) ;

2) pour tout x € Xy, et tout entier i, 1 <4 < n, u induit un isomorphisme de
groupes
(X, 1) = 7 (Y, u(z)) ;
3) le morphisme
Tt (X, 2) — Tuga (Y, u(x))
est surjectif (ou de maniere équivalente, les fibres homotopiques de u sont
n-asphériques).

On vérifie que si X —— Y —— Z sont deux morphismes d’ensembles simpliciaux,
et si u et v (resp. vu et u) sont des n-équivalences fortes, alors il en est de méme
de vu (resp. de v). Cependant, il est faux en général que si vu et v sont des
n-équivalences fortes, u en est une. La classe des n-équivalences est cependant
la plus petite classe de fleches de A satisfaisant I'axiome du “deux sur trois”
(L1) et contenant les m-équivalences fortes. En effet, si u : X — Y est une
n-équivalence, on a un carré commutatif

X —— Cosk™ Ex® X
u l l Cosk™t1 Ex>® y
Y —— Cosk™t! Ex® Y )

dont les fleches horizontales sont des n-équivalences fortes (en vertu de la propo-
sition 7.1.3). Or Cosk™! Ex™ u est une n-équivalence entre objets n-fibrants, et
par suite, est une oo-équivalence. Toute oo-équivalence étant une n-équivalence
forte, cela prouve bien l'assertion.

LEMME 7.1.22. Soientn > 0 un entier, et S une famille de fleches de Cat dont
tous les éléments soient des n-équivalences. Alors tous les éléments du localisateur
fondamental engendré par S sont des n-équivalences.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une reformulation de la trivialité : si S C W,
alors W(S) C W,. O

2. Localisateurs fondamentaux triviaux

7.2.1. Des que la notion de groupe d’homotopie intervient on est amené a
supposer que le localisateur fondamental avec lequel on travaille est contenu dans
celui des 0-équivalences. On dit quun localisateur fondamental est trivial s’il
existe une W-équivalence qui n’induit pas d’isomorphisme apres application du
foncteur my (i.e. s'il n’est pas contenu dans W). Un localisateur fondamental est
non trivial s’il n’est pas trivial. Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une
telle hypothese est anodine, i.e. de démontrer 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 7.2.2. Les seuls localisateurs fondamentaux triviauz sont W_,
et W_, = FICat (cf. 7.1.18).
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7.2.3. On fixe a présent un localisateur fondamental trivial W, différent de
FICat et tel que W_; ne soit pas contenu dans W, puis on se place dans la
catégorie des ensembles simpliciaux.

LEMME 7.2.4. [l existe une W-équivalence d’ensembles simpliciaur v : X —
Y telle que X et'Y soient non-vides, Y soit 0-asphérique, et X ne soit pas 0-as-
phérique.

DEMONSTRATION. Comme W n’est pas contenu dans W, il existe un mor-
phisme u : X — Y qui n’est pas une 0-équivalence. Cela implique en particulier
que Y n’est pas vide. On peut écrire Y = Il,;c;Y;, ou chaque Y; est un ensemble
simplicial 0-connexe. On obtient donc des morphismes

w X =uY;, —Y; |, iel.

Si X est vide, alors le choix d'un point de Y fait de l'inclusion de ’ensemble
simplicial vide dans l’ensemble simplicial final un rétracte de u, et donc cela
implique que @ = 04, est W-asphérique, ce qui est contradictoire (sinon on
aurait 1’égalité W = FICat). On peut donc supposer que X # & et que Y n’est
pas 0-connexe (sinon il n’y a plus rien & montrer). Il existe donc un élément 7 de
I tel que X; soit non vide, et on vérifie aussitot que le morphisme wu; est alors
un rétracte de u, ce qui en fait une W-équivalence. Montrons qu’il existe un ¢
tel que X; ne soit pas O-connexe tout en étant non vide. Si ce n’est pas le cas,
alors I'application my(u) : mo(X) — m(Y') est injective et est un rétracte de w.
Comme 7o(u) n’est pas une bijection, en choisissant une composante connexe de
X, on exhibe une inclusion de la forme Ay — 0 A; qui est un rétracte de mo(u).
Mais cela implique que W_; C W, ce qui est contraire a I’hypothese. O

LEMME 7.2.5. Il existe un petit ensemble non-vide E, un complexe de Kan
0-asphérique K, et une WW-équivalence de la forme

]E:HEAO—>K

DEMONSTRATION. Soit u : X — Y une W-équivalence vérifiant les con-
ditions énoncées dans le lemme 7.2.4. Quitte a la factoriser en une cofibration
suivie d'une fibration triviale, on peut supposer que u est un monomorphisme.
On Pose E = my(X), et pour chaque e € F, on note X, la composante connexe
de X correspondante. On forme alors le carré cocartésien suivant.

X =Y

|

E—U>Z

Comme u est une cofibration, et X — FE une 0-équivalence, la fleche Y — 7
est encore une 0-équivalence. Pour conclure, on choisit une oo-équivalence de but
un complexe de Kan f: Z — K, et on pose j = fv. O

LEMME 7.2.6. Toute —1-équivalence est une VV-équivalence.
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DEMONSTRATION. Soit 7 : E — K une W-équivalence vérifiant les condi-
tions du lemme 7.2.5. On a les bijections suivantes.

Hom,, A(E,K)~ H Homew5<A0’K) ~ HWO(K) ~ %
E E

Woo
Par conséquent pour tout choix d'un O-simplexe k£ de K, j est homotope au
morphisme constant induit par k,

gp B — Ay — K .

On en déduit que j; est une W-équivalence. Or le morphisme F — Aj est un
rétracte de ji, et par suite, E est W-asphérique. Comme 9 A; = Ay II Aq est un
rétracte de E, on en déduit aussitot 1’assertion. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.2.2. Soit W un localisateur fonda-
mental trivial, différent de FlCat. Le lemme 7.2.6 implique qu’il contient W_,.
La localisation W™'Cat est donc une localisation de WW~[Cat. Or cette derniere
catégorie est équivalente a l’ensemble ordonné A; (cela résulte de la description
donnée en 7.1.18). La seule localisation non triviale de A; consiste a inverser
toutes les fleches (i.e. la seule fleche non inversible). Comme W # FlCat, la forte
saturation de WW_; impose ainsi que W = W_,. O

3. Homologies, torsions et impropretés

7.3.1. Si E est un spectre, on note F, la théorie homologique correspondante,
définie sur A, et Wg la classe des E-équivalences, i.e. des morphismes d’ensembles
simpliciaux X — Y induisant un isomorphisme de groupes

E,X — E,)Y
pour tout entier n.

THEOREME 7.3.2 (Bousfield). Pour tout spectre E, les E-équivalences for-
ment un A-localisateur accessible.

DEMONSTRATION. En vertu de [4, théoreme 10.2], la catégorie des ensembles
simpliciaux admet une structure de catégorie de modeles fermée a engendrement
cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalen-
ces faibles sont les E-équivalences. Il s’agit donc d’une simple traduction via le
théoreme 2.3.4. 0

COROLLAIRE 7.3.3. Tout spectre définit canoniquement un localisateur fon-
damental accessible.

DEMONSTRATION. Si E est un spectre, les E-équivalences forment un A-
localisateur accessible contenant W, . L’assertion résulte donc du théoreme 5.1.10,
puique A est une W,,-catégorie test. O

7.3.4. Le corollaire ci-dessus permet de construire des variantes de locali-
sateurs fondamentaux. On peut par exemple considérer le spectre d’Eilenberg-
MacLane HQ correspondant a 1’homologie singuliére rationnelle, ce qui définit
en vertu du corollaire ci-dessus un localisateur fondamental accessible Wyq. Si
n > 0, le localisateur fondamental W, des n-équivalences permet de définir le
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localisateur fondamental Wy, = W, N Wgq. Celui-ci est accessible en vertu
du théoreme 5.1.10 et du corollaire 2.3.13. On appellera (Q, n)-équivalences les
éléments de Wy ,. On a bien str I'égalité Wy o = Who.

LEMME 7.3.5. Soit W un localisateur fondamental accessible. On suppose
qu’il existe un entier n > 0, tel que toute YWW-équivalence soit une n-équivalence. St
W est propre, alors toute WW-équivalence de but VW-fibrant est une n-équivalence
forte.

DEMONSTRATION. Soit % : X — Y un tel morphisme. On choisit un 0-sim-
plexe y de Y, puis on le factorise en y = pi,

. Y
N
E
ou ¢ est une W-cofibration triviale, et p une fibration au sens de W. Alors E est
a la fois W-fibrant et W-asphérique. Il est donc injectif, et par suite, contractile.

En particulier, tous les groupes d’homotopie de E sont triviaux. On forme ensuite
le carré cartésien suivant.

*

)

X xy EX—FE
Ql lp
X Y

u
Si W est propre, comme p est une fibration au sens de W, ce carré est homo-
topiquement cartésien au sens de W, et comme u est par hypothese une W-é-
quivalence, v en est une aussi. En particulier, v est une n-équivalence, et donc
X xy FE est n-asphérique. Or p est aussi une fibration de Kan, et E est contractile,
ce qui implique que X Xy F a le type d’homotopie de la fibre homotopique de u
au sens de W,., et prouve le lemme. O

PROPOSITION 7.3.6. Le localisateur fondamental des HQ-équivalences (resp.
des (Q,n)-équivalences, n > 1) n’est pas propre.

DEMONSTRATION. Soit n > 0. On considére un ensemble simplicial S™+!
ayant le type d’homotopie de la n + 1-eme sphere. On choisit une résolution
(Q,n)-fibrante j : S"*1 — S&H. On peut montrer que le morphisme induit
par j sur les groupes d’homotopie est en 'occurrence le morphisme canonique
(1>1):

ﬂ_i(Sn-i—l) —>7TZ'(S”+1)®@:7T¢(S(S+1) )
Lorsque n = 0, il s’agit d'un corollaire du théoreme de Hurewicz, et pour n > 1,
cela résulte de la nilpotence de la sphere S™™! et de [4, proposition 4.3 (i)]. Si
F' désigne une fibre homotopique de j au sens de Wy, la longue suite exacte de
Serre montre que m,(F') est le groupe quotient Q/Z. Autrement dit, le morphisme

j n’est pas une n-équivalence forte. Le lemme ci-dessus implique donc I’assertion.
O
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ANNEXE A

Florilege catégorique

1. Préfaisceaux réalisés en catégories

A.1.1. Si C est une petite catégorie, on note C la catégorie des préfaisceaux
d’ensembles sur C', i.e. des foncteurs de C° vers la catégorie Ens des petits en-
sembles. Si X est un préfaisceau sur C, on note C/X la catégorie des objets
représentables au dessus de X, i.e. dont les objets sont les fleches u : ¢ — X
de C, ou c est un objet de C, vu comme un préfaisceau par le plongement de
Yoneda, et dont les fleches (¢,u) — (d,v) sont les triangles commutatifs dans

6, du type :
X

Cette catégorie C'/X a la propriété suivante : on définit un foncteur

C

d

¢y :C/X — C
par (¢,u) — ¢, et on obtient une fleche canonique

limoy — X

dans C , laquelle se révele étre un isomorphisme. Un autre intérét de cette con-
struction, est qu’elle permet de définir un foncteur

iczé—>Cat

qui associe a chaque préfaisceau X la catégorie C'/X.
D’autre part, vu que i,(*) = C (ou * désigne 'objet final de '), le foncteur
i se factorise de maniere unique par la catégorie des petites catégories au-dessus

de C':
C i Cat

Cat/C

PROPOSITION A.1.2. Pour toute petite catégorie C, le foncteur
jo o C —> Cat/C
est pleinement fidele.

225
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DEMONSTRATION. Soient X et Y deux préfaisceaux sur C, et soit
C/X ! C/Y

C
un morphisme de Cat/C. Si u : ¢ — X est un objet de C'/ X, alors f(c,u) est un
objet de la forme (c, f(u)), i.e. une fleche f(u): ¢ — Y, car le triangle ci-dessus

est commutatif. Or par le lemme de Yoneda, on a pour tout objet ¢ de C' une
identification canonique

I

X(c) ~ Homg(c, X) .
Par suite, on peut définir une application g : X (¢) — Y (¢), par u — f(u). On
vérifie immédiatement que cela définit un morphisme de préfaisceaux g : X —
Y, que ing = f, et qu'un tel g est unique. O

COROLLAIRE A.1.3. Pour toute petite catégorie C, le foncteur

iC:aHCat

est fidele.
DEMONSTRATION. Cela résulte de la proposition précédente, et du fait que
le foncteur d’oubli Cat/C' — Cat est lui-méme fidele. U

A.1.4. On considere a présent une petite catégorie A, et un foncteur
1:A— Cat .

On obtient alors un foncteur ¢* : Cat — 121\, défini pour chaque petite catégorie
C, et chaque objet a de A, par i*(C)(a) = Homey (ia, C'). Cela détermine ainsi
un foncteur ¢ ,42* : Cat — Cat. Si C' est une petite catégorie, on notera par abus
A/C la catégorie i 4i*(C).

On suppose a présent qu’en outre, pour tout objet a de A, la catégorie ia
admet un objet final e,, et on définit un morphisme de foncteurs

(7 ZAZ* — 1Cat
comme suit : si C' est une petite catégorie, le foncteur

est déterminé sur les objets par la formule a(a,u) = u(e,) (en remarquant que
par définition du préfaisceau i*C', un objet de A/C est un couple (a, u), ot a est un
objet de A, et w un foncteur ia — C), et si f : (a,u) — (b, v) est une fleche de
A/C, i.e. une fleche f:a — b telle que voi(f) = u, ax(f) = v(i(f)(e.) — ep).

ProOPOSITION A.1.5. Soient C' une petite catégorie, et p: F — G un mor-
phisme de préfaisceaux sur C'. Le carré suivant est cartésien dans Cat :

®c/F

A/(C/F) —=C/F
Alic(p) l lic(p)
A/(CG) 5= C/G
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DEMONSTRATION. Quitte & remplacer la catégorie C' par la catégorie C'/G,
on peut supposer que G est 'objet final de la catégorie des préfaisceaux sur C,
et donc qu'on a C'/G = C, la fleche p étant 'unique fleche de F' vers l'objet final
de C'. On notera D = AJC xc C/F.

Un objet de A/(C/F) est un couple

(a,u:ia — C/F)

ol a est une objet de A, et u un foncteur. Le foncteur v induit par composition
avec le foncteur d’oubli de C'//F vers C un foncteur v : ia — C, et I'image par
u de l'objet e, de la catégorie ia est un morphisme w : ¢ — F, ou ¢ = v(e,).
Comme e, est un objet final de ia, la donnée d'un tel objet équivaut a celle du
triplet

(a,v:ia — Cw:c — F)
vérifiant la condition ¢ = v(e,). Or c’est la description méme des objets de la

catégorie A/C x¢ C/F. La correspondance au niveau des fleches se vérifie de
maniere analogue et est laissée au lecteur. O

A.1.6. Soient A une petite catégorie, et C une catégorie. Sii: A — C est un
foncteur, on note

i C— A
le foncteur défini par la formule

(1"X)y = Home(i(a),X) , X €ObC , a€Oba

Lorsque la catégorie C admet des petites limites inductives, Ce foncteur admet
un adjoint a gauche, noté

i! . zzl\ —C.
On rappelle que si u : C — D est un foncteur entre petites catégories, il
induit un foncteur image inverse par u

w D —C ,
défini par (u*X). = X (u(c)) pour tout objet ¢ de C, et tout préfaisceau X sur D.

Le foncteur u* admet un adjoint a gauche, noté u,, et un adjoint a droite, noté
Uy

REMARQUE A.1.7. Le foncteur * défini ci-dessus est en un cetain sens de
méme nature que le foncteur u*. En effet, si on considere la catégorie C comme
une sous-catégorie pleine de la catégorie des préfaisceaux sur C par le plongement
de Yoneda, le foncteur ¢* est la restriction du foncteur image inverse par i, i* :
C — A

A.1.8. Dans la situation du paragraphe A.1.4, pour toute petite catégorie C,
on obtient un foncteur
ar.:C — A/C,

ou E/ C est la catégorie 121\/ i*C, canoniquement équivalente a la catégorie A/C.
On note encore U, : A/C — A le foncteur d’oubli. Le foncteur ¢* induit un
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unique foncteur i*/C : Cat/C — //1\/ C, tel que le carré suivant commute :

cat/C 25 A
uCl luC
Cat —— A

LEMME A.1.9. Soient u : C" — C' un foncteur entre petites catégories, et F
un préfaisceau sur C'. Alors le carré commutatif induit par u

C'Ju'F —=C/F
C’ " C
est cartésien.
DEMONSTRATION. C’est un corollaire immédiat du lemme de Yoneda. O

PRrOPOSITION A.1.10. Pour toute petite catégorie C, on a un isomorphisme
canonique de foncteurs dans A/i*C" (voir A.1.8) :

ag ~ (i*/C)je -

DEMONSTRATION. La pleine fidélité du foncteur j, (proposition A.1.2) im-
plique qu’il suffit de montrer que les foncteurs j, cag et jy /C(i* /C)jc sont iso-
morphes, ou encore que pour tout préfaisceau F' sur C| les catégories

(A/C)/acF et (A/C) " /C)joF ~ AJi*(C/F) = A/(C/F)

sont isomorphes au-dessus de A/C, et ce fonctoriellement en F. Or en vertu de
la proposition A.1.5 et du lemme A.1.9, on a les deux carrés cartésiens suivants.

A/C/F —=C/F (A/C)atF —= C/F
| | |
AJC———C AJC———C

Cela montre que ces deux catégories vérifient la méme propriété universelle, et
donc qu’elles sont canoniquement isomorphes. O

A.1.11. On a donc le diagramme commutatif suivant (& isomorphisme pres) :

c o

Cat/C —= Cat

*/C i*

A/C

o)

U



1. PREFAISCEAUX REALISES EN CATEGORIES 229

COROLLAIRE A.1.12. Pour toute petite catégorie C, le foncteur i*i, : 0 —

A commute aux petites limites inductives et aux produits fibrés. En particulier, il
respecte les monomorphismes.

DEMONSTRATION. Le foncteur af, commute aux petites limites inductives et
projectives, et le foncteur d’oubli U, commute aux petites limites inductives, ainsi
qu’aux produits fibrés. Le corollaire résulte donc trivialement de la proposition
ci-dessus, et du fait que i*i, = U, (*/C)jc. O

A.1.13. Soit A la catégorie des simplexes, i.e. la catégorie dont les objets sont
les ensembles bien ordonnés A, = {0, ... ,n}, pour tout n > 0, et dont les fleches
sont les applications croissantes. On définit un foncteur i : A — Cat en associant
a chaque objet A, la catégorie associée a sa structure d’ensemble ordonné. Le
foncteur ¢ est une inclusion pleine, et on notera par abus i4, = A,. On note
N : Cat — A le foncteur nerf défini par N = ¢, et ¢ sont adjoint a gauche. Le
foncteur nerf est pleinement fidele, et on a donc un isomorphisme de foncteurs
canonique ¢ N =~ 1¢y (voir [17, corollaire 11.4.3]).

PROPOSITION A.1.14. Pour toute petite catégorie C', le foncteur
jo o C — Cat/C
commute aux petites limites inductives et projectives.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition A.1.10, on a un isomorphisme
de foncteurs af. ~ (N /C)jq, ce qui montre que le foncteur (N /C)j, commute
aux petites limites inductives et projectives, puisque c’est le cas de ag,. En outre,
comme le foncteur nerf est pleinement fidele, il en est de méme du foncteur
N/C :Cat/C — A/C, ce qui implique que le foncteur j, commute aux petites
limites inductives et projectives. O

COROLLAIRE A.1.15. Pour toute petite catégorie C, le foncteur
o C — Cat

commute auz petites limites inductives et aux produits fibrés. En particulier, il
respecte les monomorphismes. En outre, il admet pour adjoint a droite le foncteur
it : Cat — C', D — (¢ —— Homey (C'/ec, D)).

DEMONSTRATION. Le foncteur i est le composé du foncteur j et du fone-
teur d’oubli U : Cat/C' — Cat, et donc la proposition ci-dessus montre qu’il
commute aux petites limites inductives et aux produits fibrés, puisque le foncteur
d’oubli Ue vérifie la méme propriété. On en déduit que le foncteur 7. admet un
adjoint a droite, et on vérifie facilement que ce dernier ne peut qu’étre le foncteur
5. O

PROPOSITION A.1.16. Soit C' une petite catégorie.

(a) Le morphisme d’adjonction n : 15 — igieo est un monomorphisme.

(b) Le foncteur i%is C — C commute auz petites limites inductives et aux
produits fibrés.
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(¢) Pour tout morphisme ¢ : X — Y dans C, le carré suivant est cartésien :

Nx e

¢l lf&'ic“b

e -
Y T ZCZCY

DEMONSTRATION. L’assertion (a) résulte formellement du fait que le fonc-
teur i est fidele (corollaire A.1.3).

L’assertion (b) est une conséquence du corollaire A.1.12 appliqué au foncteur
C — Cat, ¢ — C/c, une fois remarqué que pour tout objet ¢ de C, la catégorie
C'/c admet un objet final (a savoir (¢, 1..)).

Pour montrer (c), on commence par considérer le diagramme commutatif suiv-
ant dans Cat (ol € : i, — leg est le morphisme d’adjonction) :

Lix
. icn . eicX .

1o X lolete X 1o X
icqbl (1) lici*cic(b (2) \Lic(b
oY loipicY oY
Ly

Ensuite, on vérifie que pour toute petite catégorie D, le foncteur £p est exacte-
ment le foncteur défini par la formule ep(c, u) = u(c, 1.) (ou ¢ est un objet de C,
et u: C'/c — D un foncteur), et donc en vertu de la proposition A.1.5, le carré
(2) est cartésien. Grace a la formule €i.tcM = Li,, on constate trivialement que
le carré (1)+(2) est aussi cartésien. Par conséquent, le carré (1) ne peut qu’étre
cartésien. Or on peut voir (1) comme un carré cartésien de Cat/C' grace au fonc-
teur canonique de i.i5i,Y vers C. La pleine fidélité de j, (proposition A.1.2)
acheve donc la démonstration. O

2. Images directes de cribles

PropPOSITION A.2.1. (i) Si dans un carré cocartésien de Cat,

A" A

ﬁl7
BBB

le foncteur i est un crible, alors il en est de méme de ', et le carré est
cartésien. En outre, dans ce cas, le cocrible complémentaire B\ A de A

dans B est canoniquement isomorphe au cocrible complémentaire B’ \ A’
de A" dans B'.

(ii) Les cribles sont stables par compositions transfinies.
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(iii) Les cribles sont stables par rétractes.
DEMONSTRATION. (i) On rappelle que le foncteur
Cat® — Ens

qui associe a chaque petite catégorie C' ’ensemble Cr(C') de ses cribles est repré-
sentable par la catégorie A;. Plus précisemment, la bijection

Homey (C, A1) — Cr(C)

est définie par u — u~1(0) (cette application est bien définie puisque 'inclusion
{0} — A; est un crible). Si ¢ est un crible, on a donc un carré cartésien

A—{0}

|

B—X>A1

Le carré considéré étant supposé cocartésien, le foncteur A" — {0} induit un
unique foncteur y’ : B' — A; tel que le diagramme suivant commute.

A—= A — {0}

.
B@Al

X

1 .. . .
On remarque en outre que A" = '~ (0). En effet, Comme les limites inductives
sont universelles dans Cat, on a un carré cocartésien

«

A A

I

XH(0) —=x'"1(0) ’

dont la fleche verticale de gauche est un isomorphisme. On a ainsi prouvé que
7" est un crible. La vérification du fait que le carré est cartésien est immédiate.
Pour vérifier la seconde assertion, on procede de la méme maniere : le cocrible
complémentaire B\ A de A dans B s’identifie & I'image réciproque x~*(1), et on
a un carré cocartésien

%] %]

.

X)) —x"(1) )

ce qui montre que le foncteur 4 induit un isomorphisme de B \ A sur B’ \ A'.
Les assertions (ii) et (iii) se montrent de la méme maniére (i.e. en utilisant la
caractérisation des cribles en termes de foncteurs a valeurs dans Ay). O
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DEFINITION A.2.2. Une fleche i : A — B de Cat est une immersion si c’est
un crible, et s’il existe un cocrible W de B contenant A, tel que 'inclusion encore
notée par abus 7 : A — W admette une rétraction r : W — A, et s’il existe un
morphisme de foncteurs € : ir — 1,4, vérifiant I’équation €i = 1.

REMARQUE A.2.3. Sii: A — B est une immersion, alors W est nécessaire-
ment le cocrible de B engendré par A, noté Ag. En effet, on a une inclusion
évidente Ag C W, et pour tout objet w de W, on a un morphisme irw — w,
avec irw € Ob A, ce qui implique que w € Ob Ap.

Une condition suffisante pour qu’un crible i : A — B soit une immersion
est que ¢ soit un morphisme de Dwyer au sens de [47, définition 4.1], i.e. que
l'inclusion (pleine) i : A — Ap admette un adjoint a droite.

PROPOSITION A.2.4. Les immersions sont stables par images directes, par
compositions transfinies et par rétractes.

DEMONSTRATION. Il s’agit de vérifications purement soritales. Nous allons
seulement montrer la stabilité par images directes, laissant les autres cas au
lecteur. Soit

A2 A
!
B—>B

un carré cocartésien de Cat, 7 étant une immersion. Si W = Apg, il résulte de
A.2.1 (i) et de I"énoncé dual que ¢ est un crible et que W/ = W II4 A" est un
cocrible de B’ qui contient A’. On a d’autre part le carré cocartésien suivant.

A—— 4
W ——Ww

Comme 17 = 14, on a les relations ari = «, ce qui définit un unique morphisme
r' W' — A’ tel que i’ = 14 et 'w = ar. D’autre part, la donnée de ¢ : ir —
1w équivaut a celle d'un foncteur encore noté par abus ¢ : Ay x W — W. La
limite inductive du diagramme

1a, xi 1a, Xa
Al XW<—A1 XA—>A1 x A

l ml lm

B - A - A
est un foncteur ¢ : Ay x W' — W', tel que €'|joyxa = i7", €'|{iyxar = 1w,
et €'(1a, X 1) = ipry (cela résulte des propriétés analogues pour €). On a ainsi
prouvé que ¢’ est une immersion. ]

REMARQUE A.2.5. Il est possible (par les mémes arguments que ci-dessus)
de montrer que les morphismes de Dwyer sont stables par images directes et
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par compositions transfinies, mais contrairement a ce qui est affirmé dans [47],
ceux-ci ne sont pas stables par rétractes (cf. [11]).

LEMME A.2.6. Soient B une petite catégorie, V et W deux cocribles de B tels
que ObV UObW = Ob B. Alors le carré cartésien suivant est aussi cocartésien
dans A.

NVANW ——NW
NV NB

DEMONSTRATION. Comme tous les morphismes considérés sont des inclu-
sions, pour voir que ce carré est cocartésien, il suffit de vérifier que la fleche
NV IINW — NB est un épimorphisme. Il est immédiat que 1’évaluation de
celle-ci en 0 est une surjection, ce qui implique que ses évaluations en chaque
n > 0 le sont aussi, car vu que W (resp. V') est un cocrible de B, toute chaine de
fleches commengant par un objet de W (resp. de V') est une chaine de fleches de

W (resp. V). O
3. Accessibilité des petites catégories

PRrOPOSITION A.3.1. Soit o un cardinal. Toute petite catégorie dont le nerf
est un ensemble simplicial c-accessible est a-accessible dans Cat.

DEMONSTRATION. On vérifie immédiatement que les ensembles ordonnés A,,,
n > 0, sont des objets de présentations finie (i.e. O-accessibles) dans Cat. Cela
implique en particulier que le foncteur nerf N commute aux petites limites induc-
tives filtrantes (i.e. qu’il est 0-accessible). Soit C' une petite catégorie telle que
N C soit a-accessible. On considere un ensemble ordonné a-filtrant 7, et un fonc-
teur F' de I dans Cat. Comme le foncteur nerf est pleinement fidele, on obtient
les bijections canoniques suivantes
lim Home,;(C, F') = lim Homz (NC,N F)
I I
= Homz (NC,lim N F)
I
= Homz (N C,Nlim F)
I
= Homz (C,lim F) ,
I
ce qui prouve ’assertion. O

COROLLAIRE A.3.2. Toute catégorie finie est de présentation finie dans Cat.

COROLLAIRE A.3.3. Toute petite catégorie est accessible. En particulier, tout
petit ensemble de fleches de Cat permet 'argument du petit objet.
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ANNEXE B

Structures de Thomason

1. Carrés homotopiquement cocartésiens de catégories

On fize dans un premier temps un localisateur fondamenal W.

B.1.1. On appelle W-immersion, ou encore immersion triviale, toute immer-
sion (A.2.2) qui est dans W.

PROPOSITION B.1.2 (Thomason [47]). Pour tout carré cocartésien de Cat de
la forme

A——=A
[
B e B’ ’
st 1 est une immersion, alors le morphisme canonique d’ensemble simpliciauz
NBIy4NA - NB
est une W-équivalence.

DEMONSTRATION. On sait que ¢’ est encore une immersion (A.2.4). Les cribles
A— Ag =W et A — Ay, = W' étant des équivalences d’homotopie, ce sont
en particulier des W-équivalences. On obtient le diagramme commutatif d’ensem-
bles simpliciaux suivants, dont toutes les fleches obliques sont des W-équivalences

(cf. 2.3.7).

N W N W’
/
N A | NA’/
N Ni
’ N B N B Ilxw N W’
/ /
N B NBIIy4 N A

Si V' (resp. V') désigne le cocrible complémentaire de A (resp. A’) dans B (resp.
B’), il résulte du lemme A.2.6 qu’on a les carrés cocartésiens ci-dessous.

NVANW —NW NV ANW —NW'

| | | l

NV NB NV’ NB
235
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D’autre part, en vertu de la derniere assertion de A.2.1 (i), on a des isomorphismes
canoniques
VeV et VW=V NW.
On en déduit grace au lemme A.2.6 les isomorphismes
NBIyw NW =NV lIxyrnw NW IlIyw NW/

=NV Oxnvenw NW/

=NV Ixvieonw NW

=NDB
La fleche canonique

NBIxaNA"— NBIyw NW' ~NB

est donc une W-équivalence, ce qu’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE B.1.3. Les immersions triviales sont stables par images direc-
tes, compositions transfinies et rétractes.

DEMONSTRATION. On sait que les immersions sont stables par les opérations
sus citées (A.2.4). La stabilité par images directes résulte donc aussitot de la
proposition ci-dessus. La stabilité par compositions transfinies et par rétractes est
conséquence de la stabilité de tout localisateur fondamental par petites limites

inductives filtrantes et par rétractes (5.1.16 et 5.1.2). O
COROLLAIRE B.1.4. Pour tout carré cocartésien de Cat de la forme
A——> A
— R/ )
B ;B

1 €tant une immersion, et o une équivalence faible, B est une équivalence faible.

2. Structures de catégorie de modeles sur Cat

B.2.1. Sic: A — Cat désigne I’adjoint & gauche du fonteur nerf, et Sd? :
A — A le foncteur de subdivision barycentrique itéré (3.1.12), on obtient un
foncteur R
cSd®: A — Cat ,
lequel admet un adjoint a droite, le foncteur
Ex*N : Cat — A ,
Ex? désignant le foncteur Ex (adjoint & droite de Sd), itéré deux fois.

LEMME B.2.2. Pour tout complexe simplicial combinatoire (E,®) (3.1.18),
on a des iSomorpismes canoniques

NcSd? k*(E, &) ~ NéP ~ SAN @ ~ Sd? k*(E, P)
(ot @ est muni de la structure d’ensemble ordonné induite par linclusion).

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du lemme 3.1.20. ]
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LEMME B.2.3. Soit E — F wune inclusion d’ensembles ordonnés. Alors l’i-

mage de celle-ci par le foncteur & (cf. 3.1.12), EE — &F, est un morphisme de
Dwyer (A.2.3).

DEMONSTRATION. L’inclusion d’ensembles ordonnés EE — £F est triviale-
ment un crible. D’autre part, le cocrible W engendré par £ E dans £F est formé
des 0 C F tels que o N E soit non vide. On définit un foncteur r : W — &F
par o — o N E. Une vérification immédiate montre que celui-ci est un adjoint
a droite de l'inclusion de £ dans . O

PROPOSITION B.2.4. Pour tout n > 0, le foncteur cSd? 9 A, — cSd? A,
est un 1mmersion.

DEMONSTRATION. On rappelle que 'inclusion canonique 7, : 0 4, — A,
est induite par I'inclusion de complexes simpliciaux combinatoires (4,9 ®,) —
(A, — £A,), ou P, est 'ensemble des sous-ensembles non vides de A, dif-
férents de A, (3.1.19). Comme le foncteur nerf est pleinement fidele, la formule
du lemme B.2.2 montre que 'image de i, par cSd? est I'image par ¢ de l'inclu-
sion d’ensembles ordonnés 0 ®,, — £A,,. Le lemme B.2.3 implique donc ’asser-
tion. U

COROLLAIRE B.2.5. Le foncteur cSd* envoie les monomorphismes de /A sur
des immersions.

DEMONSTRATION. Comme les inclusions de bord forment un modele cellu-
laire de A, cela résulte aussitot du fait que ¢Sd? commute aux petites limites
inductives et de la proposition A.2.4. O

LEMME B.2.6. Pour tous n, k, n > 1, 0 < k < n, le foncteur cSd* AR —s
cSd? A, est une Wy -immersion.

DEMONSTRATION. En vertu du corollaire ci-dessus, du lemme B.2.2, et en
reprenant les notations de 3.1.19, il s’agit de montrer que £PF — €2A,, est une
oo-équivalence, ou encore, de maniere équivalente, que le morphisme d’ensem-
ble simpliciaux Sd* A¥ — Sd* A, est une extension anodine. Or cela résulte
immédiatement du corollaire 3.1.16. O

THEOREME B.2.7 (Thomason [47]). La catégorie Cat des petite catégories ad-
met une structure de catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant pro-
pre, dont les équivalences faibles sont les co-équivalences. Les cofibrations sont
engendrées par l’ensemble I, formé des immersions

cSd*94, —cSd*4, , n>0,
et les cofibrations triviales par l’ensemble J, formé des fleches
cSd? AF — cSd? A, ., n>1,0<k<n.

Le couple de foncteurs adjoints (cSd?, Ex* N) définit une équivalence de Quillen
de la catégorie des ensembles simpliciaux vers celle des petites catégories, et en
outre, les morphisme d’adjonction

cSA®Ex*N — 1gy et 13 — Ex*NcSd”

sont des co-équivalences naturelles.
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DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 3.3.14, on a une oo-équivalence
naturelle N — Ex?N. Par conséquent, (Ex*N)"1i W, = W,. Il résulte
d’autre part des corollaires B.1.3 et B.2.5, ainsi que du lemme B.2.6, que {(r(.J)) C
Wso. Comme en vertu du corollaire A.3.3, tout petit ensemble de fleches de Cat
permet 'argument du petit objet, la proposition 2.3.14 implique donc qu’on a
bien défini ainsi une structure de catégorie de modeles fermée sur Cat. La propreté
a gauche de cette structure est assurée par le corollaire B.1.4. La propreté a droite
résulte de la propreté de ZZIWOO, et du fait que Ex? N respecte les fibrations (par
définition d’icelles) et commute aux produits fibrés. Il est par ailleurs immédiat
que que le couple (cSd? Ex*N) est une adjonction de Quillen. Comme tous les
ensembles simpliciaux sont cofibrants, le lemme de Ken Brown [26, lemme 1.1.12]
implique que le foncteur ¢ Sd? respecte les équivalences faibles. Pour conclure, il
suffit donc de montrer que le foncteur Ex? N induit une équivalence de catégories
apres localisation, ce qui résulte aussitot de la propriété analogue pour le foncteur
nerf. O

B.2.8. On appellera cofibrations de Thomason les cofibrations pour la struc-
ture de de catégorie de modeles fermée ci-dessus.

COROLLAIRE B.2.9. Pour tout localisateur fondamental VW, on a I’égalité
(cSA*)~'W ='W .

THEOREME B.2.10. Pour tout localisateur fondamental accessible W, la ca-
tégorie Cat des petites catégories admet une structure de catégorie de modeles
fermée propre a gauche a engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les
cofibrations de Thomason, et dont les équivalences faibles sont les VV-équivalences.
En outre, pour que cette structure soit propre (a droite), il faut et il suffit que VW
sott propre.

DEMONSTRATION. L’existence de cette structure, ainsi que la propreté a
gauche s’établit de la méme maniere que celle du théoreme B.2.7. Si W est propre,
alors z'ng est propre (5.2.18), et on peut conclure par exemple comme ci-dessus
en utilisant le foncteur Ex? N, car dans cette situation, il est encore vérifié par
construction qu’'une fleche de Cat est une fibration (resp. une équivalence faible) si
et seulement si son image par Ex*> N en est une dans A. Réciproquement, si cette
structure de catégorie de modeles fermée est propre, alors W est propre. Con-
sidérons une W-catégorie test A, et u : X — Y un morphisme de préfaisceaux
sur A. On obtient un carré commutatif de catégories (les fleches horizontales sont
induites par les foncteurs d’oubli évidents)

]

HyA/X HyAY

Jayx l le/y

Hotyy//A/X —=Hotyy//A/Y
i,4U))

dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (5.3.19). Si u est
une W-équivalence, alors en vertu de la proposition 2.4.21, le foncteur (i 4u); est
une équivalence de catégories, ce qui implique qu’il en est de méme du foncteur
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uy. Une nouvelle application de la proposition 2.4.21 montre donc que u est une
équivalence faible propre a droite, ce qui achéve la démonstration. O

3. Calcul de fractions

B.3.1. On appelle catégorie d’objets cofibrants une catégorie C telle que C°
soit une catégorie d’objets fibrants au sens de K. S. Brown [7, § I.1].

ProOPOSITION B.3.2. Pour tout localisateur fondamental W, la catégorie Cat
des petite catégories admet une structure de catégorie d’objets cofibrants, dont les
cofibrations sont les immersions, et les équivalences faibles, les VW-équivalences.

DEMONSTRATION. Toute fleche de Cat se factorise en une immersion suivie
d'une W-équivalence. En effet, si f est une fleche de Cat, elle admet une fac-
torisation de la forme f = pi, o 7 est une cofibration, et ou p est une fibration
triviale au sens de la structure de catégorie de modeles fermée de Thomason
(B.2.7). Le morphisme p est donc en particulier une co-équivalence, et donc une
W-équivalence. Pour toute petite catégorie A, I'inclusion canonique @ — A est
une immersion. Les axiomes de localisateur fondamental, la proposition A.2.4 et
le corollaire B.1.3 assurent trivialement les autres axiomes de catégorie d’objets
cofibrants. O

B.3.3. On note wCat la catégorie Cat, quotientée par la relation de A;-ho-
motopie. Plus précisemment, les objets de mCat sont les petites catégories, et les
morphismes de A vers B dans wCat sont les éléments de I’ensemble

Hom c.: (A, B) = mo Hom(A, B) .

Il est immédiat que pour tout localisateur fondamental W, le foncteur de locali-
sation de Cat vers Hot,, se factorise de maniere unique par nCat.

COROLLAIRE B.3.4. Pour tout localisateur fondamental W, la catégorie Hot,,,
s’obtient canoniquement comme une localisation de la catégorie wCat par un calcul
de fractions a gauche.

DEMONSTRATION. Cela résulte de I’énoncé dual de [7, § 1.2, proposition 2].
U

COROLLAIRE B.3.5. Soit W un localisateur fondamental. On considére deux
petites catégories A et B dont les images dans Hot,, sont isomorphes. Alors il
existe une petite catégorie C', et deux VW-équivalences

A— C+«—B.
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