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Préface.

Le but de ce livre est de rendre accessible la tres belle théorie de 'homotopie de
Grothendieck, telle qu’elle est développée dans “Pursuing Stacks” (“A la poursuite des
champs”). Il est basé sur une suite d’exposés que j’ai fait au groupe de travail “ Algebre
et topologie homotopiques” a 'Institut de Mathématiques de Jussieu. Les idées, notions,
propositions, théoremes, et démonstrations dans le corps principal de ce travail sont direc-
tement inspirés par le texte de Grothendieck. La seule partie originale est formée par les
deux appendices, par Denis-Charles Cisinski, ou quelques affirmations sans démonstration,
et conjectures de Grothendieck sont établies. De plus, dans le deuxieme de ces appendices
le lien des théoremes A et B de Quillen avec la théorie de Grothendieck est explicité.

La lecture de ce livre ne remplace évidemment pas celle de “Pursuing Stacks”. Son
ambition est de rendre cette derniere plus facile, en donnant une exposition plus systé-
matique (et plus “bourbachique”) des idées de Grothendieck. Tous les sujets traités dans
“la poursuite” ne sont pas couverts par ces notes. En particulier, il n’est pas fait men-
tion d’infini-groupoides, ni d’abélianisation, ou schématisation des types d’homotopie, et
Paspect toposique n’est pas considéré (sauf dans l'introduction). De plus, la structure de
journal “intime” mathématique, qui fait de “Pursuing Stacks” une lecture passionnante,
pleine de surprises, et précieuse pour la compréhension de la génese des concepts, est
perdue.

Je voudrais remercier Alain Bruguieres, Albert Burroni, et Bernhard Keller pour les
innombrables discussions que j’ai eues avec eux, et Denis-Charles Cisinski pour sa lecture
attentive du texte, pour une premiere rédaction du dernier paragraphe, et pour les deux
appendices, issus de sa these, qu’il a accepté de joindre a ce livre. Je suis reconnaissant
aux membres de 1’équipe “géométrie et topologie algébriques” et plus particulierement a
Bruno Kahn et Fabien Morel, pour leur soutien sans faille.

Georges Maltsiniotis



Introduction.

1.1. La catégorie homotopique Hot. La catégorie homotopique Hot est définie classi-
quement comme étant la catégorie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes
les classes d’homotopie d’applications continues entre CW-complexes. On démontre qu’on
obtient une catégorie équivalente en localisant la catégorie Top de tous les espaces topolo-
giques et applications continues, relativement aux équivalences faibles topologiques. On
rappelle que si M désigne une catégorie et W une partie de FI(M), il existe (quitte a even-
tuellement agrandir I'univers de base) une catégorie W' M (localisée de M relativement
a W) et un foncteur ~ : M — WM (foncteur de localisation) tel que, pour tout w € W,
y(w) soit un isomorphisme de W1 M, et qui soient universels pour cette propriété. Autre-
ment dit, pour tout foncteur F : M — M’ tel que, pour tout w € W, F(w) soit inversible,

il existe un unique foncteur F:W™'M — M tel que F'= F’y

Si 'on note Wy, la partie de Fl(Top) formée des équivalences faibles topologiques, autre-
ment dit, des applications continues f : X — VY telles que :

a) mo(f) : mo(X) — mo(Y) soit une application bijective;

b) pour tout n > 1, et tout « € X, m,(f,x) : (X, 2) — 7, (Y, f(x)) soit un isomor-
phisme de groupes;
alors la catégorie homotopique Hot est équivalente a la catégorie WFFO;TOp.

La catégorie homotopique peut étre également définie, a équivalence de catégories
pres, en termes d’ensembles simpliciaux. La catégorie des ensembles simpliciaux est la
catégorie A des préfaisceaux (foncteurs contravariants a valeurs dans la catégorie Ens des
ensembles) sur la catégorie A des simplexes, catégorie dont les objets sont les ensembles

A, =40,1,...,m}, méeN,

ordonnés par 'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. Les simplexes
topologiques standards

m
Azzp:{(:z:o,xl,...xm)eﬂ:\?m"i'l | >, =1, 2, >0, 0<i<m}
1=0

forment un espace topologique cosimplicial AP (foncteur covariant de A dans Top), en
définissant, pour tout morphisme ¢ : A, -+ A,, de A, une application continue

Top . ATop Top
A@ AP — AL



par
Aﬁp(ajo,xl,...,xm) = (Yo, Y1,---»Yn) , ou y;= > x , 0<j5j<n
e(1)=j
On en déduit un unique (& isomorphisme unique pres) couple de foncteurs adjoints

|.|:£—>7'0p , S Top — A

(foncteur de réalisation topologique, et foncteur ensemble simplicial singulier) tel que la
restriction de | . | & la catégorie A (identifiée a une sous-catégorie pleine de 3, par le
plongement de Yoneda) soit isomorphe au foncteur A7 : A — Top. Pour tout ensemble
simplicial K, 'espace topologique |K | est le quotient

K| = [T AT < K [~

ou l'ensemble K, est considéré comme espace topologique discret, et ~ est la relation
d’équivalence engendrée par les relations élémentaires

(z, K,(y)) ~ (A@p(aj),y) L i An = A eF(A), zeANP yeK,
Pour tout espace topologique X, 'ensemble simplicial S(X) est défini par
(S(X))m = Homppp(ATP X)), m >0

Une équivalence faible simpliciale est un morphisme d’ensembles simpliciaux dont la réa-
lisation topologique est une équivalence d’homotopie. Si l'on note W la partie de FI(A)
formée des équivalences faibles, on démontre que la catégorie localisée W' A est équiva-
lente a la catégorie homotopique Hot. De facon plus précise, les foncteurs | . | et S sont
compatibles aux équivalences faibles, et induisent des équivalences de catégories

—1A -1 -1 —1x
T/V3 A— Wg,Top Wr,,Top — T/V3 A

quasi-inverses 'une de l'autre (voir par exemple [GZ]).

La catégorie homotopique Hot peut étre aussi obtenue, a équivalence de catégories
pres, comme localisation de la catégorie Cat des petites catégories. L'inclusion A — Cat,
définie en associant a ’ensemble ordonné A,,, m > 0, la catégorie correspondante, fournit
un objet cosimplicial de Cat, d’ou un couple de foncteurs adjoints

c: A —s Cat , N :Cat — A

(foncteur de réalisation catégorique, et foncteur nerf) tel que la restriction de ¢ a A soit
Iinclusion A — Cat. Pour toute petite catégorie C, 'ensemble simplicial N(C') (nerf de
C) est défini par

(N(C))m = Homeot (A, C) m>0
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I’ensemble ordonné A,, étant identifié a la catégorie correspondante. Plus concretement,
(N(C))m est I'ensemble formé des suites de m fleches composables de C'. Une équivalence
faible catégorique est un foncteur entre petites catégories dont le nerf est une équivalence
faible simpliciale. Si 'on note Wegy la partie de FI(Cat) formée des équivalences faibles,
on démontre que la catégorie localisée Wc_altCat est équivalente a la catégorie homotopique
Hot. De facon plus précise, le foncteur nerf induit une équivalence de catégories

We,iCat — WA

(Voir par exemple [T1].) (En revanche, contrairement au foncteur de réalisation topolo-
gique, le foncteur de réalisation catégorique n’est pas compatible aux équivalences faibles.)

Ainsi, on dispose de plusieurs catégories, Top, 3, Cat, dont les objets peuvent servir
comme “modeles” pour les types d’homotopie.

1.2. La problématique de Grothendieck et “I’hypothése inspiratrice”. Le défi
que Grothendieck se pose dans “Pursuing Stacks” est de chercher toutes les catégories dont
les objets sont des “modeles” pour les types d’homotopie. De facon plus précise, il s’agit
de trouver tous les triplets (M, W, u), ot M est une catégorie, W une partie de FI(A]), et
p 2 M — Hot un foncteur, tels que pour tout w € W, u(w) soit un isomorphisme, et tels
que le foncteur i : WM — Hot, déduit de u par la propriété universelle de la catégorie
localisée, soit une équivalence de catégories

Dans cette recherche, il est guidé par ce qu’il appelle une “hypothese inspiratrice” (“ins-
piring assumption”), qui n’est jamais formellement utilisée, mais sert uniquement comme
source d’intuitions :

“La catégorie des auto-équivalences de Hot est équivalente a la catégorie ponctuelle”.

En d’autres termes : toute auto-équivalence de Hot est isomorphe au foncteur identique,
et le seul automorphisme du foncteur identique est I'identité.(!)

En particulier, dans la situation ci-dessus, si u’ : M — Hot est un deuxiéme foncteur
ayant les mémes propriétés que pu, et si ! désigne un quasi-inverse de [i, le foncteur

!L’argument qu’il donne en faveur de cette hypothése parait naif. C'est essentiellement :
“S’1l y avait une auto-équivalence non triviale de Hot, ou un automorphisme non identique
du foncteur identique, j’en aurais entendu parler, ou j’aurais une idée pour en définir
un”. En réalité, ¢’est moins naif qu’il n’y parait. L’hypothese inspiratrice n’est pas une
conjecture. Ce que cet argument prétend est que s’il y avait un contre-exemple, il serait
hautement non constructif et non canonique, a coups d’axiomes du choix. Ainsi, pour des
foncteurs, ou morphismes de foncteurs, construits explicitement, il y a toute chance qu’elle
soit satisfaite. L’hypothese inspiratrice nous incite alors a chercher une preuve directe.
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't : Hot — Hot est une auto-équivalence de Hot, et I’hypotheése inspiratrice implique

que ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur identique, et par suite que les
foncteurs 1 et 11’ sont canoniquement isomorphes, et p et p’ aussi. On peut donc se li-
miter & chercher les couples (M, W), tels que la catégorie WM soit équivalente & Hot.
Grothendieck appelle modélisateur homotopique, ou plus simplement modélisateur, un tel
couple.

Modulo 'hypothese inspiratrice, la question de départ se réduit donc a la recherche de
tous les modélisateurs. Bien entendu, Grothendieck n’arrivera pas a donner une reponse
complete a une question aussi générale, voire naive. Néanmoins, moyennant quelques hypo-
theses restrictives, il arrive, de facon assez stupéfiante, a donner une caractérisation, dans
le cas ou M est une catégorie de préfaisceaux A sur une petite catégorie A. Il dit alors que
A est un modélisateur élémentaire et A une catégorie test. Les modélisateurs élémentaires
généralisent le modélisateur bien connu (A, Wg) des ensembles simpliciaux.

1.3. La définition toposique de Hot. Pour la définition méme de la catégorie homoto-
pique Hot, Grothendieck ne choisit pas la version classique. Il n’aime pas trop les mé-
thodes simpliciales, et se méfie des espaces topologiques. Son modélisateur préféré est
(Cat,Weat), et son inspiration toposique. Il définit donc les équivalences faibles dans Cat
comme étant les foncteurs u : A — B, entre petites catégories, tels que le morphisme
de topos (u*,uy) : A — B (ou u* désigne le foncteur image inverse de préfaisceaux
F— u*(F) =Fu, F € Ob(B\), et u, son adjoint a droite) soit une équivalence d’Artin-
Mazur. Un morphisme de topos ¥ : X — Y est une équivalence d’Artin-Mazur si pour
tout m > 0, le morphisme

H™(Y,F) — H™(X,¢°(F))

induit par v, est un isomorphisme, pour tout faisceau localement constant F sur Y, d’en-
sembles si m = 0, de groupes si m = 1, de groupes abéliens si m > 2. Il note W, la
partie de FI(Cat) formée des équivalences faibles ainsi définies, et il affirme (sans preuve,
puisqu’il n’utilise jamais formellement ce résultat) que Wo, = We,y, autrement dit, que sa
définition coincide avec la définition classique.(?) Ainsi, il définit la catégorie homotopique
Hot comme étant la catégorie localisée W !Cat.

2Une démonstration détaillée de ce fait est exposée dans [M]. L’idée de la démonstration
est de comparer l'espace classifiant | N(A)|, réalisation topologique du nerf d’une petite ca-
tégorie A, a son topos classifiant A. Pour cela, on définit un morphisme de topos, fonctoriel
en A, R

TN(A)) — A,

ol pour tout espace topologique X, T(X) désigne le topos des faisceaux d’ensembles sur
X, et on démontre que ce morphisme est une équivalence d’Artin-Mazur. Ensuite, on
montre que pour tout espace topologique “gentil” X, par exemple un CW-complexe, les
espaces de cohomologie du topos 7(X) et de 'espace topologique X sont canoniquement
isomorphes. Enfin, un théoreme de Whitehead donne une caractérisation cohomologique
des équivalences faibles topologiques, analogue a la définition des équivalences d’Artin-
Mazur (les conditions sur le 7y et le m étant équivalentes aux conditions sur le HO et
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Ensuite, il vérifie que W, satisfait a un certain nombre de propriétés formelles de
stabilité (déja démontrées par Quillen pour Weq¢ [Q]), dont la plus importante correspond
au théoreme A de Quillen :

Siu: A — B est un morphisme de Cat tel que, pour tout objet b de B, u/b: A/b — B/b
soit dans Wao, alors u est dans Wyo.

La catégorie A/b est la catégorie dont les objets sont les couples (a,p : u(a) — b), ou a est
un objet de A et p un morphisme de B, et u /b est le foncteur (a, p) — (u(a), p), induit par u.
Dans le contexte toposique adopté par Grothendieck, ce résultat est extrémement naturel,
et sa démonstration est directe. En effet, si 0 : X — Y est un morphisme de topos, on dit
que ¥ est asphérique si pour tout objet y de Y, le morphisme de topos ¥/y : X/y — Y/y,
induit par ¥, est une équivalence d’Artin-Mazur. Un argument cohomologique standard
montre que pour vérifier 'asphéricité de v, on peut se limiter a des y appartenant a une
famille génératrice du topos Y. En particulier, si u : A — B est un morphisme de Cat et
siX =AY =B, et ¢p = (u*,u,), comme les objets de B forment une famille génératrice
du topos Y, pour montrer que ¢ est asphérique, il suffit de vérifier que pour tout objet b

de B,
X/b=A/b~A/b— B/b~B/b=Y/b

est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit, que A/b — B/b est dans W.,. Ainsi,
cette derniere condition implique I'asphéricité du morphisme de topos ¢ : X — Y, et en
particulier, en prenant 'objet final de Y = B, on en déduit que A — B est une équivalence
d’Artin-Mazur, autrement dit que v : A — B est dans W, ce qui prouve le théoreme A
de Quillen dans ce cadre.

1.4. Les catégories test. Les équivalences d’Artin-Mazur permettent de définir une
notion d’équivalence faible pour les morphismes d'un topos. Soient X un topos et p : © —
un morphisme de X. On dit que ¢ est une équivalence faible de X si le morphisme de topos
X/x — X/2', induit par @, est une équivalence d’Artin-Mazur. En particulier, si A est
une petite catégorie et X = A est le topos des préfaisceaux sur A, un morphisme de
préfaisceaux ¢ : F' — F' est une équivalence faible de Asile morphisme de topos

A/F~A/F=X/F — X/F' = A/F' ~ A/F'

le H' non abélien), ce qui permet d’affirmer qu'une application continue f : X — V
entre CW-complexes est une équivalence faible topologique si et seulement si le morphisme
correspondant de topos T(X) — T(Y), défini par les foncteurs image inverse et image
directe de faisceaux, est une équivalence d’Artin-Mazur. On termine la démonstration,
grace a une propriété du type “deux sur trois” pour les équivalences d’Artin-Mazur, en
considérant, pour un morphisme A — B de Cat, le carré commutatif de morphismes de
topos

T(NfA)) —nli
T(IN(B)|) —— B |

dont les fleches horizontales sont des équivalences d’Artin-Mazur.
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est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit, si le foncteur A/F — A/F’, induit par

¢, est dans We. On note W la partie de Fl(zzl\) formée des équivalences faible de A. Si

I'on note 14 : A — Cat le foncteur associant a un préfaisceau F la catégorie A/F. et a
un morphisme de préfaisceaux ¢ : F — F' le foncteur A/F — A/F', induit par ¢, alors
Wo =i (Wao).

La question que Grothendieck se pose est de savoir quand est-ce que (zzl\, W;‘\) est un

modélisateur, autrement dit, quand est-ce que la catégorie localisée Wilzzl\ est équivalente

a la catégorie homotopique Hot. Dans l'esprit de I'hypothese inspiratrice, il se demande
plutot quand est-ce que le foncteur 7, : WA — WZ'Cat = Hot, induit par i 4, est une
équivalence de catégories. Il est alors tenté d’appeler une telle catégorie A catégorie test.
En fait, la terminologie qu’il adoptera en définitive pour cette notion sera celle de pseudo-
catégorie test. En effet, il constate qu’il est extrémement difficile de trouver des criteres
pour caractériser les catégories satisfaisant a cette propriété, et dans sa philosophie, une
propriété difficile a tester ne constitue pas une “bonne notion”. D’autre part, le foncteur
i 4 admet un adjoint a droite

% Cat — A C — (a v~ Homeai(A/a,C))

qui ne respecte pas forcement les équivalences faibles. Il est alors assez tentant d’appeler
catégorie test une pseudo-catégorie test telle que 1% (W) C W+ D’autant plus, que

Grothendieck démontre qu’alors le foncteur ¥ : Hot = W 'Cat — W:}l 121\, induit par ¢%,

est une équivalence de catégories quasi-inverse de 74, et il trouve un critere tres simple
pour qu’une petite catégorie A satisfasse a ces conditions. Pour cela, il faut et il suffit
que pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau % (C') soit
asphérique (on dit quun préfaisceau F' sur A est asphérique si l'unique foncteur de la
catégorie i ,(F) = A/F vers la catégorie ponctuelle est dans We ). Finallement, une telle
catégorie A sera appelée catégorie test faible, et A un modélisateur élémentaire faible. En
effet, Grothendieck observe que cette notion n’est pas locale, dans le sens que si A est
une catégorie test faible, il n’en est pas nécessairement de méme pour A/a, a € Ob(A).
Ainsi, 1l appelle catégorie test locale une petite catégorie A telle que pour tout objet a
de A, A/a soit une catégorie test faible. Enfin, il dit que A est une catégorie test, et
que A est un modélisateur élémentaire, si A est a la fois une catégorie test locale et une
catégorie test faible. Ce sont les notions de catégorie test locale et de catégorie test qui
s’averent étre les plus importantes. De plus, ces catégories admettent des caractérisations
étonnamment simples. Si on note A; la catégorie correspondant a 1’ensemble ordonné
{0 < 1}, alors pour qu'une petite catégorie A soit une catégorie test locale, il faut et il
suffit que le préfaisceau 1% (A;) (qui est l'objet de Lawvere du topos 121\, représentant le
foncteur F' +— {sous-objets de F'}) soit localement asphérique (on dit qu'un préfaisceau F
sur A est localement asphérique si pour tout objet a de A, la restriction de F' & A/a est un
préfaisceau asphérique sur A/a). De plus, une catégorie test locale est une catégorie test
si et seulement si 'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle est dans Weo (on dit
alors que A est asphérique). La derniere (et plus forte) variante de catégorie test, introduite
par Grothendieck, est celle de catégorie test stricte. C’est une catégorie test A telle que
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le foncteur ¢, : A — Cat soit compatible aux produits finis, a équivalence faible pres.
On dit alors que la catégorie des préfaisceaux A est un modélisateur élémentaire strict.
Grothendieck démontre que la catégorie des simplexes A est une catégorie test stricte, et
celle des ensembles simpliciaux A un modélisateur élémentaire strict.

1.5. Les foncteurs test. Les foncteurs test généralisent, dans le cadre des catégories
test, le foncteur nerf de la théorie simpliciale. Si A est une catégorie test faible, on aimerait
appeler foncteur test faible un foncteur ¢ : A — Cat tel que si on note ¢* le foncteur

i Cat — A | C — (a = Homeg(i(a), C))

on ait *Ws) C W+ et le foncteur 1% : Hot = WilCat — W:}lg, induit par *, soit
une équivalence de catégories. Par exemple, le foncteur a — A/a satisfait a ces propriétés,
puisque alors 1 * est le foncteur ¢, déja considéré, et aussi, si A est la catégorie des simplexes
A le foncteur d’inclusion ¢ : A — Cat, puisqu’alors i* est le foncteur nerf N. Néanmoins,
il n’y a pas de caractérisation simple des foncteurs satisfaisant a ces propriétés. Cependant,
on remarque que si le foncteur 7 est pleinement fidele, alors ces conditions impliquent que
pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est asphérique. Grothendieck ajoute cette derniere
condition & la définition d’un foncteur test faible, et il obtient ainsi une notion aisément
caractérisable.

Plus précisément, il définit un foncteur test farble comme étant un foncteur: : A — Cat,
d’une catégorie test faible A vers la catégorie des petites catégories, tel que pour tout objet
a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et tel que 1*(Ws) C W 1l démontre qu’alors

le foncteur 7* : Hot = W !Cat — W:}lA, induit par ¢*, est une équivalence de catégories,

quasi-inverse de 7,4 (ce qui est conforme & “I’hypothese inspiratrice”), et il obtient la ca-
ractérisation suivante. Solent A une catégorie test faible, et 1 : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

i) @ est un foncteur test faible ;
ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau 1*(C) est asphérique.

Ensuite, il définit un foncteur test local comme étant un foncteur ¢ : A — Cat, de source
une catégorie test locale, tel que pour tout objet a de A, le foncteur A/a — Cat, induit
par 7, soit un foncteur test faible, et il obtient la caractérisation suivante. Soient A une
petite catégorie arbitraire, et ¢ : A — Cat un foncteur tel que pour tout objet a de A, la
catégorie i(a) soit asphérique. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) A est une catégorie test locale et 1 un foncteur test locale ;

ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C') est localement asphé-
rique.

De plus, si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) possede un objet final (ce qui est une
condition suffisante d’asphéricité), alors ces deux conditions sont aussi équivalentes a la
condition suivante :

i) i*(Aq) est un préfaisceau localement asphérique.
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Cette derniere condition est en générale tres facile a vérifier, et cette caractérisation est un
outil puissant pour trouver des catégories test locales, et des foncteurs test locaux. Enfin,
il démontre que si A est une catégorie test et 1 : A — Cat un foncteur test local, alors 7 est
aussi un foncteur test faible. On dit alors que 1 est un foncteur test.

1.6. Les localisateurs fondamentaux. Apres avoir obtenu une grande partie de ses
résultats sur les catégories et les foncteurs test, Grothendieck constate que ses démons-
trations n’utilisent pas la définition méme de W,,, mais seulement quelques propriétés
formelles, faciles a dégager, de cette classe de fleches. Ces propriétés de stabilité sont le
théoreme A de Quillen, déja mentionné, une condition de saturation faible, et le fait que si
une petite catégorie admet un objet final, alors elle est asphérique. Ainsi, il reprend toute
la théorie en adoptant un point de vue axiomatique, le point de départ étant une partie
W de FI(Cat), appelée localisateur fondamental, satisfaisant & ces propriétés formelles.

De facon plus précise, un localisateur fondamental est une partie W de FI(Cat) satis-
faisant aux conditions suivantes :

La) (Saturation faible.) Les identités sont dans W. Si deux des trois fleches d'un
triangle commutatif sont dans W, il en est de méme pour la troisieme. Si un morphisme 2
de Cat admet une rétraction r telle que ir soit dans W, alors ¢ est dans W.

Lb) (Objet final.) Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors I'unique
foncteur de A vers la catégorie ponctuelle est dans W.

Le) (Théoreme A de Quillen.) Si u : A — B est un morphisme de Cat tel que pour
tout objet b de B, u/b: A/b — B/b soit dans W, alors u est dans W.

Grothendieck reprend done, dans ce cadre, la théorie des catégories et foncteurs test, en
introduisant la catégorie homotopique relative a W, Hotyy, = W™1Cat, et les notions de
W-catégories test, de W-catégories test faibles ou locales, de W-foncteurs test, ete. Il vérifie
qu’on obtient les mémes résultats, avec les mémes démonstrations.

L’avantage de cette approche axiomatique est d'une part, sa grande clarté, et d’autre
part, le fait qu’elle s’applique a d’autres contextes que celui de la catégorie homotopique
classique. Elle s’applique, en particulier, en homotopie rationnelle, et plus généralement, a
toute sorte d’équivalences faibles définies par des conditions cohomologiques. Grothendieck
propose de considérer les localisateurs fondamentaux W, définis exactement comme W,
malis en remplacant les équivalences d’Artin-Mazur par d’autres classes de morphismes de
topos, définies par des conditions cohomologiques. Par exemple, si k désigne un anneau
commutatif (on pense plus particulierement a k =7, Z/nZ, Q), on peut demander que le
morphisme de topos ? : X — Y induise un isomorphisme sur la cohomologie a coeflicients
dans k, ou a coefficients dans un k-module arbitraire, ou dans les faisceaux localement
constants de k-modules. On peut varier en prenant une famille d’anneaux k;, ou une famille
de groupes commutatifs constants, par exemple Z/nZ, pour n premier a un ensemble de
nombres premiers, conditions qu’on peut éventuellement combiner avec des conditions sur
la 1-cohomologie non-abélienne & coefficients dans des faisceaux localement constants de
groupes . . .

Tous ces localisateurs fondamentaux satisfont & une version relative du théoréeme A

de Quillen :



C
est un morphisme de Cat, au dessus d’une petite catégorie C, et st pour tout objet ¢ de C,
le foncteur ufc: A/c — B/c induit par u est dans W, alors u est dans W.

Un localisateur fondamental fort est un localisateur fondamental satisfaisant a cette con-
dition (qui implique la condition Le¢). Cette hypothese plus forte sur W est utile pour
certains résultats plus fins que la simple caractérisation des catégories et foncteurs test.
Elle sert, par exemple, pour démontrer que l'image directe d'une équivalence faible de
préfaisceaux par un monomorphisme est une équivalence faible, ou pour montrer que la
classe formée des équivalences faibles de préfaisceaux, qui sont des monomorphismes, est
stable par images directes et composés transfinis. Elle sert aussi pour établir 'existence
des colimites homotopiques, et plus généralement, des extensions de Kan homotopiques.
Dans “Pursuing Stacks”, Grothendieck conjecture que W, est le plus petit localisateur
fondamental fort. Cette conjecture, permettant une caractérisation purement axiomatique
de Wy, est démontrée par Denis-Charles Cisinski, dans ’appendice B.

1.7. Plan du livre. La suite de cet ouvrage est logiquement indépendante de cette intro-
duction. Le paragraphe 2 est consacré a ’étude des localisateurs fondamentaux, de leurs
propriétés élémentaires, et des notions qui en découlent. On démontre qu'un localisateur
fondamental est stable par le foncteur “passage a la catégorie opposée”. On introduit et
on étudie les notions de foncteur asphérique ou coasphérique (entre petites catégories). On
démontre quun adjoint a gauche (resp. & droite) est asphérique (resp. coasphérique), et
qu'une cofibration (resp. fibration) a fibres asphériques est un foncteur asphérique (resp.
coasphérique). Un lemme “a la Mayer-Vietoris” est établi. Les exemples triviaux de loca-
lisateurs fondamentaux sont présentés.

Dans le paragraphe 3, on définit les équivalences faibles et les morphismes asphé-
riques de préfaisceaux, et on introduit la notion de préfaisceau asphérique et localement
asphérique. Une caractérisation des foncteurs asphériques en termes de préfaisceaux est
démontrée, et une version préfaisceautique du lemme de “Mayer-Vietoris” est établie.

Dans le paragraphe 4, on définit la catégorie homotopique relative a un localisateur
fondamental, et on introduit les notions de pseudo-catégorie test et de catégorie test faible.
Plusieurs caractérisations des catégories test faibles sont présentées.

Le paragraphe 5 est consacré aux “outils homotopiques”. On introduit les notions de
segment, segment séparant, et on définit la relation d’homotopie relative a un ensemble
de segments et les notions associées d’homotopisme et d’objet contractile. On établit le
“lemme d’homotopie” qui relie les notions d’homotopie et d’équivalence faible. On présente
I'exemple du segment de Lawvere, crucial pour la suite. On termine par 'étude de la
relation d’homotopie dans la catégorie des petites catégories.

Dans le paragraphe 6, on introduit les notions importantes de catégorie test locale et
catégorie test, et on en donne plusieurs caractérisations. On établit une condition suffisante
pour qu’'une petite catégorie, admettant des produits finis, soit une catégorie test, ce qui
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permet de présenter une multitude d’exemples. On termine en démontrant que la catégorie
des simplexes est une catégorie test.

Dans le paragraphe 7, on étudie la variante la plus forte de catégorie test, celle de
catégorie test stricte. Dans ce but, on introduit la notion de petite catégorie totalement
asphérique, caractérisée par plusieur conditions équivalentes, une catégorie test stricte
étant une catégorie test qui est totalement asphérique. On constate que les exemples de
catégories test du paragraphe précédent sont en fait des catégories test strictes, et on
présente des exemples de catégories test qui ne sont pas strictes. On définit le concept de
contracteur, cas particulier de catégorie test stricte, et on démontre que la catégorie des
simplexes est un contracteur.

Le paragraphe 8 est consacré a I’étude des foncteurs test. On introduit la notion de
foncteur asphérique d’une petite catégorie vers la catégorie des petites catégories (notion a
ne pas confondre avec celle de foncteur asphérique entre petites catégories), et on en donne
plusieurs caractérisations. On en déduit les notions de foncteur test faible, de foncteur
test local et de foncteur test, ainsi que des caractérisations de ces foncteurs. On présente
plusieurs exemples de foncteurs test, dont 'inclusion de la catégorie des simplexes dans
la catégorie des petites catégories, ce qui permet de retrouver la théorie du foncteur nerf.
Enfin, on montre que la sous-catégorie de la catégorie des simplexes, ayant les mémes
objets, et comme morphismes les applications strictement croissantes, est une catégorie
test faible, mais n’est pas une catégorie test.

Dans le paragraphe 9, on introduit le concept de localisateur fondamental fort, et on
présente plusieurs définitions équivalentes. On démontre que la catégorie homotopique cor-
respondante admet des produits finis, des sommes finies, et que le foncteur de localisation
y commute.

Le but principal du paragraphe 10 est de prouver que, pour un localisateur fondamen-
tal fort, 'image directe d’une équivalence faible de préfaisceaux par un monomorphisme est
une équivalence faible, et que la classe formée des équivalences faibles de préfaisceaux, qui
sont des monomorphismes, est stable par images directes et composés transfinis. Pour cela,
on utilise de facon essentielle la “construction de Grothendieck”, associant a un foncteur, a
valeurs dans la catégorie des petites catégories, une catégorie cofibrée, qui est la “2-limite
inductive” de ce foncteur. Cette construction est rappelée en détails.

Le paragraphe 11 est consacré aux extensions de Kan homotopiques. Etant donné
un localisateur fondamental fort W, on associe a toute petite catégorie I, la catégorie
D(I), localisée de la catégorie des foncteurs de I vers la catégorie des petites catégories,
relativement a la classe des morphismes de foncteurs qui sont dans W, argument par
argument. Pour tout foncteur v : I — J, on en déduit un foncteur image réciproque
u* : D(J) — D(I), induit par la composition par u. Une extension de Kan homotopique est
un adjoint a gauche ou a droite de u*. On démontre 'existence d’'un adjoint a gauche, en
généralisant une construction de Thomason [T2] des colimites homotopiques. A Tl'aide de
cet adjoint a gauche, on caractérise les élémént de W, ainsi que les foncteurs asphériques.

Dans le paragraphe 12, on introduit une classe remarquable de foncteurs entre pe-
tites catégories, les morphismes propres, ainsi que la notion duale de morphisme lisse. On
démontre des propriétés de stabilité, et on en donne plusieurs caractérisations. En uti-
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lisant les propriétés des morphismes propres, on trouve une nouvelle caractérisation des
morphismes coasphériques. Enfin, on démontre des théoremes de changement de base, pour
les morphismes propres ou lisses, analogues a ceux de la géométrie algébrique.

Cet ouvrage comporte deux appendices par Denis-Charles Cisinski. Dans le premier,
il démontre que la catégorie des cubes, ou catégorie cubique, est une catégorie test, ce que
Grothendieck affirme sans preuve dans “Pursuing Stacks”. Dans le deuxieme, il prouve la
conjecture de Grothendieck affirmant que W, est le plus petit localisateur fondamental
fort. Par ailleurs, il donne une autre caractérisation axiomatique de W, basée sur le
théoreme B de Quillen.
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Les localisateurs fondamentaux.

2.1. Soit M une catégorie. On dit qu'une partie W de FI(M) est faiblement saturée si :
a) Les identités sont dans W.

b) Si deux des trois fleches d’un triangle commutatif sont dans W, il en est de méme
pour la troisieme.

¢)Sii: X' = X etr: X — X’ sont deux morphismes de M tels que ri = 1x7, et si
ir est dans W, il en est de méme pour r (donc aussi pour ¢ en vertu de (a) et (b)).

Il résulte de (a) et (¢) que les isomorphismes sont dans W.

On dit qu'un morphisme v : A — B de M est wnwwersellement dans W si :

i) u est quarrable (autrement dit, pour tout morphisme B’ — B, le produit fibré
B' xp A est représentable dans M);

. 7 O
i) pour tout carré cartésien

B'——B
le morphisme v’ est dans W.

2.2. Notons Cat la catégorie des petites catégories, et e un objet final de Cat (une ca-
tégorie ayant un seul objet, et 'identité de cet objet comme seul morphisme). On appelle
localisateur fondamental une partie W de FI(Cat) satisfaisant aux conditions suivantes :

La) La partie W de Fl(Cat) est faiblement saturée.
Lb) Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e est dans W.
Le) Siu: A — B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B,

u/b: A/b — B/b
soit dans W, alors u est dans W.

On rappelle que A/b désigne la catégorie dont les objets sont les couples (a, p : u(a) — b),
ol a est un objet de A et p un morphisme de B, un morphisme de (a, p) dans un deuxieme
objet (a',p") de A/b étant un morphisme f : a — a' de A tel que p = p’u(f). Le morphisme
u /b est le foncteur induit par w.

Les éléments de W sont appelés des W-équivalences, ou des équivalences faibles. On
dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est W-asphérique, ou plus simplement asphérique,
si, pour tout oblet b de B, u/b: A/b — B/b est une équivalence faible. La condition (Lc)
ci-dessus peut donc s’énoncer : un morphisme asphérique de Cat est une équivalence faible.
On dit qu'une petite catégorie A est W-asphérique, ou plus simplement asphérique, si le
foncteur A — e est asphérique, ou de facon équivalente une équivalence faible. La condition
(Lb) affirme donc qu’une petite catégorie admettant un objet final est asphérique.
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Proposition 2.3. Soit u: A — B un morphisme de Cat.

a) Le foncteur u est asphérique si et seulement si, pour tout objet b de B, la catégorie
A/b est asphérique.

b) Si u est universellement dans W, alors u est asphérique.

DEMONSTRATION. Pour tout objet b de B, la catégorie B/b admet un objet final (b, 1;). Il
résulte donc des conditions (La) et (Lb) que u/b: A/b — B/b est une équivalence simple
si et seulement si A/b — e l'est, ce qui prouve 'assertion (a). L’assertion (b) résulte de
I'observation que le carré

Alb—— A

'

B/b—— B

Y

ou les fleches horizontales désignent les foncteurs canoniques, est cartésien.

Proposition 2.4. Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A — e est une équivalence faible ;
b) A — e est asphérique (autrement dit A est asphérique) ;

c) A — e est universellement dans W.

DEMONSTRATION. L’équivalence de (a) et (b) est évidente. L’implication (¢) = (b) résulte
de la proposition 2.3, (b). Montrons que (a) implique (¢). Il s’agit de montrer que, pour
toute petite catégorie B, pro : A x B — B est une équivalence faible. En vertu de (Lec)
et de la proposition 2.3, (a), il suffit de montrer que, pour tout objet b de B, la catégorie
(A x B)/b est asphérique. Or, on a un isomorphisme de catégories (A x B)/b ~ A x (B/b),
et comme par hypothese A est asphérique, il suffit, en vertu de (La), de montrer que
pr1 @ A X B/b — A est une équivalence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 2.3,
(a), il suffit done de montrer que, pour tout objet a de A, (A x B/b)/a est asphérique.
Comme (A x B/b)/a ~ AJa x B/b, cela résulte de (Lb), puisque A/a x B/b admet un
objet final.

Corollaire 2.5. Le produit de deuzx petites catégories asphériques est asphérique.

DEMONSTRATION. Soient A et B deux petites catégories asphériques. En vertu de la propo-
sition 2.4, la deuxieme projection A x B — B est une équivalence faible, donc par (La)
A x B — e est une équivalence faible, ce qui prouve le corollaire.

Corollaire 2.6. Soient u : A — B, u' : A’ — B’ deuz morphismes asphériques de Cat.
Alors le foncteur u x u' : A x A" — B x B’ est asphérique.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que, pour tout objet (b,b') de B x B’ la catégo-
rie (A x A")/(b,b") est asphérique. Or, (A x A")/(b,b") est canoniquement isomorphe a
(A/b) x (A'/b"), et par hypothese, A/b et A’/b' sont asphériques. L’assertion résulte donc
du corollaire 2.5.
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Lemme 2.7. Soit A = B = C un couple de morphismes composables de Cat. Si u est
asphérique, pour tout objet ¢ de C, le morphisme u/c : AJc — B/c induit par u est
asphérique.

DEMONSTRATION. On vérifie aussitot que pour tout objet (b,p : v(b) — ¢) de B/c la
catégorie (A/c)/(b,p) est canoniquement isomorphe a A/b, qui est asphérique, puisque u
est asphérique, ce qui prouve que u/c est asphérique.

Proposition 2.8. Soit A % B = C un couple de morphismes composables de Cat. Si u
est asphérique, vu est asphérique si et seulement si v ['est.

DEMONSTRATION. Pour tout objet ¢ de C, on a un triangle commutatif

Alc u/e B/e

UA v/e

Clc

et, en vertu du lemme 2.7, u/c est asphérique et en particulier une équivalence faible (Lc).
On en déduit (La) que v/c est une équivalence faible si et seulement si vu/c lest, ce qui
prouve que v est asphérique si et seulement si vu 'est.

Proposition 2.9. Soit v : A — B un morphisme de Cat. St u admet un adjoint & droite
alors u est asphérique.

DEMONSTRATION. Soit v un adjoint & droite de u. La bijection fonctorielle
Hompg(u(a),b)) ~ Hom4(a,v(d)), a € Ob(A), b€ Ob(B)

implique que, pour tout objet b de B, la catégorie A/b est isomorphe a la catégorie A/v(b),
qui admet un objet final. On en déduit que A/b est asphérique, ce qui prouve la proposition.

Corollaire 2.10. Une équivalence de petites catégories est asphérique.
Corollaire 2.11. Une petite catégorie A admettant un objet initial est asphérique.

DEMONSTRATION. Soient pa : A — e 'unique foncteur de A dans I’objet final de Cat, et
s4 e = A le foncteur associant a 'unique objet de e un objet initial de A. On vérifie
aussitot que p4 est un adjoint a droite de s4. On en déduit que s4 est asphérique (2.9),
donc une équivalence faible (Lc). Comme pasa = 1., il résulte de (La) que ps est une
équivalence faible, ce qui prouve ’assertion.

2.12. Soit u : A — B un foncteur. On rappelle que la fibre de u au dessus d’un objet
b de B est la sous-catégorie (non pleine) A, de A dont les objets sont les objets a de A
tels que u(a) = b et dont les morphismes sont les morphismes f de A tels que u(f) = 1;.
Soit ¢ : @ — a' un morphisme de A. On dit que ¢ est cocartésien (relativement & u, ou au
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dessus de B) si, pour tout morphisme f : a — a” tel que u(f) = u(c), il existe un unique
morphisme g : @’ — a” tel que u(g) = 1,4 et f = gc.

"
a
A

|

|

|

|

|

Tk

!/
a C a

On dit que u est une précofibration si, pour tout morphisme p : b — b’ de B et tout objet a
de A au dessus de b (u(a) =b), il existe un morphisme cocartésien ¢ : a« — a’ au dessus de
p (u(c) = p). On dit que u est une cofibration si u est une précofibration et si le composé
de deux morphismes cocartésiens composables de A est un morphisme cocartésien.

Dualement, on dit qu'un morphisme de A est cartésien (relativement & ) si le mor-
phisme correspondant de A° (catégorie opposée de A) est cocartésien (relativement a
u® : A° — B°). On dit que le foncteur u est une préfibration (resp. une fibration) si
le foncteur u® est une précofibration (resp. une cofibration).

Lemme 2.13. Un foncteur u: A — B est une précofibration si et seulement si, pour tout
objet b de B, le foncteur canonique Ay — A/b associant a un objet a de la la fibre Ay de
u au dessus de b lobjet (a,1;) de A/b admet un adjoint a gauche.

La démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 2.14. Soit v : A — B un morphisme de Cat et supposons que u soit une
précofibration et que, pour tout objet b de B, la fibre Ay de u au dessus de b soit asphérique.
Alors u est asphérique.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme précédent, pour tout objet b de B, le foncteur

ib : Ab — A/b
ar= (CL, ]-b)
admet un adjoint a gauche
jb : A/b — Ab

En vertu de la proposition 2.9, le foncteur j; est asphérique, donc une équivalence faible, et
comme Ay est asphérique, il en est de méme pour A/b, ce qui prouve que u est asphérique.

2.15. Soit A une catégorie. On définit une catégorie S(A) comme suit :
Ob(S(4)) = FI(4)

et si f:a—bet f :a — b sont deux objets de S(A), 'ensemble Homg4)(f, f') est
formé des couples (g,h), g:a — a, h:b— b tels que le diagramme :

f

a———b

91 lh f'=htfg

!/
!/ !/
a ———b
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soit commutatif. L’identité de f est définie par 1y = (1,,1s), et si
(g h) s f — 1 et (g R ff—
sont des morphismes de S(A),
(g'.h) o (g.h) = (g9, h'h)
On définit deux foncteurs :
A4 gay A,
en posant pour tout objet f de S(A) :
sa(f) = source de f comme morphisme de A,

ta(f) = but de f comme morphisme de A,

et pour tout morphisme (g,h) de S(A),

salg:h) =g ,  talg.h)=
On vérifie aussitot que
I:S(A) —s S(A%)
fref fe0b(S(4)),
(9,h) — (h,g) (9,h) € FI(S(A)) ,
définit un isomorphisme de catégories tel que
sael =t et tpl=s4

Lemme 2.16. Pour toute catégorie A, les foncteurs s : S(A) — A° et tsq: S(A) — A
sont des cofibrations.

DEMONSTRATION. Montrons que t 4 est une cofibration. Soient h : b — b’ un morphisme de
Aet f:a— bunobjetde S(A) tel quet4(f) =b. Notons h,(f) Vobjet hy(f) = hf:a — b
de S(A) et ¢(h, f) le morphisme c(h, ) = (14, h) : f — he(f) de S(A).

1
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On ata(c(h, f)) = h et on vérifie aussitot que le morphisme ¢(h, f) est cocartésien (relati-
vement a t4), ce qui prouve que t4 est une précofibration. En remarquant que, pour tout
morphisme i’ : b — b de A, on a

(h'h)«(f) = 'R f = R (hs(f))
et
(!, Bl F))elhy £) = (Loy )(Ta, h) = (Lo, W'R) = (', f)
on en déduit que t 4 est une cofibration.
En appliquant ce qui précede a la catégorie opposée, on en déduit que sy = t 40 est

aussi une cofibration, ce qui prouve le lemme.

Lemme 2.17. Pour toute petite catégorie A, les foncteurs sa: S(A) - A% etts: S(A)— A
sont asphériques.

DEMONSTRATION. On vérifie aussitot que les fibres de s 4 et 4 admettent un objet initial.
L’assertion résulte alors du corollaire 2.11, du lemme 2.16 et de la proposition 2.14.

2.18. Soit u: A — B un foncteur. On en déduit un foncteur
S(u): S(A) — S(B)
fr—ulf) . fe0b(S(4)),
(9,h) — (ulg), u(h)) (g9,h) € FI(S(4)) ,

rendant commutatif le diagramme suivant :

A° SA (A) tA

(2.18.1) ul S(u)l lu

B8 _gp)y B,

Proposition 2.19. Soient u : A — B un morphisme de Cat et u°® : A° — B° le foncteur
opposé. Alors u est une équivalence faible si et seulement si u® [’est.

DEMONSTRATION. Considéront le diagramme commutatif 2.18.1 ci-dessus. En vertu du
lemme 2.17 et de (Lc), les morphismes t4, tp, s4 et sp sont des équivalences faibles. En
utilisant la propriété de saturation (La), on en déduit que u est une équivalence faible si
et seulement si S(u) est, et S(u) est une équivalence faible si et seulement si u® lest, ce
qui prouve la proposition.

Corollaire 2.20. Soit A une petite catégorie. Alors A est asphérique si et seulement si la
catégorie opposée A° [est.

Corollaire 2.21. Soit v : A — B un morphisme de Cat et supposons que u soit une
préfibration et que, pour tout objet b de B, la fibre Ay de u au dessus de b soit asphérique.
Alors u est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Par définition, u est une préfibration signifie que u® : A° — B° est
une précofibration et comme, pour tout b € Ob(B), (A°), = (Ap)°, l'assertion résulte du
corollaire 2.20, de la proposition 2.14, de (Lc) et de la proposition 2.19.
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REMARQUE 2.22. La situation parait dissymétrique. Cela vient du fait qu’on a privilégié
les foncteurs asphériques, ce qui correspond a privilégier la cohomologie par rapport a
I’homologie. Pour rétablir la symétrie, il suffit d’introduire la notion de foncteur coasphé-
rique. On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est W-coasphériqgue, ou plus simplement
coasphérique, sile morphisme u® : A° — B° est asphérique. Pour tout objet b de B, notons
b\ A la catégorie dont les objets sont les couples (a,p : b — u(a)), ol a est un objet de A
et p un morphisme de B, un morphisme de (a,p) dans un deuxieme objet (', p’) de b\ A
étant un morphisme f : a — o' de A tel que le triangle

b
2N
mo

[

u(a) )

soit commutatif. On a un isomorphisme canonique A° /b~ (b\A)° et le foncteur
D\u:b\A = WD\B |
induit par u, s'identifie au foncteur
(u®/b)° : (A%/b)° — (B°/b)°

Il résulte alors de la proposition 2.19 (resp. du corollaire 2.20 et de la proposition 2.3,
(a)) que u : A — B est coasphérique si et seulement si, pour tout b € Ob(B), le foncteur
b\u : b\ A — b\ B est une équivalence faible (resp. la catégorie b\ A est asphérique). En vertu
de (Lc) et de la proposition 2.19, un foncteur coasphérique est une équivalence faible. En
vertu de la proposition 2.9, un foncteur admettant un adjoint a gauche est coasphérique.
Enfin, il résulte de la proposition 2.14 et du corollaire 2.20 que si u est une préfibration a
fibres asphériques alors u est coasphérique.

2.23. Soit A une catégorie. On rappelle qu'un crible de A est une sous-catégorie pleine
U de A telle que si @' — a est un morphisme de A, et si a est un objet de U, il en de
méme pour a'. Un cocrible de A est une sous-catégorie pleine F de A telle que F° soit un
crible de A°, autrement dit, si @ — @’ est un morphisme de A, et si a est un objet de F,
il en est de méme pour a’. Si Ay désigne la catégorie correspondant a l'ensemble ordonné
{0 < 1}, alors pour tout foncteur u : A — Ay, u=1(0) (resp. u=!(1)) est un crible (resp.
un cocrible) de A et I'application :

u s u”(0) (resp. ur— u" (1))

établit une bijection de la classe des foncteurs de A dans Ay sur la celle des cribles (resp.

cocribles) de A.

Proposition 2.24. Soient A une petite catégorie et Uy, Us deux cribles de A tels que
A=U,UU,. Alors si Uy, Uy et Uy NUy sont asphériques, il en est de méme pour A.
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DEMONSTRATION. Se donner un crible de A équivaut & se donner un foncteur A — Ay,
le crible étant 'image réciproque de 0. La donnée des cribles Uy et U; de A équivaut a
la donnée d’un foncteur A — Ay x Ay, et dire que A est la réunion des cribles Uy et Us
équivaut a dire que ce foncteur se factorise par la sous-catégorie

(0,1)

(1,0)

de Ay x Ay, et alors Uy ~ A/(0,1), Uz ~ A/(1,0) et Uy NU; ~ A/(0,0). L’hypothese que
Uy, Uy et Uy N Uy sont asphériques implique donc que le foncteur A — B est asphérique.
Comme B admet un objet initial, il résulte du corollaire 2.11 que B est asphérique. Il
résulte alors de (Lc) et (La) que A est asphérique, ce qui prouve la proposition.

Corollaire 2.25. Soient A une petite catégorie et Fy, Fy deux cocribles de A tels que
A=F UF,. Alors s1 Fy, Fy et Fy N Fy sont asphériques, il en est de méme pour A.

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte, en vertu de 2.20, de la proposition 2.24, appliquée
a la catégorie opposée A°.

EXEMPLE 2.26. La classe FI(Cat) de toutes les fleches de Cat est un localisateur fonda-
mental appelé localisateur fondamental trivial. On dit qu’un localisateur fondamental W

est non trivial si W # FI(Cat).

Proposition 2.27. Si le localisateur fondamental W n’est pas trivial, alors toute catégorie
asphérique est non vide.

DEMONSTRATION. En effet, supposons que la catégorie vide @) soit asphérique. Pour toute
petite catégorie C', le carré

) ——0

C —e
étant cartésien, il résulte de la proposition 2.4 que ) — C' est une équivalence faible, ce qui
implique que la catégorie C' est asphérique. Ainsi, toute petite catégorie est asphérique,

et on en déduit, par la condition de saturation (La), que tout morphisme de Cat est une
équivalence faible, ce qui contredit la non trivialité de W.

EXEMPLE 2.28. La partie W, de FI(Cat) formée du foncteur identique de la catégorie
vide, et de tous les foncteurs de source (donc aussi de but) une catégorie non vide est
un localisateur fondamental. On dit qu'un localisateur fondamental W est grossier s’il
contient Wy,. Il résulte immédiatement de la proposition 2.27 que les seuls localisateurs
fondamentaux grossiers sont Wy, et le localisateur fondamental trivial FI(Cat).

EXEMPLE 2.29. La partie Wy, de FI(Cat) formée des équivalences faibles usuelles de Cat
est un localisateur fondamental (B.13).
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Les équivalences faibles dans une catégorie de préfaisceaux.

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

3.1. On se fixe une petite catégorie A. On note Ala catégorie des préfaisceaux d’ensembles
sur A. Pour tout objet a de A, on note aussi a le préfaisceau @ — Hom 4(x, a) représenté

par a, et on identifie A a une sous-catégorie pleine de A. On définit un couple de foncteurs :
ia: A— Cat , iz:Cat—>;l\
F— A/F | C — (a v~ Homeai(A/a,C))
et des morphismes de foncteurs :
eriqty — lear 77:12—>if4iA
Pour toute petite catégorie C', le foncteur :
ec: A (C)— C

est défini par :
(a,A)a 2 C) — v(a,1,)

et pour tout préfaisceau F' et tout objet a de A, 'application :
nr(a) : F(a) — Homegi(A/a, A/ F)

est définie par :

(a > F)— (Ala 3 AJF) |

ou s, est défini par :

(x,p:a —a)r— (x,sp:ax = F)

Proposition 3.2. Le couple des foncteurs (ia,1%) forme un couple de foncteurs adjoints
(le foncteur i 4 est adjoint a gauche du foncteur %) et les morphismes de foncteurs

(3.2.1) e Z'AZ'Z — leat R n: 1:4\ — Z'ZZ'A

sont les morphismes d’adjonction.

La démonstration est laissée au lecteur.
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3.3. On dit qu'un morphisme de préfaisceaux sur A :
p: F—G
est une équivalence faible ou W-équivalence si le foncteur correspondant :
iale) AJF — A/G
est une équivalence faible. On note W la classe des équivalences faibles de A

(3.3.1) We =iy (W)

L’ensemble des équivalences faibles de A est une partie faiblement saturée de Fl(zzl\). On
dit qu'un morphisme de préfaisceaux :

p: F—G
est W-asphérique, ou plus simplement asphérique, si le foncteur correspondant :
iale) AJF — A/G

est asphérique. En vertu de (Lc¢) (2.2), un morphisme asphérique de préfaisceaux est une
équivalence faible.

Proposition 3.4. Soit ¢ : F — G un morphisme de préfaisceauz. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) @ est asphérique ;
b) pour tout objet a de A et tout morphisme a — G de 121\, la catégorie AJ(a xg F)
est asphérique ;

c) ¢ est unwersellement dans W4 (2.1).

DEMONSTRATION. Dire que ¢ est asphérique signifie que le foncteur A/F — A/G est
asphérique, autrement dit que pour tout objet « — G de A/G, la catégorie (A/F)/(a — G)
~ A/(a xg F) est asphérique (2.3), ce qui prouve l’équivalence de (a) et (b).

Si ¢ est universellement dans W, en particulier, pour tout morphisme a — G, avec a
objet de A, le morphisme a X F' — a est dans W, donc le foncteur A/(a x¢ F') = A/a
est une équivalence faible et, comme A/a admet un objet final, il en résulte que A/(ax g F)
est asphérique, ce qui prouve (¢) = (b).

Supposons maintenant ¢ asphérique, et soit G’ — G un morphisme arbitraire de préfais-
ceaux. Montrons que G’ xg F — G’ est dans W Il suffit de montrer qu’il est asphérique,

autrement dit, en vertu de I'implication (o) = (a), que pour tout mophisme a — G’ de 121\,
Alla @ G' xg F) ~ A/(a xg F) est asphérique, ce qui résulte de 'asphéricité de ¢ et de
I'implication (a) = (b). On a donc (a) = (¢).
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3.5. Soit F' un objet de A. On dit que F est W-asphérique, ou plus simplement asphérique,
si la catégorie A/F est asphérique, autrement dit si i4(F') est asphérique. Si F' est un
préfaisceau représentable, la catégorie A/F admet un objet final, et il en résulte que F est
asphérique. En vertu de la proposition 3.4, un morphisme u : F' — G de A est asphérique
si et seulement si pour tout morphisme a — G de 121\, avec a objet de A, le préfaisceau
a X ¢ F est asphérique.

3.6. Pour toute petite catégorie A, on note e, un objet final de A. Considéront les
propriétés :
a) le préfaisceau F est asphérique;

b) le morphisme F — ¢4 est une équivalence faible;

¢) le morphisme F — ¢ est asphérique;

d) le morphisme F' — ¢4 est universellement dans W-.

En vertu de la proposition 3.4, les conditions (¢) et (d) sont équivalentes et, en vertu de
(Le) (2.2), ces conditions impliquent la condition (b) qui est, en général, strictement plus
faible. Si la catégorie A n’est pas asphérique aucune des conditions (b), (¢), (d) n’implique
la condition (a). Si A est asphérique, ce qui équivaut a affirmer que ¢ 7 est asphérique, alors
les conditions (a) et (b) sont équivalentes (et ’équivalence de ces conditions pour tout F
équivaut a lasphéricité de A), mais toujours plus faibles, en général, que les conditions
équivalentes (¢) et (d). On verra que ces quatres conditions sont équivalentes si et seulement
si A est totalement asphérique (7.2). On dit que F est localement W-asphérigue, ou plus
simplement localement asphérique, s'il satisfait aux conditions équivalentes (¢) et (d).

Cette terminologie est justifiée par I’observation suivante : un préfaisceau F' est localement
asphérique si et seulement si, pour tout a € Ob(A), le préfaisceau F|(A/a) induit par F
sur A/a est asphérique. En effet, on a des isomorphismes

(A/a)/(F|(A[a)) = Af(a x F) = Af(a X~ F)

Proposition 3.7. Soient A une petite catégorie, F un préfaisceau sur A, et Fy et Fy deux
sous-préfaisceaur de F tels que F = Fy U Fy. Si les préfaisceauz Fy, Fy et Fy N Fy sont
asphériques, il en est de méme pour le préfaisceau F.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que la catégorie A/F est asphérique. Par hypothese,
les catégories A/Fy, A/F, et A/F; N Fy sont asphériques. Or, A/F; et A/ F; s’identifient &
des cribles de A/F, A/F) N F, s’identifiant au crible intersection. L’hypothese F' = Fy U Fy
implique que A/F est la réunion des cribles A/F et A/F;. La proposition résulte donc de
la proposition 2.24.

3.8. Soit maintenant u : A — B un morphisme de Cat. On note u* : B — A le foncteur
“image réciproque par u”, associant a un préfaisceau F' de B le préfaisceau F'ou de A.
Pour tout préfaisceau F' de B, le foncteur u : A — B induit un foncteur

uw/F:A/F=A/u"(F) —— B/F
(a,a = u(F)) — (u(a),u(a) 2 F)
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(en considérant, par Yoneda, s comme un élément de u*(F)(a) = F(u(a))). On définit
ainsi un morphisme de foncteurs

A=A, tiqu” — i

en posant Ap = u/F, pour F objet de B.

Proposition 3.9 Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) u est asphérique ;

b) pour qu’un préfaisceau F de B soit asphérique, il faut et il suffit que le préfaisceau
u*(F) de A soit asphérique ;

b’} si F' est un préfaisceau asphérique de E, alors u*(F) est un préfaisceau asphérique
de A ;

b") pour tout objet b de B, le préfaisceau u*(b) de A est asphérique ;

¢) pour tout préfaisceau F de E, le foncteur A\p : A/u*(F) — B/ F est une équivalence
faible ;

') pour tout préfaisceaw F de B\, le foncteur A\p : A/u*(F) — B/F est asphérique ;

") pour tout objet b de B, le foncteur Ny : AJu*(b) — B/b est une équivalence faible ;
et si ces conditions sont satisfaites, on a :

d) pour qu’un morphisme ¢ de /\B\ soit une équivalence faible, 1l faut et il suffit que
u*(p) soit une équivalence faible de A.

De plus, si A et B sont asphériques, les conditions (a) a (d) sont équivalentes, et équiva-
lentes a la condition :

d’) st ¢ est une équivalence faible de E, alors u*(p) est une équivalence faible de A.

DEMONSTRATION. L’implication (b) = (b') est évidente, 'implication (b') = (b"') résulte
du fait qu’un préfaisceau représentable est asphérique (3.5), I'implication (b”) = (¢"') des
La, Lb, (2.2), 'implication (¢”) = (¢’) de l'observation que pour tout préfaisceau F' de B
et tout objet (b,b > F) de B/F, on a des isomorphismes canoniques (B/F)/(b,s) ~ B/b
et (A/u*(F))/(b,s) ~ A/b = A/u*(b), 'implication (¢’) = (¢) de Le (2.2), et U'implication
(¢) = (b) de La (2.2). Enfin, on remarque que (¢”) est une paraphrase de (a), ce qui
prouve 'équivalence des conditions (a) a (¢'').

L’implication (¢) = (d) résulte de la commutativité du carré

ta(u*(#))

Afu' (F) A (@)
Apl PG
B/F 5 (%) B/G ,

pour  : ' — G morphime de E, et de la condition de saturation La (2.2).
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Si A et B sont asphériques, montrons I'implication (d') = (b). Soit done F' un pré-

faisceau asphérique de B. Comme B est asphérique, le morphisme canonique ¢ : F' — €5

est une équivalence faible de B\, et en vertu de (d'), u*(p) : w*(F) — u*(eg) = e; est une

équivalence faible de A. Comme A est asphérique, on en déduit que u*(F') est asphérique.
L’implication (d) = (d') étant évidente, ceci prouve, sous I'hypothese de 'asphéricité de A
et B, I’équivalence des conditions (a) a (d'), et acheve la démonstration de la proposition.

3.10. Soient maintenant A et B deux petites catégories. On définit un foncteur

X:AxB——— AxB

(F,G) w— pri(F) x pry(G)

AxB
N
A B

désignent les projections. On vérifie aussitot qu’on a un isomorphisme fonctoriel canonique :
iAxB(F® G) = A X B/F& G ;> A/F X B/G: ZA(F) X ZB(G)

Proposition 3.11. a) Soient F, G des préfaisceaus sur A, B respectivement. Si F et G
sont asphériques (resp. localement asphériques), il en est de méme pour F X G.

b) Soient u : F — F', v: G — G' des morphismes de préfaisceaus sur A, B respecti-
vement. St les morphismes u et v sont asphériques, il en est de méme pour u X v.

DEMONSTRATION. La proposition résulte aussitot de ce qui précede et des corollaires 2.5
et 2.6.
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Les catégories test faibles.

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

4.1. Soient M une catégorie et W une partie de FI(M). On rappelle qu’il existe (quitte a
agrandir I'univers de base) une catégorie WM et un foncteur ~ : M — WM tel que,
pour tout w € W, ~4(w) soit un isomorphisme de W~1M, et qui soient universels pour
cette propriété. Autrement dit, pour tout foncteur F' : M — M’ tel que, pour tout w € W,
F(w) soit inversible, il existe un unique foncteur F:W=IM — M tel que F = F’y

On dit que W™LM est la catégorie des fractions de M relativement a W et que ~ est le
foncteur de localisation. On dit que la partie W de FI(M) est fortement saturée si W est
formée exactement des fleches qui deviennent inversibles par le foncteur de localisation. On
vérifie aussitot qu'une partie fortement saturée de FI(AL) est aussi faiblement saturée (cf.
2.1). On dit que le localisateur fondamental W est un localisateur fondamental fortement
saturé sila partie W de FI(Cat) est fortement saturée.

4.2. On appelle catégorie homotopique relative au localisateur fondamental VW, ou plus
simplement catégorie homotopique, et on note Hotyy, ou plus simplement Hot, la catégorie
W™1Cat. On appelle foncteur de localisation canonigue et on note v, ou plus simplement
v, le foncteur de localisation v : Cat — Hot.

Si W est le localisateur fondamental trivial (2.26), W = FI(Cat), alors la catégorie
homotopique Hotyy est équivalente a l'objet final de Cat. Si W = W,, (2.28), alors la
catégorie Hotyy est équivalente a la catégorie Ay = {0 — 1}. Si W = W, est formé des
équivalences faibles usuelles (2.29), alors la catégorie Hotyy est équivalente & la catégorie
homotopique usuelle des CW-complexes.

4.3. On appelle W-modélisateur, ou plus simplement modélisateur, un couple (M, W),
ou M est une catégorie et W une partie faiblement saturée de FI(M), tel que la catégo-
rie des fractions W' M soit équivalente & la catégorie homotopique Hot. Si (M, W) et
(M',W') sont deux modélisateurs, on dit quun foncteur F : M — M’ est un morphisme
de modélisateurs si :

a) W=F"1(W');
b) le foncteur F: WM — W'~ M’ induit par F est une équivalence de catégories.

Le couple (Cat, W) est un modélisateur, appelé le modélisateur fondamental.

4.4. On se fixe une petite catégorie A. On rappelle que
14 : A— Cat
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désigne le foncteur canonique :

Fr— A/F
(cf. 3.1) et que
Wo=i1(W)

désigne ’ensemble des équivalences faibles de A (cf. 3.3). On note Hotyy 4, ou plus simple-
ment Hot 4, la catégorie des fractions W:}lg et v4 A Hot 4 le foncteur de localisation.
On dit que A est une W-pseudo-catégorie test, ou plus simplement une pseudo-catégorie
test, si :

a) A est asphérique;

b) le foncteur :
74 : Hoty4 = Wilg — W™ Cat = Hot

induit par 1 4 est une équivalence de catégories.

Proposition 4.5. St W est un localisateur fondamental fortement saturé, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) A est une pseudo-catégorie test;

b) (A.\, W;‘\) est un modélisateur et le foncteur 14 est un morphisme de modélisateurs
dans le modélisateur fondamental (Cat,WV).

DEMONSTRATION. L’implication (a)=-(b) est évidente. Pour montrer l'implication (b)=-(a),
il suffit de montrer que la condition (b) implique que A est asphérique, autrement dit que
le foncteur canonique A — e, ou e désigne la catégorie ponctuelle, est une équivalence
faible. Considérons le diagramme commutatif :

2Z4A>Cat

| 7 i

7
Hot 4 4 . Hot

Le localisateur fondamental W étant fortement saturé, il suffit de montrer que y(A4) — ~(e)
est un isomorphisme. Or, A ~ A/e, = i4(ey), ol e; désigne l'objet final de 121\, et
Y(A) =~ qia(eq) = 1ava(ey), et comme par hypothese, 74 est une équivalence de ca-
tégories, 'assertion résulte du fait que I'image d'un objet final par une équivalence de
catégories est un objet final et du lemme suivant.

Lemme 4.6. Soient M une catégorie, W une partie de FI(M), et ypr : M — W™ M le
foncteur de localisation. Si epr est un objet final de M, alors ypr(enr) est un objet final de
WM.

La démonstration est laissée au lecteur.
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4.7. Dans la définition d’une pseudo-catégorie test, on a privilégié le foncteur 14 par
rapport a son adjoint & droite i* (cf. 3.2). De facon plus symétrique, on appelle W-catégorie
test faible, ou plus simplement catégorie test faible, une petite catégorie A telle qu’il existe

~

une partie faiblement saturée W de FI(A) telle que :
a) (A.\, W) soit un modélisateur;

b) ia et i* soient des morphismes de modélisateurs
ia: (AW) — (Cat, W) , i :(Cat, W) — (A, W) ;

¢) pour toute petite catégorie C' € Ob(Cat), on ait e € W, et pour tout préfaisceau
F € Ob(A), on ait np € W, ou

€iiaty — lear 7721:4\—>ZAZA

désignent les morphismes d’adjonction (3.2.1).
On remarque que la condition (b) implique en particulier que W = i;l(W) =Wy,
et que W = %71 (W) = i*, ' (W=). En fait, les conditions (a), (b), (¢) ci-dessus sont

A
largement redondantes.

Lemme 4.8. Soient (1,7) un couple de foncteurs adjoints, 1t : M — M', j: M' — M,
ety — lap n:ly — gt

les morphismes d’adjonction et W (resp. W') une partie faiblement saturée de FI(M) (resp.
FI(M")). Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) W =i~ 1 (W') et pour tout a’ € Ob(M') le morphisme eq/ : ij(a’) — a’ est dans
W’

a') W' = jY (W) et pour tout a € Ob(M) le morphisme n, : a — ji(a) est dans W ;
ces deuzx conditions impliquant la condition :

b) «(W) C W', j(W') CW et les foncteurs :
WM — WM, WM — WM

induits par 1 et j sont des équivalences de catégories quasi-inverses ['une de [‘autre, les
1somorphismes d’adjonction étant déduits de ¢ et n.

De plus, si les parties W et W' sont fortement saturées les conditions (a), (a’) et (b) sont
équivalentes.

DEMONSTRATION. Montrons que (a) = (d'). Pour tout a € Ob(M), on a :
Ei(a) ©1(Na) = Li(a)
. i(na) ... €i(a) .
i(a) — iji(a) — i(a)
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et comme ¢;,) € W', on en déduit par saturation faible que i(n,) € W', d'oun, € W.
Montrons que W' = j=1(W). Soit f' : @’ — V' une fleche de M’. On a un diagramme
commutatif :

oy Ea’ '

ij(a") ———a

ij(f’)l lf’

(b)) — s b
et comme g4/, ey € W', la saturation faible implique que f' € W’ si et seulement si
ij(f") € W'. Or, par hypothese, ij(f") € W' si et seulement si j(f') € W, ce qui prouve
(a').
L’implication (a') = (a) résulte de I'implication précédente appliquée aux catégories
opposées.

Les autres assertions sont évidentes.

Proposition 4.9. Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est une catégorie test faible;
i) A satisfait auz conditions suivantes :
a) A est asphérique ;
b) 1% (W) C Wy (autrement dit i4i% (W) C W);
iii) pour toute petite catégorie C, le foncteur ec : i41%(C) — C est une équivalence
faible ;
iii") pour toute petite catégorie C, le foncteur ec : 14i%(C) — C est asphérique ;
iii") pour toute petite catégorie C' ayant un objet final, le préfaisceau i*(C) est asphé-
rique.

iii"") pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphérigue.

DEMONSTRATION. L’implication (i) = (i), (b) est immédiate. Pour démontrer que (i) =
(i), (a), on remarque que la condition (7) implique que le morphisme ¢, : i41%(e) — e
est une équivalence faible. Or, % étant un adjoint a droite, il transforme un objet final
en objet final. On a donc % (e) ~ e et 1417 (€) > ia(ep) = A, ce qui montre que A est
asphérique et prouve l'implication (¢) = (). Montrons 'implication (i) = (#2"""). Soit
C' une petite catégorie asphérique. Le morphisme C' — e est une équivalence faible, et en
vertu de (42), (b), il en est de méme pour i 4¢%(C) — 141%(e) =~ A. 1l résulte donc de (i),
(a) et (La), (2.2) que t%(C) est un préfaisceau asphérique. L'implication (s1:"") = (")
résulte de (Lb), (2.2), I'implication (i12"") = (u1") de 'observation que pour toute petite
catégorie C' et tout ¢ € Ob(C), 141%(C)/c ~ 141%(C/c), 'implication (s1:') = (i) de (Le),
(2.2), et 'implication (#2) = (1) du lemme 4.8, ce qui prouve la proposition.

REMARQUE 4.10. 1l résulte, en particulier, de la proposition précédente qu'une catégorie
test faible est une pseudo-catégorie test.
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Segments et homotopie dans une catégorie.

5.1. Soit M une catégorie admettant un objet final ey;. On appelle segment de M un
triplet | = (I,00,01), ou I est un objet de M, et 0,01 : ey =2 I des morphismes de
M. Si M admet un objet initial @57, on dit qu'un segment | = (I, 0y, 01) est séparant si
le morphisme canonique 3y — epr est un noyau de la double fleche (0p, 1) : epr == I.
Soient | = (1,00,01) et I' = (I',0),0;) deux segments de M. On appelle morphisme de
segments de | dans I’ un morphisme ¢ : I — I' de M tel que 0} = 0y et 0] = ©0;.

5.2. On suppose dans la suite que M admet des produits finis. Soient | = (1,0,01) un
segment de M, et f,g: X ==Y deux morphismes de M. On dit que f est I-homotope de
fagon élémentaire a ¢ s’il existe un morphisme h : X X I — Y tel que f = h(lx x 0o) et
g = h(lX X 61)

X x 1T
1)(% &x@l
X h X

S| AT

Y

Y

et on dit que h est une |-homotopie de f a g. On remarque que 1; est une [-homotopie
de 0y & 01 (en identifiant ey x I a I). Plus généralement, un morphisme de segments
w:1=(1,00,01) = "= (1I',0},07) est une I-homotopie de 9} & J;.

Soit Z un ensemble de segments de M. On appelle relation de Z-homotopie la relation
d’équivalence engendrée par la relation : “il existe un segment | appartenant a 7 tel que f
soit |-homotope a ¢ de facon élémentaire”. On dit que deux morphismes sont Z-homotopes
(ou I-homotopes si T = {l}) s’ils sont en relation par la relation de Z-homotopie.

5.3. On vérifie immédiatement que la relation de Z-homotopie est compatible a la compo-
sition et au produit de morphismes :

a) Si fo,f1 : X ==Y, go,91 : Y == Z sont des morphismes de M, et si fy est
Z-homotope a fi et go Z-homotope a gy, alors go fo est Z-homotope a g1 f;.

b) Si fo,fr - X ==Y, f§,f1 + X’ =2 Y’ sont des morphismes de M, et si fo est
Z-homotope a f1 et f) Z-homotope a f], alors fo x f} est Z-homotope & f1 x fi.

En vertu de la condition (a), il existe une catégorie M7 ayant mémes objets que M, et telle
que pour tous objets X et Y, Homz, (X,Y) soit le quotient de I’ensemble Homp, (X, Y)
par la relation de Z-homotopie, la composition dans M7z étant déduite de celle de M par
passage au quotient, et un foncteur ()7 induisant l'identité sur les ensembles des objets,
associant a une fleche de M sa classe de Z-homotopie, et jouissant de la propriété universelle
suivante. Pour toute catégorie M’ et tout foncteur F : M — M’, tel que pour tout couple
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de morphismes Z-homotopes de M, on ait F(f) = F(g), il existe un foncteur unique
F : M1 — M’ rendant commutatif le triangle :

M

o

MI%M/
F

La condition (b) implique que M7 admet des produits finis, et que le foncteur Q)7 commute
a ces produits.

On dit qu'un morphisme f de M est un Z-homotopisme (ou un l-homotopisme si
T =A{l1}) si Qz(f) est un isomorphisme de Mz. On dit qu'un objet X de M est Z-contractile
(ou l-contractile si T = {l}) si Q7(X) est un objet final de Mz, ou de fagon équivalente, si
le morphisme canonique X — ej; est un Z-homotopisme. Pour cela, il faut et il suffit que
I'identité de X soit Z-homotope & un endomorphisme constant de X (se factorisant par

I'objet final epr de M).

5.4. On note Z la classe des segments | = (I,00,01) de M tels que 9y et 0y soient
Z-homotopes. OnaZ C I (cf. 5.2), et il résulte de la condition (a) ci-dessus que la relation
de f—homotopie coincide a la relation de Z-homotopie, et 7 est la plus grande classe de
segments ayant cette propric¢té. On a Mz = Mz, Q5 = (7, et en particulier, pour qu'un
morphisme de M soit un Z-homotopisme, il faut et il suffit qu’il soit un Z-homotopisme,
et pour qu’'un objet de M soit Z-contractile, il faut et il suffit qu’il soit Z-contractile.

Si M admet des sommes amalgamées (il suffit des sommes amalgamées sous eyr), et
si les foncteurs produit par un objet respectent les carrés cocartésiens, alors deux fleches
f,g: X ==Y de M sont Z-homotopes si et seulement s’il existe un segment | appartenant

a Z et une I-homotopie de f a g.

SiZ' est une deuxieme classe de segments de M, la relation de Z-homotopie est plus fine
que celle de Z'-homotopie si et seulement si pour tout segment | = (I, 0y, 01) appartenant
a Z, 0y et 0y sont Z'-homotopes, autrement dit, si Z C f’, et alors un Z-homotopisme est
aussi un Z’-homotopisme, et un objet Z-contractile est aussi Z’-contractile.

5.5. Soient M et M' des catégories admettant des objets finaux ey; et ey respectivement,
et F': M — M’ un foncteur tel que F(epr) = epp. Pour tout segment | = (1,0y,0:1) de M,
(F(I),F(0), F(01)) est un segment de M', noté F(I). Supposons que M et M’ admettent
des produits finis et que le foncteur F' y commute. Alors si f,g : X == Y sont deux
morphisme de M, et h: X x I — Y une [-homotopie de f a g,

Fh): F(X)x F(I)=F(X xI)— F(Y)
est une F(l)-homotopie de F(f) a F(g). On en déduit que si 7 est une classe de segments
de M, et 7' la classe des segments de M’ formée des segments F(l), pour | segment

appartenant a Z, et si f,¢g : X =2 Y sont deux morphismes Z-homotopes de M, alors F(f)
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et F(g) sont Z'-homotopes. Ainsi, en vertu de la propriété universelle de la catégorie Mz,
le foncteur F' induit un foncteur F : Mz — M7, rendant commutatif le diagramme :

M—E

ol

MI L) M%/

En particulier, si f est un Z-homotopisme de M, alors F(f) est un Z'-homotopisme de M’',
et si X est un objet Z-contractile de M, F(X) est un objet Z'-contractile de M’.

Lemme 5.6 (d’homotopie). Soient M une catégorie admettant des produits finis, W une
partie faiblement saturée de FI(M), T un ensemble de segments de M tel que, pour tout
segment | = (I,00,01) appartenant ¢ I, le morphisme canonique pr : I — epr, ot ey
désigne l'objet final de M, soit unwversellement dans W, et f.g : X ==Y deuz morphismes

Z-homotopes de M. Alors :
a) v(f) =v(g), ot v: M — WM désigne le foncteur canonique de localisation ;
b) f est dans W si et seulement si g lest;
c) si f est un isomorphisme et g constant (se factorisant par l'objet final epr), alors

le morphisme canonique X — epr (et Y — epr) est universellement dans W.

DEMONSTRATION. Pour démontrer (a) et (b), on peut supposer qu’il existe un segment
| = (1,00,01) appartenant a Z et une [-homotopie h : X x I — Y de f a g, de sorte que
le diagramme

X x 1T
1XW ‘kxal
X h X

S| AT

Y

soit commutatif. Comme le morphisme canonique py : I — ey est universellement dans W,
pri =1x X pr: X xI — X est dans W, et comme

(5.6.1) prio(lxy x0y)=1x =prio(lx x ),

o1 a
Y(pri)y(lx x o) = Lyxy = v(pr1)y(1x x 01) ,
d’ou
’7(1X X ao) = ’7(1X X 61) )

ce qui implique que

Y(f) = v(R)v(1x x 0o) = v(h)y(1x x 1) = v(g) ,
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et prouve 'assertion (a).

De méme, ’égalité 5.6.1 implique, en vertu des conditions (a) et (b) de la saturation,
que 1x X 0y et 1x x 0; sont dans W. On en déduit que f (resp. g) est dans W si et
seulement si h Uest (condition (b) de la saturation), ce qui prouve l'assertion ().

Montrons lassertion (¢). Par hypothese, g = sp, ou p : X — ey désigne le morphisme
canonique et s : ey; — Y un morphisme de M. Il s’agit de montrer que pour tout objet T’
de M. la premiere projection pry = 17 X p: T x X — T est dans W. Or, en vertu de 5.3,
17 x f est homotope & 17 x g = (17 x s)(1r X p), et comme f est un isomorphisme, il en
est de méme pour 17 X f qui est donc dans W (conditions (a) et (¢) de la saturation). Il
résulte donc de (b) que (17 x s)(17 X p) est dans W, et comme (17 X p)(lr x s) = 1p,
17 x p est dans W (condition (¢) de la saturation), ce qui termine la démonstration.

REMARQUE 5.7. Dans la démonstration de 5.6, (¢), on utilise pour la premiere fois de
facon essentielle la condition (¢) de la saturation. Jusqu’a présent, la seule conséquence
utilisée de cette condition (combinée avec la condition (a)) était que les isomorphismes
sont dans W.

Proposition 5.8. Soient M une catégorie admettant des produits finis, W une partie
faiblement saturée de FI(M), et T un ensemble de segments de M tel que, pour tout segment
| =(1,00,01) appartenant a L, le morphisme canonique pr : I — epr, ot epr désigne lobjet
final de M, soit universellement dans W. S1 X est un objet T-contractile de M, alors le
morphisme canonique X — ey est unwversellement dans W.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du lemme 5.6 (¢).

5.9. On appelle segment multiplicatsf d'une catégorie M admettant des produits finis, un
segment L = (L, Ao, A1) de M, muni d’une loi de composition

A:LxL—L

admettant \g comme unité a droite et Ay comme zéro a droite, autrement dit, telle que les
diagrammes suivants solent commutatifs

1L></\0 ]-L></\1

L xeym L x L L xepm L x L

A A
1r,

L em M L

En particulier, A est une L-homotopie de I'identité de L a un endomorphisme constant, et
L est un objet L-contractile de M.

Lemme 5.10. Soient M wune catégorie admettant des produits finis, d’objet final ey,
W une partie faiblement saturée de FI(M), | = (I,00,01) un segment de M, tel que le
morphisme canonique I — epr soit universellement dans W, et (L, A), L = (L, Ao, M), un
segment multiplicatif. Sl existe un morphisme de segments ¢ : | — L, alors le morphisme
canonique pr, : L — epy est unwversellement dans W.
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DEMONSTRATION. Posons h = A(1p x p): Lx I — L

1p X A
Lx] ——LxL——1L

On a
h(lL X 80) :A(lL X 99)(1L X 80) :A(lL X /\0) =1z

et
h(lL X 61) = A(lL X 99)(1L X 61) = A(lL X /\1) = /\1pL R

autrement dit, 17 et Aypr sont I-homotopes. Il résulte donc du lemme 5.6, (¢) que
pr : L — epr est universellement dans W.

REMARQUE 5.11. Voici une démonstration plus conceptuelle de ce lemme. Le morphisme
de segments o définit une I-homotopie de A\g a A1 (cf. 5.2), et le segment L appartient done

a{l} (cf. 5.4). Comme L est L-contactile (cf. 5.9), on en déduit qu’il est aussi [-contractile
(5.4), et on conclut par la proposition 5.8.

EXEMPLE 5.12. Soit M une catégorie admettant des limites projectives finies, un objet
initial strict O3 (on dit qu’'un objet initial est strict si tout morphisme de but cet objet est
un isomorphisme), et un objet de Lawvere L (un objet de M représentant le préfaisceau
X +— {sous-objets de X}). Comme 03 est un objet initial strict, pour tout objet X de
M, le morphisme canonique #3; — X est un monomorphisme. Si ey; désigne 1'objet final
de M, les monomorphismes 1.,, : epy — epr et Oy — epr définissent deux morphismes
Xo ey — Let Ayt eyr — L, dout un segment L = (L, A\g, A1), appelé segment de
Lawvere de M, et qui est unique a isomorphisme unique de segments pres. On remarque
que l'intersection des sous-objets

(X' =X, X" X)— (X' xx X" X)
définit une loi de composition sur L
AiLxL—1L
Lemme 5.13. Le segment L est séparant, (L, ) est un segment multiplicatif, et pour tout

segment séparant | = (I,00,01) de M, il existe un morphisme de segments ¢ : | — L (non
nécessairement unique).

DEMONSTRATION. Montrons que L est séparant. En effet, supposons que le carré
€M
N
(5.13.1) X L
N
em
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soit commutatif. Comme les carrés

X ——eumy Dy ——— Oy
(5.13.2) 1Xl l l l
X —ey X —ey

sont cartésiens (le second parce que 0y est un objet initial strict), la commutativité de
5.13.1 implique que 1x : X — X et 3y — X représentent le méme sous-objet de X,
autrement dit, que 0py — X est un isomorphisme, ce qui prouve 'assertion.

Pour montrer que A\ (resp. A1) est une unité (resp. un zéro) a droite pour A, comme
les carrés 5.13.2 sont cartésiens, il suffit de remarquer que, pour tout objet X de M,
I'intersection d’un sous-objet X’ de X avec le sous-objet “plein” (resp. “vide”) est le sous-
objet X' (resp. vide).

Montrons que pour tout segment séparant | = (1,0, 01), il existe un morphisme de
segments ¢ : | — L. Il s’agit de montrer qu’il existe un morphisme ¢ : I — L de M tel que

(5133) /\0 = 9960 5 /\1 = 9961

Soit ¢ : I — L le morphisme correspondant au sous-objet 0y : ey — I de I. Les égalités
5.13.3 résultent alors du fait que les carrés suivants sont cartésiens :

ey ——— ey Dy ——en
I L .
eMa—())I (=¥ a—1>I

(le deuxieme puisque | est séparant).

Proposition 5.14. Soit M une catégorie admettant des limites projectives finies, un objet
initial strict, et un objet de Lawvere L, et soit W une partie faiblement saturée de FI(M).
Notons epr un objet final de M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le morphisme canonique L — epr est universellement dans W

b) il existe un segment séparant | = (I,00,01) de M, tel que le morphisme canonique
I — epr soit unwversellement dans W.

DEMONSTRATION. La proposition résulte immédiatement des lemmes 5.13 et 5.10.

EXEMPLE 5.15. Supposons que M = Cat, notons A; la catégorie correspondant a 1’en-
semble ordonné {0 < 1}, et eg,e; : e =% A; les foncteurs définis par 0 et 1 (cor-
respondant aux cribles “plein” et “vide” de e (cf. 2.23)). On vérifie immédiatement que
Aq = (A1, €0, €1) est un segment séparant de Cat, et on remarque que si ug,u; : A =% B
sont deux fleches de Cat, les Aj-homotopies de ug a u; correspondent biunivoquement
aux morphismes de foncteurs de ug vers u;. On en déduit facilement que les segments

appartenant a {E} (cf. 5.4) sont exactement les segments | = (I,0p,01) tels que les
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images de 0y et 0y appartiennent a une méme composante connexe de I, et que deux
fleches ug,u; : A == B de Cat sont Aj-homotopes si et seulement s’il existe un segment
| = (I,00,01) de Cat, avec I connexe, et une |-homotopie h : A x I — B de up & u;. On
dira plus simplement que ug et uy sont homotopes. De méme, on dira qu'une fleche de
Cat est un homotopisme, pour Aj-homotopisme, et qu'une catégorie est contractile, pour
Aq-contractile.

Proposition 5.16. Si C' est une petite catégorie admettant un objet final (ou initial), alors
C' est contractile.

DEMONSTRATION. Soient e un objet final de C, s : ¢ = C le foncteur défini par cet objet,
et p: C — e le foncteur canonique. On a ps = 1. et s1, pour tout objet c de €', a. 1 ¢ = e
désigne la fleche canonique, o : 1¢ — sp est un morphisme de foncteurs, qui correspond a
une Aj-homotopie de 1¢ a sp, ce qui prouve la proposition.

5.17. Le segment A; admet une structure de segment multiplicatif. En effet, A; représente
le préfaisceau

C +—— {cribles de C'}

sur Cat (2.23), et le morphisme de C vers A; se factorisant par e (resp. e;1) correspond
au crible plein (resp. vide) de C. On en déduit que la loi de composition sur A; représen-
tant l'intersection de deux cribles définit une structure de segment multiplicatif sur A;.
Explicitement, cette loi de composition est définie par

Al XAl —>A1
(a,b) —>a+b—ab, a,beOb(A;)=10,1}.

C’est le morphisme qui correspond au crible {(0,0)} de Ay x A;.

Proposition 5.18. Pour tout localisateur fondamental W, une catégorie contractile est
W-asphérique.

DEMONSTRATION. En vertu de Lb (2.2), et de la proposition 2.4, A; — e est universelle-
ment dans W. Comme en vertu de La (2.2), W est faiblement saturé, la proposition 5.18
résulte de la proposition 5.8.
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Les catégories test.

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

6.1. La propriété d’étre une catégorie test faible n’est pas une propriété locale : si A est
une catégorie test faible, la catégorie A/a, pour a objet de A, n’est pas nécessairement une
catégorie test faible, et si A est une petite catégorie telle que, pour tout objet a de A, A/a
soit une catégorie test faible, A n’est pas nécessairement une catégorie test faible. On est
ainsi conduit a poser la définition suivante.

Définition 6.2. On dit qu’'une petite catégorie A est une W-catégorie test locale, ou plus
simplement une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, A/a est une catégorie test
faible. On dit que A est une W-catégorie test, ou plus simplement une catégorie test, si
elle est a la fois une W-catégorie test locale et une W-catégorie test faible.

Proposition 6.3. Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est une catégorie test locale ;

b) pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, i*(C) est un préfaisceau
localement asphérique (cf. 3.6);

c) pour toute petite catégorie asphérique C, 1% (C) est un préfaisceau localement asphé-
rique.

DEMONSTRATION. Soit C' une petite catégorie. Le préfaisceau 1% (C') est localement asphé-
rique si et seulement si le foncteur A/i%(C) — A est asphérique, autrement dit, si pour
tout objet a de A, la catégorie (A/1%(C'))/a est asphérique. Or, on vérifie facilement que
(A/i%(C))/a ~ (A/a)/iz/a(C'), et la proposition résulte de I’équivalence des conditions
(i), (112") et (133"") de la proposition 4.9.

REMARQUES 6.4. a) Une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement si elle
est une catégorie test locale, asphérique. En effet, en vertu de la proposition 4.9, pour
démontrer que sous ces hypotheses A est une catégorie test faible, il suffit de montrer
que pour toute petite catégorie C' ayant un objet final, A/i%(C) — A est asphérique,
ce qui résulte de la proposition 6.3. Pour caractériser donc les catégories test, il suffit de
caractériser les catégories test locales.

b) Si A est une catégorie test locale, alors pour tout préfaisceau F de zzl\, la catégorie
A/F est une catégorie test locale. En effet, pour tout objet (a,p :a — F) de A/F, on a
un isomorphisme canonique (A/F)/(a,p) ~ A/a. Si, de plus, F est asphérique, il résulte
de (a) que A/F est une catégorie test.

6.5. Soit A une petite catégorie. On pose Ly = 1% (A1), ou Ay désigne la catégorie
correspondant a ’ensemble ordonné {0 < 1}. On remarque que si F' désigne un préfaisceau
sur A, on a

HomX(F, Ly)= HomX(F,iZ(Al)) ~ Homeat(ia(F), A1)
= Homeut(A/F, A1) =~ {cribles de A/F} ~ {sous-objets de F'} .
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On en déduit que Ly représente le foncteur

F — {sous-objets de F'} ,

autrement dit, que L4 est un objet de Lawvere de A.

Théoréeme 6.6. Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est une catégorie test locale ;

b) L4 est localement asphérique ;

c) il existe un segment séparant | = (I, 00,01 ) de A tel que I soit localement asphérique.

DEMONSTRATION. Comme A; admet un objet final, 'implication (a) = (b) résulte de la
proposition 6.3. Pour montrer 'implication (b) = (a), supposons que L 4 soit localement
asphérique, autrement dit, que le morphisme canonique L4 — €4, ou e, désigne 'objet
final de zzl\, soit universellement dans W+ . Soit C' une petite catégorie admettant un objet
final. En vertu de la proposition 5.16, la catégorie C' est Aj-contractile, ou Ay désigne le
segment (Aq,eg,e1) (cf. 5.15). Comme le foncteur ¢%, étant un adjoint a droite, commute
aux limites projectives, on en déduit que Ly := (L4,7%(e0),7%(€1)) est un segment de
121\, et que 1% (C') est L 4-contractile (cf. 5.5). Il résulte donc de la proposition 5.8 que le
morphisme canonique % (C') — e est universellement dans W, autrement dit que i% (C')
est localement asphérique, ce qui prouve, en vertu de la proposition 6.3, que A est une
catégorie test locale. L’équivalence de (b) et (¢) résulte de la proposition 5.14.

Corollaire 6.7. Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. Sl existe un
segment séparant | = (I,00,01) de A tel que I soit représentable, alors A est une catégorie
test.

DEMONSTRATION. Comme A admet des produits finis, elle admet, en particulier, un objet
final e 4, et elle est donc asphérique. Comme le préfaisceau I est représentable, pour tout
objet a de A, le préfaisceau a x I est aussi représentable, donc asphérique (3.5), ce qui

implique que le morphisme I — ey de A est asphérique (3.5), autrement dit, que le
préfaisceau I est localement asphérique (3.6). Il résulte donc du théoreme 6.6 que A est
une catégorie test locale, et comme elle est asphérique, elle est une catégorie test (6.4, (a)).

REMARQUE 6.8. 5i A est une petite catégorie admettant un objet final e4, un segment
séparant (I, 0y, 01) de A tel que I soit représentable n’est rien d’autre qu'une double fleche
0o, 01 : e4 == I de A, telle que il n’y ait aucun diagramme commutatif dans A, de la forme

€A
N
X 1
\ /alv
€A
En particulier, cela exclut U'existence d’un objet initial dans A.
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EXEMPLES 6.9. Le corollaire 6.7 fournit un grand nombre d’exemples de catégories test :

a) La catégorie dont les objets sont les ensembles

{0,1,...,n}, n>0,

et dont les morphismes sont toutes les applications entre ces ensembles (catégorie équiva-
lente & celle des ensembles finis non vides) est une catégorie test.

b) Une petite catégorie équivalente a la catégorie des ensembles ordonnés (ou pré-
ordonnés) finis non vides est une catégorie test.

¢) Une petite catégorie équivalente a celle des catégories finies non vides est une
catégorie test.

d) Plus générallement, soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat stable par pro-
duits finis. On suppose :

i) la catégorie vide n’est pas un objet de A;

it) il existe une catégorie ayant au moins deux objets (qui peuvent eventuellement
étre isomorphes) et qui est un objet de A.

Alors A est une catégorie test. En effet, soit I un objet de A ayant au moins deux objets
distincts eg, e1. Alors les fleches 0y, 01 : e == I définies par eg, e; définissent, en vertu
de la remarque 6.8, un segment séparant de 121\, et 'assertion résulte du corollaire 6.7. On
remarque que les exemples précédents peuvent étre considérés comme des cas particuliers.

e) La sous-catégorie (non pleine) de la catégorie des ensembles dont les objets sont les
puissances {0,1}", n > 0, de U'ensemble {0,1}, et les morphismes les applications

¥ = (9917--'79911) : {Ovl}m — {Ovl}n ;P {Ovl}m — {071} )

ou pour tout 7, 0 < 1 < n, p; est une projection ou une application constante, est une
catégorie test.

Corollaire 6.10. Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test) et B une
petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie A x B est une catégorie
test locale (resp. une catégorie test).

DEMONSTRATION. Soient A une catégorie test locale, B une catégorie arbitraire, et notons
pr1 : A x B — A la premiere projection. En vertu du théoreme 6.6, il existe un segment
séparant | = (1,00,01) de A tel que I soit localement asphérique. Comme le foncteur
pri: A A X B est exact, (pri(I),pri(0o),pri(01)) est un segment séparant de A% B et
il résulte de la proposition 3.11 que pri(I) = I K e5 (ou e désigne l'objet final de B\) est
localement asphérique. Le théoreme 6.6 implique donc que A X B est une catégorie test

locale, ce qui prouve l'assertion non respé. L’assertion respé en résulte, en vertu de 6.4, (a)
et 2.5.

EXEMPLE 6.11. Notons A la catégorie des simplezes, sous-catégorie pleine de la catégorie
des ensembles ordonnés dont les objets sont les ensembles

A, ={0,1,....n}, neN,
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ordonnés par 'ordre naturel, de sorte que A soit la catégorie des ensembles simpliciauz.
Lemme 6.12. L'objet Ay de A est localement asphérique.

DEMONSTRATION. Pour montrer que A est localement asphérique, autrement dit (3.6),

que le morphisme Ay — ex = Ag de A est asphérique, il suffit, en vertu de 3.5, de montrer
que pour tout m, m > 0, le préfaisceau A,, x A est asphérique.
Notons
gOkiAm_|_1—>Am><A1, O§k§m,

le morphisme de A défini par les morphismes

99;@:Am+1—>Am 5 S‘Q%:Am+1—>A1
de A, définis par
/ L, 0<I<Ek, , 0, 0<I<E,
pr(l) = r(1) =
-1, E<li<m+1, 1, E<l<m+41.

Notons F}; le préfaisceau image de ¢f. Comme le morphisme @ est un monomorphisme
de A, on en déduit que F} est isomorphe a A,, 41, et en particulier, F}, est représentable,
donc asphérique (3.5).

On pose

On va montrer

a) Ap X A1 = Gy

b) G N Frp1 >~ Ay, 0<kE<m.
La condition (b) impliquera, par récurrence, que pour tout k, 0 < k < m, Gy, est asphérique
(car Go = Fy est asphérique, et si G est asphérique (pour un entier k, 0 < k& < m),
Gr+1 = G U Fiyq est asphérique, en vertu de (b) et de la proposition 3.7), et la condition
(a) impliquera alors que A,, x A; est asphérique.

Or, la condition (a) est immédiate. Pour montrer la condition (b), considérons le
morphisme
Vit A — A x Ay, 0<k<m,

de 3, défini par les morphismes
VL A — A v Ay — Ay
de A, définis par

0, 0<I<k,

v =1a,, V() = {

1, E<Ii<m.

Notons Fj le préfaisceau image de t;. Comme le morphisme ¢ est un monomorphisme

de 3, on en déduit que F} est isomorphe a A,,. D’autre part, on vérifie aussitot que
Fi, =GN Fryr 0<k<m,

ce qui prouve la condition (b), et termine la démonstration.
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Proposition 6.13. La catégorie A est une catégorie test.

DEMONSTRATION. Comme la catégorie A admet un objet final Ay, elle est asphérique.
Pour montrer done que A est une catégorie test, il suffit, en vertu de 6.4, (a), de montrer
qu’elle est une catégorie test locale. Notons

€, €1 1 Ag == A\

les morphismes définis par

60(0):0, 61(0):1

En vertu du théoreme 6.6, pour montrer que A est une catégorie test locale, il suffit de
montrer que (Aq, €g, €1) est un segment séparant de A, et que A; est un objet localement

asphérique de A. La premiere assertion résulte immédiatement de la remarque 6.8, et la
deuxieme du lemme 6.12.
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Les catégories test strictes.

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

Proposition 7.1. Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour tous objets a et b de A le produit a X b dans A est un préfaisceau asphérique ;
a') le produit de deux préfaisceausr asphériques de A est asphérique ;

b) le foncteur i 4 : A — Cat commute auz produits binaires, a équivalence faible prés,

autrement dit, pour tous préfaisceaur F et G de 121\, le morphisme canonique
A/(F xG)— AJF x A/G

est une équivalence faible ;

b') pour tous préfaisceauz F et G de zzl\, le morphisme canonique
A/(F xG)— AJF x A/G

est asphérique ;
¢) tout préfaisceau représentable de A est localement asphérique ;

') tout préfaisceau asphérique de A est localement asphérique ;
d) le foncteur diagonal A — A x A est asphérique.

De plus, si A est non wvide, chacune de ces conditions implique que la catégorie A est
asphérique.

DEMONSTRATION. L'implication (a) = (b') résulte de 'observation que pour tous objets
(a,p:a— F)et (byq:b— G) de A/F et A/G respectivement, on a un isomorphisme
canonique

(A/(F x G))/((a;p);(b,q)) ~ Afa x b

L’implication (b') = (b) est évidente, et 'implication (b) = (a') résulte du corollaire 2.5.
Dire qu'un préfaisceau F' de A est localement asphérique, c’est dire que pour tout objet
a de A, le préfaisceau a x F est asphérique, ce qui montre U'implication (a’) = (¢'). Les
implications (¢') = (¢) et (¢) = (a) sont immédiates, ce qui prouve l'équivalence des six
premieres conditions. L’équivalence de (a) et (d) résulte de 'observation que pour tout
objet (a,b) de A x A, on a un isomorphisme canonique A/(a,b) ~ A/a x b.

Montrons que si A est non vide, ces conditions impliquent que A est asphérique. Soit

a un objet de A. En vertu de la condition (¢), le morphisme canonique a — e de A,

ou ¢4 désigne l'objet final de 121\, est asphérique, ce qui implique que le préfaisceau e est

asphérique, autrement dit que la catégorie A est asphérique.

Définition 7.2. Soit A une petite catégorie. On dit que A est totalement W-asphérique,
ou plus simplement totalement asphérique, si elle est asphérique, et si pour tous objets a
et b de A le préfaisceau a x b de A est asphérique.
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REMARQUE 7.3. Une catégorie totalement asphérique est donc une petite catégorie satis-
faisant aux conditions équivalentes de la proposition 7.1 et qui est asphérique, et pour cela
il suffit qu’elle soit non vide. En vertu de la proposition 2.27, si le localisateur fondamental
W est non trivial, les catégories totalement asphériques sont exactement les petites ca-
tégories non vides satisfaisant aux conditions équivalentes de la proposition 7.1. Si A est
une catégorie totalement asphérique, il résulte de I’équivalence des conditions (a) et (¢')
de la proposition 7.1 et de 'asphéricité de A qu'un préfaisceau de A est asphérique si et
seulement si 1l est localement asphérique.

EXEMPLE 7.4. Une petite catégorie admettant des produits finis est totalement asphérique.

Proposition 7.5. a) Un produit fini de petites catégories totalement asphériques est une
catégorie totalement asphérique.

b) Soit u : A — B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphérique,
il en est de méme pour B.

DEMONSTRATION. a) Comme la catégorie ponctuelle e est totalement asphérique, il suffit
de montrer que le produit de deux catégories totalement asphériques A et B est totalement
asphérique. Comme A x B est asphérique (2.5), il suffit, en vertu de la proposition 7.1, de
montrer que le foncteur diagonal

Asxp—>AxBxAxB

est asphérique. Or, ce foncteur est le composé de Ay x Ap (ot Ag : A - A X A et
Ap: B — B x B désignent les foncteurs diagonaux) et de I'isomorphisme

AXAXBxB—AxBxAxDB

permutant les deux facteurs du milieu. Comme A et B sont totalement asphériques, les
foncteurs Ay et Ap sont asphériques (7.1), donc aussi Ag x Ap (2.6), ce qui prouve
I’assertion.

b) Comme u est une équivalence faible et A asphérique, B est aussi asphérique. Pour
montrer qu’elle est totalement asphérique, considérons le diagramme commutatif

AU

Al |

AxA——sBxRB
uUu xXu

Y

ou A 4 et Ap désignent les foncteurs diagonaux. Les foncteurs A 4 et u x u sont asphériques,
en vertu de 7.1 et 2.6 respectivement. Comme u est aussi asphérique, il en est de méme
pour Ap (2.8), ce qui acheve la démonstration (7.1).

Proposition 7.6. Soit A une petite catégorie. On suppose qu’il existe une classe I de seg-
ments de A telle que pour tout segment | = (1,00,01) de A appartenant a I, le préfaisceau
I soit localement asphérique, et telle que tout préfaisceau représentable soit I-contractile.
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Alors A satisfait auz conditions équivalentes de la proposition 7.1. En particulier, si de
plus A est non vide ou asphérique, alors A est totalement asphérique.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 5.8, pour tout objet a de A, le préfaisceau
représenté par a est localement asphérique, autrement dit, A satisfait a la condition (¢) de
la proposition 7.1. En vertu de cette méme proposition, si A est de plus non vide, A est
asphérique, donc totalement asphérique, ce qui acheve la démonstration.

Définition 7.7. On appelle W-catégorie test stricte, ou plus simplement catégorie test
stricte, une catégorie test totalement asphérique.

Proposition 7.8. Soit A une petite catégorie totalement asphérique. Les condition sui-
vantes sont équivalentes :

a) A est une catégorie test faible ;

b) A est une catégorie test locale ;

c) A est une catégorie test;

d) A est une catégorie test stricte;
e) il existe un segment séparant | = (I,00,0:) de A tel que I soit asphérique ;
f) Dobjet de Lawvere Ly = 1%(A1) de A est asphérique.

DEMONSTRATION. Comme A est totalement asphérique, I'équivalence (¢) < (d) est tauto-
logique. L’équivalence des conditions (b), (e) et (f) résulte du théoreme 6.6 et de la re-
marque 7.3. La catégorie A étant asphérique, I’équivalence (b) < (¢) résulte de la remarque
6.4, (a). L'implication (¢) = (a) est évidente. Il reste a prouver I'implication (a) = (b).
Soit C' une petite catégorie admettant un objet final. En vertu de la proposition 4.9, le
préfaisceau 1% (C') est asphérique. Comme A est totalement asphérique, il résulte de la
proposition 7.1 que % (C') est localement asphérique. En vertu de la proposition 6.3, la
catégorie A est donc une catégorie test locale.

Corollaire 7.9. Soit A une petite catégorie totalement asphérique. Sl existe un segment
séparant | = (1,00,01) de A tel que I soit représentable, alors A est une catégorie test
stricte.

Ce corollaire, qui est conséquence immédiate de la proposition 7.8, généralise et précise le
corollaire 6.7.

Corollaire 7.10. a) Soient A une catégorie test stricte, et B une catégorie totalement
asphérique. Alors la catégorie A x B est une catégorie test stricte.

b) Soit v : A — B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphérique
et B une catégorie test locale, alors A et B sont des catégories test strictes.

DEMONSTRATION. L’assertion (a) résulte de la proposition 7.5, (a), et du corollaire 6.10.
Montrons l'assertion (b). En vertu de la proposition 7.5, (b), B est totalement asphé-
rique. Elle est donc une catégorie test stricte (7.8). On en déduit qu’il existe un segment

séparant (I,0p,01) de E, tel que I soit un préfaisceau asphérique (7.8). Comme u est
asphérique, u*(I) est un préfaisceau asphérique de A (3.9), et comme u* est un foncteur

exact, (u*(I),u*(0p),u*(01)) est un segment séparant de A. Donc A est aussi une catégorie
test stricte (7.8), ce qui prouve le corollaire.
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EXEMPLES 7.11. Les catégories test des exemples 6.9, (a) - (e) sont des catégories test
strictes, car elles admettent des produits finis (7.4).

Lemme 7.12. Tout objet A, de A est un objet 1-contractile de 3, ot | désigne le segment
(Aq1,e0,e1) de A (eg et €1 étant définis par 0 — 0 et 0 — 1 respectivement).

DEMONSTRATION. Le morphisme
h:Ap X Ay — Ay,

correspondant a ’application croissante
(k,i)l—>{ ,_1 0<k<m

est une I-homotopie de l'identité de A,, a 'endomorphisme constant de A, défini par
I’application croissante constante

kE—m | 0<k<m |,

ce qui prouve le lemme.
Proposition 7.13. La catégorie A est une catégorie test stricte.

DEMONSTRATION. Comme A est une catégorie test (proposition 6.13), il suffit de mon-

trer que A est totalement asphérique. Comme le préfaisceau de A représenté par A est
localement asphérique (lemme 6.12), cela résulte de la proposition 7.6 et du lemme 7.12.

EXEMPLE 7.14. La catégorie A étant une catégorie test, elle est, en particulier, une ca-
tégorie test locale, autrement dit, pour tout m, m € N, la catégorie A/A,, est aussi une
catégorie test. Néanmoins, si le localisateur fondamental VW est non trivial, et si m # 0, la
catégorie A /A, n’est pas une catégorie test stricte. En effet, soit a; = (Ao, pi : Ao = Ap)
l’obJet de A/A,, défini par p;(0) =1, 0 <i < m. Comme m > 1, le produit ag X a,, dans

A/Am est le préfaisceau vide, objet initial de A/Am, la catégorie A/ag X a,, est donc
la catégorie vide, et comme le localisateur fondamental W est non trivial, cette catégorie
n’est pas asphérique (proposition 2.27).

EXEMPLE 7.15. Plus généralement, si A est une catégorie test arbitraire, en vertu du
théoreme 6.6, il existe un segment séparant (I,0p,0;) de A tel que [ soit localement
asphérique, donc asphérique (puisque A est asphérique). On en déduit que A/I est une
catégorie test (6.4, (b)). Néanmoins, si le localisateur fondamental W n’est pas trivial, A/

e

n’est pas une catégorie test stricte. En effet, les objets (e, 0o) et (e4,01) de A.\/I ~ A/l
sont des préfaisceaux asphériques de A/I car (A/I)/(e3,0;) =~ AJe; ~ A, 1 = 0,1, mais
leur produit dans A/ est le préfaisceau vide, qui n’est pas asphérique (proposition 2.27),
ce qui contredit la condition (a’) de la proposition 7.1.
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Définition 7.16. Soit A une petite catégorie non vide, et notons Z4 l'ensemble des seg-
ments

HZ(I,ao,al) 5 607813622;1 5

de 121\, tels que I soit un objet de A. On dit que A est un W-précontracteur, ou plus
simplement un précontracteur, si tout préfaisceau représentable de A est Z4-contractile.
On dit que A est un W-contracteur, ou plus simplement un contracteur, si A est un
précontracteur et une catégorie totalement asphérique.

Proposition 7.17. Soit A un précontracteur, non trivial (non équivalent a la catégorie

finale). Alors il existe un segment séparant | = (I1,00,01) de zzl\, avec I objet de A. Si de
plus A est un contracteur, alors A est une catégorie test stricte.

DEMONSTRATION. Notons Z4 U'ensemble des segments | = (I, 3y, 0;) de A tels que [ soit
un objet de A. Soit F' un préfaisceau de A. Si F est non vide, il existe une fleche ¢ — F de
121\, avec a objet de A. Comme a est Z4-contractile, il existe, en particulier, un morphisme
¢; — a, d’ou un morphisme e — F. On en déduit que si F' — ¢, est un sous-objet
de e, alors ' est vide, ou égal a €. En effet, en vertu de ce qui précede, si F' est non
vide, il existe une fleche e 2 — F', ce qui implique que F' < e est un isomorphisme. Soit
done | = (1,00, 01) un segment appartenant a 4. Alors Ker(Jp, 01) est vide ou égal a €,
autrement dit, ou bien le segment | est séparant, ou bien dy = 0y. Si aucun segment de 74
n’était séparant, la relation de 7 4-homotopie serait donc 1’égalité, et les 7 4-homotopismes
les isomorphismes. Comme les objets de A sont Z4-contractiles, les objets de A seraient
isomorphes a 1'objet final, ce qui est contraire a I’hypothese de non-trivialité de A, et
prouve la premiere assertion. La deuxieme en résulte, grace a la proposition 7.8.

EXEMPLE 7.18. La catégorie A est un contracteur. En effet, en vertu du lemme 7.12, la
catégorie A est un précontracteur, et en vertu de la proposition 7.13, elle est totalement
asphérique.

45



Les foncteurs test.

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

Définition 8.1. Soient A une petite catégorie, 7 : A — Cat un foncteur, et
i*: Cat — A C — (a — Homea(i(a), C))

le foncteur correspondant. On dit que ¢ est un foncteur W-asphérique, ou plus simplement
un foncteur asphérique, siles deux conditions suivantes sont satisfaites :

a) pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est asphérique;

b) pour qu'une petite catégorie C soit asphérique, il faut et il suffit que le préfaisceau
i*(C') soit asphérique.

REMARQUE 8.2. Cette notion de foncteur asphérique d’une petite catégorie, a valeurs
dans Cat, ne doit pas étre confondue avec la notion de morphisme asphérique de Cat. Le
lien entre ces deux notions vient de la proposition 3.9, qui affirme (entre autres) qu’un
morphisme u : A — B de Cat est asphérique si et seulement si les préfaisceaux asphériques
de B sont exactement ceux dont I'image réciproque par u est un préfaisceau asphérique de

A.

EXEMPLE 8.3. Soit A une catégorie test faible. Alors le foncteur 14 : A — Cat, a — A/a,
est un foncteur asphérique. En effet, pour tout objet a de A, 14(a) = A/a admet un objet
final et est donc une catégorie asphérique. D’autre part, en vertu de la proposition 4.9,
pour toute petite catégorie C, le morphisme d’adjonction i 4i%(C) — C est une équivalence
faible. On en déduit que la catégorie C' est asphérique si et seulement si le préfaisceau % (C')
I’est, ce qui prouve que le foncteur 14 est asphérique. On remarque que réciproquement,
si A est une petite catégorie telle que le foncteur i 4 soit asphérique, la proposition 4.9
implique que A est une catégorie test faible.

Lemme 8.4. Soient w : A — B un morphisme de Cat, j : B — Cat un foncteur, et posons
i =ju: A — Cat. On suppose que pour tout objet b de B, la catégorie j(b) est asphérique.

a) Si u est un morphisme asphérique de Cat, le foncteur j : B — Cat est asphérique
s1 et seulement si le foncteur 1 : A — Cat [est.

b) Si le foncteur j est pleinement fidéle et © asphérique, alors u est un morphisme
asphérique de Cat et 7 un foncteur asphérique.

DEMONSTRATION. On vérifie immédiatement qu’on a un triangle commutatif

Cat

(8.4.1) J7 X

B .3
(7
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(ot “’étoile en haut” de ¢ et j a un sens légerement différent de celle de ).

a) Si u est asphérique, il résulte de la proposition 3.9 qu’un préfaisceau F de B est
asphérique si et seulement si le préfaisceau u*F de A Dest. L’équivalence de 'asphéricité
des foncteurs i et j résulte alors immédiatement de la commutativité du triangle 8.4.1.

b) Supposons le foncteur j pleinement fidele et ¢ asphérique. Pour tout objet b de B, la
pleine fidélité de j implique que j*j(b) est isomorphe a b, d’ot u*(b) ~ u*;*5(b) = i*;j(b).
Comme j(b) est une catégorie asphérique et 7 un foncteur asphérique, u*(b) ~ i*;j(b) est un
préfaisceau asphérique, ce qui prouve que le morphisme u est asphérique (3.9). Il résulte
alors de (a) que j est un foncteur asphérique, ce qui acheve la démonstration.

8.5. Soient A une petite catégorie, 1 : A — Cat un foncteur tel que pour tout objet a de
A, i(a) soit asphérique, Ag une catégorie test faible, et B une petite sous-catégorie pleine
de Cat contenant i(A) et i4,(Ao), et formée de catégories asphériques. Les foncteurs ¢ et
14 se factorisent par B, et on obtient ainsi un diagramme commutatif

A u B Ao
\ .
(8.5.1) N 1] -
Cat

Comme Ay est une catégorie test faible, i 4, est un foncteur asphérique (8.3), et il résulte du
lemme 8.4, (b) que ug est un morphisme asphérique de Cat, et j un foncteur asphérique. En
vertu du lemme 8.4, (a) et (b), on en déduit que le foncteur 7 est asphérique si et seulement
si v est un morphisme asphérique de Cat. Le diagramme commutatif 8.5.1 permet de former
un “2-diagramme”

N

NE 3
ZAO
*
~ (7 ~
B 0 Ao
“

Aug
R —
B f

Cat

(8.5.2) n

Cat

/
u*
Ay
TN
1A

dont les deux triangles supérieures sont commutatifs, et les deux triangles inférieures in-
diquent simplement les morphismes de foncteurs

Au ttau™ —>ipg Aug * LA UG — 1B,

définis dans 3.8. On en déduit une chaine de morphismes d’endofoncteurs de Cat

Auxg™ o Aug kgt 4o

(8.5.3) gt ——————— gy ————— ZAOZZO — lcat
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€ 4, ¢tant le morphisme d’adjonction (cf. 3.1), et pour toute petite catégorie C' des foncteurs

GO Ml (0) eal0)

(8.54)  i.i*(C) igj*(C) 14017, (C)

¢

les deux derniers étant des équivalences faibles (A, (j*(C')) en vertu de la proposition 3.9,
puisque le morphisme ug est asphérique, et ¢4, en vertu de la proposition 4.9, puisque
Ap est une catégorie test faible). Si ¢ est un foncteur asphérique, A\, (7*(C)) est aussi une
équivalence faible, car u est alors un morphisme asphérique.

Proposition 8.6. Soient A une petite catégorie, et 1 : A — Cat un foncteur tel que pour
tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique.
a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) ¢ est asphérique ;
ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau 1*(C) est asphérique ;
iii) A est asphérique, et un morphisme w de Cat est une équivalence faible si et
seulement si 1" (w) est une équivalence faible de préfaisceaus ;

iv) A est asphérique, et pour toute équivalence faible w de Cat, 1*(w) est une
équivalence faible de préfaisceau.

b) Ces conditions équivalentes impliquent la condition :

v) (W) C Wy, et le foncteur 1 WiCat — W:}lg nduit par 1* est un
quasi-inverse d droite du foncteur 7, : W:}l;l\ — W™1Cat indust par i, ;

et cette derniére condition est équivalente aux précédentes si le localisateur fondamental
W est fortement saturé (cf. 4.1).

c) Si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est, non seulement asphérique, mais
méme contractile, alors les conditions équivalentes (1)-(iv) sont aussi équivalentes d la
condition :

ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau 1*(C) est asphérique.

d) Si pour tout objet a de A la catégorie i(a) admet méme un objet final e,, alors les
conditions équivalentes (1)-(iv) sont aussi équivalentes d la condition :

") pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C')
est asphérique ;
et s1 ['on note
a iAi* — leat

le morphisme de foncteurs défini par
ag i1 (C) — C (a,v :1(a) = C)—v(eqs) , C€O0b(Cat), ac Ob(4) |,

les deux conditions suivantes sont équivalentes auz précédentes :

a) pour toute petite catégorie C le foncteur op 1 141*(C) — C est une équivalence
faible ;
a') pour toute petite catégorie C le foncteur o :141*(C') — C est asphérique.
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DEMONSTRATION. On choisit une catégorie test faible Ag (par exemple une des catégories
test de l'exemple 6.9, ou la catégorie des simplexes A (cf. 6.13)). On note B la sous-
catégorie pleine de Cat dont ’ensemble des objets est la réunion de l’ensemble des images
par ¢ des objets de A, et de 'ensemble des images par 74, des objets de Ag, et on désigne
par 7 : B < Cat l'inclusion. On en déduit ainsi un diagramme 8.5.1, et on peut appliquer
les considérations de 8.5, puisque B est formée de catégories asphériques. De plus, on
remarque que si pour tout objet a de A, i(a) est une catégorie contractile (resp. admettant
un objet final), alors B est formée de catégories contractiles (resp. admettant un objet
final), puisque pour tout objet a de Ag, la catégorie i4,(a) possede un objet final, et est
en particulier contractile (5.16).

Les implications (i) = (u) = (#') = (11"') sont évidentes (5.18, 5.16). Montrons I'im-
plication (#) = (7). En gardant les notations du diagramme 8.5.1, comme j est pleinement
fidele, pour tout objet b de B, on a un isomorphisme u*(b) =~ u*;7*j(b) = i*(j(b)). Comme
J(b) est une catégorie asphérique, il en est de méme, en vertu de I’hypothese (i), pour
u*(b) ~i*(7(b)). On en déduit que u est un morphisme asphérique de Cat (3.9), et par suite,
que ¢ est un foncteur asphérique (cf. 8.5). En vertu de la remarque précédente, le méme
argument prouve que si pour tout objet a de A, i(a) est une catégorie contractile (resp.
admettant un objet final), alors la condition (') (resp. (#")) implique la condition (7).

Montrons 'implication (¢) = (#1). Supposons donc que le foncteur ¢ soit asphérique.
En vertu de 8.5, pour toute fleche w : C — C’ de Cat, on a un diagramme commutatif

o u (5 . Aug (57 (C L €40(0)

i ai*(C) 2D () LU (o) —2 ¢
(8.6.1) uf@)l liBj*(w) liAOiZO(w) lw

<k / : -k / : “ %k / /

14t (C7) TGO BJ (€ m 14074, (C") Wc )

dont les fleches horizontales sont des équivalences faibles. On en déduit que w est une
équivalence faible si et seulement si i 4% (w) est, autrement dit si ¢*(w) est une équivalence
faible de préfaisceaux. Il reste a prouver que A est une catégorie asphérique, et cela résulte
de lisomorphisme A ~ i 4i*(e).

L’implication (u111) = (w) est évidente. Montrons l'implication (iv) = (i). Soit C
une catégorie asphérique. Alors le morphisme C' — e de Cat est une équivalence faible,
et par (w), 13(C) — %4(e) =~ e; est une équivalence faible de préfaisceaux. Comme
A est asphérique, e est un préfaisceau asphérique, donc % (C) aussi. Ceci acheve la
démonstration des assertions (a) et (¢).

Démontrons que les conditions équivalentes (i)- (i) impliquent la condition (v).
Supposons done ces conditions satisfaites. La condition (iv) implique que ¢*(W) C W

Si l'on note ~ : Cat — Hot = W™'Cat le foncteur de localisation, le diagramme commutatif
8.6.1, dont les fleches horizontales sont des équivalences faibles, montre que

C — Y(ea,(C)( Ao (7€) T (Aul57(C)))

définit un isomorphisme du foncteur 74 * et du foncteur identique 1yo;. Réciproquement,
pour montrer que si le localisateur fondamental W est fortement saturé, la condition (v)
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implique la condition (iv), il suffit de montrer que la condition (v) implique alors que A
est asphérique. Or, A ~ i 41*(¢), et par hypothese, v(i41*(€)) = 14 7*(7(¢)) est isomorphe
a y(e), qui est un objet final de Hot (4.6). On en déduit que ~v(A) est aussi un objet
final de Hot, et que l'image par v du morphisme canonique A — e est un isomorphisme.
L’hypothese que le localisateur fondamental W est fortement saturé implique alors que
A — e est une équivalence faible, ce qui acheve la démonstration de l'assertion ().

Il reste a prouver que, sous les hypotheses de (d), les conditions (17"'), («) et (') sont
équivalentes (puisque 1’équivalence, sous ces hypotheses, de (1) et (i'") a déja été établie).
Les implications (o) = (a) = (') sont évidentes. L'implication (i) = (o') résulte de
I’observation que pour toute petite catégorie C, et tout objet ¢ de C', on a un isomorphisme
canonique (141*(C))/c ~ 141" (C/e¢). Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Corollaire 8.7. Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur asphérique
tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final. Si M est une
sous-catégorie pleine de Cat telle que le foncteur 141* : Cat — Cat se factorise par M,
alors (M, WNFI(M)) est un modélisateur, et l'inclusion de M dans Cat un morphisme de
modélisateurs de (M, W NFI(M)) vers le modélisateur fondamental (Cat, W).

DEMONSTRATION. Comme, en vertu de la proposition 8.6, (d), il existe un morphisme de
foncteurs a : i 4% — 1¢qq tel que pour toute petite catégorie C, le foncteur a1 1 41*(C) — C
soit une équivalence faible, le corollaire résulte aussitot du lemme suivant.

Lemme 8.8. Soient N une catégorie, W une partie faiblement saturée de FI(N), f: N - N
un foncteur, o : f — 1x un morphisme de foncteurs, tel que pour tout objet a de N,
aqg € W, M une sous-catégorie pleine de N, et v : M — N le foncteur dinclusion. On
suppose que le foncteur f se factorise par M, de sorte qu’on ait un triangle commutatif

N

M

Alors les foncteurs g et 1 induisent des équivalences de catégories
G:WIN— (WAFR(M)™'M et 7:(WNF(M)'M — W 'N

quasi-inverses ['une de ['autre.

DEMONSTRATION. Pour toute fleche u : a — @’ de N, on a un carré commutatif

g(d') = f(d) a—w>a’

Siu € W, comme ay,a, € W, on a par saturation g(u) € W N FI(M), et ¢ induit un
foncteur g : W™IN — (W N FI(M))"' M. De méme, comme (W NFI(M)) C W, le
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foncteur ¢ induit un foncteur 7: (W NFI(M))™' M — W~ N. Le morphisme de foncteurs
« définit un isomorphisme de foncteurs @ : 1g — ly -1y, et la restriction de o a M
induit un morphisme de foncteurs 3 : g1 — 137, qui définit un isomorphisme de foncteurs

B g1 — LiwnFi(ary)y-1ar -

Corollaire 8.9. Soient A une catégorie test faible, et M la sous-catégorie pleine de Cat
dont les objets sont les petites catégories C' localement isomorphes a A, autrement dit,
telles que pour tout objet ¢ de C, il existe un objet a de A tel que les catégories C/c et A/a
sotent isomorphes. Alors (M, W NFI(M)) est un modélisateur, et l'inclusion de M dans
Cat un morphisme de modélisateurs.

DEMONSTRATION. On applique le corollaire 8.7 au foncteur asphérique i =ia: A —Cat,
défini par a — A/a (8.3), en remarquant que pour tout préfaisceau F' de A, la catégorie
A/F est localement isomorphe a A.

Corollaire 8.10. Soient A une pseudo-catégorie test, et 1 : A — Cat un foncteur tel que
pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors le foncteur i est asphérique
si et seulement si o* @ Cat — A est un morphisme de modélisateurs, du modélisateur
fondamental (Cat, W) vers le modélisateur (A, W3), autrement dit, si

a) W= W)

b) le foncteur i* induit une équivalence de catégories :

W Cat — Wilg

DEMONSTRATION. Si le foncteur i est asphérique, en vertu de la proposition 8.6, (#11), on
aW= i*_l(W;‘\), et en vertu de 8.6 (v), le foncteur ¢*, induit par i*, est un quasi-inverse
a droite du foncteur 74, induit par 1 4. La catégorie A étant une pseudo-catégorie test,
le foncteur 74 est une équivalence de catégorie, et il en est donc de méme pour 2*. La
réciproque résulte du fait que la condition W = i*_l(W;‘\) implique la condition (7i) de
la proposition 8.6, puisque une pseudo-catégorie test est, par définition, asphérique.

Ce corollaire justifie la terminologie suivante.

Définition 8.11. On appelle W-pseudo-foncteur test (resp. W-foncteur test faible), ou plus
simplement pseudo-foncteur test (resp. foncteur test faible), un foncteur asphérique dont la
catégorie source est une pseudo-catégorie test (resp. une catégorie test faible). On appelle
W-foncteur test local, ou plus simplement foncteur test local, un foncteur ¢ : A — Cat tel
que pour tout objet a de A, le foncteur A/a — Cat, induit par ¢, soit un foncteur test faible,
autrement dit, si A est une catégorie test locale, et pour tout objet a de A, A/a — Cat
un foncteur asphérique. On dit que le foncteur ¢ : A — Cat est un W-foncteur test, ou
plus simplement un foncteur test, s’il est a la fois un foncteur test local et un foncteur test
faible, autrement dit, si A est une catégorie test et les foncteurs A — Cat et A/a — Cat,
a € Ob(A), asphériques.
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Théoreme 8.12. Soient A une petite catégorie, 1 : A — Cat un foncteur tel que pour tout
objet a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et

*:Cat — A | O+ (a— Homea(i(a),C))

le foncteur correspondant.
a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est une catégorie test locale (3) et i est un foncteur test local ;
ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau 1*(C) est localement
asphérique.
De plus, si ces conditions sont satisfaites, et si A est une catégorie test (pour cela il suffit
que A soit asphérique), alors i est un foncteur test.

b) Si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est, non seulement asphérique, mais
méme contractile, alors les conditions équivalentes (i), (i) sont aussi équivalentes aux
conditions équivalentes suivantes :

ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau 1*(C) est localement
asphérique ;

") pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C')
est localement asphérique ;

i) 1*(Ay) est un préfaisceau localement asphérique.

DEMONSTRATION. En vertu de 1’équivalence des conditions (1) et (i) de la proposition
8.6, le foncteur A/a — Cat, a € Ob(A), est asphérique si et seulement si pour toute petite
catégorie asphérique C, 1*(C)|A/a est un préfaisceau asphérique. Autrement dit, si A est
une catégorie test locale, ¢ est un foncteur test local si et seulement si pour toute petite
catégorie asphérique C, 1*(C) est un préfaisceau localement asphérique (cf. 3.6). Pour
montrer I’équivalence des conditions (i) et (i17) du théoreme, il suffit donc de montrer que
la condition (i) implique que A est une catégorie test locale. Pour cela, on peut supposer
que le localisateur fondamental W n’est pas trivial, ce qui implique que pour tout objet a
de A, la catégorie i(a) est non vide (2.27). Notons eg, €1 : € =2 A; les morphismes définis
par 0 et 1 respectivement. On remarque que Ay = (Aq, €p, €1) est un segment séparant
de Cat (cf. 5.15). D’autre part, le foncteur ¢* commute aux limites projectives, et comme
pour tout objet a de A, i(a) est une catégorie non vide, i* commute aux objets initiaux.
On en déduit que i*(A1) = (1*(A1),7"(€0),1%(e1)) est un segment séparant de A. Comme
la condition (i7) implique que le préfaisceau i*(A;) est localement asphérique, il résulte
du théoreme 6.6 que A est une catégorie test locale, ce qui démontre 1’équivalence des
conditions (1) et ().

Supposons que ces deux conditions équivalentes sont satisfaites. La condition (1)
implique en particulier que pour toute petite catégorie asphérique C, i*(C) — €4 est une
équivalence faible de préfaisceaux. Si A est une catégorie test, en particulier donc une
catégorie asphérique, cela implique que le préfaisceau i*(C') est asphérique. En vertu de la
proposition 8.6, le foncteur 7 est donc asphérique, et comme il est déja un foncteur test local,
on en déduit qu’il est un foncteur test, ce qui achéve la démonstration de ’assertion (a).

314 :
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Pour montrer l’assertion (b), on remarque que, sous les hypotheses de (b), ’équiva-
lence de (i¢) et (') résulte de la proposition 8.6 (¢), appliquée aux foncteurs A/a — Cat,
a € Ob(A). L’implication (') =(1"") résulte de la proposition 5.16, et I'implication
(') = (ii1) est évidente. Pour montrer 'implication (#1) = (#'), on remarque que si
C' est une catégorie contractile, elle est par définition A;-contractile, ou Ay désigne le
segment (Aq,eg, e1). Comme le foncteur i* commute aux limites projectives, on en déduit
que le préfaisceau i*(C') est i*(Aq)-contractile, ot i* (A1) = (1*(Aq1),1*(eo),1"(e1)) (5.5).
Comme en vertu de la condition (#1), le préfaisceau i*(A;) est localement asphérique, il
en est de méme pour ¢*(C) (5.8). Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Corollaire 8.13. Soient A une petite catégorie, 1 : A — Cat un foncteur tel que pour tout
objet a de A, i(a) soit une catégorie contractile, et

i!:zzl\—>Cat ) i*:Cat — A

le couple de foncteurs adjoints correspondant a 1, i, étant ['unique foncteur prolongeant
1 et commutant auzr limites inductives. On suppose que A admet un objet final ey, que
ilea) = Ao = e, objet final de Cat, et qu’il existe un segment | = (I,00,01) de 121\, tel que
I soit localement asphérique, et un morphisme de segments de Cat

¢ () = (14(1),4(00), 1, () — A1 = (A1, €0, €1)

(eo et ey étant définis par 0 — 0 et 0 — 1 respectivement). Alors A est une catégorie
test™® et un foncteur test.

DEMONSTRATION. Comme A admet un objet final elle est asphérique. En vertu du théo-
reme 8.12, (a) et (b), il suffit donc de montrer que le préfaisceau i*(Ap) est locale-
ment asphérique. Le morphisme ¢ définit par adjonction un morphisme de segments
Yl = (A1) = (1*(A1),i1%(e0),1*(e1)) de A. En vertu du lemme 5.10, il suffit done
de montrer que :*(A;) admet une structure de segment multiplicatif. Comme le foncteur
¥ commute aux limites projectives, cela résulte de 5.17.

EXEMPLE 8.14. Soient A la catégorie test de l'exemple 6.9, (a), sous-catégorie pleine de
la catégorie des ensembles ayant pour objets les ensembles

{0,1,...,n} neN,

et 1 : A — Cat le foncteur associant a un objet a de A la catégorie associée a ’ensemble
ordonné formé des parties non vides de a, ordonnées par inclusion. Le corollaire 8.13 montre
que ¢ est un foncteur test. Considérons, en effet, le segment ({0,1},00,0:) de A, Gy et Oy
étant définis par 0 — 0 et 0 — 1 respectivement. Comme A est une catégorie test stricte
(7.11), les préfaisceaux représentables, et en particulier celui représenté par {0,1}, sont
localement asphériques (7.1). Pour pouvoir appliquer le corollaire, il suffit donc de définir

4pléonasme volontaire
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un foncteur ¢ :4,({0,1}) = ¢({0,1}) — A induisant un morphisme de segments. Or,

{0}

1({0,1}) = {0,1}

\
o —

Il suffit donc de définir ¢ par

p({01) =0, ,  »({1}) =¢{0,1}) =1

EXEMPLE 8.15. Soit ¢ : A — Cat U'inclusion canonique de la carégorie des simplexes (6.11)
dans la catégorie des petites catégories. Alors ¢* : Cat — A est le foncteur nerf, et 1 est
un foncteur test. En effet, pour tout m, m € N, i(A,;,) = A,, admet un objet final, et
est donc contractile (5.16), et en particulier asphérique (5.18). D’autre part, i*(A;) n’est
autre que le préfaisceau représenté par Aj, et en vertu du lemme 6.12, ce préfaisceau
est localement asphérique, et 'assertion résulte du théoreme 8.12, (a) et (b). De plus,
le théoreme 8.12 implique alors que pour tout m, m € N, i*(A,,), qui n’est autre que le
préfaisceau représenté par A,,, est localement asphérique, ce qui, en vertu de la propostion
7.1, fournit une deuxieme démonstration du fait que A est une catégorie test stricte (7.13).

EXEMPLE 8.16. Soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat, formée de catégories con-
tractiles, stable par produits finis, et telle que A; soit un objet de A. Alors le foncteur
d’inclusion 7 : A — Cat est un foncteur test. En effet, comme une catégorie contractile est
non vide, la catégorie vide n’est pas un objet de A. La catégorie A est donc une catégorie
test stricte (cf. 6.9, (d) et 7.11). On en déduit que le préfaisceaun i*(Ay), qui est représen-
table (puisque A; est un objet de A), est localement asphérique (7.1), ce qui prouve que @
est un foncteur test local (8.12, (b)), donc un foncteur test (8.12, (a)).

EXEMPLE 8.17. Dans 'exemple précédent, ’hypothese que Ay soit un objet de A est essen-
tielle. Soit par exemple A la sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont les catégories
I m >0,oul ={0= 1} désigne la catégorie ayant comme objets 0 et 1 et équivalente
a la catégorie e, objet final de Cat (autrement dit les seules morphismes non identiques
de I sont deux isomorphismes inverses 'un de l'autre 0 — 1 et 1 — 0). On vérifie facile-
ment que cette catégorie est formée de catégories contractiles. D’autre part, elle satisfait
aux conditions de 6.9, (d) et est donc une catégorie test stricte (7.11). Montrons que si le
localisateur fondamental W n’est pas grossier (2.28), le foncteur d’inclusion ¢ : A < Cat
n’est pas un foncteur test (ni méme un foncteur test faible). Il suffit de montrer que le
préfaisceau i*(A;) n’est pas asphérique. Or, 1*(Aq) est le préfaisceau

I™ — Homea (I™, A1) =~ {cribles de I™}

(2.23), et on a donc i*(Ay) ~ e; T ep (on ey désigne l'objet final de zzl\), car les seules
cribles de I"™ sont le crible plein et le crible vide. On en déduit que 141" (A1) ~ AIT A, et
il résulte du lemme suivant que i*(A;) n’est pas asphérique.
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Lemme 8.18. S le localisateur fondamental W n’est pas grossier, alors toute catégorie
asphérique est 0-conneze (connexe non vide).

DEMONSTRATION. Soit C' une catégorie asphérique. Le localisateur fondamental W n’étant
pas grossier, il est a fortiori non trivial, et il résulte de la proposition 2.27 que la catégorie C'
est non vide. Montrons qu’elle est connexe. Supposons que C' = Cy 11 Cy, avec Co,Cy # 0,
choisissons des objets ¢g et ¢; de Cy et Cp respectivement, et notons dy : ¢ — C et
01 : e = C les morphismes définis par ¢g et ¢; respectivement, ou e désigne 'objet final de
Cat. On définit ainsi un segment | = (C, 0y, 01 ). Soit A une catégorie non vide, p: A — ¢
le foncteur canonique, a un objet de A, s : ¢ — A le morphisme défini par 'objet a et
¢ = sp 'endomorphisme constant correspondant de A. Notons

po: AXxCy— A et piAxC— A
les premieres projections. On définit un foncteur
h:AxC=(AxCy) I (AxCy) — A

par

h|A><C():p0 et h|A><01:Cp1

On constate immédiatement que h est une |-homotopie de 14 vers ¢, autrement dit, la
catégorie A est l-contractile. Comme la catégorie C' est asphérique, il résulte des proposi-
tions 2.4 et 5.8 que A est asphérique. Ainsi, on a montré que toute catégorie non vide est
asphérique, ce qui implique que tout foncteur entre catégories non vides est une équivalence
faible, et contredit I’hypothese que le localisateur fondamental W n’est pas grossier.

EXEMPLE 8.19. Notons A’ la sous-catégorie (non pleine) de A ayant mémes objets que
A, et dont les morphismes sont les applications strictement croissantes.

Lemme 8.20. La catégorie A’ est asphérique.

DEMONSTRATION. On définit un foncteur D : A’ — A’, en posant pour tout m, m € N,
DAm = Am—l—l 5
et en définissant, pour toute application strictement croissante ¢ : A, — A, D(p) par

p(k) 0<k<m,
D(p)(k) =
n+1, k=m-+1.
L’'inclusion A, — A, 41 définit un morphisme fonctoriel 1o, — D, et application

A0—>Am_|_1 R Or—m+1 5

un morphisme fonctoriel de 'endofoncteur constant de A’, de valeur Ag, vers D. La ca-
tégorie A’ est donc contractile, et le lemme résulte de la proposition 5.18.
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Proposition 8.21. La catégorie A’ est une catégorie test faible.

DEMONSTRATION. Considérons les foncteurs

AU AU AL ey

Y

ol A désigne la catégorie test de I'exemple 6.9, (a), sous-catégorie pleine de la catégorie des
ensembles, ayant mémes objets que A (mais comme morphismes toutes les applications,
au lieu de seulement les applications croissantes), et ou u et v désignent les foncteurs

d’inclusion et ¢ le foncteur test de l'exemple 8.14, associant a un objet E de A Tensemble
ordonné formé des parties non vides de E. On remarque que le foncteur

iA/ c A —— Cat
Ay — ATA,

est canoniquement isomorphe & tvu. Pour montrer que A est une catégorie test faible, il
suffit de montrer que le foncteur 1ar est asphérique (cf. 8.3). Le fonteur ¢ étant un foncteur
test, et en particulier un foncteur asphérique, il suffit donc de montrer que v et u sont des
morphismes asphériques de Cat (2.8 et 8.4, (a) ).

a) Le morphisme v de Cat est gsphérique. En vertu de la proposition 3.9, il suffit de

montrer que pour tout objet E de A, le préfaisceau

F=v"E) |, Am — Homx (A, E) = Homg, (A, E)

de A est asphérique. Comme FE est non vide, on choisit a € E, et on définit un morphisme
de préfaisceaux

hiFXA1—>F

comme suit. Pour tout m-simplexe ¢ : A,,, — E de F. et tout m-simplexe ¢ : A,, — Ay
de Ay, le m-simplexe h(p,v) : A, — E de F est défini par

h(go,w(k):{“o(k) SeB) =0 e,

a sip(k) =1

Notons | le segment (Aq, eg, 1) de A (eo et 1 étant définis par 0 — 0 et 0 — 1 respective-
ment). On remarque que h est une |-homotopie de 'identité de F' vers un endomorphisme
constant de F', ce qui implique que F est [-contractile. Comme A; est localement asphé-
rique (6.12), il résulte de la proposition 5.8 que F est un préfaisceau localement asphérique,

donc asphérique de A, ce qui prouve l'assertion.

b) Le morphisme u de Cat est asphérique. Il s’agit de montrer que pour tout m, m € N,

A'/A,, est une catégorie asphérique. Notons A’ la catégorie obtenue en adjoignant un
objet initial ) a A’. Ainsi A’ s’identifie au cocrible A’ — () de A’. Notons

0, =(0,0,...,0)
———

n fois
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I’objet initial de En, n > 1. On définit un isomorphisme de catégories
AN, — AT ]

de A'/A,, sur le cocrible Em—i—l— D1 de Em—i—l, en associant a tout objet ¢ : A, =& A,
—m—+1

de A’/A,,, Uobjet (ag,a1,...,am,) de A’ — D1, o1t
Acard(e-1{i}) si ™ i} # 0
a; = <i<m.
0 sinon

Il suffit donc de prouver que la catégorie AT () nt1 est asphérique. On raisonne par

récurrence sur m. Pour m = 0, A’ — () s’identifie & A’ qui est asphérique (lemme 8.20).
Supposons done que A", soit asphérique, et montrons que AT (mt1 Uest aussi.
La catégorie A ()ynt1 est réunion des cocribles AT« (A7~ ) et (Em— D) x A,
et 'intersection de ces deux cocribles est (Em— D) x (A7 — (). Ces trois cocribles sont
asphériques, en vertu de ’hypothese de récurrence, du lemme 8.20, et des corollaires 2.5

et 2.11. Il résulte alors du corollaire 2.25 que AT () nt1 est asphérique, ce qui prouve
I’assertion, et acheve la démonstration.

REMARQUE 8.22. Si le localisateur fondamental W n’est pas grossier, alors A’ n’est pas une
catégorie test. En effet, si A’ était une catégorie test, il en serait de méme pour A’/Aqg =~ e.
Or, pour toute petite catégorie C, i 1*(C) est la catégorie discréte ayant méme ensemble
d’objets que C. Si e était une catégorie test, et en particulier une catégorie test faible, la
catégorie discrete {0,1} = i,¢5(Aq) serait asphérique (4.9), et le localisateur fondamental
serait grossier (8.18).
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Les localisateurs fondamentaux forts.

9.1. On appelle localisateur fondamental fort une partie W de FI(Cat) satisfaisant aux
conditions suivantes :

LA) La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.

LB) Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e, ot e désigne

I'objet final de Cat, est dans W.
LC) Si

A—Y B
N
C
est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c: A/c — B/c
induit par u est dans W, alors u est dans W.

On remarque qu’un localisateur fondamental fort est en particulier un localisateur fonda-
mental. En effet, les conditions La (2.2) et Lb (2.2) coincident aux conditions LA et LB
respectivement, et la condition Le (2.2) est le cas particulier de la condition LC correspon-
dant a B=C et w=1p (et v = u).

Ainsi, on dispose, en particulier, des notions d’équivalence faible, de foncteur asphé-
rique et de catégorie asphérique, introduites en 2.2. Si C' est une petite catégorie, v : A — C,
w : B — C deux objets de Cat/C et u : A — B un morphisme de Cat/C, de sorte que
v = wu, on dit que u est W-asphérique au dessus de C', ou plus simplement asphérique
au dessus de C, si pour tout objet ¢ de C le foncteur u/c : A/e — B/e, induit par wu,
est une équivalence faible. La condition LC affirme donc que pour toute petite catégorie
C', un foncteur asphérique au dessus de C' est une équivalence faible. Dualement, on dit
que le foncteur u est W-coasphérique au dessus de C', ou plus simplement coasphérique
au dessus de C, si u® est asphérique au dessus de C° (A° et B° étant considérées comme
catégories au dessus de C° par v° et w° respectivement). Il résulte de la proposition 2.19 et
de LC qu’un foncteur coasphérique au dessus de C' est une équivalence faible. Le foncteur
u est coasphérique au dessus de C si et seulement si pour tout objet ¢ de C' le foncteur
c\u: e\A — ¢\B, induit par u, est une équivalence faible (cf. 2.22).

Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental fort.
Proposition 9.2. Un produit fini d’équivalences faibles de Cat est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que le produit de deux équivalences faibles
uy : Ay — By, us : As — By de Cat est une équivalence faible. Comme

U1 X Ug = (131 X u2)(u1 X 1A2) R
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il suffit de montrer que pour toute équivalence faible u : A — B de Cat et toute petite
catégorie C', le morphisme u X 1¢ est une équivalence faible. On a un triangle commutatif

quC

oA

C 7

AxC BxC

ou p et ¢ désignent les deuxiemes projections. En vertu de LC, il suffit donc de montrer
que pour tout objet ¢ de C', le morphisme

(uxlc)/e=uxley,

(AxC)/e~xAxCle »BxCle=(BxC)/e

est une équivalence faible. Or, on a un carré commutatif

u X ]-C/c
AxCle———B x(C/c

| |

A B

U b

ou les fleches verticales désignent les premieres projections qui sont des équivalences faibles,
en vertu de LB et de 2.4. Comme u est une équivalence faible, on en déduit qu’il en est de
méme pour u X lg/., ce qui acheve la démonstration.

Proposition 9.3. Une somme arbitraire d’équivalences faibles de Cat est une équivalence

faible.

DEMONSTRATION. Soit u; : A; — B;, i € I, une famille d’équivalences faibles de Cat.
Notons aussi I la catégorie discrete correspondant a ’ensemble I. On a un triangle com-

mutatif évident u='HIul'
A=Tl4 < [[B;=B
el el
I

Y

et on remarque que pour tout objet ¢ de I, le morphisme u/i : A/i — B/i s’identifie
a u; : A; — B;. En vertu de LC, u est donc une équivalence faible, ce qui démontre la
proposition.

9.4. Soient M une catégorie, W une partie de FI(M), et ~ : M — W1 M le foncteur de
localisation (cf. 4.1). On rappelle que la propriété universelle du foncteur de localisation
~ (cf. 4.1) se précise par la propriété “2-universelle” suivante : Pour toute catégorie N, le
foncteur

Hom(W =M, N') —— Hom(M, N)
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de la catégorie des foncteurs de WM vers N dans celle des foncteurs de M vers N,
associant a un foncteur F le foncteur F'v, et a un morphisme de foncteurs « le morphisme
de foncteurs a * v, établit un isomorphisme de la catégorie Hom(W~'M, N) sur la sous-
catégorie pleine Homy, (M, N) de Hom(M,N) formée des foncteurs G : M — N tels
que, pour tout w € W, G(w) soit un isomorphisme de N. On pose Homw (M,N) =
Ob(Homyy (M, N)).

Lemme 9.5. Soient (i,7) un couple de foncteurs adjoints, 1t : M — M', j : M' — M,
g1y — lap n:ly — gt

les morphismes d’adjonction, et W, W' des parties de FI(M) et FI(M') respectivement
telles que

(wycw' et JWhHcw
Notons v : M — W™'M et~ : M' — W' M les foncteurs de localisation, et
T WM — WM et 72 WM — WM les foncteurs induits par i et j
respectivement, de sorte qu’on ait des carrés commutatifs

M L M M J M
W*MTW’*M’ W' M #WV*M

Alors (1,7) est un couple de foncteurs adjoints, les morphismes d’adjonction étant déduits
de ¢ et n.

DEMONSTRATION. Le lemme est une conséquence formelle de la “2-fonctorialité” de la
localisation, elle méme conséquence de la propriété “2-universelle”. Les détails sont laissés
au lecteur.

Lemme 9.6. Soient I un ensemble fini, (M;)ier une famille de catégories, et pour tout 1,
i € I, W; une partie de FI(M;) contenant les identités. Alors le foncteur canonique

-1
(H Wi> 1M —— ] W' M;
el el el
est un 1somorphisme de catéqories.

DEMONSTRATION. Le lemme étant évident pour un ensemble I vide, ou ayant un seul
élément, il suffit, par récurrence, de ’établir pour I = {1,2}. Or, pour toute catégorie N,
on a des bijections fonctorielles :

Hom(W; ' My x W, ' My, N) ~ Hom(W, ' M, Hom(W, ' M,, N))
~ Hom(W,™' My, Homyy, (M, N')) ~ Homyy, (M1, Homy,, (M3, N))

~ HomW1><W2(M1 X MQ,N) ~ Hom((W1 X Wz)_l(Ml X Mz),N) R

I’avant derniere résultant de 'hypothese que Wi et W5 contiennent les identités, ce qui
prouve le lemme.
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Proposition 9.7. Soient M une catégorie admettant des produits (resp. des sommes)
binaires, et W une partie de FI(M) contenant les identités et stable par produit (resp.
somme) de deux fléches. Alors W1 M admet des produits (resp. des sommes) binaires, et
le foncteur de localisation ~ : M — WY M commute & ces produits (resp. sommes).

DEMONSTRATION. Si M admet des produits binaires, le foncteur diagonal A : M — M x M
admet un adjoint & droite II : M x M — M (foncteur produit). On a A(W) C W x W,
et comme W est stable par produit de deux fleches, II(W x W) C W. En vertu du lemme
9.5, les foncteurs

AWM — (WxW) " (MxM) , T:(WxW)""(MxM)— WM,

induits par A et II respectivement, forment un couple de foncteurs adjoints. Or, en vertu
du lemme 9.6, (W x W)™1(M x M) est canoniquement isomorphe & W~'M x W=1M,
et on vérifie facilement que A s’identifie par cet isomorphisme au foncteur diagonal. On
en déduit que WM admet des produits binaires, II étant un foncteur produit, ce qui
acheve la démonstration, la partie respé se déduisant par passage aux catégories opposées.

Proposition 9.8. La catégorie Hot = Hotyy = W™'Cat admet des produits finis et des
sommes fintes et le foncteur de localisation canonique ~ : Cat — Hot y commute.

DEMONSTRATION. La proposition résulte des propositions 9.7, 9.2, 9.3, du lemme 4.6, et

de son dual.
A—"Y B
C

un triangle commutatif de Cat. On suppose que pour tout objet ¢ de C' le morphisme
ue : A. = Be, induit par u dans les fibres, est une équivalence faible.

Proposition 9.9. Soit

a) Siv et w sont des précofibrations, alors le foncteur u est asphérique au dessus de C.
b) Siv et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est coasphérique au dessus de C.

En particulier, dans les deuz cas (a) ou (b), le foncteur u est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Pour tout objet ¢ de C', on a un carré commutatif dans Cat

ACLBC

J b

Ale ——— B/c

us/c

Y

ou i, et j. désignent les foncteurs canoniques. Si v et w sont des précofibrations, en vertu
du lemme 2.13, les foncteurs 7. et j. admettent des adjoints a gauche, et sont donc coa-
sphériques, et en particulier des équivalences faibles (2.22). Comme par hypothese u, est
une équivalence faible, il en est de méme pour u/¢, ce qui prouve 'assertion (a). L’assertion
(b) en résulte par passage aux catégories opposées, en vertu de la proposition 2.19.
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Théoréeme 9.10. Soit W une partie de FI(Cat). Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) W est un localisateur fondamental fort.
b) W satisfait auz conditions suivantes :

LA®) La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
LB°) Si A est une petite catégorie admettant un objet initial, alors A — e est

dans W.
LC®) Si
A—Y B
C
est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur c\u : ¢\A — ¢\B,
induit par u, est dans W, alors u est dans W.

¢) W satisfait auz conditions suivantes :
La) La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
L3) Le morphisme canonique ANy — e est dans W.

L) Si
A—Y B
N
C
est un triangle commutatif de Cat, p et ¢ des cofibrations, u un foncteur cocartésien (trans-
formant morphismes cocartésiens en morphismes cocartésiens), et si pour tout objet ¢ de
C, le foncteur u. : A. — B., induit par u dans les fibres, est dans W, alors u est dans W.
d) W satisfait auz conditions suivantes :
La®) La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.

L3°) Le morphisme canonique Ay — e est dans W.

L+°) Si
A—Y B
N A
C

est un triangle commutatif de Cat, p et q des fibrations, u un foncteur cartésien (transfor-
mant morphismes cartésiens en morphismes cartésiens), et si pour tout objet ¢ de C, le
foncteur u, : A, — B, induit par u dans les fibres, est dans W, alors u est dans W.

DEMONSTRATION. L’implication (a) = (¢) résulte de la proposition 9.9. Pour montrer
Iimplication (¢) = (b), soit W une partie de FI(Cat) satisfaisant aux conditions Lo, L3,
L~. La condition LA® coincide avec la condition Lea, et est donc satisfaite. Pour montrer
les conditions LB et LC®, on procede par plusieurs étapes.
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i) Montrons que le morphisme canonique Ay — e est universellement dans W, autre-
ment dit, que pour toute petite catégorie A, la premiere projection pry : A X Ay — A est
dans W. On a un triangle commutatif

A><A14>A
\ /A

les fleches obliques étant des cofibrations, et la fleche horizontale un foncteur cocartésien,
induisant dans les fibres au dessus d'un objet a de A un foncteur s’identifiant au foncteur
canonique Ay — e, qui est dans W en vertu de LG. Il résulte donc de L~y que pri est
dans W.

i) Montrons que W satisfait a la condition LB®, autrement dit, que pour toute petite
catégorie A admettant un objet initial, le morphisme canonique A — e est dans W. En
effet, en vertu de la proposition 5.16, la catégorie A est contractile, et comme W est
faiblement saturé, l'assertion résulte de (i) et de la proposition 5.8.

i4¢) Introduisons une version relative de la catégorie S(A) introduite dans 2.15. Soit
u: A — B un morphisme de Cat. On définit une catégorie S(u) comme suit :

Ob(S(u)) = {(a,b, f) | a € Ob(A), b € Ob(B), f:b— u(a) € FI(B)}

et si(a,b, f) et (a',b', f') sont deux objets de S(u), I'ensemble Homg(,)((a, b, f), (a’, 0, f'))
est formé des couples (g,h), g:a — o’ € FI(A), h: V' — b € FI(B) tels que le diagramme :

b Lu(a)
4 lU(g) fr=ulg)fh
f/
bV ———u(d)
soit commutatif. L'identité de (a, b, f) est définie par 1,5 ) = (1a,1p), et si
(g,h) : (avbvf) — (alvblvf/) et (glvh/) : (alvblvf/) — (a”,b”,f”)

sont des morphismes de S(u),

On définit deux foncteurs :
BY S g(u)—Tu 4
en posant pour tout objet (a,b, f) de S(u) :
sulab, f)=b ,  tu(abf)=a |
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et pour tout morphisme (g,h) de S(u),

sulg,h) =h tu(g.h) =g

(On remarque que la catégorie S(A) et les foncteurs s4 et ¢4 introduits dans 2.15 s’identi-
fient a S(u), s, et t, respectivement, pour A = B et u = 14.) On vérifie facilement que les
foncteurs s, et t, sont des cofibrations, en remarquant qu'un morphisme (g, h) de S(u) est
cocartésien relativement a s, (resp. t,) si et seulement si g (resp. h) est un isomorphisme,
et que si h: b — b (resp. g : a — @’) est un morphisme de B (resp. A) et (a,b, f) un objet
de S(u) au dessus de b (resp. a), alors

(1o, 1) : (a,b, f) — (a, V', fR)
(resp. (9,15) : (a, b, f) — (a’,b,u(g)f) )

est un morphisme cocartésien relativement a s, (resp. t,) au dessus de h (resp. g). On
remarque que la fibre S(u)y (resp. S(u)q) de s, (resp. t,), au dessus d'un objet b (resp.
a) de B® (resp. A), est la catégorie b\ A (resp. (B/u(a))® =~ u(a)\B®). En particulier, les
fibres de t, possedent un objet initial, ce qui implique, en vertu de (ii) et de L, que ¢,

est dans W.
Soit u

A———B

l lw

Al—/>B/
U

un carré commutatif de Cat. On définit un foncteur S(v,w) : S(u) — S(u') comme suit :

S(v,w)(a,b, f) = (v(a),w(b),w(f)) ,  (ab f) € Ob(S(u)) ,

f:b—ula) , w(f): w(d) — wu(a) = u'v(a)
S(v,w)(g,h) = (v(g),w(h) (g, 1) € FI(S(u))
On vérifie aussitot quon a un diagramme commutatif
5 S — S(u) t4u> A

wol lS(v,w) lv

B’° s S(u) ——— A
u’ tu/
i) Montrons que W satisfait a la condition LC®. Soit done

A—Y% B

N A
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un triangle commutatif de Cat, et supposons que pour tout objet ¢ de C, le foncteur
c\u: c\A — ¢\B, induit par u, est dans W. En vertu de ce qui précede, on a un diagramme

commutatif
coe—v S(v) _ A

Leo S u 10 u

C°——— S(w) ——— B

En particulier, on a un triangle commutatif

\” 10/

ol s, et s, sont des cofibrations, et on vérifie immédiatement que S(u, 1<) est un foncteur
cocartésien. Comme pour tout objet ¢ de C, S(u, 1¢) induit un foncteur dans les fibres au
dessus de ¢ s’identifiant a ¢\u : ¢\A — ¢\ B, qui est par hypothese dans W, il résulte de la
condition Ly que S(u,1l¢) est dans W. Comme ¢, et t,, sont dans W, il en est de méme
pour u. Ceci acheve la démonstration de 'implication (¢) = (b).

Montrons 'implication (o) = (a). Soit done W une partie de FI(Cat) satisfaisant aux
conditions LA°, LB° et LC°. Notons W? la partie de FI(Cat) définie par

W :={u € FI(Cat) | u° € W}

Il est immédiat que W° est un localisateur fondamental fort. En vertu de 2.11, une petite ca-
tégorie admettant un objet initial est WW°-asphérique, ce qui implique la condition LB pour
W. De méme, pour toute petite catégorie C, un morphisme de Cat/C W°-coasphérique
au dessus de C est dans W° (cf. 9.1), ce qui implique la condition LC pour W, et acheve
la démonstration de I’équivalence des conditions (a), (b) et (c¢).

En appliquant cette équivalence a W°, pour une partie W de FI(Cat), on déduit
I'équivalence des conditions (a), (b) et (d) pour W, ce qui acheve la démonstration du
théoreme.
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Images directes et composés transfinis d’équivalences faibles.

10.1. Soient I une petite catégorie et F': I — Cat un foncteur. On rappelle une construc-
tion de Grothendieck d'une catégorie [ F et d’une cofibration F': [ F — I associées au
foncteur F. Les objets de C' = [ F sont les couples (7,a), olt ¢ est un objet de I et a un
objet de F(i). Un morphisme de (i,a) vers (i',a’) est un couple (k, f), o k : ¢ — ¢/ est un
morphisme de [ et f: F(k)(a) — @' un morphisme de F(i'). Le composé d’un morphisme
(k,f):(i,a) = (¢/,a") et d'un morphisme (k', f'): (¢/,a") — (1", a") est défini par

(k' f) o (k. f) = (K'k, f o F(E')(f))
FUE) (@) = FOE)YE(R) @) 2P penyary =2 o

Le foncteur F est défini par

F(i,a)=1i, (i,a)e0b(C),  F(k,f)=k, (k f)eFIC).

On vérifie facilement que les morphisme cocartésiens de C' relativement a F sont les flaches
(k, f) de C telles que f soit un isomorphisme, et que F : C' — I est une cofibration, dont
les fibres C; s’identifient aux catégories F(i).

EXEMPLE 10.2. Soient A une petite catégorie et H 4 le foncteur
Hy: A°x A— Cat (b,a) — Homy(b,a)

ou l'ensemble Hom 4 (b, a) est considéré comme une catégorie discrete. Alors f H 4 s’identifie

a la catégorie S(A) introduite dans 2.15, et la cofibration f{z : [Hy — A° x A au
foncteur (sa,t4): S(A) = A° x A (cf. 2.15). Cela explique et redémontre le lemme 2.16,
affirmant que s et t4 sont des cofibrations (puisque les projections sont des cofibrations,
et les cofibrations sont stables par composition). Plus généralement, si v : A — B est un
morphisme de Cat et H, le foncteur

H,:B°xA— Cat (b,a) — Hom(b,u(a))

alors [ H, s’identifie & la catégorie S(u) considérée dans la démonstration du théoreme 9.10.

10.3 Soient I une petite catégorie, F : I — Cat un foncteur, et C' = [ F. Pour tout objet
1 de I, on définit un foncteur

par

li(a) = (i,a) , a€ Ob(F(i)),
L(f) = (L. ), FeFRFQ),

66



!

qui identifie F'(7) a la fibre C; de F au dessus de i. De plus, pour tout morphisme k : 7 — 12
de I, on définit un morphisme de foncteurs

F(k)

F(i) F(i")

Br

C
par

ﬁk,a = (kv 1F(k)(a)) : (iva) — (llvF(k)(a)) )

pour a objet de F(i). On remarque que si k : ¢ — ', k' : ¢/ — " sont deux morphismes
composables de I, on a la condition de cocycle :

(10.3.1) Bek = (B *F(k))Brk B =1,
F(k F(E
F(i) #F(z’) —>( ) F(@i'")
li li/ li”
C

Ces données satisfont a la propriété universelle suivante, analogue a celle des limites in-
ductives. Pour toute catégorie D, toute famille de foncteurs m; : F(i) — D, 1 € Ob(I), et
toute famille de morphismes de foncteurs v; : m; — my F(k), k: ¢ — i/ € FI(I) satisfaisant
a la condition de cocycle

Yok = (Y * F(E)ve Y1 = lm;

pour k : 1 — ', k' : i/ — ¢ morphismes composables de I, il existe un foncteur unique

H:C — D tel que
(10.3.2) mi=Hl;, icOb(I), et y=Hxp, keFl(I).
Explicitement, on a

H(i,a) = mq(a) , (i,a) € Ob(C) ,

H(k, f) =mi(f)vea , (K, f):(i,a) = (i';a") € FI(C) .

(10.3.3)

En particulier, il existe un foncteur unique

I&’F:/F—HigF ,
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tel que sie; : F(1) — liﬂF, i € Ob(I), désigne le morphisme canonique,

(10.3.4) gi=Kpol;, 1€ Ob([) , et Kpx G = 1, E:i—=id € F|(I) .
Explicitement :

Krp(i,a) =¢i(a) , (1,a) € Ob(C) ,
(10.3.5)

Kp(k,f)=ca(f), (ke f):(i,a) = (i',a') € FI(C) .

10.4. La propriété universelle décrite dans 10.3 se précise par une propriété “2-universelle”
faisant de C' = [ F une “2-limite inductive”: Pour tout couple de foncteurs H, H' : C == '

définissant

m; = Hl; , 1€ 0b(l), ve=HxpBr, keFI(I),
m, =H'l;, ieO0Ob(l), v =H %8, keFl(I),
et toute famille de morphismes de foncteurs

alimg —ml i € Ob(I)

7

satisfaisant aux relations

10.4.1 Lok = (aly x F(k)vr k:i—id eFl(I) |
T 13 ~

mi —5 s g F(k)
a;l la;, * F(k)
mi ——— my F(k)
il existe un unique morphisme de foncteurg a: H — H', tel que
(10.4.2) al =axl; i € Ob(I)

10.5. Soient maintenant F' : I — Cat un deuxieme foncteur, F . C = JF' = Ila
cofibration correspondante, et « : F' — F’ un morphisme de foncteurs, de sorte que pour
tout objet ¢ de I,

a;: F(i) — F'(i)

soit un foncteur. On définit un foncteur u = [a : €' — C’, en posant
u(t,a) = (1, ai(a)) (i,a) € Ob(C)
u(kvf) = (kvai'(f)) ) (kvf) S Homc((i,a),(i’,a’))

(Comme (k, f) est un morphisme de C de (i,a) vers (¢/,a’), f : F(k)(a) — da' est un
morphisme de F(i') et ay(f) : apF(k)(a) — au(a’) un morphisme de F’(:"). Comme
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a est un morphisme de foncteurs, oy F(k)(a)

F'(E)a;(a), done (k,ap(f)) est bien un

morphisme de C’, de (i, a;(a)) vers (i, o (a’)).) On a un triangle commutatif de foncteurs

U—fOé F— Cl

\/

et on vérifie facilement que u est un foncteur cocartésien (transformant morphismes co-
cartésiens en morphismes cocartésiens).

Le foncteur u = [ a peut étre aussi défini par la propriété universelle de C'. Notons
Il:F'(i) —C i € Ob(I)
Byl — U, F'(k) k:i—id €eFI(I) |

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F’, et
définissons

m; =lia; , 1€ O0b(I), =B xa;, k:ii—1d eFI(I),

a4

—— F'(i)
, k= 6k*az , ,
o lli mi = loi —— " LB (R)ay = lyag F(k) = ma F(k) .
Cl

F(i)

Soient k :7 — i et k' : ¢/ — ¢ deux morphismes composables de I. On a
Tk = B xai = (B F'(k))B1) % ai = (B * (F'(k)ay)) (B * i)
= (B * (@ F(k))) Bk x ai) = (B * air) % F(k)) (B * i) = (my x F(k))my,

et

!/
Y1, =By xoy =1 ko = 1pa, = 1y,

La propriété universelle de C' implique donc qu’il existe un unique foncteur u : C' — C’ tel
que

lia; =wul;, 1€ Ob(I), et Bp*xai=uxPr, k:i—1ieFl(I) |,

et on vérifie facilement que ce foncteur coincide au foncteur [ o défini précédemment.
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Dans la suite, on se fize, une fois pour toute, un localisateur fondamental fort W.

Proposition 10.6. Soient I une petite catégorie, F.F' : I —=% Cat deuz foncteurs, et
a: F — F" un morphisme de foncteurs. Si a est une équivalence faible naturelle, autrement
dit, si pour tout objet i de I, le foncteur a; : F(1) — F'(i) est une équivalence faible, alors
Ja: [F — [F'" est asphérique au dessus de I, et en particulier, une équivalence faible.

DEMONSTRATION. La proposition est une conséquence immédiate de ce qui précede, et de
la proposition 9.9.

10.7. Dans la suite, on va s’intéresser au cas ou la catégorie I est la catégorie engendrée
par le graphe

0——2
l
1

de sorte que la donnée d’un foncteur I — Cat équivaut a la donnée d’'un diagramme

Y

Cs LCZ

ol

C4

de Cat, et si

Co 25 Cy
C = u1\L 5

&

on a
Ob(C) = {(i,a) | i =0,1,2, a € Ob(C;)}
Home((i,a), (i,d')) ~ Home,(a,a') , i =0,1,2, a,d’ € Ob(C;),
Home((0, a), (i,b)) ~ Home, (ui(a),b) , i=1,2, ac Ob(Co), beOb(C),
=0

Homc((i, a)7 (]7 b))

sinon.

En vertu de ce qui précede, on a un “2-diagramme”

U9

Co CZ
2,
U1 ZO lz
L
C I C
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Dans ce cas particulier, la propriété universelle affirme la chose suivante : pour tout
“2-diagramme”
U2

CO CQ
=
uy mo mo

24!
R —

1 ™y D

il existe un foncteur unique g : C' — D tel que
mlzgll, i:0,1,2, ’Yi:g*ﬁiy @:]_72

La propriété “2-universelle” affirme de plus que si on a un deuxieme “2-diagramme”

Cop ——=2——C)
U1 m6 m/2
2
<
Cl ! 'D b
my
définissant un foncteur ¢’ : C — D tel que
(10.7.1) m,=g¢g'l;, i=0,1,2, vi=g'xBi, 1=1,2,
et des morphismes de foncteurs
Co C1 Cs
mo | =% | my, ma | = |m} ma | =2 | m)
D D D
tels que
(10.7.2) viag = (o *ui)vi 1=1,2

alors il existe un morphisme de foncteurs unique « : g — ¢’ tel que

(1073) o = a*l; R 1= 0, 1,2

71



Proposition 10.8. En gardant les notations ci dessus, si uy est une équivalence faible, 1l
en est de méme pour ly.

DEMONSTRATION. Le foncteur I3 est le composé

l/ U fa U
2 Co —> Co Co —> Cy
Co ——— [ic,] — [m] :

ou [} est le morphisme canonique, et « est le morphisme de foncteurs

Co u—>02

| NN
RN

Comme uq, 1o, et 1¢, sont des équivalences faibles, il résulte de la proposition 10.6 que
[ o est une équivalence faible.

11 suffit donc de montrer que [}, est une équivalence faible. Or, le diagramme commutatif

Co ch

Co ———— Cs

définit, en vertu de la propriété universelle (cf. 10.7), un foncteur

Co -2 ¢y r
1C0l _— CQ R

tel que si
u
Co ———— (3
85
fr—
lcg I L

L

!/
Co——7—C
1

désigne le “2-diagramme” canonique associé a

ug
Cop — C>
/
C' = /1C0l 5
Co
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on ait
! ! ! ! !
rlp =us=rly, rl5=1c,, r*p] =1, =r*p,

En particulier, r est une retraction de 5. On va montrer que l}r est [-homotope a 1, ou
| = (1,01,02), les foncteurs 01,0, : e =% I étant définis par les objets 1 et 2 de I. Pour
définir une I-homotopie

Co u—2>02 0—2 h Cou—2>02
Lo, ] Leol ’
Cq 1 Co

il suffit, en vertu de I'identification

Hom(C' x I,C") ~ Hom(I,Hom(C’ C"))

Y

de définir des foncteurs

hi:C'—C'" ., i=0,1,2

Y

et des morphismes de foncteurs
Oz]‘:ho—>h]‘ X j:1,2

En vertu de la propriété universelle (cf. 10.7), hy = 1¢v est défini par le “2-diagramme”

Co —=2—(C
0 6/ 2
2
fr—
leg / Iy L
B

hy = lyr est défini par le “2-diagramme”

Co LCZ

Co———C'

’ b
I2ZL2

et on définit hg par le “2-diagramme”

U2
Co—"2 ¢,
Ba
fr—
1oy I I
=



Les trois morphismes de foncteurs

Co Co Cs
| = |16 | 2 |1 AN
c’ c’ c’

vérifient les relations 10.7.2 de la propriété “2-universelle”, et définissent ainsi un mor-
phisme de foncteurs oy : hg — hy. De méme, les trois morphismes de foncteurs

Co Co Cs
o] 22 |l5ug o] 22 [ 15ug I = |15
c’ c’ c’
permettent de définir un morphisme de foncteurs ag : hg — hg, par la propriété

“2-universelle”. On a donc prouvé que lev est I-homotope a lyr. Or, I admet un objet
initial, et est donc asphérique (2.11). On en déduit que I — e est universellement dans
W (proposition 2.4), et il résulte donc du lemme d’homotopie 5.6, (b) que l5r est une
équivalence faible. Comme rl}, = 1¢,, cela prouve, en vertu de la propriété de saturation
faible (¢), que [, est une équivalence faible, et acheve la démonstration.

10.9. Revenons au cas ou [ est une petite catégorie arbitraire. Soient A une petite
catégorie, et F': [ — A un foncteur noté indiciellement :

Fi:=F(i), i€Ob(I), Fp:=F(k), keFI(I)

On se propose d’étudier le foncteur canonique (cf. 10.3)
K :A’iAF 0 = /iAF —>1i_m;iAF2iA(F/) :A/F/ ,

ou F’ désigne la limite inductive hﬂF Explicitons le foncteur K. Pour tout ¢, ¢ € Ob(I),

notons ¢; : F; — F’, le morphisme canonique, de sorte que pour tout morphisme & : ¢ — ¢/
de I, le triangle

FZ—>F/

N
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soit commutatif. Un objet de C' est un triplet (i,a,2 : a — F;), ou i € Ob([), a € Ob(A),

~

z € FI(4). On a
K(i,a,z :a — F;) = (a,g;2 1 a = F')
a— F, =% F'
Un morphisme

k5

(t,a,2 :a — F) —— (', d' 2’ a’ — Fy)

de C est un couple (k, f), ot k : ¢ — ¢’ est une fleche de I, et f : a — o' une fleche de A,
rendant commutatif le diagramme

On a

f /
a———a
I((kaf) = f s 51‘1\1 %‘/l’l 5i’$/f =epFrae =2
F/

Proposition 10.10. Le foncteur K : [ i F — liﬂiAF est une fibration.

DEMONSTRATION. On vérifie facilement qu'un morphisme (k, f) de C' = [i4F est carté-
sien, relativement a I, si et seulement si k est un isomorphisme. En particulier, la partie
de FI(C) formée des morphismes cartésiens est stable par composition. Soient maintenant

(i,a,2 : a — F;) un objet de C et
a’ La
F/

un morphisme de A/F', F' = @F, de but 'image de cet objet par I{. Alors

(117f)
(i, ,af 1a' = F) ——— (i,a,2 : a —» F})

est un morphisme cartésien de C', dont le but est 'objet donné de C, et dont I'image par
K est le morphisme donné de A/F’, ce qui démontre la proposition.

10.11. Soit (a,s :a — F’') un objet de A/F'. On se propose d’étudier la fibre

()
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du foncteur I au dessus de cet objet. Les objets de C sont les objets (i,a,x : a — F;) de
C' tels que ¢;& = s, et les morphismes entre tels objets les morphismes

(k,1a)
(t,a,2 :a = F) —— (i',a,2" :a — F)

de C (de sorte que le triangle

soit commutatif). Pour tout objet i de I, considéront la fibre (A/F;)s du morphisme
iale;) AJF; — A/F" au dessus de (a,s : a — F'). Les objets de (A/F;)s sont les couples
(a,x : a — F;) tels que g;,2 = s, et les seuls morphismes sont les identités. Pour tout
morphisme k : 7 — ¢/ de I, on en déduit un foncteur

(ta(Fi))s
(A/Fy)s ————— (A/Fu)s

associant a un objet (a,x : a — F;) de (A/F;)s Vobjet (a, Frx : a — Fy) de (A/Fy)s. On

définit ainsi un foncteur (14 F)s : I — Cat, et par suite, on peut former la catégorie

/(iAF)s ;

dont les objets sont les triplets (i, a,x : a — F;), i € Ob(I), tels que (a,x : a — F;) soit un
objet de (A/F;)s, autrement dit tels que ;2 = s, et les morphismes les couples

(k,1a)
(i,a,2:a = F)) —— (i",a,2" 1a = Fy) k:i—id €Fl(i)

(puisque les seuls morphismes de (A/Fy/ ), sont les identités) tels que le triangle
7 X

Ey
soit commutatif. On a donc démontré :

Lemme 10.12. Soit (a,s : a — F') un objet de AJ/F'. Alors on a un isomorphisme

canonique
(/ZAF> ~ /(iAF)S
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10.13. Supposons maintenant que la catégorie [ soit la catégorie engendrée par le graphe
0
1

— 9

Y

de sorte que la donnée du foncteur F': I — A soit équivalente a la donnée d’'un diagramme

F -2, R
soll
Fy

de 121\, la limite inductive F’ du foncteur F' étant la somme amalgamée, de sorte qu’on ait

un carré cocartésien

FO LFQ

F1 €—1>F/

Proposition 10.14. En gardant les notations ci-dessus, si @1 est un monomorphisme,
alors le foncteur canonique

. AJFy — AJF, .
K:C :/ | —— A/F
AJFy

est un foncteur coasphérique, et en particulier une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Comme, en vertu de la proposition 10.10, le foncteur K est un fibration,
il suffit de montrer (cf. 2.22) que pour tout objet (a,s : A — F') de A/F' la fibre C, de
K, au dessus de cet objet, est asphérique. En vertu du lemme 10.12, on a

AFOS AFQS
C'S:/( /l) — (A/F2)
(A/F1)s

En considérant s comme un élément de F'(a) = Fi(a)Ilg,,) F2(a), on distingue deux cas.

a) s ¢ Im(eg(a)). Alors on vérifie immédiatement que

0—0 D —>e

Cs = \L ou CS = \L 9
e 0

et Cy est réduite a la catégorie ayant un seul objet, et l'identité de cet objet comme seul
morphisme.
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b) s € Im(eg(a)). Alors on vérifie facilement que (A/Fy)s — (A/F1)s est un isomor-
phisme (on utilise que 1 : Fy — F} est un monomorphisme), et en particulier une équi-
valence faible. En vertu de la proposition 10.8, le morphisme canonique

(A/Fp)y ——

AFOS AFQS
/(/l)_>(/ ) ~C.

(A/F1)s

est une équivalence faible. Or, le morphisme €5 : F; — F' est un monomorphisme (car ¢
est un monomorphisme), et par suite (A/F,), est la catégorie ponctuelle. On en déduit
que C est asphérique, ce qui prouve la proposition.

Corollaire 10.15. Soient A une petite catégorie,

FO LFQ

Fl T)F/

un carré cocartésien de A, et supposons que @1 soit un monomorphisme. Alors si ¢y (resp.
w2) est une équivalence faible, il en est de méme pour 5 (resp. e1).

DEMONSTRATION. Considérons le diagramme

AJF, =) ap,

ulZﬂ(ﬂOl)l

A/F' )

ouly, [ et K désignent les foncteurs canoniques (cf. 10.7 et 10.9), et dont les deux triangles
sont commutatifs (mais pas le carré). Si ¢y (resp. ¢2) est une équivalence faible, alors u;
(resp. uz) est une équivalence faible, et en vertu de la proposition 10.8, il en est de méme
pour [y (resp. l1). Or, comme ¢ est un monomorphisme, en vertu de la proposition 10.14,
K est une équivalence faible. On en déduit que i4(e3) (resp. 14(e1)) est une équivalence
faible de Cat, autrement dit, que 2 (resp. 1) est une équivalence faible de 121\, ce qui acheve
la démonstration.
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Corollaire 10.16. Soient A une petite catégorie, et

Fp—* L F
Xo = L F
X1 l)@

&Gz X

G &

!

Go

un cube commutatif de 121\, dont les faces horizontales sont cocartésiennes, et tel que @1,
Y1 soient des monomorphismes, et Yo, X1, X2 des €quivalences faibles. Alors \' est une
équivalence faible.

DEMONSTRATION. On a un carré commutatif

AJFo — AJFy
/ \L K A/F/
A/
[iaxx ia(x")
A)Go — A/Go /
[ e AJC
AJGy

ou y désigne le morphisme de foncteurs défini par yo, x1, Y2, et K et K’ les foncteurs
canoniques (cf. 10.9). En vertu des propositions 10.6 et 10.14, les foncteurs [ 74 x y, K et
K’ sont des équivalences faible, et il en est donc de méme pour i4(x’'), ce qui prouve le
corollaire.

Proposition 10.17. Soient I un ensemble bien ordonné, A une petite catégorie, et
F : I — A un foncteur (ot I désigne aussi la catégorie associée a ['ensemble ordon-
né I) tel que pour tout i < j, le morphisme F; — F; soit un monomorphisme. Alors le
foncteur canonique

K:C:/iAF—>A/F’ )
ou F' = ligF, est coasphérique, et en particulier une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Soit (a,s : a — F') un objet de A/F’, et considéront s comme élément
de F'(a). Comme les morphismes de transition F; — F} sont des monomorphismes, F'(a)
s’identifie & la réunion croissante des F;(a). Comme I est bien ordonné, il existe un plus
petit élément iy de I tel que s € F;_ (a). Alors on vérifie facilement que la fibre C; de I,
au dessus de l'objet (a,s : a — F'), s’identifie a la catégorie correspondant a ’ensemble
ordonné formé des 1 € I tels que iy, < 1. Cette catégorie, ayant un objet initial, est
asphérique (2.11). Comme, en vertu de la proposition 10.10, K est une fibration, on en
déduit que le foncteur K est coasphérique, et en particulier une équivalence faible (cf. 2.22).
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Corollaire 10.18. Soient I une catégorie correspondant a un ensemble bien ordonné, A
une petite catégorie, F,G : I —=% A deuz foncteurs, et ¢ : F — G un morphisme de
foncteurs. On suppose :

a) pour tout i et 7 dans I, st 1 < j, les morphismes F; — F; et G; — G; sont des
monomorphismes;

b) pour tout i dans I, le morphisme @; : F; — G, est une équivalence faible.

Alors ligcp hﬂF — liﬂG est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. En effet, on a un carré commutatif de Cat
/iAF _ A/h_m}F
Jiax @l ia(lim )
/ 1A G ——m A/liﬂG

dont les fleches horizontales sont, en vertu de la proposition précédente, des équivalences
faibles. Comme [i4 * ¢ est une équivalence faible (proposition 10.6), il en est de méme
pour 17 A(Egcp), ce qui démontre le corollaire.

~

Corollaire 10.19. Pour toute petite catégorie A, la partie de FI(A), formée des fléches qui
sont a la fois des équivalences faibles et des monomorphismes, est stable par composition
transfinie a droite. Autrement dit, pour tout ensemble bien ordonné I, et tout foncteur
F:I— 121\, tel que les morphismes Fy; — Fj, @ < 7, 1,5 € I, soient des monomorphismes
et des équivalences faibles, le morphisme canonique Fy — liﬂF, ot 0 désigne le plus petit

élément de I, est une équivalence faible (et un monomorphisme).

DEMONSTRATION. Le corollaire est une conséquence immédiate du corollaire précédent,
appliqué au morphisme du foncteur constant, de valeur Fy, vers le foncteur F', défini par

les fleches Fy — F;, 1 € 1.
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Colimites et extensions de Kan homotopiques.

11.1 Pour tout objet I de Cat, on note Cat /I la catégorie des petites catégories au dessus
de I, dont les objets sont les couples formés d’un objet A de Cat et d’un foncteur A — I,
et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

A—— s A
1 :
Pour toute fleche w : J — [ de Cat, on note

Cat/w :Cat/J — Cat/I

le foncteur définit par

A A
l - wvl
J 1
Pour toute petite catégorie I, on définit des foncteurs
Cat/T—OL  Hom(I,Cat) . Hom(I.Cat) — L Cat/1
(A— 1) — (1— AJi) F +— (JF—1I)

Proposition 11.2. Soit w : J — I un foncteur entre petites catégories. Alors

O7oCat/w ;o Hom(w, 1eay)

Cat/J Hom(I,Cat) Hom(I,Cat) Cat/J

est un couple de foncteurs adjoints. En particulier, pour J =1 et w = 17, on obtient que
(Or,07) est un couple de foncteurs adjoints.

DEMONSTRATION. On va définir des morphismes d’adjonction

£:0r0Cat/wo O oHom(w, lcat) — lHom(I,cat)

n:leary g — O’y o Hom(w, 1¢a¢) 0 O 0 Cat/w

et on va laisser le soin au lecteur de vérifier les relations d’adjonction.

a) Définition de €. Soit F : I — Cat un foncteur. Définissons un morphisme fonctoriel
€, autrement dit, pour tout objet 7 de I, un foncteur

€FZ</Fw>/Z—>F(z) )
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fonctoriel en 7. Les objets de la catégorie ( [ Fw)/i sont les triplets (j,a,p: w(j) — i), ot j
est un objet de .J, @ un objet de Fw(j), et p une flecche de I. Un morphisme de ([ Fw)/i, de
source (j,a,p:w(j) — 1) et de but (3, d’,p’ 1 w(j’) — 1), est un couple (I, f), oul:j — j'
est une fleche de J, f: Fw(l)(a) — a' une fleche de Fw(j'), telles que

w(l)

w(j) ———w(j’)
]x A/ p = pw(l)

On définit le foncteur ¢ ; par
€F,i(j7a7p:w(j) _>Z) :F(p)(a) ’

el f) = F(p")(f) : F(p")Fw(l)(a) = F(p)(a) — F(p')(d)

On laisse le soin au lecteur de vérifier la compatibilité a la composition et aux identités,
ainsi que la fonctorialité en 7 et en F.

b) Définition de n. Soit (A,v : A — J) un objet de Cat/.J. Définissons un foncteur,
au dessus de J,

77A7U:A—>/G ,

N
ou

G:J— Cat

désigne le foncteur
J— Afw(j)

Les objets de [ G sont les triplets (j,a,p : wv(a) — w(j)), ot j est un objet de J, a
un objet de A, et p une fleche de I. Un morphisme de (j,a,p : wv(a) — w(j)) vers
(',d',p s wu(a) = w(j')) est un couple (I, f), oul: j — j" est une fleche de J, f:a — d
une fleche de A, telles que le carré

soit commutatif. Pour tout objet a de A, on définit
77A7U(a) = (U(a),a, Luwo(a) : wo(a) — wv(a)) ,
et pour toute fleche f:a — ' de A,
nA,v(f) = <U(f)7 f) : <U(a)7 a, 1wv(a)> — <U(a/)7 ala 1wv(a’)>-

On vérifie facilement la compatibilité a la composition et aux identités, ainsi que la foncto-
rialité en (A, v).
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Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

11.3. Soit I une petite catégorie. On note Wy la partie de FI(Hom(I,Cat)) formée des
équivalences faibles naturelles, autrement dit, des morphismes de foncteurs a : F — F’

I
F|=|F

Cat

tels que pour tout 7, ¢ € Ob([I), a; soit dans W. On note W la partie de FI(Cat/I) formée
des foncteurs asphériques au dessus de I, autrement dit, des morphismes

A—Y A

N / b=y

de Cat /I tels que pour tout ¢, 1 € Ob([), le foncteur u/i : Afi — A'/i', induit par u, soit
une équivalence faible.

Théoreme 11.4. Pour toute petite catégorie I, on a
Wi=er'wn . Wr=0;" (W)

et les foncteurs

O : Wy 'Cat )T ——— W; ' Hom(I,Cat)

et
07 : Wt Hom(I,Cat) ——— Wi 'Cat /T

induits par Op et O respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-inverses
l'une de Uautre.

DEMONSTRATION. L'égalité W} = ©7'(Wr) est évidente. Comme (07, 0)) est un couple
de foncteurs adjoints (11.2), il suffit en vertu du lemme 4.8, de montrer que pour tout
foncteur F' : I — Cat, le morphisme d’adjonction

est une équivalence faible naturelle. En vertu de ce qui précede, pour tout objet ¢ de I, le
morphisme €5 . est le foncteur

(J F)/i — F(i)
défini par

ng( y Ay P J %Z):F(p)(a) ’

. . (kS . .
5F7i<(z',a,p il =) —— (i, p " — @)) = F(p')(f)
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On définit un foncteur
Op;t F(i) — ([ F)/i
par
ap(a)=(i,a,1; 1 —1i), a€Ob(F(i)),
ap(f)=(1,f), feFI(F@)).

On vérifie facilement que (¢ ., ap ;) forme un couple de foncteurs adjoints. On en déduit
que £, est asphérique (2.9), et en particulier une équivalence faible, ce qui acheve la
démonstration du théoreme.

Dans la suite, on suppose que W est un localisateur fondamental fort.

Lemme 11.5. Soit w : J — I un morphisme de Cat. Alors

Hom(w, leat)(Wr) C Wy et Cat/w(W}) C Wy

DEMONSTRATION. La premiere inclusion est évidente. Pour montrer la deuxiéme, consi-
dérons un morphisme u

A—L A

\/
o

I

de Cat/J, asphérique au dessus de J. Il s’agit de montrer qu’il est asphérique au dessus
de I, autrement dit, que pour tout objet ¢ de I, le foncteur u/i : A/i — A'/i est une
équivalence faible. On a un triangle commutatif

et pour tout objet (j,k : w(j) — ¢) de J/i, on a des isomorphismes canoniques

(Afi)/ G k)~ Alj . (A k)= AT/5

et (u/1)/(j,k) s’'identifie a u/j, qui est par hypothese une équivalence faible. Le foncteur
u /1 est donc asphérique au dessus de J/1, ce qui prouve qu’il est une équivalence faible.
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11.6. En vertu du lemme précédent, pour toute fleche w : J — I de Cat, le foncteur
Hom(w, 1¢q¢) : Hom(1,Cat) —— Hom(.J,Cat)

induit un foncteur
w* : Wyt Hom(I,Cat) —— W7 Hom(J,Cat)

et le foncteur

Cat/w :Cat|J —— Cat/I

un foncteur

Cat/w : W, ™' Cat)J —— W}~ 'Cat /1
Pour toute petite catégorie I, on pose
D(I) = Dw(I) = W; ' Hom(I,Cat)

(de sorte que si I = e, D(e) = W, ! Hom(e,Cat) ~ W1Cat = Hot (cf. 4.2)). Pour tout

morphisme w : J — I de Cat, on a donc défini un foncteur
w*:D(I) — D(J)

On définit un foncteur

w, : D(J) — D(I)

en posant L
wy = 0OroCat/wo O

Théoreme 11.7. Pour tout morphisme w : J — I de Cat, les foncteurs
w, :D(J) — D(I) w*:D(I) — D(J)

forment un couple de foncteurs adjoints.

DEMONSTRATION. 11 résulte de la proposition 11.2, du théoreme 11.4, et des lemmes 11.5
et 9.5 que le couple de foncteurs (07 o Cat/w , O’ o w*)

_ Cat/w _ 0
W, Cat) ] ——— Wi Cat/T ——— Wit Hom(I,Cat) = D(I)

: o}
Wit Hom(I,Cat) = D(I) 2 D(J) = W7t Hom(J,Cat) —— W, 'Cat/.J

est un couple de foncteurs adjoints. Comme en vertu du théoreme 11.4, O 5 et G—’J sont des

équivalences de catégories quasi-inverses I'une de 'autre, w* ~ © ;(0’;w*) est un adjoint

a droite de (O Cat/w) G—’J = w,, ce qui prouve le théoreme.
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w

Corollaire 11.8. Soit J — J' = J" dans Cat. Alors on a un isomorphisme de foncteurs
(w'w), >~ wiw,.

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte immédiatement du théoreme 11.7 et de I'isomor-
phisme évident (w'w)* ~ w*w'™.

EXEMPLE 11.9. Soit J une petite catégorie. On note
~; : Hom(J,Cat) — W7 Hom(J,Cat) = D(J)
le foncteur de localisation (de sorte que si J = e,
7, : Cat ~ Hom(e,Cat) — W, ' Hom(e,Cat) ~ W™ 'Cat = Hot

s’identifie au foncteur de localisation canonique v : Cat — Hot (cf. 4.2)). Onnotep; : J — ¢
I'unique foncteur de J vers la catégorie ponctuelle. On vérifie immédiatement que pour tout
foncteur F': J — Cat, on a

(P (F) = V(fF)

En particulier, si A est une petite catégorie, et F' le foncteur constant de valeur A
F:j— A | Jj€0b(J)
alors

(P Vs (F) =~ xA)

autrement dit,
(PP (A) 2 4(J x A)

Ainsi, en vertu de la proposition 9.8, le foncteur
(ps)hp% : Hot — Hot

s’identifie au foncteur v(.J) x 7, produit par v(.J) dans Hot.
On suppose, dans la suite, que le localisateur fondamental fort W est fortement saturé.(?)

Proposition 11.10. Soit w : J — I un morphisme de Cat.

a) Pour que w soit une équivalence faible, il faut et il suffit que le morphisme de
foncteurs

(pshphy = (prhwow’pr — (prhpr
défint par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

b) Pour que w soit asphérique, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs

wiply ~ wyw*p — pr

®Dans sa thése, Denis-Charles Cisinski démontre que, comme Grothendieck le conjecture
dans “Pursuing Stacks”, tout localisateur fondamental fort est fortement saturé, mais ce
résultat n’est pas élémentaire.
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défint par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

DEMONSTRATION. a) Pour toute petite catégorie A, le morphisme

Y(J x A) = (py)i(ps)* v(A) — (pr)(pr)™v(A) = ~v(] x A)

n’est autre que v(w x 14), qui est un isomorphisme si et seulement si w x 14 est une
équivalence faible (puisque W est fortement saturé). L’assertion (a) résulte donc de 9.2.

b) Pour toute petite catégorie A, w,p%v(A) (resp. pjv(A)) est I'image par v, du
foncteur ¢ — (J x A)/i ~ J/i x A (resp. du foncteur constant ¢ — A), ¢« € Ob(I), et le
morphisme w,p5v(A) — pjy(A) est I'image par v; du morphisme de foncteurs défini par
la deuxieme projection J/i x A — A. L’assertion (b) résulte donc de 2.4.

REMARQUE 11.11. Les assertions (a) et (b) de la proposition 11.10 admettent la généra-
lisation commune suivante : Soit

J—4

N

un triangle commutatif de Cat. Pour que le morphisme u soit asphérique au dessus de I,
il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs

W'y = WP — wipy

défint par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

En effet, pour toute petite catégorie A, le morphisme w,p%y(A) — wip%~v(A) de D(I)
s’identifie a I'image par +; du morphisme de foncteurs

ir—uf/ix1la:J)ixA—J/)ixA |, i € Ob(I)

et Uassertion résulte de 9.2.
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Morphismes propres, lisses.

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

Définition 12.1. On dit qu’un morphisme v : A — B de Cat est W-propre, ou plus
simplement propre, si pour tout objet b de B, le morphisme canonique

ip: Ap — AJ/b a— (a,1p :u(a) = 0), a€ Ob(Ap)

est coasphérigue. On dit que u est W-lisse, ou plus simplement [isse, si le morphisme
u®: A° — B° est propre, autrement dit, si pour tout objet b de B, le morphisme canonique

gt Ay — b\A a— (a,1p :b—u(a)), a& Ob(A)
est asphérique.
EXEMPLE 12.2. Il résulte de 2.13 et 2.22 qu’une précofibration est un morphisme propre.
Dualement, une préfibration est un morphisme lisse. En particulier, une immersion ouverte
(morphisme de Cat isomorphe a Uinclusion d'un crible) est un morphisme lisse, et une

immersion fermée (morphisme isomorphe & l'inclusion d'un cocrible) est un morphisme
propre.

Proposition 12.3. Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
a) u est propre ;
b) pour tout objet a de A les fibres du morphisme
a\A — b\B b=u(a)

induit par u, sont asphériques ;

Y

¢) pour tout morphisme B' = Ay — B de Cat, si l'on forme le carré cartésien

A'= AxgB —— A

_—

B—— B |,

UVinclusion Ay — A’, de la fibre de A" au dessus de ['objet 1 de B’ = Ay, est un morphisme
coasphérique ;

d) pour toute fleche fo : by — by de B, et tout objet ag de Ay, la catégorie A(ao, fo),
dont les objets sont les fléches f : ag — a de source ag, qui relévent fo (u(f) = fo), et
dont les morphismes sont les triangles commutatifs

7N

b—>b’

avec g morphisme de Ay, (u(g) = 1;,), est aspherzque
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DEMONSTRATION. L’équivalence de (a), (b) et (d) est un simple exercice de traduction
laissé au lecteur. Montrons l’équivalence de (¢) et (d). La donnée dune fleche fo : by — by
de B équivaut a celle d'un foncteur A; — B, comme dans (c¢), et affirmer, avec les no-
tations de (¢), que A} — A’ est coasphérique, c’est affirmer que pour tout objet a’ de
A’ la catégorie a’\ A} est asphérique. Si a’ € Ob(A}), cela est vrai, sans hypothese sur
u, (puisqu’alors a’\ A] admet un objet initial, et par suite est asphérique (2.11)). Il suffit
donc de le vérifier pour o' dans A" — A} = A} ~ A;,. Mais alors ' s’identifie & un objet ag
de Ay, et on vérifie que a'\ A] est isomorphe a la catégorie A(ag, fo) de (d). Cela acheve
la démonstration.

Corollaire 12.4. Les morphismes propres sont stables par changement de base, autrement
dit, pour tout carré cartésien dans Cat

Al — A

B——B |

s1 u est propre, il en est de méme pour u'.

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte de la proposition 12.3, puisque la condition (¢) est
stable par changement de base.

Proposition 12.5. Un morphisme propre a fibres asphériques est universellement asphé-
rique, autrement dit, est asphérique et le reste aprés tout changement de base, ou encore
de facon équivalente, est universellement dans W.

DEMONSTRATION. Comme étre propre & fibres asphériques est, en vertu du corollaire
12.4, une propriété stable par changement de base, il suffit de montrer qu'un morphisme
u: A — B satisfaisant a cette propriété est asphérique. Le morphisme u étant propre, pour
tout objet b de B, le morphisme canonique Ay — A/b est coasphérique, et en particulier
une équivalence faible. Comme par hypothese la catégorie Ay est asphérique, il en est de
méme pour A/b, ce qui prouve 'assertion.

Lemme 12.6. Soient u : A — B un morphisme de Cat, a un objet de A, et b = u(a). Si
le morphisme u est propre, il en est de méme du morphisme a\A — b\ B, induit par u.

DEMONSTRATION. En vertu de la condition (4) de la proposition 12.3, il suffit de montrer
que pour tout objet (¢', f : a — d') de a\ A le morphisme (da', f)\(a\A) — (0',¢)\(b\B), ou
(0, g) = (u(a'),u(f)), est & fibres asphériques. Or ce morphisme s’identifie au morphisme
a’\A — b'\B, induit par u, qui est a fibres asphériques, en vertu de la condition (b) de la
proposition 12.3, puisque le morphisme u est propre.

Proposition 12.7. Soient u : A — B un morphisme propre de Cat, a un objet de A, et
b=wu(a). Alors le morphisme a\A — b\ B, induit par u, est universellement asphérique.

DEMONSTRATION. Il résulte de la condition (b) de la proposition 12.3 que le morphisme
a\A — b\B est a fibres asphériques, et du lemme précédent qu’il est propre. L’assertion
résulte donc de la proposition 12.5.
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Proposition 12.8. Les morphismes propres sont stables par composition.

DEMONSTRATION. Soit A - B = C dans Cat, avec u, v propres. Formons le diagramme

A’ a\A A
U

B’ b\B B
v

{(c'. )} c\C ¢

ol a est un objet de A, b = u(a), ¢ = v(b) = vu(a), (¢',f : ¢ = ¢') un objet de \C,
les deux carrés de gauche étant cartésiens. Comme v est propre, il résulte de la condition
(b) de la proposition 12.3 que B’ est asphérique. Comme u est propre, il résulte de la
proposition 12.7 que le morphisme a\A — b\B est universellement asphérique. On en
déduit que le morphisme A’ — B’ est asphérique, donc une équivalence faible, et par
suite, A" est asphérique. Cela prouve que vu est propre en vertu de la condition (b) de la
proposition 12.3.

Lemme 12.9. Soit

A— A

|

B'——B

un carré cartésien de Cat. Alors pour tout objet a de A, b = u(a), le carré induit

a\A" ———a\A

_—

b\B’ — b\B
est cartésien.

DEMONSTRATION. Considérons le cube commutatif

Al A
N

a\A' ——a\A

B ——|——B

W\B' —— b\B
La face arriere est cartésienne par hypothese, et les faces horizontales sont cartésiennes par

définition de a\ A’ et b\B’. On en déduit que la face avant est cartésienne, ce qui prouve
le lemme.
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Proposition 12.10. Soient C' une petite catégorie,

A—Y B

N

C

un morphisme de Cat/C coasphérique aw dessus de C, C' — C un morphisme propre, et
formons le diagramme de changement de base dont les trois carrés sont cartésiens

A
(12.10.1) B’ B
- |~
C

Alors u' est coasphérique au dessus de C'

Al

Cl

DEMONSTRATION. Soient ¢’ un objet de C’, ¢ son image dans C, et considérons le dia-
gramme induit par le diagramme 12.10.1

A’ A\A
\B' c\B
\C’ c\C

En vertu dulemme 12.9, les deux carrés contenant ¢’\C' — ¢\ C sont cartésiens (le troisieme
carré l'est donc aussi). Comme C’' — C est propre, il résulte de la proposition 12.7 que
d\C" — ¢\C est universellement asphérique, donc ¢'\A" — c¢\A et /\B' — ¢\B sont
asphériques, et en particulier, des équivalences faibles. Comme u est coasphérique au dessus
de C, c\A — ¢\B est une équivalence faible, done, par saturation faible, ¢\ A" — ¢\ B’
aussi, ce qui prouve que u’ est coasphérique au dessus de C'’.

Corollaire 12.11. L’image réciproque d’un morphisme coasphérique par un morphisme
propre est coasphérique.

Le corollaire est un cas particulier de la proposition 12.10.

Théoréeme 12.12. Soit v : A — B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) u est propre ;

91



b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat

A// w Al A
I
B ——— B B

st v est coasphérique, il en est de méme pour w.

DEMONSTRATION. L’implication (a) = (b) résulte des corollaires 12.4 et 12.11. Montrons
que (b) implique (a). Pour tout objet b de B, on a un diagramme de carrés cartésiens

Ap—— s Ab—— A

|k

{} ————B/b—— B

Y

ou l'image de {b} — B/b est 'objet final de B/b. Le morphisme {b} — B/b admet donc
un adjoint & gauche, et par suite, est coasphérique (2.22). L’hypothese (b) implique alors
que Ay — A/B est coasphérique, ce qui prouve que u est propre

Proposition 12.13. Soient C' une petite catégorie,
A—YY B
BN
C
un morphisme de Cat/C, avec v et w propres. Si u induit des équivalences faibles dans les

fibres au dessus de C', alors u est asphérique au dessus de C, et en particulier, st W est
un localisateur fondamental fort, u est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Pour tout objet ¢ de C', on a un carré commutatif

A, — Y . p

Ale —— B/c

us/c

Y

ou 14 et 1p désignent les morphismes canoniques. Comme v et w sont propres, 14 et ip
sont coasphériques, et en particulier des équivalences faibles. Par hypothese u. est une
équivalence faible; on en déduit donc que u/c est une équivalence faible, ce qui prouve la
proposition.

REMARQUE 12.14. La proposition 12.13 généralise la partie (a) de la proposion 9.9.
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REMARQUE 12.15. Toutes les assertions concernant les morphismes propres admettent
une version duale relative aux morphismes lisses. En particulier, les morphismes lisses sont
stables par changement de base et composition. Un morphisme lisse a fibres asphériques
est universellement dans WW. Pour qu'un morphisme u de Cat soit lisse, il faut et il suffit
que 'image réciproque par v d’'un morphisme asphérique soit asphérique, et que u conserve
cette propriété apres tout changement de base. On laisse le soin au lecteur de formuler les
versions duales des autres assertions.

12.16. Soient w : J — [ un morphisme de Cat, F' : I — Cat un foncteur, et posons
G = Fw: J — Cat. Le morphisme w induit un foncteur

w:[6= [Fu— [F

w(j,a) = (w(ji)a) ,  (j,a) €0b([G)
w(g, f) = (wla), f) . (¢f):(.a) = (5d) €FI(JG)

Le foncteur w : [ G — [ F peut étre aussi défini par la propriété universelle de [ G. Notons

défini par

li:F(i)—>/F . ieOob) |

ﬁkll—>lllF(k) , kl—>Z/EF|(I) ,

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F' (cf. 10.3),
et définissons

l =l s GU) = Flwli) — [F . je0b(s) .

By = Buigy U = Ly — lw(inF(w(q)) =;Glq) , q:5 —j €FI(J).

On vérifie aussitot qu’on a la relation de cocycle

6(/1’(1 = (ﬁ(ll’ *G(q))ﬁ; ’ ﬁ{ = 113 ’

J

pour j — ' L5 " morphismes composables de .J, et que @ : | G — [ F est le foncteur
défini, par la propriété universelle de [ G, par la famille de foncteurs l}, J € Ob(J), et de
morphismes de foncteurs 3;, ¢ € FI(J), (cf. 10.3).

Lemme 12.17. Sotent w : J — I un morphisme de Cat, F : I — Cat un foncteur, et
posons G = Fw : J — Cat. Alors on a un carré cartésien

/GL/F

J——T
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ot 6’, F désignent les cofibrations associées auz foncteurs G et F respectivement (cf. 10.1),
et w le foncteur induit par w (cf. 12.16).

DEMONSTRATION. Le lemme résulte d’une vérification immédiate, laissée au lecteur.

Lemme 12.18. Soient u : A — B un morphisme de Cat et F: A — Cat un foncteur.
Pour tout b, b € Ob(B), on a un isomorphisme canonique

</F>/bz/F|A/b :

ot F'|A/b désigne le composé de F avec le foncteur canonique A/b — A.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 12.17, on a un carré cartésien

/F|A/b4>/F
T

Ab—— A

et comme le carré

Ab—— A

]

Bb—— B

est aussi cartésien, il en est de méme du carré composé

/F|A/b4>/F
—_—

Le carré

étant aussi cartésien, le lemme en résulte.
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Proposition 12.19. Soit w : J — I un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) le morphisme w est coasphérique ;

b) pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme
/Fw — /F ,

¢) pour tout foncteur F': I — Cat, le morphisme

/Fw—>/F,

induit par w, est une équivalence faible.

induit par w, est coasphérique ;

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 12.17, on a un carré cartésien
/Fw _ / F

J—g—1

et F est une cofibration, et en particulier, un morphisme propre (12.2). L’implication
(a) = (b) résulte donc du corollaire 12.11. L’implication (b) = (¢) résulte de 2.22. Mon-
trons 'implication (¢) = (a). Soit ¢ un objet de I et considérons le foncteur F : I — Cat
associant a un objet ¢’ de I la catégorie discrete correspondant a l’ensemble Homy(é,:).
Alors, en vertu de (¢), [ Fw — [ F est une équivalence faible, et on vérifie facilement
que [F ~i\I, que [ Fw ~ i\J, et que la fleche [ Fw — [ F s’identifie au morphisme
\w :1\J — 1\, induit par w, ce qui prouve que w est coasphérique, et acheve la démons-
tration.

Le corollaire suivant complete la proposition 11.10.

Corollaire 12.20. Supposons que le localisateur fondamental W soit un localisateur fon-
damental fort, fortement saturé,(®) et soit w : J — I un morphisme de Cat. Pour que w
soit coasphérique, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs

(prhw* = (ppww®™ — (pr)y
défint par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Pour tout foncteur F' : I — Cat, le morphisme

7(/ Fw) ~ (pyhwy(F) — (p)v(F) = 7</ F>

de D(e) ~ Hot (cf. 11.9) s’identifie & y(w), ot w : [ Fw — [ F désigne le morphisme induit
par w. Le corollaire résulte donc de la proposition 12.19, et de la forte saturation de W.

®Voir note de bas de page précédant la proposition 11.10.
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REMARQUE 12.21. La proposition 12.19 et le corollaire 12.20 admettent une version relative
analogue & celle de la proposition 11.10 (remarque 11.11). Soit

J—L g

N

un triangle commutatif dans Cat. Pour tout foncteur F : I — Cat le triangle

ou u, w, w' désignent les foncteurs induits par u, w, et w’ respectivement, est commutatif.
On en déduit un diagramme commutatif

wa Fw J
&“ \
L w
" wa’ Fw’ J’'
w' [ %
F — I )
f F

dont les faces carrées sont cartésiennes, en vertu du lemme 12.17. Il résulte donc de la
proposition 12.10, que si le morphisme u est coasphérique au dessus de I, alors u est
coasphérique au dessus de [ F. Réciproquement, si pour tout foncteur F : I — Cat, le
morphisme @ : [ Fw — [ Fw' est coasphérique au dessus de [ F, alors u est coasphérique
au dessus de I. En effet, soit ¢+ un objet de I, et considérons le foncteur F : I — Cat
associant a un objet ¢’ de I la catégorie discrete correspondant a l’ensemble Homy(é,:).
Alors le foncteur u : [ Fw — [ Fw' s'dentifie au foncteur 7\u : 1\J — i\J', induit par u,
et la catégorie [ F a la catégorie 1\I. Il résulte donc de ’hypothese que le morphisme ¢\u
est coasphérique au dessus de ¢\ 1. En particulier, le morphisme

ANz i\J > (6 T)\ENT) — (4 T)NGNT) =\

ou (7,1;) désigne 'objet initial de 7\, est une équivalence faible, ce qui prouve que le
morphisme u est coasphérique au dessus de I. Si le localisateur fondamental W est un
localisateur fondamental fort, le raisonnement précédent montre aussi que le morphisme
u est coasphérique au dessus de [ si et seulement si pour tout foncteur F : I — Cat, le
morphisme @ : [ Fw — [ Fw' est une équivalence faible. Si, de plus, W est fortement
saturé, (7) cette derniere condition équivaut & affirmer que le morphisme de foncteurs

*

(py)w™ ~ (PJ/)!U!U*UJ/* — (PJ/)!UJ/ )

"Voir note de bas de page précédant la proposition 11.10.
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défini par le morphisme d’adjonction, est un isomorphisme (ce qui généralise le corollaire
12.20). En effet, on vérifie aussitot que pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme

(J Fw) = (py)yw*y(F) — (pp)yw' v (F) ~5(f Fw)
de D(e) =~ Hot s’identifie au morphisme ~(u).

12.22. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Dans la suite de ce paragraphe,
on désigne aussi, par abus de notation, par u,, u* les foncteurs

Hom(A,Cat) s Hom(B,Cat) ,  Hom(B,Cat) -5 Hom(A,Cat) |
Fr— (b~ ([ F)/b) G — Gu
u; = OpoCat/uo®’y (cf. 11.1), u* = Hom(u, 1¢q¢), de sorte qu’on ait des carrés commutatifs
Hom(A, Cat) —— Hom(B, Cat) Hom(B, Cat) —%" Hom(A, Cat)
’YAl l’YB ’YBl l’YA
D(A) ————D(B) B(B) ————D(Y)

(cf. 11.6, 11.9) (le prerﬁier uniquement dans le cas d'un localisateur fondamental fort).

12.23. Soit

Al w

D= | |

B'—F—2B
un carré cartésien de Cat. Pour tout foncteur F' : A — Cat, on déduit un carré cartésien
composé

[Fo—" [F

Fw F
AW 4

u! (&

B'—— B
(cf. 12.17). Pour tout objet b’ de B’, le foncteur @ induit un foncteur
(J Fw)/b" — ([ F)/o(b') |
et on remarque que
(J Fw)/b" = (upw*(F))(¥) et (JF)/v(b') = (v"u,(F)) (')

On en déduit un morphisme

Kp  upw® — v*u,
de Hom(Hom(A,Cat), Hom(B’,Cat)), appelé morphisme de changement de base associé au
carré D.
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Proposition 12.24. Soit

B ——B

un carré cartésien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors le
morphisme de changement de base kg, : ujw* — v*u, est coasphérique (resp. universelle-
ment asphérique) argument par argument, autrement dit, pour tout foncteur F : A — Cat,
et tout objet b’ de B’

rp p(b) : (™ (F))(0') — (v"u,(F))(6')

est coasphérique (resp. universellement asphérique), et en particulier, une équivalence

faible.

DEMONSTRATION. Cas u propre. En vertu du corollaire 12.4, le morphisme u’ est propre
aussi, et pour tout objet b’ de B’, on a donc un carré commutatif

;)/ % Av(b’)

| |

A'JY ——— AJo(V)

dont les fleches verticales sont coasphériques, et la fleche horizontale du haut un isomor-
phisme, puisque le carré D est cartésien. Pour tout foncteur F' : A — Cat, on en déduit un
carré commutatif

wa|A;)/ ;)IFLA‘U(I)')

| |

[ FwlA' /Y —— [F|A/o(l)
R R

(J Fw) v/ (J F) /o)
[l [l

(uyw™ (F))(0) (v7uy (F))(0')

dont les fleches verticales sont des morphismes coasphériques (proposition 12.19), et la
fleche horizontale du haut un isomorphisme. Il résulte alors de la proposition 2.8 (forme
duale) que la fleche horizontale du bas est coasphérique, ce qui acheve la démonstration,
par une double application du lemme 12.18.
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Cas v lisse. Soient F' : A — Cat un foncteur, b’ un objet de B’, et considérons le carré
cartésien

[Fo—" s [F
B'—— 8B
(cf. 12.23), et le cube commutatif

Kp b
( Poyy — 2 o)
\ .
wa fF
|
B’/b’\ B/u(b)
B’ B :

dont les faces latérales et la face avant sont cartésiennes, donc aussi la face arriere. Comme
v est lisse, en vertu de la proposition 12.7 (forme duale), le morphisme B/ — B/v(b'),
induit par v, est universellement asphérique. Il en est donc de méme pour £ (b'), ce qui
prouve la proposition. 7

12.25. Soit u : A — B un morphisme de Cat. Par abus de notation, on désigne par fB Alb
la catégorie [ F, ou F est le foncteur F : B — Cat défini par b — A/b. La catégorie [, A/b
est la catégorie dont les objets sont les triplets (b, a, f : u(a) — b), a € Ob(A), b € Ob(B),
f € FI(B), un morphisme de (b, a, f : u(a) — b) vers (b, d’, f : u(a’) — V') étant un couple
(h:b—=b,g:a—d),g€FI(A), heFI(B), tel que le carré

u(g)

u(a) —=— u(a')

T

b—m—

h
soit commutatif. On définit des foncteurs
iu:A—>fBA/b , ru:fBA/b—>A ,
a— (u(a), a,1yq)) (b,a,f) — a
et un morphisme de foncteurs
acture — 1 o e = (Fla) s (ul@) 6 Lue)) = (bya, f)

et on vérifie aussitot que ry1, = 14. On en déduit que 1, et r, sont des équivalences faibles.
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De plus, pour tout carré commutatif de Cat

Al w

v 2
on a des carrés commutatifs
Al W fB’ Al/b/ ;)fB A/b
| R I
fB/Al/b/T)fBA/b A/T)A )

out s: [p, A"V — [, A/b est le foncteur défini par (V',a', f') — (v(b'),w(a’),v(f")).

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le localisateur fondamental W est un
localisateur fondamental fort.

Théoréeme 12.26. Soit v : A — B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
a) u est propre ;

b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat

A" A A
T
B" B’ B

Y

le morphisme de changement de base, associé au carré de gauche, est une équivalence faible
argument par argument.

DEMONSTRATION. L’implication (a) = (b) résulte du corollaire 12.4 et de la proposition
12.24. Montrons I'implication () = (a). En vertu du théoreme 12.12, il suffit de montrer
que si

Al w

D - l l

B’ —— B
est un carré cartésien dont le morphisme de changement de base x,, est une équivalence
faible argument par argument, et si v est coasphérique, alors w est coasphérique. Par

hypothese, pour tout foncteur F : A — Cat, et tout objet v’ de B’,
kp p (b)) (uw™ (F))(0') — (0" uy(F))(b)
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est une équivalence faible. Comme W est un localisateur fondamental fort, il résulte de la
proposition 10.6 que

f“D,F s Jupw*(F) — [v*u,(F)

est une équivalence faible. D’autre part, comme v est coasphérique, il résulte de la propo-
sition 12.19 que le morphisme

v futu(F) = [u(Flv — [u(F)
induit par v, est une équivalence faible, et par suite aussi le composé
5f’%,F D [upw*(F) — [u,(F)

Or,

[uwrE = [ (o [uE= [ TR

et on a un carré cartésien ~
[ Fw % [ F
B'————B

(cf. 12.23), d’ott un carré commutatif

[ Fuw & [F

| |

| o —— [ (F)p

dont les fleches verticales sont des équivalences faibles (cf. 12.25). On vérifie facilement que
s=0vf Kp p, ce qui implique que w est une équivalence faible, et prouve, en vertu de la
proposition 12.19, que le foncteur w est coasphérique, ce qui acheve la démonstration.

REMARQUE 12.27. Il existe une caractérisation analogue pour les morphismes lisses, mais
je ne connais pas de démonstration élémentaire.

12.28. En revenant aux notations de 11.6, soit

Al w



un carré cartésien de Cat. On en déduit un carré commutatif

D(A) %" p(a)

D(B') «——— D(B)

’
v

les foncteurs u* et u'* admettant des adjoints & gauche
uy : D(A) — D(B) et uy : D(A") — D(B')

respectivement (cf. 11.7). On appelle aussi morphisme de changement de base associé au
carré cartésien D et on note ¢p : ujw* — v*u, le morphisme de Hom(D(A),D(B’)), compo-
sé des fleches

!/ !/ 1ok
ww* — v utuy = wu' vu — vy

définies par les morphismes d’adjonction Ip4)y — u*u, et upu'" — Ip(pry. On vérifie
facilement que le morphisme ¢, est induit, par localisation, par le morphisme kp (cf.
12.23), autrement dit, en gardant les notations de 11.9, pour tout foncteur F' : A — Cat,
on a

CD ~va(F) = VB’(“D,F)

Ainsi, en vertu de la proposition 12.24, si u est propre ou v lisse, alors le morphisme ¢y,
est un isomorphisme. Il résulte du théoreme 12.26 que cette propriété caractérise les mor-
phismes propres si 'on demande qu’elle reste vraie apres tout changement de base (pourvu
que le localisateur fondamental W soit fortement saturé (8)). Il existe une caractérisation
analogue pour les morphismes lisses, mais sa démonstration n’est pas élémentaire a ma
connaissance.

8Voir note de bas de page précédant la proposition 11.10.
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Appendice A : La catégorie cubique.

Denis-Charles CISINSKI

Dans cet appendice, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W.

A.1. Soient A une catégorie et U un crible de A. On note A — U la sous-catégorie pleine
de A définie par Ob(A — U) = Ob A — Ob U, et on vérifie aussitot que A — U est un
cocrible de A. Cette convention permet d’énoncer le lemme suivant, dont la démonstration
est immédiate.

Lemme A.2. Sotent A une catégorie, U un crible de A, u : U — C un foncteur dont le but
est une catégorie admettant un objet final e... Alors il existe un unique foncteurv: A — C
tel que v |U = u et tel que v| A — U soit le foncteur constant de valeur e..

A.3. Soit A une petite catégorie. Un précylindre fonctoriel dans A est la donnée (I,8°,9")
d’un foncteur I : A —+ A et de morphismes de foncteurs
0

I

| —
A _—_——

al

Un précylindre fonctoriel augmenté dans A est la donnée d'un précylindre fonctoriel (I,9°, 8')
dans A, et d’une famille o = (0, : I(a) — a),c0ob(4) de morphismes de A, appelée I'aug-
mentation, telle que pour tout objet a de A, on ait

aaaff =1, = Uaa;
Un cylindre fonctoriel dans A est un préeylindre fonctoriel augmenté (I,3°, 91, o) dans A,

dont 'augmentation o est un morphisme de foncteurs o : I — 11 ,, autrement dit, tel que
pour toute fleche f :a — a’ de A, on ait

Ua’I(f) :fo-a

REMARQUE A.4. Un préeylindre fonctoriel augmenté (I,0°,0',0) dans A définit, pour
tout objet a de A, un préeylindre fonctoriel (I|A/a, 3°|A/a, d'|A/a) dans A/a, comme
suit. Pour tout objet (¢, g : ' — a) de A/a, on pose

(I|A/a)(d', g : " = a) = (I(a’), 0al(g) : I(d') = a) |

et pour tout morphisme f: (¢’, g:d" — a) — (d", ¢’ : d" — a)

g\ A/ g9=4f
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de A/a, on pose
(I[Afa)(f) = I(f)
ce qui est bien un morphisme
(I(a"). 0ul(g) : I(a') = @) = (I(a"). 0,1(g") : I(a") = a)
de A/a, car en vertu des égalités

Uaj(g/)l(f) = O-aj(g/f) - Ua[(g) ’

I
I(a/) (f) I(a//)
Uaf(g)\‘ l%a](g’)
est commutatif. La fonctorialité de I|A/a : A/a — A/a est conséquence immédiate de
celle de I. Pour e = 0, 1, on définit un morphisme de foncteurs 9¢|A/a: 14/, — I|A/a en

posant, pour tout objet (a', g : @' — a) de A/a, (0°|A/a)(a 4 = 05/, ce qui est bien un
morphisme

le triangle

(', g:d — a) 8—2/> (I(a"), 0a1(g) : I(a') — a)

de A/a, car par les égalités
0,1(9)05 =0,059=9

\7

est commutatif. La fonctorialité de 9¢ |A/a résulte de celle de 9°. Si le précylindre fonctoriel

le triangle

augmenté (I,0°,0", o) est en outre un cylindre fonctoriel, on définit un morphisme de fonc-
teurs o|A/a : I|A/a — 14,4, en posant, pour tout objet (a',g) de A/a, (c|A/a)ar gy = Tar,
ce qui est bien un morphisme

(I(a"), 0al(g): I(a") = a) =22~ (d', g : a' = a)

de A/a, car le triangle

est commutatif, par fonctorialité de o. La fonctorialité de o|A/a résulte de celle de o, et
on remarque que

(0]A/a)(0°|Aa) = 14/, = (0]A/a)(0"|A/a)
Ainsi, (I|A/a, °|A/a, 3'|A/a, c|A/a) est un cylindre fonctoriel dans A/a.
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Lemme A.5. Soient A une petite catégorie, 1 : A — Cat un foncteur, et

un précylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées :
p Y pp

a) pour tout objet a de A, le foncteur i(°) : i(a) — i(I(a)) est une immersion ouverte,
isomorphisme de i(a) sur un crible U, de i(I(a)), eti(dl):i(a) — i(I(a)) se factorise par
le cocrible complémentaire F, = i(I(a)) — Uy ;

b) pour tout morphisme f:a — a' de A, on a i(I(f))(F,) C Fur.

Alors pour toute petite catégorie C', admettant un objet final ec, le foncteur d’oubls
AJC =A)i*(C) 5 A | (a, u:i(a) = C)r—a

est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. On définit un endofoncteur D : A/C — A/C comme suit. Pour tout
objet (a,u) de A/C, on pose

D(a, u:i(a) = C)=(I(a), vy :i(I(a)) = C)

ott v, : i(I(a)) = C est 'unique foncteur tel que v, |U, = vy]i(a) = v,i(0°) = u et tel que
vy |F, soit le foncteur constant de valeur e, (cf. A.2). Pour tout morphisme

(a,u:i(a)—>C)i>(a’,u’:i(a’)—>0) , ui(fy=u
de A/C, on pose D(f) = I(f), ce qui est bien un morphisme

v, !

(I(a), i(I(a)) 2= ©) L4 (1(a), i(I(a")) 225 ©)

de A/C, car le triangle

(1) — LI ray
\\ /
C

est commutatif. En effet, il suffit de montrer que
wwi(I(F)i@) =u et vui(I()|Fs = ec
Or, on a
0w i(L(F)i(00) = vuri(I(£)30) = vuri(@0 F) = vuri(D)i(f) = u'i(f) =u

ce qui prouve la premiere égalité. La deuxieme, résulte de 'inclusion i(I(f))(F,) C Far.
La fonctorialité de D est conséquence immédiate de celle de I.
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On définit un morphisme de foncteurs 6° : 14, — D en posant 5?{17@ =Y

(a, uia) — C) —2 (I(a), vy : i(I(a)) = C)
ce qui est bien un morphisme de A/C, car le triangle :
£ 90
o)~ r(a))
N
C

est commutatif par définition de wu,. La fonctorialité de 6° résulte immédiatement de celle
de O°.
On définit un foncteur
jiA— A/C
a— (a, eqi(a) > C)

ou ec : i(a) — C désigne aussi le foncteur constant de valeur e.. En composant avec le
foncteur d’oubli, r : A/C' — A on obtient un foncteur

K=jr:A/C —— A/C

(a, u:i(a) = C)+— (a, ec :i(a) = C)

On définit un morphisme de foncteurs §! : K — D en posant 5(1(17”) = 9!

(a, ee : i(a) = C) —2s (I(a), va : i(I(a)) = C)

ce qui est bien un morphisme de A/C, car, vu que par hypothése i(9}) se factorise par F,,
le triangle : i

ita) — %) i(1(a)
\ /
C

est commutatif par définition de wu,. La fonctorialité de &' résulte immédiatement de celle
de 0L
On a donc un diagramme de End(A/C)

lajo 5

—

jr=K ,
et par suite, k' = jr est une équivalence faible (5.6 (b), 5.15). Comme rj = 14, on en

déduit, par saturation faible, que r : A/C — A est une équivalence faible, ce qui prouve le
lemme.
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Proposition A.6. Soient A une petite catégorie asphérique, i : A — Cat un foncteur, et
0
1a g
Pyl
un précylindre fonctoriel dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées :

a) pour tout objet a de A, le foncteur i(9%) : i(a) — i(I(a)) est une immersion ouverte,
isomorphisme de i(a) sur un crible U, de i(I(a)), eti(d)):i(a) — i(I(a)) se factorise par
le cocrible complémentaire F, = i(I(a)) — Uy ;

b) pour tout morphisme f:a— a' de A, on a i(I(f))(F,) C Far;

¢) pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admet un objet final.

Alors le foncteur 1 : A — Cat est asphérique.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 8.6, il suffit de montrer que pour toute petite
catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i*(C') est asphérique, autrement dit,
que la catégorie A/C = A/i*(C) est asphérique. Or, en vertu du lemme A.5, le foncteur
d’oubli A/C — A est une équivalence faible, et comme la catégorie A est asphérique, il en
est de méme pour A/C, ce qui prouve la proposition.

Proposition A.7. Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur, et (I,0°,0", o)
un précylindre fonctoriel augmenté dans A. On suppose les conditions suivantes vérifiées :

a) pour tout objet a de A, le foncteur i(°) : i(a) — i(I(a)) est une immersion ouverte,
isomorphisme de i(a) sur un crible U, de i(I(a)), eti(d)):i(a) — i(I(a)) se factorise par
le cocrible complémentaire F, = i(I(a)) — Uy ;

b) pour tout morphisme f:a — a' de A, on a i(I(f))(Fy) C Fur

¢) pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est contractile.

Alors A est un catéqgorie test locale et 1 un foncteur test local.

DEMONSTRATION. En vertu du théoréme 8.12, il suffit de montrer que pour toute pe-
tite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i*(C') est localement asphérique,
autrement dit, que pour tout objet a de A, la catégorie

(A4/a)/(*(C)[(A/a)) = (Ala)/i(C) = (A/a)/C

ou i, désigne le composé du foncteur canonique A/a — A avec 1, est asphérique. Or, on vé-
rifie immédiatement que le foncteur i, et le précylindre fonctoriel (I|A/a, 3°|A/a, d'|A/a)
dans A/a, induit par le précylindre fonctoriel augmenté (I,9° 01 a) (cf. A.4), satisfont
aux hypotheses du lemme A.5. On en déduit que le foncteur d’oubli (A/a)/C — A/a est
une équivalence faible. Comme la catégorie A/a admet un objet final, elle est asphérique,
et par suite, il en est de méme pour (A/a)/C, ce qui démontre la proposition.

EXEMPLE A.8. On note, pour n > 0, L, 'ensemble ordonné produit A} = {0,1}". Pour
n>1,1<i1<n,et e =0,1, on définit une application croissante

(S;’g : I]:ln_l — I]:ln
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par

5,’;;6(:1;1,...,:1;,1_1) = (X1, i1, 6, Tiy ooy 1)

et pour n > 0,1 <1 <n+ 1, une application croissante

O'i : I]:ln_|_1 — I]:ln

n
par ‘
0':1(1’1,... ,$n+1) = (1’1,... ,$i_1,$i+1,...,$n+1)
On définit la catégorie des cubes L comme la sous-catégorie de Cat ayant comme objets
les catégories correspondant aux ensembles ordonnés L,,, pour n > 0, engendrée par les
fleches 61, pour n > 1,1 <1 < n, e = 0,1, et les fleches o}, pour n > 0, 1 <1 <n+ 1.
On note ¢ : @ — Cat le foncteur d’inclusion. On vérifie facilement que D s’identifie a la

sous-catégorie de la catégorie des ensembles ordonnés, dont les objets sont les Ll,, n > 0,
et dont les fleches sont les applications croissantes

f-o,—=0,, f=t,.--.f), fi:U,—-0={0,1}, 1<57<n,

satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) pour tout j, 1 <7 < n, f; est une application constante (de valeur 0 ou 1) ou une
projection pr;, 1 <1 < m;

b) pour tous ji, j2, 1 < j1 < J2 <n,si f;, = pri, et fj, = pri,, alors 11 < is.

On définit un endofoncteur I :  — M comme suit. On pose I(,) = U, 41, et pour
toute fleche f: 0, — U,, de O, on définit I(f) : Upy1 — Uyyq par

I (a1, cstmer) = (f(x1y. oo Tm), Tmt1)

Pour tout m, m < 0, on définit des morphismes

a0
I]:lm - I]:lm—l—l Tm I]:lm
O
par
O (e1,...,am) = (21,...,Tm,e), e=0,1, Om (T, Ty Tm1) = (X1, ..y Tm)

et on vérifie aussitot qu’on définit ainsi un cylindre fonctoriel

80
1|]:| —; I -9 1|]:|
al

dans [ satisfaisant aux conditions de la proposition A.7. Comme [ est asphérique (puisque
Ly en est un objet final), on en déduit que I est une catégorie test, et 7 un foncteur test.
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Appendice B : Le localisateur fondamental W_, et ses caractérisations.

Denis-Charles CISINSKI

B.1. On note (cf. 6.11) A la catégorie des simplexes, catégorie dont les objets sont les
ensembles A, = {0,1,...,n}, n > 0, munis de l'ordre naturel, et dont les fleches sont
les applications croissantes. La catégorie des ensembles simpliciaux est la catégorie A des
préfaisceaux sur A.

Pour n > 1 et 0 <i < n, onnote &’ : A,,_; — A, Punique injection croissante qui ne
prend pas la valeur 7. Pour n > 0, on définit un sous-préfaisceau 0A,, de A, :

N, = U Imé& , n>1
0<i<n

9 et aA0 == @

On note i, : 0A,;, = A, I'inclusion, et on définit I = {i,, | n > 0}.

Pour n > 0 et e = 0, 1, on a un carré cartésien dans A, dont toutes les fleches sont

des monomorphismes :

A, _loanxd " AN, x Ay

sz/ J/ln ><1A1

A, AN AN

l—e
1An X51

On éerit A, x {e} UOA, x Ay = A, 1PN 0A, x Ay, et on note
Jne: Ap x {e} UOA, x Ay — A, x Ay

la fleche induite par le carré commutatif ci-dessus. Les fleches j, . sont des monomor-
phismes, et on définit J = {j, . |n >0,e=0, 1}.

On renvoie & [Q1] pour les notions de propriétés de relevement & droite ou a gauche
(chapitre I, paragraphe 5). On rappelle qu’une fibration de Kan est un morphisme de A
qui vérifie la propriété de relevement a droite relativement a J. On note Wy la classe
des fleches de A formée des morphismes de la forme f = pi, ou ¢ vérifie la propriété de
relevement a gauche relativement a toute fibration de Kan, et ou p vérifie la propriété de
relevement a droite relativement a 1.

Théoréeme B.2. (Quillen). La catégorie A admet une structure de catégorie de modéles
fermée, propre, dont les équivalences faibles sont les éléments de W, les fibrations sont
les fibrations de Kan, et les cofibrations sont les monomorphismes de A.

DEMONSTRATION. Voir [Q1], chapitre II, paragraphe 3, théoréme 3, ou [JT| théoréme
1.3.1.
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REMARQUE B.3. Si Top désigne la catégorie des espaces topologiques, on peut définir un
foncteur de réalisation topologique A — Top, X — |X|, admettant un adjoint & droite
S Top — A (foncteur ensemble simplicial singulier). On définit W, C Fl Top comme la
classe des applications continues f : X — Y telles que l'application induite 7o X — mpY soit
bijective, et telles que pour tout point = de X, les morphismes des groupes d’homotopie
mi(X,2) = m(Y, f(2)), induits par f, solent des isomorphismes, pour ¢ > 1. On peut
montrer que Wy, = S_l(Wg) et que W3 =|. |1 (Wr,p). En outre, les foncteurs induits
entre les catégories localisées

N -1 -1 —1x
T/V3 A — Wr Top et Wx,Top — T/V3 A

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de 'autre (voir par exemple [GZ],
chapitre VII, paragraphe 3).

B.4. On note A (resp. A_) la sous-catégorie de A formée des monomorphismes (resp.
des épimorphismes) de A. On remarque que Ay = A’ (cf. exemple 8.19). On va exploiter
la structure de catégorie de Reedy du triplet (A°, A2 A%) (voir [Ho], définition 5.2.1)
pour étudier la catégorie A x A des ensembles bisimpliciaux (voir aussi [BF]).

On se fixe un entier positif n, et on note ev, : A — &ns, X — X, le foncteur
d’évaluation en A,,. On va définir deux foncteurs L,, : A — Ens et M, : A — Ens comme
suit. On considere A, comme un objet de A_ (resp. Ay ), et on note J_A,, (resp. 0, A,,)
la sous-catégorie pleine de A, \A_ (resp. de AL /A,) définie par

Ob(0_ A,) = Ob(Au\ A )—{(Ay, L, )} (resp. Ob(@,An) = Ob(A 4 /A,)—{(An, 1a,)}).
On note A\, : O_A, — A (resp. pp : 0, A, — A) le foncteur composé
O_A, = A \NA_ = AL\A - A (resp. O, A, — Ay /A, = A/A, — A).
Enfin, si X est un ensemble simplicial, on pose
L,X = li_m;/\zX et M, X = @/,@X

On remarque que les foncteurs L,, et M, peuvent étre définis beaucoup plus simplement,
car L,X =ev,, Sk" ' X = (Skn_1 X)n (ou Sk"t X désigne le (n — 1)-eme squelette de X
(voir [GZ], chapitre II, paragraphe 3)) et M, X = Homz (0A,, X).

Les foncteurs _A,, = A,\A et 0;A,, = A/A,, induisent des morphismes de fonc-
teurs L,, — ev, et ev,, — M, et on vérifie que le premier est l'image par ev,, de 'inclusion

canonique Sk~ — 13, et que le second est induit par 'inclusion 0N, — Ay,

Lemme B.5. Soit v : K — K' un morphisme de A. Pour chaque n > 0, on a un carré
commutatif

L, K— K,

i i
LK — K |

qui induit une application v, @ LyK' I} 1 Ky, — K. Alors u est un monomorphisme si
et seulement st pour tout n > 0, laplication v, est injective.

DEMONSTRATION. Cela résulte des considérations du paragraphe 3.4, chapitre II de [GZ].
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Théoreme B.6. La catégorie A X A admet une structure de catégorie de modéles fermée,
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences faibles les morphismes
X =Y tels que pour tout m > 0, le morphisme X, o — Y o soit une équivalence faible
de A. Si_on note pour m >0, My, : A x A — A le foncteur X (A, — MpX,,) et
eVt A X A — A le foncteur X — Xy o, on a un morphisme de foncteurs evy, — My,
induit par son analogue décrit au numéro B.4, et les fibrations de A x A sont les mor-
phismes X — Y tels que pour tout m > 0, le morphisme d’ensembles simpliciauz

Xine — Ve X oy M X

soit une fibration de Kan.

DEMONSTRATION. Cela résulte du théoréme 5.2.5 de [Ho|, du lemme B.5, et des descrip-
tions des foncteurs L,, et M,, du numéro B.4.

B.7. On note § : A — A x A le foncteur diagonal. Il induit un foncteur
o* A/X\A — 3 R X +— (An = Xn,n) )
lequel admet un adjoint a droite

Gt A AXA X (A, Ay) = Homz (Ap x Ay, X))

Proposition B.8. Soit X — Y un morphisme d’ensembles bisimpliciauz tel que pour tout
m > 0, le morphisme d’ensembles simpliciauz Xy, o — Y e soit une équivalence faible.
Alors 6* X — 0*Y est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. On veux montrer que le foncteur 6* respecte les équivalences faibles du
théoreme B.6. Vu que tous les ensembles bisimpliciaux sont cofibrants pour cette struc-
ture de catégorie de modeles fermée, le lemme de Ken Brown (voir [Ho|, lemme 1.1.12)
montre qu’il suffit de vérifier que 0* respecte les cofibrations triviales, ou encore, de ma-
niere équivalente, que d, respecte les fibrations. Soit p : X — Y un morphisme d’ensembles
simpliciaux. Pour m > 0, la fleche (6:X)m,e — (64Y )i o X1, 5.y Mm6xX s’identifie au
morphisme suivant (voir B.4)

Hom(Ap,, X) — Hom(An,,Y) Xyom(an,, y) Hom(0Ay,, X)

(ot Hom désigne le Hom interne de 3) Par conséquent, si p est une fibration de Kan, d,p
est une fibration (en vertu de la proposition du paragraphe 4.3, chapitre VI, de [GZ], et
de la description des fibrations du théoreme B.6).

B.9. Soit €' une petite catégorie. On rappelle la construction du foncteur de Bousfield-Kan
O, : Hom(C,A) — A x A. Le foncteur d’inclusion canonique i : A — Cat définit le
foncteur nerf N : Cat — A par N = i* (cf. exemple 8.15). Pour toute petite catégorie A,
on a un foncteur a4 : A/A — A (ot A/A=A/NA =iaNA) défini par

a (Ap,u) =u(n) (Ap,u:A, — A) € Ob(A/A)
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(cf. proposition 8.6 (d)), et donc en particulier, on a un foncteur oy, : A/C° — C°. On
en déduit un foncteur

(ozco XlA)*

Hom(C,A)=C°x A —— " L A/C° x A

Sip: AxA — A désigne la premiere projection, on a un isomorphisme de catégories
A/C° x A~ A xA/p*NC®, et on obtient le foncteur I, comme composé de (g0 X 1a)*

et du foncteur d’oubli A/><\A/p*NC° —+ A % A. Plus explicitement, si F' est un foncteur
de C' vers A et sim > 0,o0n a

(LF)me= T Flu(m))= 1 Flem)
A, b Con—>+—>Co

En composant le foncteur I, avec le foncteur 6*, on définit un foncteur

holim = holim . = §*II, : Hom(C,A) — A

Soit g : A X A — A la seconde projection. Si F' est un objet de Hom(C, 3), les morphismes
canoniques F(¢) — liﬂF, ¢ € Ob C, induisent pour chaque m > 0 un morphisme

(L F e — lim F = (¢" iy F)pe .

d’ou un morphisme I, F — ¢* hﬂF On vérifie qu’on définit ainsi un morphisme de fonc-
teurs I, — q*liﬂ, ou hﬂ : Hom(C, A) — A désigne le foncteur limite inductive. Comme
6"q* = (¢d)* =13 , on en déduit un morphisme de foncteurs holig — hﬂ (cf. [BK]).

Proposition B.10. (Bousfield-Kan). Soit I — G un morphisme de Hom(C’,&), tel que
pour tout objet ¢ de C, F(c) — G(c) soit une équivalence faible. Alors holim F' — holim G
est une équivalence faible. ’ ’

DEMONSTRATION. Pour chaque m > 0,

I Flew)— O Glem)

Con—>+—>Co Con =¥+ —>Co

est une somme d’équivalences faibles d’ensembles simpliciaux, et est donc une équivalence
faible. Il s’en suit que I, F — II,G est une équivalence faible d’ensembles bisimpliciaux,
et ’assertion résulte donc de la proposition B.8.

B.11. Si C est une petite catégorie, on a un foncteur
O¢ :Cat/C — Hom(C,Cat) (A= C)r—(c— AJe)
(cf. 11.1). Le foncteur nerf N : Cat — A induit un foncteur encore noté N
N : Hom(C',Cat) —s Hom(C', A)
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On en déduit un foncteur composé holig NO¢ : Cat/C — A

hOllE
Cat/C —> Hom(C,Cat) —> Hom(C,A) ——— A |
et un morphisme de foncteurs olig NO¢ — @N@c D’autre part, on a un morphisme
de foncteurs hﬂN@c — Nlﬂ@c Or on vérifie facilement que siUc : Cat/C — Cat est
le foncteur d’oubli, on a un isomorphisme canonique 1&@0 s U¢. On obtient donc un
morphisme de foncteurs

holig NO¢c — NU¢

Lemme B.12. (Quillen). Pour tout objet (A,a) de Cat/C (o A est une petite catégorie
et a: A — C un foncteur), le morphisme

holig NOc(A,a) — NUc(A,a) = NA

est une équivalence faible.

DEMONSTRATION. Le morphisme holig NO¢(A,a) — NA est 'image par §* du mor-
phisme I, NOc (A, a) — ¢* NA défini pour m > 0 :

(ILNOC(A, a))me = T NAJewm — NA=(¢"NA)m.e

Con =¥+ —>Co

par les morphismes canoniques NA/¢,, — NA (voir B.9). Explicitement, pour n > 0,

(L. NOc(A, @))mn ={(a,u,c) |la=ag = -+ — a, € (NA),,
c=cog— - —cm €E(NC°)p, u:alay) — cem € FIIC)}

et Iapplication (I, NOc(A, &))m.n — (¢*NA)p » = (NA), n’est autre que (a,u,c) — a.
Le morphisme (I, NO¢ (A, a))en — (¢*NA)s , s’identifie donc a la fleche

11 N(C°/a(an)) — 11 e~
ag—>-—ay ag—>-—ay
somme des fleches N( °/a(an)) — €3, lesquelles sont des équivalences faibles (prop. 5.8),
car les catégories C°/a(a,) sont contractiles (prop. 5.16), NA; = Ay, et le foncteur nerf
commute aux produits. Par conséquent (I, NO¢ (A, ))en — (¢*NA)o, est une équiva-
lence faible, ce qui permet d’appliquer la proposition B.8, pour conclure.

Théoreme B.13. La partie W, = N_IWK est un localisateur fondamental fort, forte-
ment saturé.

DEMONSTRATION. On va vérifier les axiomes LA, LB et LC (9.1). On sait que W3 est
fortement saturée en vertu de la proposition 1, paragraphe 5, chapitre I de [Q1], et donc
que Wy lest aussi. On en déduit immédiatement LA. L’axiome LB résulte facilement des
propositions 5.8 et 5.16. Soit



un triangle commutatif de Cat, tel que pour tout objet ¢ de C| le foncteur f/c: A/c — B/e,
induit par f, soit dans Ws,. On a un carré commutatif

holig NO¢(A,a) ——— NA
holig NOc(f) Nf

holig NO¢(B,) ——— NB

La fleche holig NO¢(f) est une équivalence faible en vertu de la proposition B.10, et done

le lemme B.12 implique que N f est dans W3,

ce qui acheve la démonstration.

Lemme B.14. Soit W une partie faiblement saturée de Fl 3, telle que pour tout ensemble
simplicial X, la projection X x Ay — X soit dans W. Alors toute fibration triviale de A
au sens de la catégorie de modéles fermée du théoréme B.2 est dans W.
DEMONSTRATION. Soit p: X — Y une fibration triviale. Comme () — Y est une cofibra-
tion, p admet une section s : ¥ — X. Pour montrer que p est dans W, il suffit donc de

montrer que sp est dans W. On a un carré commutatif :

1
Xy )y
T
(1)( X 5(1),1)( X (S%) /h//// p
X %A s X Y

et comme (1x x 89, 1x x 1) est un monomorphisme, ce carré admet un relévement h. Par
conséquent, 1x et sp sont Aj-homotopes, et comme 1x est dans W, le lemme 5.6 montre
que sp est dans W.

Proposition B.15. Pour tout localisateur fondamental fort W, on a W C ZZIW.

DEMONSTRATION. On sait que A est une W-catégorie test stricte (par la proposition 7.13),
et donc que pour tout ensemble simplicial X, la projection X x Ay — X est dans ZZIW.
On en déduit que pour e =0, 1, 1x x 47 : X — X x Ay est dans zleV. Or pour n > 0 et
e =0, 1, on a un diagramme commutatif dans A :

1—e
18An X 51

aAn aAn X A1

A, — A, x{e} UOA, X Ay

AnXAl

Comme le carré (1) est cocartésien et comme ¢, est un monomorphisme, le corollaire
10.15 implique que A, — A, x {e} UIA, x A; est dans zleV. On en déduit que j, .
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est dans zleV. On dit qu'un morphisme de A est une extension anodine cellulaire s'il
s’obtient comme un composé transfini d’images directes de sommes d’éléments de J. On
remarque que toute somme d’éléments de J est un composé transfini d’images directes
d’éléments de J. Les corollaires 10.15 et 1.19 impliquent que toute extension anodine
cellulaire est un élément de lleV. D’autre part, toute extension anodine cellulaire est
dans Wy . Considérons enfin un élément f de Wx. L’argument du petit objet appliqué a
J permet de factoriser f en f = pi, ou 7 est une extension anodine cellulaire et ou p est
une fibration de de Kan (voir la démonstration de la proposition 5.5.1, chapitre VI dans
[GZ]). Comme f et i sont des équivalences faibles, il en est de méme de p, et donc p est
une fibration triviale. Le lemme B.14 implique que p est dans ZZIW, et donc que f est

1
dans 14 W.

B.16. La notion de localisateur fondamental fort est stable par intersection. On définit
le localisateur fondamental fort minimal comme l'intersection de tous les localisateurs

fondamentaux forts.
Théoreme B.17. Le localisateur fondamental fort minimal est égal 4 Weao.

DEMONSTRATION. Soit W un localisateur fondamental fort. Par la proposition B.15, on a
W3 C i;lw, d’ou We, C N_lzzlw. Comme A est une W-catégorie test et l'inclusion
canonique i : A — Cat un W-foncteur test (exemple 8.15), le corollaire 8.10 implique que
W = i*_lzzlw = N_lzzlw. Comme W, est un localisateur fondamental fort (théoreme
B.13), ceci prouve le théoreme.

Lemme B.18. Le foncteur Nig : A 3, X = NA/X commute auz limites inductives.

DEMONSTRATION. On rappelle qu’on a un foncteur a : A/A = A/NA — A (B.9), qui
induit un foncteur image réciproque a’y : A - A/NA. Si U : A/NA — A désigne le
foncteur d’oubli, on vérifie que Nia ~ Uajy. Or il est immédiat que les foncteurs U et aly
commutent aux limites inductives.

B.19. Si X est un ensemble simplicial, on lui associe le foncteur suivant : A/ X £, 3,
(Ap,u: Ay = X) = A, Il est bien connu que le morphisme ligcpx — X induit par les
fleches u : A, — X est un isomorphisme. d’autre part, les foncteurs a, : A/A, — A,
définissent un morphisme de foncteurs sur A, et donc on obtient un morphisme

ImNippx — limpy
En vertu du lemme B.18, cela définit un morphisme oy : NA/X — X, et on vérifie qu'on
a ainsi un morphisme de foncteurs a : N1, — 15. Explicitement, le morphisme a x associe

a un m-simplexe
Apy =5 Ay, = 2 A, 5 X

de NA/X le m-simplexe uv : A,;;, = X de X, ot v: A, = A,  est défini par

(k) = tm - ups1(ng) 0<k<n
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Lemme B.20. Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme ax : NA/X — X est une
équivalence faible.

DEMONSTRATION. En reprenant les notations de B.19 et de B.9, on a un carré commutatif
induit par ax

holim Nip¢y ——— lm Nipgoy ~ NA/X

| |

holig Yy 4>1i_m;<,ox ~ X
Le morphisme holim N1, ¢y — holig ¢y est une équivalence faible par la proposition
B.10, car les fleches NA/A,, — A, sont des équivalences faibles (les catégories A/A,

sont contractiles car elles admettent un objet final). On remarque qu’avec les notations de
B.11, on a

et donc par le lemme B.12. le morphisme MNZ'A@X — NA/X est une équivalence
faible. Il suffit donc de montrer que le morphisme holimy — X est une équivalence
faible. Or c’est I'image par 6* du morphisme d’ensembles bisimpliciaux e — ¢*X.
Pour n > 0, la fleche (Il x )o.n — (¢*X)e n est une équivalence faible. En effet, elle s’écrit

I N(A/X)°/(Ap,u)) — T ex
ApSX ApSX

et elle est donc la somme d’équivalences faibles du type
N((A/X)O/(An,u)> — €x

(les catégories (A/X)°/(A,, u) admettant un objet final). La proposition B.8 acheve cette
démonstration.

Théoreme B.21. Ona W3 = i;lwoo, et le foncteur N : Cat — A induit une équivalence
de catégories

WilCat —s Wilﬁ
(Ainsi il n'y a pas lieu de distinguer entre équivalences faibles de A et Weo-équivalences).

DEMONSTRATION. La premiére assertion résulte immédiatement du lemme B.20, et la
seconde du corollaire 8.10 et de 8.15.

B.22. Soit W C Fl Cat. On dira qu'un foncteur entre petites catégories A — B est
W -localement constant si pour toute fleche b — b’ de B, le foncteur induit A/b — A/b" est
dans W.

Théoréme B.23. (Quillen). Soit u : A — B un morphisme We,-localement constant de
Cat. Alors pour tout objet b de B le carré swivant est homotopiquement cartésien dans A :

NA/b— NA
Nu/bl lNu

NB/b—— - NB
DEMONSTRATION. Il s’agit d’une interprétation dans A du théoreme B de [Q2].
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Corollaire B.24. Un foncteur We-localement constant est une Weoo-équivalence si et
seulement sl est Woo-asphérique.

DEMONSTRATION. C’est une condition suffisante car W, est un localisateur fondamental
(B.13). C’est un condition nécessaire car si

X—X

V—Y

est un carré homotopiquement cartésien de 3, et si p est une équivalence faible, alors p’
est une équivalence faible, ce qui permet de conclure par le théoreme B.23.

Proposition B.25. St A — B est une Weo-équivalence, alors mgA — woB est une
bijection.

QEMONSTRATION. Cela résulte de la propriété analogue pour les équivalences faibles de
A et du fait que le foncteur N commute aux sommes. Une autre maniere de le montrer
consiste a considérer la classe Wy des fleches A — B de Cat telles que mg A — mp B soit une
bijection. On remarque que le foncteur 7y : Cat — Ens commute aux limites inductives,
car 1l est I'adjoint a gauche de l'inclusion Ens — Cat. Cela permet de vérifier que Wy est
un localisateur fondamental fort. Mais alors par le théoreme B.17, on a W,, C W.

B.26. Le corollaire B.24 et la proposition B.25 caractérisent totalement Wy, :

Théoreme B.27. Soit W un localisateur fondamental fort tel que toute W-équivalence
A — B wnduise une biyjection 7gA — woB, et tel que toute W-€équivalence W-localement
constante soit W-asphérique. Alors W = W..

DEMONSTRATION. En vertu du théoréme B.17, on sait déja que Wo, C W. La démonstra-
tion de l'inclusion inverse se fait en plusieurs étapes.
a) Sip: X =Y est une fibration de Kan alors le foncteur i 5 p est W-localement constant.

Pour toute fleche u : A, = A, de A, et toute fleche A,, =Y de 3, si on forme les carrés
cartésiens
AmXYX v >A1"L><Y)(4>)(

| b

Am A Yo

[

la fleche v est alors dans Wy (propreté a droite de la catégorie de modeles 3) Comme
le foncteur 1, commute aux produits fibrés, cela implique que 15 p est Weo-localement
constant, donc aussi W-localement constant (théoreme B.17).

b) Une fibration de Kan qui est une W-équivalence est a fibres W-asphériques.

Cette assertion résulte de (a), de 'hypothese qu’une W-équivalence W-localement cons-
tante est W-asphérique, et de la proposition 3.4.

117



¢) Un complexe de Kan W-asphérique est Woo-asphérique.

Soit X un complexe de Kan W-asphérique et x un 0-simplexe de X. Montrons que 'espace
des lacets Q(X, ) est W-asphérique. Comme A est une W-catégorie test stricte (7.13),
les projections X x X — X sont des W-équivalences. Comme X est un complexe de Kan,
les morphismes Hom(A1, X) — X induits par 67 et J] sont des fibrations triviales, et en
particulier des W-équivalences, et le morphisme Hom(Aq, X)) — Hom(9A1, X) = X x X est
une fibration de Kan, d’ou par la propriété de saturation une W-équivalence. Or 'espace
des lacets est obtenu par le carré cartésien :

Q(X,2) ———— Hom(A, X)

GKZGKXGKWXXX
Il résulte done de (b) que Q(X, x) est W-asphérique. On en déduit par récurrence que pour
tout n > 1, Q" (X, x) est W-asphérique. L’hypothese que W C Wy implique done que X
est Weo-asphérique.
d) Une fibration de Kan qui est une W-équivalence est une Weo-équivalence.

Soit p : X — Y une fibration de Kan et une W-équivalence. Comme mpX — mpY est
bijective, pour montrer que p est une W-équivalence, il suffit de montrer que pour tout
n > 1 et tout O-simplexe « de X, m,(X,2) — mo(Y,y), y = p(x), est un isomorphisme.
Or si X, désigne la fibre de p en y, X, est un complexe de Kan, qui est en vertu de (b)
W-asphérique. Il résulte donc de (¢) que X, est Wo-asphérique et l'assertion résulte de
la longue suite exacte d’homotopie, associée a une fibration de Kan.

e) Une W-équivalence de Cat est une Woo-équivalence.

Soit v : A — B une W-équivalence de Cat. Le morphisme Nu de A se décompose en
Nu = pi, avec p une fibration de Kan et ¢ une cofibration triviale. En vertu du théoreme
B.17, i est une W-équivalence, et par saturation p aussi. Il résulte donc de (d) que p est
une Wy.-équivalence, ce qui prouve 'assertion et acheve la démonstration.
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Cat

Afb
u/b

AO
S(A)
SA,TA
S(u)
b\ A

WM

Hotyy, Hot

Two Y

Hotyy 4, Hota,va
I =(1,00,01)
Mz, Q1

A

£(1)

A = (Al,eo,el)
L4

Index des notations.
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2.2
2.2
2.2
2.2
2.2
2.12
2.12
2.12
2.15
2.15
2.18
2.22
2.22
2.23
2.28
2.29
3.1
3.1
3.1
3.3
3.6
3.8
3.8
4.1
4.2
4.2
4.4
5.1
5.3
5.4
5.9
5.15
6.5



Homy, (M, N), Homy (M, N)
S(u), su, tu, S(v,w)
[FF

Ha, Hy

lis Bk

Kp

[

(14 F)s

Cat/I, Cat/w

O, 0}

Wi, Wi

D(I), Dw (1)

Cp
A-U
(I|A/a, 3°|A/a, 0'|A/a)

(I|A/a, O°|A/a, O'|A/a, o|A/a)

Lin
§be gl
O

&,

0A,

In, 1

Ap x{e} UOA, x Ay
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6.6
6.11
6.11
7.16
8.1
8.13
8.19
8.21
9.4
9.10
10.1
10.2
10.3
10.3
10.5
10.11
11.1
11.1
11.3
11.6
11.6
11.9
11.9
12.22
12.23
12.28
Al
A4
A4
A8
A8
A8
B.1
B.1
B.1
B.1



holim ., holim
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B.1
B.1
B.3
B.3
B.3
B.4
B.4
B.4
B.4
B.4
B.7
B.9
B.9
B.9



Index terminologique.

asphérique au dessus d’une catégorie
asphérique (catégorie)

asphérique (foncteur d’une petite catégorie vers Cat)
asphérique (morphisme de Cat)
asphérique (morphisme de préfaisceaux)
asphérique (préfaisceau)

augmentation

cartésien (foncteur)

cartésien (morphisme)

catégorie de Reedy

catégorie des cubes

catégorie des fractions

catégorie des simplexes

catégorie homotopique

catégorie homotopique relative a un localisateur fondamental
catégorie test

catégorie test faible

catégorie test locale

catégorie test stricte

coasphérique au dessus d’'une catégorie
coasphérique (morphisme de Cat)
cocartésien (foncteur)

cocartésien (morphisme)

cocrible

cofibration

contracteur

contractile (catégorie)

crible

cylindre fonctoriel

ensembles simpliciaux (catégorie des)
équivalence faible (dans Cat)
équivalence faible (de préfaisceaux)

équivalence faible naturelle
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9.1
2.2
8.1
2.2
3.3
3.9
A3
9.10
2.12
B.4
A8
4.1
6.11
4.2
4.2
6.2
4.7
6.2
7.7
9.1
2.22
9.10
2.12
2.23
2.12
7.16
5.15
2.23
A3
6.11
2.2
3.3
10.6



faiblement saturée (partie de fleches) 2.1

fibration 2.12
fibre d'un foncteur 2.12
foncteur de localisation 4.1
foncteur de localisation canonique 4.2
foncteur test 8.11
foncteur test faible 8.11
foncteur test local 8.11
fortement saturée (partie de fleches) 4.1
homotopes (morphismes de Cat) 5.15
homotopisme (dans Cat) 5.15
T-contractile 5.3
I-contractile 5.3
I-homotope de facon élémentaire 5.2
Z-homotopes (morphismes) 5.2
I-homotopes (morphismes) 5.2
I-homotopie d'un morphisme vers un autre 5.2
Z-homotopie (relation de) 5.2
Z-homotopisme 5.3
I-homotopisme 5.3
immersion fermée 12.2
immersion ouverte 12.2
lisse (morphisme de Cat) 12.1
localement asphérique (préfaisceau) 3.6
localement W-asphérique (préfaisceau) 3.6
localisateur fondamental 2.2
localisateur fondamental fort 9.1
localisateur fondamental fortement saturé 4.1
localisateur fondamental grossier 2.28
localisateur fondamental trivial, non trivial 2.26
modélisateur 4.3
modélisateur fondamental 4.3
morphisme de changement de base associé a un carré cartésien 12.23
morphisme de changement de base associé a un carré cartésien 12.28
morphisme de modélisateurs 4.3
morphisme de segments 5.1
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nerf (foncteur)

objet de Lawvere

objet initial strict

précofibration

précontracteur

précylindre fonctoriel

précylindre fonctoriel augmenté
préfibration

propre (morphisme de Cat)
pseudo-catégorie test

pseudo-foncteur test

segment

segment de Lawvere

segment multiplicatif

segment séparant

totalement asphérique (catégorie)
totalement W-asphérique (catégorie)
universellement dans une partie de fleches
W-asphérique au dessus d’une catégorie

Wh-asphérique (catégorie)

Wh-asphérique (foncteur d’une petite catégorie vers Cat)

Wh-asphérique (morphisme de Cat)
Wh-asphérique (morphisme de préfaisceaux)
Wh-asphérique (préfaisceau)

W-catégorie test

W-catégorie test faible

W-catégorie test locale

W-catégorie test stricte

W-coasphérique au dessus d’une catégorie
W-coasphérique (morphisme de Cat)
W-contracteur

W-équivalence (dans Cat)

W-équivalence (de préfaisceaux)
W-foncteur test

W-foncteur test faible

W-foncteur test local
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8.15
5.12
5.12
2.12
7.16
A3
A3
2.12
12.1
4.4
8.11
5.1
5.12
5.9
5.1
7.2
7.2
2.1
9.1
2.2
8.1
2.2
3.3
3.9
6.2
4.7
6.2
7.7
9.1
2.22
7.16
2.2
3.3
8.11
8.11
8.11



W-lisse (morphisme de Cat) 12.1

W-localement constant (morphisme de Cat) B.22
W-modélisateur 4.3
W-précontracteur 7.16
Wh-propre (morphisme de Cat) 12.1
W-pseudo-catégorie test 4.4
W-pseudo-foncteur test 8.11
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