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Annals of Mathematics, 117 (1983), 627-657

Sous-groupes analytiques de groupes
algébriques

Par MicHEL WALDSCHMIDT

Soient G un groupe algébrique défini sur la cléture algébrique Q de Q dans
C, et ¢: C" - G(C) un homomorphisme analytique. En général, ¢(C") n’est pas
un sous-groupe algébrique de G(C), mais s’enroule autour de son adhérence de
Zariski. Nous allons donner des conditions arithmétiques qui assurent que I'image
est fermée.

Ce probléme a été étudié¢ d’abord par Lang [2, Chap. II] pour les sous-groupes
a4 un parameétre. On sait maintenant que pour n = 1, il suffit qu’il existe 5
nombres complexes, linéairement indépendants sur Z, dont les images par ¢
soient dans G(Q), pour assurer que ¢(C) est fermé (cf. [9, Th. 4.2.1]; I'hypothése
que G est commutatif et connexe n’est pas restrictive).

Dans le cas général (n > 1), les premiers résultats sur ce sujet ont été
obtenus par Bombieri et Lang [1]. Les énoncés antérieurs de Lang [2] ne
concernaient que les sous-groupes “normalisés” (voir aussi [9, Chap. 3 et 5]) dont
nous ne parlerons pas ici. L'intérét d’obtenir des résultats sans hypothése de
normalisation avait été souligné par Lang dans [2, pp. 20, 39 et 44]. Les énoncés
de Bombieri et Lang [1] (voir aussi [9, §8.2]) imposaient des conditions sévéres
sur I'approximation diophantienne des logarithmes. Ces conditions provenaient
d’une estimation analytique, le lemme de Schwarz.

En poursuivant la méthode de Bombieri et Lang, mais en remplagant leur
estimation analytique par un lemme de Schwarz conjectural, nous avons montré
dans [9, Chap. 8] comment les hypothéses diophantiennes devraient pouvoir étre
remplacées par des conditions d’algebre linéaire. Jusqu'a présent ce lemme de
Schwarz n’a été démontré que dans quelques cas particuliers [9, Chap. 7].

Nous utilisons ici une approche différente, qui évite le lemme de Schwarz,
mais qui utilise un résultat puissant, le “lemme de zéros” de Masser et Wiistholz
[4]. Les résultats auxquels nous arrivons sont précisément ceux qui ont été
conjecturés dans [9], notamment le probléme 8.2.3 de [9]. Le cas G = G¢ (ou G,,
est le groupe multiplicatif) avait été résolu dans [10], et nous généralisons ici la
méthode de [10] pour I'adapter & un groupe algébrique quelconque.
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Pour arriver a la conclusion que ¢(C") est fermé, nous supposerons que
G(Q) contient beaucoup de points de 'image de @, disons @(Y) C G(Q), ou
Y=2Zy, + -+ Zy, est un sousgroupe de C" de rang m sur Z. Nous
supposerons donc m grand: m > 2n®> + 2n + 1. Quand G est une variété
abélienne simple et que la différentielle de ¢ a l'origine est injective, cette
hypothése sur m suffit (on obtient dans ce cas ¢(C") = G(C) et dimG = n).
Mais dans le cas général on voit facilement que cette hypothése n’est pas
suffisante. Le résultat que nous établirons montrera que la condition suivante
suffit: on suppose que, pour tout sous-espace W de C", W = C", on a

rang,(Y/Y N W) > 2(n + 1)dimc(C"/W).

Autrement dit on demande a4 Y de ne pas avoir presque tous ses éléments dans
un sous-espace strict de C". Cette hypothése implique (en prenant W = 0)
m > 2n(n + 1). D’autre part pour n = 1 on retrouve '’énoncé que nous avions
cité au début sur les sous-groupes a4 un parameétre. Si G est un groupe linéaire
nous verrons que I'hypothése précédente peut étre remplacée par

rang,(Y/Y N W) > (n + 1)dim(C"/W).

On peut obtenir des énoncés plus précis en tenant compte des périodes de
@. Les démonstrations que nous donnerons vont se faire par récurrence sur n, et
pour cette récurrence il semble indispensable d’avoir des résultats plus fins quand
@ est périodique. Bien entendu, cette difficulté disparait dans la cas p-adique.

Enfin la méthode que nous utilisons se préte trés bien a I'étude de I'indépen-
dance algébrique. Moyennant des hypothéses convenables, on peut remplacer
partout Q par une extension de Q de degré de transcendance 1.

Nous énongons d’abord (§1) les principaux résultats, sans faire intervenir les
périodes éventuelles de ¢. Les énoncés plus précis seront donnés avec les
démonstrations (§4), qui utiliseront d’'une part une fonction auxiliaire (§2),
d’autre part le lemme de zéros de Masser et Wiistholz (§3b), et enfin des
propriétés des coefficients de Dirichlet généralisés (§3a et 3c). Au paragraphe 5
nous étudions I'indépendance algébrique, et au paragraphe 6 nous présentons des
résultats complémentaires qui seront développés ailleurs.

Afin d’unifier les énoncés nous introduisons un nombre p = p(G) défini par

o= { 1 si G est linéaire
2  sinon.

Quand ¢: C" - G(C) est un homomorphisme analytique, on définit k = k()
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par

_ rangckergp sip =1,
ranggkerp sip = 2.

Ainsi k < pn. Enfin les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) La différentielle £: C* — T,(C) de ¢ en O est injective,

(ii) ker ¢ est discret dans C",

(iii) k = rangker ¢.
Si ces conditions sont satisfaites, on dira, en suivant [1], que ¢ est un sous-groupe
a n parameétres de G.

1. Dimension algébrique de sous-groupes analytiques
de groupes algébriques

On considére un groupe algébrique G, défini sur Q, et un homomorphisme
analytique @: C" — G(C). On s’intéresse aux sous-groupes Y de C", de type fini,
tels que (Y) € G(Q).

Les notations seront les suivantes. L’espace tangent a I'origine de G(C) sera
noté T(C), expg: To(C) = G(C) sera l'application exponentielle de G, et £:
C" - T,(C) la différentielle de ¢ en 0. Ainsi ¢ = exp, ° £. Enfin m sera le rang
sur Z de Y, et d la dimension de ¢, C’est-d-dire la dimension algébrique de
I'adhérence de Zariski ¢(C") sur Q de ¢(C"). On a ¢(C") = H(C), ou1 H est un
groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q.

Voici quelques exemples.

1. Soit A une variété abélienne simple définie sur Q. On considére des
périodes w,,..., w, dans T,(C), c’est-a-dire des éléments du noyau de exp,. On
pose G = G X A, ou G, est le groupe additif, et on définit p: C" — G(C) par

QJ(Z) = (z,epr(zlwl +t ann))

pour z = (Z,...,2,) € C". On peut alors prendre Y = Z". Puisque A est
simple, il suffit que w,,..., w, ne soient pas tous nuls pour que la dimension
algébrique de @ soit n + dim A (cf. [9, p. 28]).

2. Soit E une courbe elliptique ayant des multiplications complexes dans un
corps imaginaire quadratique k = Q(7). Soient u,,..., u,_, des éléments de
Ty(C), linéairement indépendants sur k, tels que expyu; € EQ), 1 <j<d).
Onprend G=G,XE*" n=1,m=2Y=Z7Z+ Zr, et

¢(z) = (z,expg2u,,..., exp zu,;_,), (z € C).
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3. Supposons G commutatif connexe de dimension d > 1, et prenons n = d.
Nous choisissons un isomorphisme £: C* — T,(C), (ce qui revient a choisir une
base de T (C)). Comme G(Q) n’a pas un rang fini sur Z, pour chaque m > 1 on
peut choisir m éléments Q-linéairement indépendants dans C" dont les images
par ¢ = exp, ° £ sont dans G(Q).

Dans les deux premiers exemples, m est petit (mais d n’est pas borné), alors
que dans le troisieme, m est quelconque, mais d = n. On obtient des exemples
moins triviaux, dans lesquels ni m, ni d ne sont .bornés en fonction de n, en
prenant des produits directs: si on part de deux exemples (G,, ¢;,Y;) et
(Gg, @3, Y;), on peut considérer G = G, X G,, Y = Y, X Y,, et ¢: C™ X C™
— G(C) défini par:

o(21, 25) = (91(21), Pa(35)).

Plus généralement, 'exemple 3 montre que, si : C* - G(C) est tel qu’il
existe un sous-espace vectoriel V de C", V = 0, pour lequel 'adhérence de
Zariski sur Q de ¢(V) dans G a une dimension algébrique égale a la dimension
de V sur C, alors le sous-groupe

{y € C*; 9(y) € G(Q))

de C" n’a pas un rang fini sur Z.

Dans le cas général, nous allons montrer que, si m et d sont suffisamment
grands en fonction de n, alors

a) beaucoup de points de ¢(Y) sont dans un sous-groupe algébrique strict
de G,

b) beaucoup de points de Y sont dans un sous-espace strict de C", et

¢) il existe un sous-espace strict de C" tel que la dimension algébrique de
son image par @ soit petite.

Voici I’énoncé précis.

TuEOREME 1.1. Soient G un groupe algébrique défini sur Q de dimension d,
¢: C" = G(C) un sous-groupe a n parametres de G, de dimension d, et Y un
sous-groupe de C" de rang m sur Z tel que (Y ) C G(Q). On note p = p(G) et
on suppose

md > n(m + dp).

Alors il existe un sous-espace vectoriel V de C" tel que, si H désigne 1’ adhérence
de Zariski sur Q de o(V), et si on note

n; = dimg(C"/V),d, = dim(G/H), et m; = rang,(Y/Y N V),
on ait

n,>0,d,/n,>d/n,etmd, <n,(m; +d,p).
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Ces inégalités impliquent
rang,(Y/YNV) _m, _ dp
dim¢(C"/V) ng, d-n’

De plus, si on note I' = ¢(Y ), on a
rang,(I'/T N H) _m, np
<< .
Choisissons un sous-espace V, supplémentaire de V dans C", écrivons V, = V, et
définissons ¢, et ¢,, homomorphismes de C" dans G(C), par
@i(v; + v3) = @(v,), @5(v; + vy) = @(vy), (v, € Vi, 0 € V).

Alors H est 'adhérence de Zariski sur Q de @,(C"), donc @, a une dimension
algébrique égale a d — d,. D’autre part, si on note Y, = Y N V,, on peut choisir
un sous-groupe Y, de Ytelque Y =Y, ® Y,,eton a

¢,(Y;) = 0, et rangY, = m,.
Quand G = G4, on retrouve le théoréme 1.1 de [10] en choisissant

o(z) = (exp(x,, 3),..., exp{xy, 3)),

et en utilisant les caractérisations classiques des sous-groupes algébriques de GZ
(par exemple [4, §7]).

CoroLLAIRE 1.2. Soient A une variété abélienne simple de dimension d
définie sur Q, p: C" —> A(C) un sous-groupe @ n paramétres de A, et Y un
sous-groupe de C" de rang m sur Z tel que o(Y) C A(Q). Alors

md < n(m + 2d).

En particulier, si m > 2n% + 2n + 1, on trouve d < n + 1, donc d = n, et
o(C") = A(C).

CoroLLAIRE 1.3. Soient G un groupe algébrique défini sur Q, ¢: C* — G(C)
un homomorphisme analytique de dimension d > n, et Y un sous-groupe de C"
tel que o(Y) € G(Q). Alors il existe un sous-espace vectoriel V de C", V = C",
tel que

rang,(Y/Y N V) < dd_pndimC(C"/V).

Pour obtenir le corollaire 1.3, on remarque d’abord qu’il n’y a pas de
restriction a supposer que ¢ est un sous-groupe a n parametres; on applique
ensuite le théoréme 1.1 & chaque sous-groupe de rang fini de Y; on utilise enfin
un argument de compacité. En fait nous établirons d’abord le corollaire 1.3
(quand Y est de type fini), et nous en déduirons le théoréme 1.1 (cf. §4). Ce
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corollaire 1.3 répond au probléeme 8.2.3 de [9]. Enfin, en remarquant que la
quantité d/(d — n), avec d > n, est maximale pour d = n + 1, on obtient le
résultat annoncé dans I'introduction.

CoRroLLAIRE 1.4. Soient G’ et G” deux groupes algébriques commutatifs
connexes définis sur Q, de dimensions respectives d’ et d”’, avec d’ < d". Soit :
G’'(C) = G”(C) un homomorphisme analytique dont la différentielle a 1’ origine
£: To(C) = Tg.(C) est injective, et soit T” un sous-groupe de type fini de G"(Q)
contenu dans 1’image de . Alors il existe un sous-groupe algébrique H” de G”,
H” = G”, tel que

rangz(r///l"// N H//) - d/p//
M(G///H//) = d” - d/ >

ou p// — p(C”).
En particulier, si G” est une variété abélienne simple, la conclusion s’écrit

rang, I < 2d’d” /(d’ — d").

Le corollaire 1.4 se déduit du théoréme 1.1 en prenant ¢ =  cexp¢, et n = d’.
On peut raffiner le corollaire 1.4 en supposant I'” C Y(G'(Q)); pour cela, on
considére I’homomorphisme analytique de T.(C) dans G’(C) X G”(C) défini par

2~ (expg(z), ¥ °expg(z))
(cf. [9, corollaire 4.2.5]).
2. Construction d’une fonction auxiliaire avec des périodes

Nous modifions la construction de [10, §3] en tenant compte des périodes

éventuelles de nos fonctions. Pour z = (z,,..., z,,) € C", nous notons
2| = max |z,|
l<v<n

(C’est aussi le choix qui est fait implicitement dans [10, p. 101]. Pour R > 0, on
désigne par B(0, R) le polydisque fermé de centre 0 et de rayon R:

B(0, R) = {z € C™; |z| < R).
Quand f est une fonction complexe continue sur B(0, R), on note

Iz = sup{f(z)|; z € B(0, R)).

a) Enoncé.

ProposiTioN 2.1. Soient 6 une fonction théta holomorphe relative a un
réseau de Cé&, avec 6(0) = 0, £: C" — C& une application linéaire, et 6 = 6 o L.
Soient w,,. .., w, (avec 0 < k < 2n) des éléments R-linéairement indépendants
de C". Il existe deux constantes c,, c, positives ayant les propriétés suivantes.
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Soient L > 1, D > 0 des nombres entiers, A, U, R, r des nombres réels
positifs, et ¢,,..., ¢, des fonctions méromorphes dans C", admettant w,,. .., w,
comme périodes. On suppose que les fonctions ¥, = cPp,, (1 <A < L) sont
entiéres. D’ autre part on suppose

L
U>A,R/r>c,,r>c,,U=r2log(R/r), U= Dr? ) |¢ylg < €Y,
A=1
et
U™ < LAr*(log R/r)".
Alors il existe des entiers rationnels p,,. .., p;, avec

0 < max <e?
15}\3L1p>‘| ’

tels que la fonction

L
¥ =) iy
A=1
vérifie
|¥|, <e Y.
Quand il n’y a pas de périodes, c’est-a-dire quand k = 0, on peut appliquer
le théoréme 3.1. de [10], et on trouve le résultat avec ¢, = 3, ¢, = 8"*1.

b) Lemmes auxiliaires. Nous aurons besoin des deux lemmes suivants. Le
premier permet de rester suffisamment loin des poles, grace a la forme particuliére
du dénominateur, et le second donne une formule d’interpolation.

LeMME 2.2. Soient 6 une fonction théta holomorphe relative a un réseau
de C&, avec 0(0) = 0, £: C" — Cé& une application linéaire non nulle, et A =
Zw, + -+ + Zw,, un sous-groupe de type fini de C". 1l existe deux constantes c’
et ¢ positives, et deux sous-ensembles 9 et F de A, avec F fini et

A=F+F={(t+f;te9,feF)},
tels que, pour tout réel S > 1, si on note

A(S) = {hyw; + - -+ + hyw,; (hy,..., h,) EZ™,0 < h, < S},

on ait

|00 L(z)| > exp(— c”S?)
pour tout z € C" vérifiant

dist(z, A(S)NT ) < c'.
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Démonstration. On note § le réseau de C# associé a 6, s: C&8 - C&/Q la
surjection canonique, A un polydisque fermé de Cé8, de centre 0 et de rayon
8 > 0 sur lequel 6 ne s’annule pas, et A’ le polydisque fermé de centre 0 et de
rayon 8/2. On définit ensuite

T={we A, sL(w)es(a)),
et on choisit ¢’ > 0 tel que
z2€C", |z| < ¢’ implique |R(z) <8/2.

Alors pour w € Y et |z — w| < ¢/, on a s°(z) € s(A), et la conclusion s’ob-
tient comme dans [9, lemme 1.2.2].

En combinant les arguments de [9, §7.3] (voir aussi [10, lemme 3.4]) avec un
théoréme de Masser [3, Théoréme A] sur I'interpolation polynomiale, nous allons
établir le résultat suivant (théoréme 7.4.13 de [9]).

LemMmE 2.3. Soient &, 1y, r, R des nombres réels, avec® > 0,0 <r, <r <R,
T un entier positif, et S un sous-ensemble fini du polydisque B(0, r,) de C". On
note

8 =min{s — s'|;sE€8,s’ €85,s %'},
et on suppose
T <2 ™8/r,)" *Card §
et
92 < n"(8/r,)""Card S.

Alors, pour toute fonction F continue sur B(0, R) et analytique a 1’ intérieur, on
a

[Fl, < (or/R)'|Flg + (cr/n,)" max|F(s)],
ou
c =2+ 220" 1)".

Démonstration. On écrit F = P + G, ou P est un polynéme de degré total
< T, et G a un zéro a l'origine d’'ordre > T. Grace au théoréme A de [3], on
obtient

1P|, < (2°79-1)"" max|P(s)|.
seg

Soit z, € C", avec |z,| =1 et |P|, = |P(z,)]|, et soit Q(t) = tT"'P(z,/t) €
C[t]. Le principe du maximum donne |Q(1)| < |Q|,,,, donc

1P|, < (r/r)" " '|P), .
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D’autre part
|P(s)| < |F(s) + |Gl,, pour tout s € 5.

Enfin, pour 0 < p < R, on trouve, comme dans [10] (démonstration du lemme
3.4):

|G|, < (p/R)"|G|g et |Gl < |P|g + |Flg < (1 + TY2)|F|5.
Alors
|F|, < |P|, + |G|,

< (r/m)"(@" )" (|G, + ma§|F(s)|) +1GJ,
sE
et on en déduit 'inégalité annoncée.

¢) Démonstration de la proposition 2.1. On compléte w,,..., w, en une
base (w;,. .., w,,) de C" sur R. Les constantes positives c;,. .., ¢g ne dépendront
que de n,g,L,0,w,,..., wy,. Soit » un entier suffisamment grand; on va
démontrer la proposition avec ¢, = », ¢, = »"*2.

On utilise le lemme 2.2 avec m = 2n, et on note

N=2w, +  +Zo,N =Zw,,+ -+ Zawy,.

Ainsi A = A"+ A”, et, avec des notations évidentes, pour chaque S > 0,
A(S) = A'(S) + A”(S). On pose T = 4U /log(R /r), T, = vT, et on désigne par
S Iensemble des A, + T, /2, pour

AL € N (1/c) N T, A, € A(T¢2/rcy).

On choisit ici
2n
=1+ ) |wl, ¢, = czmax(2,1/¢);
i=1
9 et ¢’ sont définis au lemme 2.2. Ainsi & est contenu dans B(0, ). On considére
le systéeme d’inéquations

<e 'Y, (s€9),

}\gl PA‘PA(S)

dont les inconnues sont p,,. .., p;. Le nombre de ces inéquations est majoré par
_ 2n _
1'2" K(Tol/z/r) — Tonf K
Les inégalités

1+ ‘/ge(v+2)U < e2vU
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et
4vUT§r™" < LA,

jointes au lemme 3.3 de [10], permettent de trouver une solution non triviale
dans Z avec |p,| < e*. Posons alors

L L
=3 ppr, ¥ = 0”0 = ). pyi
A=1 A=1
La périodicité des ¢, donne:
¥(z + ) = (0(z + w)/0(z))"¥(z) pourtoutw € A’

Grace au lemme 2.2, on a, pour s € §,

|o(s)] = exp(— c5r*).

Soit S’ I'ensemble des s + w, s décrivant & et w décrivant A’(r/c;). Pour tout
s’ € &', on obtient

|¥(s)| < e "V
On vérifie de plus (cf. [9, lemme 1.1.8)), en utilisant I'hypotheése U > r2(log(R /1),
Card &' > ¢T3,
et aussi
8 =min{|s’ — s”|;s’ €8',s” €88 = s} = c,;1Ty V2

On utilise maintenant le lemme 2.3, avec F= V¥, ¢ > ¢4, r =1, et avec
I’ensemble &', et on trouve

|¥|, < (cr/R) €2V + ¢Te "2 < ¢V,

Remarque. Si, dans la proposition 2.1, on suppose w;,..., w, linéairement
indépendants sur C, alors on peut remplacer 'hypothése U > r2log(R/r) par
U > rlog(R /). Pour cela, dans la démonstration, on remplace le lemme 2.3 par
le théoréme 7.3.4 de [9].

d) Application aux groupes algébriques. Considérons maintenant un groupe
algébrique commutatif G.

Pour obtenir un énoncé raffiné, nous écrivons G sous la forme G% X G, X
G,, ou G, est un groupe linéaire de dimension d,, et G, est quelconque. Cela ne
restreint pas la généralité, puisque I'on peut choisir d, = d, = 0, G = G,. Le
seul autre cas que nous utiliserons ici est G = G, mais le cas général nous sera
utile ailleurs.




SOUS-GROUPES ANALYTIQUES 637

ProrosiTioN 2.4. Soient d, >0, d, >0, dy = 0, n > 1 des entiers, d =
d, + d, + dy, avec n < d. Soient G, et G, deux groupes algébriques commuta-
tifs définis sur Q, de dimensions respectives d, et d,, G, étant linéaire. On pose
G =G% X G, X G,.

Soient @ un sous-groupe a n parameétres de G, « le rang sur Z de son noyau,
et y,..., Y, des éléments Q-linéairement indépendants de C" dont les images
par @ sont dans G(Q).

11 existe un plongement de G(Q) dans A do+ dl(Q) X Py(Q), une constante
C > 0, et une suite (Fs)s, 5 de polynémes de 1’ anneau

Z[Uy,..., Uy Vi, Vi, W, Wy,

P étant de degré < D, en les variables U,,.. ., Uy, dedegré < D,enV,,..., \Z%
et homogéne de degré < D, en W,,..., Wy, avec

DylogS = D,S = D,S% = A,
ou A est défini par

Ad—n — CSzd2+dl—n(log S)do’
et enfin Pg s’annule en chaque point de 1’ image par ¢ de I’ ensemble

Y(S) = {hy, +--- + h,y,; (hy,..., h,) €Z™,0 < h;< S},

mais P ne s’ annule pas partout sur G(Q).

Le principe des tiroirs, utilisé de la maniére habituelle, ne permet de trouver
un tel polynéme que sous ’hypothése supplémentaire

D¢sD{'Dg > C'S™.

Mais le point essentiel ici est que les exposants de S qui interviennent ne
dépendent pas de m (seul C peut dépendre de m).

La démonstration fournira, en plus, une majoration pour les coefficients de
Py: leur valeur absolue sera majorée par e”.

Quand G est linéaire, on peut choisir d, = 0. La construction donne alors
un polynéme indépendant des variables W,..., Wy. Si, de plus, on choisit
d, =0, cest-a-dire d =d, et G = G,, alors on obtient un polyndme en d,
variables, de degré < D,, avec

Dl — Clls(n—x)/(d—n).
Si G est quelconque et que l'on choisisse dy =d, =0, d =d,, G = G,, on
obtient un polynéme homogene P, de degré < D,, avec

D2 — Cus(2n —k)Ad—n) .
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Démonstration de la proposition 2.4. 11 est utile d’effectuer quelques réduc-
tions préliminaires. D’abord on peut supposer que G est I'adhérence de Zariski
sur Q de @(C"). En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait un polyndme a
coefficients algébriques, nul sur ¢(C"), mais pas sur G(Q). En prenant la norme
sur Q et en multipliant par un entier positif, on obtient un polynéme a
coefficients dans Z, indépendant de S, ayant les propriétés requises.

En particulier on supposera que G est connexe, et que d, < n. On a aussi
k < 2n — d,,, mais on va se ramener a une condition plus forte.

a) Supposons d, = 0. Comme £ est injective, le noyau de ¢ est engendré
comme Z-module par k éléments de C" linéairement indépendants sur C. Nous
allons nous ramener a k = 0. Supposons donc la proposition 2.4 démontrée
quand k = 0. Maintenant, si k > 0, ¢ se factorise en un homomorphisme de

C"/kerp = C" " X (C*)"

dans G(C), et on consideére la restriction ¢’ de cet homomorphisme a C"~*. Pour
¢’ et pour 'adhérence de Zariski G’ de ¢’(C"™*), on a

kK =0,dy=d,,di=d, —k,d"=d—k,n" =n—«.

Par hypothése on peut appliquer la proposition 2.4 (avec k¥’ = dj = 0) a ¢’ pour
trouver la constante C’ (permettant de définir A’) et un polyndome (ne dépendant
en fait que des d — k variables Uj,..., Upp Vis+++s V4 —). On choisit enfin
C = C’, de sorte que A’ = A.

b) On va montrer qu'on peut toujours supposer soit d, = 0, soit 2n >
d, + 2d, + k. Dans le cas contraire, notons s: T(C) = T ¢ (C), et p: C" -
C"/V les surjections canoniques, ou V est le noyau de s ° £, n, la dimension de
V, A le noyau de ¢, et A (resp. A,) le rang sur Z de A/A NV (resp. de
ANYV).Ona

Kk=A + A5, Ay <2ny,etn, <d,,

car la restriction de £ a V est une injection de V dans T;(C).
Soit ¢’ le sous-groupe a n — n, paramétres de G/G, rendant commutatif le
diagramme:

e s
C"—T,(C)— TC/Gz(C)

N

p G(C)

cr /v

G/Gy(C).

q

Le noyau de ¢’ est engendré comme Z-module par des éléments linéairement
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indépendants sur C. Soit n, = n — n;, — n,. On vérifie alors facilement les
inégalités
ng=>dy,ny+n, <dy+d,,d =n,\ <n,.
En particulier on a k < n, + 2n,. Grice a I'hypothése 2n < d, + 2d, + «, on
en conclut d, + d, > n, + n,;. On pourra alors, grace a la proposition 2.4 dans
le cas d, = 0 appliquée a ¢’, construire Py indépendant des variables W,,,..., Wy,
avec des degrés majorés par Dj et D}, avec
Djlog S = D;S = A’,
ou A’ est défini par
A’do"'dl_"o_”l = CSdl_"l(log S)do’
Mais on veérifie
(dy—ny)/(dg+d; —ny—nj) < (2dy + dy — k)/(d —n),
et A’ < A.

¢) Dans le cas d, = 0, 'argument de b) permet de se ramener soit a d, = 0,
soit a 2n > d; + k.
Ces trois réductions a), b), ¢), montrent qu'on aura toujours

D, > C”(log )" Ad=m,
et, de plus, on aura soit d, = 0, soit
D, > C"(log §)"*™™.

On utilise maintenant I'existence, démontrée par Serre [8], d'un plongement
de G, dans un espace projectif Py, défini sur Q, dans lequel I'application
exponentielle de G, est représentée par N + 1 fonctions entiéres d’ordre < 2, la
premiére, qui ne s’annule pas a l'origine, étant composée d’'une fonction théta
holomorphe relative a un réseau d'un espace C#, et d'une application linéaire de
T (C) dans CE. Alors 'homomorphisme ¢: C" — G(C) peut étre représenté par
des coordonnées

(}\l,..., }\do’ Poiseees Pas Yose oo xPN),

avec les propriétés suivantes:

a) Pour 1 <i <d, A(z) =z,

b) Soit & I'entier tel que G,(Q) = Q® x Q*47% (0 <8 < d,). Pour 1 <
i <8, onap(z)=2z,,; et pour 6§ <i<d, ona p,(z)=exp(x;, z), avec
x, € C".

c¢) Les fonctions ¢y, ..., ¥ sont entiéres dans C", d’'ordre < 2. De plus v,
est composée d'une fonction théta non nulle a l'origine, et d'une application
linéaire de C" dans C&.
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d) Enfin on peut supposer que les fonctions
Ay s Mgs Base e os B> ¥1/Y05- -5 Y, /Yo

sont algébriquement indépendantes sur Q.

On utilisera aussi la majoration de la hauteur sur Gy(Q), relative au
plongement précédent, donnée par Serre dans [8, Prop. 5, p. 197].

Soit K un corps de nombres sur lequel G est défini, tel que ¢(Y) C G(K),
tel que le plongement précédent de G, dans P, soit défini sur K, et tel que
G,(K) soit un produit K® X (K*)4~%, On identifie alors G(K) & un sous-ensem-
ble de K%*4 x Py(K).

D’aprés le lemme 1.2.2 de [9], il existe deux sous-ensembles I et F de
Y =12y, + -+ + Zy,,, avec F fini, tels que

Y=9+F={t+f,te9, feF),

et
l¥o(t)] = — ¢S? pourt € Y(S)NJ,S> 1,

ou ¢ ne dépend pas de S (le lemme 2.2 ci-dessus donne un résultat un peu plus
précis).

On choisit maintenant un entier » suffisamment grand, puis un entier S,
suffisamment grand (dépendant de »), et on va construire P; pour chaque réel
S > S,, avec C = »®. Cette construction va se faire en trois étapes.

Premiére étape. On construit un polynéme non nul

Qs €Z[Uy,..., Uy, Vi, Vi, Wy, W, ],
dont le degré en Uy,..., U, est majoré par Dy/v, le degré en Vy,..., V, est
magoré par D,/v, et qui est homogéne de degré Dy en W,,..., W, , avec
Dy < D, /v, tel que la fonction entiére dans C":

¥ = Qs(Mv < Ado’ Byseves Bgps Yooeo s ‘sz)
vérifie

|¥,(2)] < e "2 pour |z| < »®S.

De plus, les coefficients de Qg ont une valeur absolue majoree par e*/".

Supposons d’abord d, > 1. On va utiliser la proposition 2.1, avec r = »2S,
R=vwr, 0 =4, et U=p®A Lentier L est le nombre de monomes en
Upsvvs Uy Vise s Vs W, . W, vérifiant les conditions de degrés et d’ho-
mogénéité requises. Ainsi

L > D&DIDdyp=4(d, + 1) %,
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On en déduit
L > ¢,C~ 15+ 7 2(log ») “"Dgo D1 D,

ce qui permet de vérifier la condition
n+1 K R\"
U™t < L(A/v)r*|log - -

On utilise maintenant 'hypothése d, > 1: grace a une réduction précédente, on
a2n>d, + 2d, — k, ce qui donne bien U > r%log(R /7).

Dans le cas d, = 0, seul le dernier argument peut tomber en défaut. Mais,
comme D = k = 0, il suffit d’utiliser soit la remarque qui suit la démonstration
de la proposition 2.1 (fin du §c ci-dessus), soit, plus simplement, le théoréme 3.1
de [10].

Deuxiéme étape. On vérifie ¥4(t) = 0 pour t € Y(»S) N Y. Pour cela con-
sidérons la fonction méromorphe

Dy = Y .

Le nombre ®4(t) appartient a K, et griace au choix de 'ensemble ¥, on déduit de
la premiére étape

|@(t) < e,

On multiplie par un dénominateur, et on prend la norme sur Q. La majoration de
la hauteur citée plus haut montre qu'on obtient un entier rationnel de valeur
absolue inférieure a 1.

Troisieme étape. Construction de Pg. On utilise le fait que, pour vy € G,(K),
la translation g = y + g est un isomorphisme de G sur G, défini sur K. Il en
résulte facilement qu’il existe un entier a > 0, ne dépendant que du plongement
de G, dans P,, tel que, si H est une hypersurface de Py, définie sur K, de degré
disons D, et ne contenant pas G,(Q), alors il existe une hypersurface de P,
définie sur K, de degré < aD, contenant Yy + H N G,, et ne contenant pas tout
G4(Q). (Comparer avec [4], §2).

L’ensemble des zéros de Qs dans A, , 4 X Py est une hypersurface qui ne
contient pas G(Q), mais qui contient I'image par ¢ de Y(»S) N 9. Pour chaque

f€F, il existe donc un polynéme R € K[U,;,..., Upp Viso -5 Vs
W,,..., Wy], de degré en U,,.. ., U,, majoré par D, /v, de degréen V,,..., Vi,
majoré par D,/v, et homogene en W,..., Wy de degré < aD,/v, qui ne

s'annule pas partout sur G(Q), mais qui s'annule en ¢(f+ y) pour y €
Y(»S)N 9.
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On considere alors le polyndme

[1Rs ;€ K[U,..., Uy, Viso.., Vi, W, Wy,

feF
on prend sa norme sur Q, on multiplie par un dénominateur, et on obtient le
polyndme Pg cherché.

3. Les coefficients de Dirichlet généralisés

On désigne par K un corps de caractéristique nulle, et par G un groupe
algébrique commutatif défini sur K de dimension d > 1.

Nous rappelons la définition du coefficient u(Y, K") (cf. [9]) quand Y est un
sous-groupe de type fini de K", et nous en considérons deux généralisations: la
premiere est le coefficient u(I', G) de [4] quand I est un sous-groupe de type fini
de G(K); la seconde est un nouveau coefficient u(¢), quand K est plongé dans C
et p: C" = G(C) est un homomorphisme analytique.

Nous énoncons ensuite le lemme de zéros de Masser et Wiistholz [4], puis
nous donnons quelques lemmes auxiliaires.

a) Définitions. Soit Y un sous-groupe de type fini de K". On définit (cf.

[9]):
p(Y, K*) = min{rang,(Y/Y N W) /dimx(K"/W )},
quand W décrit les sous-espaces vectoriels de K", avec W = K". Plus générale-
ment, si I' est un sous-groupe de type fini de G(K), on définit (cf. [4]):
(T, G) = min{rang (T /T N H)/dim(G/H)},

quand H décrit les sous-groupes algébriques de G, définis sur K, de dimension
algébrique strictement inférieure a celle de G.

Enfin, si K est plongé dans C, et si ¢: C* = G(C) est un homomorphisme
analytique, nous noterons

#(@) = min{dim ¢(V)/dimV },

quand V décrit les sous-espaces vectoriels non nuls de C", et dim(V) est la
dimension de I'adhérence de Zariski sur K de ¢(V') (c’est donc la dimension de la
restriction de ¢ a V).

Six,..., x, sont des éléments de C", et si X = Zx, + -+ + Zx,, on a

w(X,C") = (o),
ou ¢ désigne ’homomorphisme de C" dans (C*)¢ défini par
p(z) = (e0?,..., eCe®), (zeC)

(ct. [9], p. 57).
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b) Le lemme de zéros de Masser et Wiistholz. L’énoncé suivant se déduit du
théoréme principal de [4].

THEOREME 3.1. (Masser, Wiistholz). On considére un plongement de G
dans un espace projectif Py défini sur K. Il existe une constante ¢ > 0 ayant la
propriété suivante.

Soient v,,..., v,, des éléments de G(K). Notons I' = Zy, + --- + Zv,,, et
p = u(, G). Soit S un nombre réel > 0. Alors toute hypersurface de Py, ne
contenant pas G(K), et passant par tous les points

hpvy + -+ hoYps (Bpeeoyhy) €Z™,0<h < S, (1< j<m)

a un degré D minoré par:
D > ¢(S/d)".

¢) Lemmes auxiliaires. Les lemmes qui suivent seront utiles dans la démon-
stration du théoréme 1.1, au paragraphe 4. Le premier lemme est essentiellement
le lemme 1.3.1 de [9] (voir aussi [10], lemme 5.1).

LemMmE 3.2. Soit Y un sous-groupe de K", de rang m sur Z, tel que
w(Y, K*) < m/n. Alors il existe un sous-espace W de C", de dimension n’ > 0,
tel que,sionnote Y =Y N'W, et si m’ est le rang de Y’ sur Z, on ait

w(Y,W)=m'/n" > m/n.

On peut étendre ce lemme aux coefficients u(I', G) et p(p). Nous
n’utiliserons ici que cette deuxiéme généralisation, dont voici I'énoncé preécis et la
démonstration.

LemMmE 3.3. Supposons K plongé dans C. Soit ¢: C* = G(C) un homomor-
phisme analytique, de dimension d (ot d = dim G), tel que p(¢) < d/n. Alors il
existe un sous-espace vectoriel V de C", de codimension n’ > 0 dans C", tel que,
si H désigne |’ adhérence de Zariski sur K de @(V), d’ la codimension dans G de
H, et Y I’ homomorphisme analytique de C"/V dans G /H(C) rendant commuta-
tif le diagramme:

C"——G(C)

1

C"/V—G/H(C)




644 MICHEL WALDSCHMIDT

(ou p et s sont les surjections canoniques), on ait

p(y)=d'/n >d/n.
De plus, { est un sous-groupe d n’ parametres.

Démonstration. On va démontrer le lemme 3.3 par récurrence sur n. Pour
n = 1, ’hypothése u(¢p) < d/n n’est jamais satisfaite, et il n’y a rien & démontrer.
Supposons donc u(¢) < d/n. Soit V un sous-espace de C", vérifiant
dimo(V) < %dimv,
et maximal pour cette propriété. Montrons que V convient. On a
d—d _d
n—n' = n
c’est-a-dire d’/n’ > d/n. Montrons maintenant u(y) = d’/n’. Si ce n’était pas
vrai, les inégalités n’ < nd’/d < n permettraient d’utiliser I'’hypothése de récur-
rence, donc de trouver un sous-espace V; de C", contenant strictement V, tel
que, si on note H, /H 'adhérence de Zariski sur K de y(V,/V), et

ny = dim(C"/Vy), dy = dim(G/H,),

b

on ait
diy>nid' /n’ > nid/n.
Mais alors ¢(V;) € H,, donc

ce qui contredit le fait que V avait été choisi maximal. Enfin, pour cette méme
raison, V est le noyau de lapplication linéaire C" — T ,(C) tangente a
yop=scq.

Remarque. En reprenant la démonstration du lemme 5.2 de [10], on peut
établir le résultat suivant. Si p: C" — G(C) est un homomorphisme analytique et
Y un sous-groupe de C" de type fini et de rang m sur Z tel que ¢(Y) C G(K),
alors il existe deux sous-espace V,,V, de C", et deux sous-groupes algébriques H,
et H, de G définis sur K, avec

0V, &V, CCO0CH, G H S G,o(V) CHy, (V) C Hy,
tels que, si Y désigne I’ homomorphisme rendant commutatif le diagramme

207

Vi H\(C)

)

V,/Vy~~H, /Hy(C)
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(ot p et s sont les surjections canoniques), on ait
p(¥) =8/v = d/n, u(p(Y N V,), Vi/Vy) = A/v = p(Y,C"),
ou
8 =dim H,/H,,v = dimV,/V,, et A = rangp(Y N V}).

De plus, si on suppose (@) = d/n, alors on peut démontrer
n
w(e(Y), G) = 7 (u(Y,C") — 2).

Si on voulait compléter la démonstration du théoréme 1.1 en utilisant la méthode
de [10], il suffirait de vérifier que les hypothéses p(¢)=d/n et £d >
n(£ + dp — k), avec £ = rang;9(Y) et k = k(¢), impliquent

we(r). Q) = G(m(r.c) - 7).

Cette inégalité a été vérifice dans [10], (lemme 5.3) dans le cas G = G%. Un
énoncé plus général a été obtenu par P. Philippon, qui permet de résoudre le cas
G = E? quand E est une courbe elliptique, sous I’hypothése un peu plus
restrictive £/d > 2n(£ + d). Ici nous utiliserons une approche différente.

4. Démonstrations

Dans tout ce paiagraphe 4, on désigne par G un groupe algébrique
commutatif défini sur Q de dimension d > 1, par ¢: C" — G(C) un homomor-
phisme analytique de dimension d, et par Y un sous-groupe de type fini de C" tel
que ' = ¢(Y) soit contenu dans G(Q). De plus, m sera le rang de Y sur Z, £le
rang de I' sur Z, £: C" — T (C) la différentielle de ¢ en 0, et p = p(G),
Kk = k().

a) On suppose £ injective et d > n. Alors
(4.1) #(T, G) < (np — k) /(d — n).

Cette inégalité est une conséquence immédiate du théoréme 3.1 combiné a
la proposition 2.4 (avec d, =0, etd, =d,d,=0sip=1,d,=0,d, =d si
p=2).

b) On suppose d > n. Alors
(4.2) p(Y,C") < (dp — x)/(d — n).

Montrons d’abord qu’il n’y a pas de restriction & supposer £ injectif. En

effet, si W = ker £ n’est pas réduit a 0, et si on note £": C"/W — T(C)
I'application linéaire quotient, et ¢’ = exp ° £, avec k’ = rang ker ¢’, on a

k' <pn’,etk — k' < (n—n')p, avecn’ = dimc(C"/W),
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donc
(dp — «')/(d —n') < (dp — k) /(d — n);
d’autre part
p(Y,C") < u(Y/Y N W,C"/W).
Enfin dim ¢’ = dim ¢ = d. 1l suffit alors de démontrer
w(Y/ YN W,C"/W) < (dp — k') /(d — n).
On suppose donc £ injectif. Comme nous I'avons déja vu, cela signifie
k = rangzker ¢.

Quitte a4 remplacer Y par Y + ker ¢, on peut supposer Y D ker ¢, donc m =
£ + k. Notons w(T, G) = £,/d,, oud, = dim(G/H) > 0,4, = rang;I'/T N H,
et H est un sous-groupe algébrique de G défini sur Q. D’apres (4.1):

£,/d, < (np —x)/(d —n).
Sid, =d,alors £, = Let
w(Y,C*) < (£+«k)/n<(dp—k)/(d—n).

On supposera donc 0 < d; < d. On considére le diagramme commutatif

£ PH
C"—T(C)—Tg /H(C)

N

G(C)—~G/H(C)

ou p, et sy sont les surjections canoniques, et les fleches verticales sont les
exponentielles. Soit V le noyau de p, © £. Comme ¢(C") n’est pas contenu dans
H(C), on a V = C". Enfin on note Y’ = Y N ¢~ !(H). Ainsi le rang de Y’ sur Z
estf+ k-4,

1. On va d’abord montrer que si V= 0, on a
£+ k)/n<(dp—«)/(d—n).
Supposons donc py ° £ injective. Alors n < d,, et comme
P o £(Y’) C kerexpg /1,

le rang de Y’ est majoré par pn, c’est-a-dire

np — K

i+xsl1+pnsd1d_n + np.
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Si d, = n, on obtient
(£+Kk)/n<p+ T_ (dp — x)/(d — n).
Si d, > n, l'inégalité (4.1), appliquée a ¢, = s ° ¢, avec p(G/H) < p(G) = p,
et compte tenu du fait que dim ¢, = dim G/H = d,, donne
w(T/T O H, G/H) < (np — k,)/(d; — ),
ou k, = rangzker ¢,. On a d’une part
w(T,G) < u(T'/T N H,G/H),
avec, rappelons-le, u(T', G) = £, /d,, et d’autre part
Y’ C kerg,,donc K, > £+ k — 4,.

Alors
(dy—n)(£+ Kk —K) < (d —n)l, <dynp - x,),
donc
d(£+Kk—np)<n(f+Kk—k)<nb, <ndl/d,
et
d(£+ k—np) <nk.
Finalement

(L+x)/n<(dp—k)/(d—n).

2. Ainsi le cas V = 0 est résolu. En particulier I'inégalité (4.2) est démontrée
pour n = 1. On peut alors maintenant procéder par récurrence sur n, et supposer
V= 0.

Notons py: C" = C"/V la surjection canonique. Il existe un homomor-
phisme injectif £,: C"/V — T 4(C) tel que £,°py = pyoL. Soit
@, = expg, y ° £,: le diagramme

pH°ﬁ

Cn

Te/u(C)

€exXpc /H

Bl
Py

C"/V—G/H(C)

P
est commutatif. Notons n, = n — dimV, k, = rangzker ¢,, Y, = py(Y),
Y] = py(Y’), et A =rang,;Y N V. Ainsi, puisque ¢(V)C H, on a YNV =
Yny,
rang,Y, = £+ k — A, rang,Y| =L+ k— A — 4,
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et, comme Y] C ker ¢,
L4+k—AN—4, <k,
Remarquons que
p(Y,C") < u(Y,,C"/V) < (£+ k= A)/n,.
3. Supposons d’abord d, = n,. Comme £,(kerq,) C kerexp; , on a
K; < n,p, et
(£+k=N)/n <p+(£/n)<p+(np—x)/(d~n)

= (dp — «)/(d — n),
et (4.2) en résulte. ( ) )

4. Supposons maintenant d, > n,. Grace a 'hypothese de récurrence et a
I'inégalité p(G/H) < p,on a

w(Y,C"/V) < (dyp — x,)/(d, — ny);
on peut donc supposer
(dp — «)/(d —n) < (dyp — x,)/(dy — ny),
ce qui s’écrit
dn + %(d —n) <dn, + %(d1 —n,).

Alors on a

L+k—AN—Kk <4,

<d,(np—«)/(d—n)
dk
d—n

p Keg oy Sg )
sd_n(dnl+p(d1 m) = 2(d n))

dpn, — kn,
<= gTn W
d’ou
(I+xk—A)/n, <(dp—«)/(d—n),
ce qui termine la démonstration de (4.2).

Le corollaire 1.3 est une conséquence de (4.2): les trois hypothéses G
commutatif, dim ¢ = dim G, et Y de type fini, ne font pas perdre de généralité.

¢) On suppose £ injective et m > np. Alors
(4.3) p(e) <m/(m — np).




SOUS-GROUPES ANALYTIQUES 649

Si uw(p) <1, le résultat est banal. Supposons u(@) > 1, donc d > n. On va
démontrer (4.3) par récurrence sur n. Pourn = 1,on a u(¢) = d, et u(Y,C) = m,
donc (4.3) résulte de (4.2). Pour n > 2, on consideére deux cas.

1. Si w(Y,C") = m/n, on a grace a (4.2)
m/n < dp/(d — n),
donc

p(e) <d/n<m/(m—np).

2. Si w(Y,C") < m/n, le lemme 3.2 montre qu’il existe un sous-espace W
de C", de dimension n’ > 0, tel que

w(Y,W)=m'/n’ >m/n,

avec Y=Y N W, m’ = rang,Y’. On a alors n’ < n, et on peut utiliser 'hypo-
thése de récurrence pour la restriction ¢’ de ¢ & W. On a m’/n’ > m/n > p,
donc

w(@) <m’/(m' —n’p) <m/(m — np).
Mais p(¢) < u(@’). On en déduit (4.3).

d) Démonstration du théoréme 1.1. Sous les hypothéses du théoréme 1.1, on
am > np et m/(m — np) < d/n, donc (4.3) implique u(¢p) < d/n. Le lemme
3.3 permet de trouver un sous-espace V de C", de codimension n, > 0, tel que
I'adhérence de Zariski H de ¢(V) ait une codimension d, > dn,/n, et que
I’homomorphisme ¢,: C"/V — G/H défini par passage au quotient satisfasse
w(®,) = d,/n,. En appliquant (4.3) & ¢,, on trouve que lerangm, de Y/Y NV
vérifie

(m, — nypy)d, < myny,

avec p; = p(G/H). Comme p, < p, cela termine la démonstration du théoréme
1.1.

5. Indépendance algébrique

Nous étudions ce qui se passe quand on remplace, dans ce qui précede, le
corps Q des nombres algébriques par une extension de Q de degré de transcen-
dance 1. Le cas de GY avait été esquissé dans [10, §8].

a) Enoncé des résultats. On désigne donc par K un sous-corps de C de
degré de transcendance 1 sur Q. Voici alors I'énoncé correspondant au théoréme
1.1.
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THEOREME 5.1. Soient G un groupe algébrique de dimension d défini sur K,
¢: C" - G(C) un sous-groupe a n paramétres de dimension d, et Y un sous-groupe
de C" de rang m sur Z tel que I = @(Y) soit contenu dans G(K). On suppose

md > 2n(m + dp).

Alors il existe un sous-espace vectoriel V de C" tel que, si H désigne I’ adhérence
de Zariski sur K de @(V'), et si on note

n, = dimg(C"/V),d, = dim(G/H), et m; = rang,(Y/Y N V),
on ait
n,>0,d,/n, >d/n,etmd, < 2n,(m,; + d,p).
En particulier on en déduit
w(T,G) < 2np/(d — 2n)
et
p(Y,C") < 2dp/(d — 2n).
Dans le cas n = 1, cette derniére inégalité s’énonce ainsi.
COROLLAIRE 5.2. Soient G un groupe algébrique défini sur K, ¢: C — G(C)

un sous-groupe a un paramétre de dimension algébrique d > 3, et Y un sous-
groupe de C tel que (Y) C G(K). Alors Y a un rang fini sur Z, majorée par

rang,Y < 2dp/(d — 2).

En particulier rang,Y < 11. Ce corollaire 5.2 contient des résultats
d’indépendance sur les valeurs de la fonction exponentielle (Brownawell, Gel’fond,
Smelev, Tijdeman, Waldschmidt, Wallisser) et sur les valeurs de fonctions
elliptiques (Brownawell-Kubota, et Masser-Wiistholz; voir [5]).

CoROLLAIRE 5.3. Soient A une variété abélienne simple de dimension d
définie sur K, ¢: C" — A(C) un sous-groupe a n paramétres de A, et Y un
sous-groupe de K" de rang m sur Z tel que o(Y) C A(K). Alors

md < 2n(m + 2d).

CoROLLAIRE 5.4. Soient G’ et G” deux groupes algébriques commutatifs
connexes définis sur K, de dimensions respectives d’ et d”’, avec d” > 2d’. Soit
Y: G'(C) = G”(C) un homomorphisme analytique dont la différentielle a
I’ origine est injective. Soit I un sous-groupe de type fini de G"”(K) contenu
dans ’image de . Alors

’.L(IV/, G//) < 2d/p///(dn _ Zd’).
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b) Démonstrations. La premiére étape de la démonstration du théoréme 5.1
peut étre faite sur une extension de Q de degré de transcendance fini quel-
conque.

ProposiTioN 5.5. Soit K un sous-corps de C de degré de transcendance
g = 1 sur Q. On considére une base de transcendance 0,,..., 0, de K sur Q.
Soient G un groupe algébrique de dimension d > 1 défini sur K, ¢: C* — G(C)
un sous-groupe a n paramétres de G, et I' un sous-groupe de type fini de G(K)
contenu dans ¢(C"). Notons

dp +
€= w(9)n = w(I Gy = g+ 1+ L8] Ja ),

Alors il existe une suite (Py)y.y, de polynémes non nuls de Z[X,,..., X ],
vérifiant

degy Py < N, (1<h<gq), log H(Py) < N,
et
log|Py(6,.,..., 8,)| <— CN(log N)™"*",
ot C ne dépend pas de N.

On a noté H(P) la hauteur usuelle (= maximum des valeurs absolues des
coefficients) du polyndme P. On notera que la conclusion est banalesiy < g + 1,
c’est-a-dire si (d — g — )p < pn(q + 1).

Pour démontrer la proposition 5.5, il est utile de remarquer d’abord que la
proposition 2.1 (ou le théoreme 3.1 de [10]) permet de construire une fonction
auxiliaire a coefficients p, dans Z[6,,..., 6,]: il suffit pour cela de I'appliquer aux
fonctions

0. 00y, (1<A<L;0<A, <N, 1<h<x<gq).

L’hypothese
U < LAr*(log R/r)"
peut alors étre remplacée par la condition plus faible
Ut < LAN%%*(log R/r)".
On reprend ensuite la démonstration de la proposition 2.4, et le lemme de zéros
3.1 assure Py, #= 0.
La suite de la démonstration du théoréme 5.1 se fait alors comme au

paragraphe 4: avec les notations du théoréme 5.1, on démontre successivement
a) si £ est injective, et d > 2n, alors

(5.6) p(T,G) < (2np — k) /(d — 2n).
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Cette inégalité résulte de la proposition 5.5 et du critére de Gel'fond [2], p. 55.
b) On suppose d > 2n. Alors

(5.7) p(Y,C") < 2(dp — k)/(d — 2n).
En particulier, pour n = 1, on trouve
(£ + k)d < 2£ + 2dp,

ce qui améliore légérement le corollaire 5.2 (puisque £ < m < £ + k).
¢) On suppose £ injective et m > 2np. Alors

(5.8) p(e) < 2m/(m — 2np).

La fin de la démonstration du théoréme 5.1 se fait comme au paragraphe 4.

6. Compléments

Nous terminons par quelques résultats complémentaires qui seront
développés ailleurs. Nous étudions d’abord un analogue, pour les groupes
algébriques, de la conjecture de Leopoldt sur le rang p-adique du groupe des
unités d’'un corps de nombres; il s’agit donc d’'un probléme d’indépendance
algébrique de logarithmes. Nous considérons ensuite un probléme d’indépen-
dance linéaire de logarithmes. Le point de vue sous lequel nous abordons ces
deux problemes efface les périodes; en effet, la périodicité de ¢ n’apparait pas
dans le coefficient u(I', G). Si on veut des énoncés qui en tiennent compte, il
convient de s’intéresser plutot a u(Y, C"). Dans cette direction, nous regarderons
quels résultats on peut espérer, soit en utilisant un lemme de Schwarz conjectu-
ral, soit en utilisant des lemmes de zéros multihomogénes. Nous donnerons
ensuite un résultat quantitatif. Enfin nous reviendrons sur l'indépendance
algébrique.

a) Un analogue de la conjecture de Leopoldt pour les groupes algébriques.
Soient G un groupe algébrique commutatif de dimension d > 1 défini sur un
corps de nombres K, et ' un sous-groupe de type fini de G(K), de rang £ > 1.

Soit d’abord v une place infinie de K, correspondant & un plongement de K
dans C (via R si v est réelle). Notons 7,(I', G) le minimum des dimensions des
sous-C-espaces vectoriels C¢; + - -+ + Ct,de T;(C), quand (¢,,..., t,) décrit les
éléments de (T.(C))? tels que le sous-groupe de G(C) engendré par les éléments

Y; = expct;, 1<j<¥)
soit un sous-groupe d’indice fini de T'.
Du théoréme 1.1 on déduit
(6.1) (T, G) > dp/ (p+ p), avec p = u(T, G).
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On peut démontrer un analogue p-adique de ce résultat. Pour cela, soit K,
un complété de K en une place finie v. Supposons qu’il existe un sous-groupe
compact de G(K,) contenant un sous-groupe I d’indice fini de I'. Nous
désignerons par S I'ensemble formé des places archimédiennes de K, et des
places finies de K vérifiant cette condition. Alors, pour v finie dans S, nous
notons 7,(I', G) la dimension du K -espace vectoriel engendré dans T.(K,) par
I'image de I sous l'application logarithme de G(K,). Dans ces conditions
I'inégalité (6.1) est valable pour tout v € S.

11 serait intéressant de savoir si 7,(I', G) dépend effectivement de v. On peut
espérer que non. Dans cette direction, on peut montrer

(6.2) r,(T,G) = r,(T,G) pour v, et v, dans S.

1
p+1™
Dans le cas G = G¢, cette inégalité (6.2) donne une minoration pour le
rang p-adique du groupe des unités d’'un corps de nombres [10].

b) Indépendance linéaire de logarithmes. Gardons les notations précéden-
tes, et dans la définition de (I, G), au lieu de considérer la dimension du C
(resp. du K,) espace vectoriel engendré par les logarithmes dans I'espace
tangent, regardons la dimension du K-espace vectoriel. On obtient un nombre
7(I', G), pour v € §, et on peut montrer

(6.3) 7, (T,G) = —’1;702(I‘, G) pour v, et v, dans S.

Les résultats de Baker, Bertrand et Masser notamment fournissent de nombreux
exemples de groupes algébriques G pour lesquels 7 (I', G) est indépendant de
v eSS

La démonstration de (6.2) repose sur (6.1). De méme, pour démontrer (6.3),
on utilise la minoration suivante:

(6.4) #(T,G) = %rangz(I‘/l" NL,) pour tout v € S,

ou L, désigne le plus grand sous-groupe linéaire unipotent de G.

Pour p = 1, I'inégalité (6.4) est une conséquence du théoréme de Baker sur
I'indépendance linéaire (sur Q) de logarithmes usuels (voir [9], théoréme 2.5.1).
Pour p = 2, on démontre (6.4) en étudiant les points algébriques sur le graphe
d’un homomorphisme analytique (cf. (6.7) ci-dessous).

¢) Lemme de Schwarz, et lemmes de zéros multihomogénes. Avec les hypo-
théses de la proposition 2.4, supposons que la dimension algébrique de ¢ soit
égale a d. En utilisant la méthode de [9, Chap. 8], on voit facilement que le
lemme de Schwarz conjecturé dans [9, (7.1.10)] permettrait de démontrer
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I'inégalité suivante:
ConjecTure 6.5. Si d > n, alors
p(Y,C") < (d, + 2d, — k)/(d — n).

Comme le lemme de Schwarz est vrai en une variable, on a, pour n = 1 et

d=>2,
(6.6) rang,Y < (d, + 2d, — k) /(d — 1).

En fait, on constate facilement que cette inégalité (6.6) résume les résultats
du Chapitre 4 de [9].

L’inégalité (4.2) correspond aux deux cas particuliers suivants de la conjec-
ture 6.5:

dy=d,=0,d, =d(pourp =1)
et
dy=d,=0,d, =d (pour p = 2).

Pour démontrer le cas général de la conjecture 6.5 par la méthode présentée ici, il
semble nécessaire de disposer de lemmes de zéros plus précis que ceux de [4].
Ainsi, en utilisant une version raffinée, due a Masser et Wiistholz, du théoréme B
de [4], on peut démontrer le cas particulier suivant de 6.5, correspondant a
dy,=n,etd, = 0oud, = 0 (voir [9], théoréme 6.3.2 et théoréme 8.1.1):

(6.7) Soient @: C"* = G(C) un homomorphisme analytique, et Y un sous-
groupe de Q" de rang > pn + 1 sur Z, tel que ¢(Y) C G(Q). Alors il existe
yeY, y=0, tel que I’homomorphisme t — @(yt) de C dans G(C) soit
rationnel.

On peut poser un probléme analogue a (6.5) dans lequel on remplace Q par
une extension de Q de degré de transcendance fini ¢ > 1, mais il n’y a que dans
le cas g = 1 que la méthode actuelle semble suffisante; la conclusion devrait étre:
pourd > 2netq =1,

p(Y,C") < 2(d, + 2d, — x)/(d — 2n).

Enfin les théorémes A et C de [4] devraient permettre d’obtenir de nouveaux
énonceés de transcendance et d’indépendance algébrique avec des hypothéses de
normalisation.

d) Approximation diophantienne. Soient log a;,...,log a,,, des loga-
rithmes complexes de nombres algébriques «;,. .., a, non nuls, et soient S,,...
B, des nombres algébriques. Posons

b

A=pBloga, + -+ B,loga, —loga,,,.
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En notant (e,...,e,) la base canonique de C", on définit des éléments
ti,.-.> t,, de C"*! par
t;=(eploga;) pourl <j<n,
et
tn+l = (Bl" e Bn’lOg an+1)'

Alors la condition A = 0 équivaut a dire que ¢,..., ¢

.+1 sont C-linéairement
indépendants, et minorer |A| équivaut 4 minorer

n+1

Ay = ) dist(t, V),
j=1

quand V est un sous-espace vectoriel de C"*! de dimension n sur C, et dist(t, V)
est la distance, dans C"*!, de t a V. Plus précisément, avec la norme

|2l = max |z] pourz=(z,...,2,,,) €C"",

l<jsn+1 i
on a d’une part
dist(t,,,,Ct, + -+ + Ct,) < |A|,

et, d’autre part, pour tout sous-espace V de codimension 1 dans C"*!,

n n+1
|IA] < 2|1+ ZIB]-I) 1+ Y |log a].|)AV.
j=1 i=1
Les hypotheéses arithmétiques sur a;,..., a,,, By, - ., B, se traduisent par le fait
que si G =G}, X G,,, le sous-groupe I' de G(C) engendré par les points
Y; = expgt; est en fait contenu dans G(Q); ici, pour z = (2,,...,2,,,) € C"*},
on a noté (abusivement) exp.z = (2,,..., 2,,,€xp(2, 1))

Considérons maintenant un groupe algébrique commutatif G défini sur Q,
et des éléments ¢,,..., t, de T(C) dont les images par exp. sont dans G(Q).
Notons 7 la dimension du C-espace vectoriel engendré par ¢,,. .., ¢,. Le probleme
consiste a minorer

2
Zl dist(t,, V')
i

quand V est un sous-espace vectoriel de T,(C) de dimension < r sur C, et la
distance est relative au choix d’une base de T.

Dans cette direction, on peut montrer que si la dimension n de V sur C
vérifie

n<dp/(p+ p),
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avec p = u(I', G), on a
. £

(6.8) Zldist(tj,V) > exp(— C(log A)"),
j=

avec

y = dp/(dp — n(p + p)),

et

A= maxjmax(e, H('yj),expltj ),

l<j<

ot H est la hauteur absolue sur I'espace projectif Py(Q) dans lequel on a plongé
G(Q).

Des versions raffinées de (6.8) conduisent a de nouvelles minorations de
formes linéaires de logarithmes. Le cas d’une courbe elliptique avec multiplica-
tions complexes (c’est-a-dire ici G = G X E) a été explicité par Yu Kun Rui.
D’autre part le choix G = GZ donne des versions effective du théoréme 1.1 de
[10]; pour n = 1, on obtient une minoration de la forme

log a;; loga;
loga;; logay,

d /
> X > exp{— C(log A)"},
i=2 j=2
avecy =4d/(bd —L—d),oulesa;;, (1 <i<d,1<j<t etdd>L+d)
sont des nombres algébriques non nuls de hauteur < A, avec |log «;;| < log A,
et de plus

log a;,,..., log a;,sont Q-linéairement indépendants,
et
log a;,,..., log a ; sont Qlinéairement indépendants.

On en déduit des résultats antérieurs (Shorey, Srinivasan, Mignotte et
Waldschmidt) sur I'approximation simultanée de nombres de la forme exp(%,y;),
(x; € G, y; € C) par des nombres algébriques.

e) Indépendance algébrique. Soient K un sous-corps de C de type fini sur Q
et de degré de transcendance g > 0 sur Q, et G un groupe algébrique commuta-
tif défini sur K, de dimension d > 1. On considére un sous-groupe a n parameétres
¢: C" = G(C) de G, et un sous-groupe I' de (C") N G(K). On note p = p(G),
k = (o), et p = (I, G).

Il semble raisonnable d’espérer, dans ces conditions, I'inégalité

(6.9) k+ dp < n(qg+ 1)(p + p), avec I'inégalité stricte si g > 0,
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qui généraliserait (4.1) (correspondant a4 g = 0) et (5.6) (correspondant a g = 1).
Des progrés récents en direction de (6.9) ont été obtenus par P. Philippon [7].

Si on suppose que le corps K a un type de transcendance < 7 (cf. [2], Chap.
5), les méthodes précédentes conduisent a I'inégalité

k+dp <nt(p+p)+ (p+ p)(r — g — 1), avec I'inégalité stricte si 7 > 1.

On utilise alors la remarque suivante (cf. [6], §68): si on remplace G par une
puissance de G, et ¢ par la méme puissance de @, on voit que k, d, n sont
homogeénes de poids 1, tandis que p, u, 7, ¢ sont invariants (homogénes de poids
0), d'ou

k+dp<nt(p+p).

InsTrTUT HENRI POoINCARE, PARis, FRANCE
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