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Abstract

Let K be a number field, let S be a finite set of places of K containing the archimedean places
and let p, 1, az, as be non—zero elements in K. Denote by Os the ring of S—integers in K and by O%
the group of S—units. Then the set of equivalence classes (namely, up to multiplication by S—units)
of the solutions (z,y, 2,€1,€2,€3,¢) € O% x (0%)* of the diophantine equation

(X — 041E1Y)(X — OtQEQY)(X — Oz3E3Y)Z = /,LE,

satisfying Card{aie1, aze2, azes} = 3, is finite. With the help of this last result, we exhibit, for every
integer n > 2, new families of Thue-Mahler equations of degreee n having only trivial solutions.
Furthermore, we produce an effective upper bound for the number of these solutions. The proofs of
this paper rest heavily on Schmidt’s subspace theorem.

Résumé

Soit K un corps de nombres, soit S un ensemble fini de places de K contenant les places
archimédiennes et soient u, a1, a2, a3 des éléments non nuls de K. Notons Og ’anneau des S-
entiers de K et OJ le groupe des S—unités. Alors I’ensemble des classes d’équivalence (c’est-a-dire, &
multiplication prés par des S—unités) des solutions (z,y, z,€1,€2,3,€) € O% x (0%)* de I’équation
diophantienne

(X — 051E1Y)(X — QQEQY)(X — Ot3E3Y)Z = ME,

vérifiant Card{a1e1, aze2, azez} = 3, est fini. Grace a ce dernier résultat, nous pouvons exhiber pour
chaque entier n > 3 de nouvelles familles d’équations de Thue-Mahler de degré n ne possédant que
des solutions triviales. De plus, nous donnons une borne supérieure explicite pour le nombre de ces
solutions. Les démonstrations de cet article reposent sur le théoréme du sous—espace de Schmidst.
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1 Introduction

Les premieres familles d’équations de Thue n’ayant que des solutions dites triviales ont été données par
E. Thomas en 1990 [13]. D’autres familles ont été trouvées par la suite [10]. Les familles d’équations de
Thue étudiées jusqu’a présent font presque toutes intervenir des équations variant avec un parametre
dont dépend un corps de nombres attaché a ladite équation. A date, il n’y avait pas encore de familles
d’équations de Thue-Mahler pour lesquelles la finitude du nombre de solutions ait été établie. Notre
résultat va permettre d’attacher, a chaque corps de nombres algébriques possédant une infinité d’unités,
une famille infinie d’équations de Thue—Mahler n’ayant qu’un nombre fini de solutions non—triviales.
L’outil diophantien que nous allons mettre en ceuvre est le théoreme du sous—espace de W.M. Schmidt
[5, [T, 14]. Nous poursuivrons ultérieurement ce travail en remplagant le théoréme non effectif du sous—
espace par des minorations de formes linéaires de logarithmes, de fagcon a rendre effectifs nos résultats,
au moins dans certains cas particuliers.

2 Reésultats connus

Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K contenant les places archimédiennes.
Nous notons Ok I'anneau des entiers algébriques de K, O le groupe des unités de K (éléments inversibles
de Ok). De plus, pour S ensemble fini de places de K contenant les places archimédiennes, Og est ’anneau
des S—entiers de K, a savoir I'ensemble des éléments = de K tels que |z|, < 1 pour toute place v € S. De
plus, OZ est le groupe des S—unités, c’est-a-dire des éléments inversibles de Og, donc des éléments z de
K tels que |z], = 1 pour tout v & S.

Soient u, a, ..., a, des éléments non nuls de K. On considére pour commencer I’équation diophanti-
enne de Thue-Mahler

(2.1) (X =) (X —anY) = uE,

ol les valeurs prises par les inconnues X et Y sont des éléments x et y de Og vérifiant xy # 0, et ou les
valeurs prises par I'inconnue E sont des éléments e de OF.

Si (z,y,€) est une solution de ’équation , alors pour tout € OF le triplet (nz,ny,n"e) est aussi
une solution. Selon [6], §2, deux telles solutions sont dites S—dépendantes. Autrement, elles sont dites
S—indépendantes. En voici une formulation équivalente.

Définition. Deux solutions (z,y,¢) et (z/,y’, ') dans O% xOZ de 'équation (2.1)) sont dites S—dépendantes
si les points de P!(K) de coordonnées projectives (x : y) et (z’,y') sont les mémes. Autrement, elles sont
dites S—indépendantes.

Le résultat suivant a été démontré par Parry en 1950 a la suite de travaux de Thue et Mahler
notamment (voir par exemple [6], §2 et [12], théoréeme 5.4).

Théoréme 2.1 (Thue-Mahler—Parry). Sous I’hypothése
Card{ay,...,an} >3,

le nombre mazimum de solutions deuz & deuz S—indépendantes (z,y,€) € Og x Og x OF avec xy # 0 de

Uéquation (2.1)) est fini.

Erd6s, Stewart et Tijdeman [4] ont donné des exemples dans lesquels le nombre de solutions de
Péquation (2.1)) est remarquablement grand.
Une conséquence du théoréme [2.1] est la suivante.

Corollaire 2.2. Soit f(X,Y) € Z[X,Y] une forme binaire & coefficients dans Z ayant au moins trois
facteurs linéaires deux & deux non proportionnels dans sa factorisation sur C. Soit k € Z \ {0} et
soient p1,...,p des nombres premiers. Alors l'équation f(X,Y) = kplzl ---ptZt n’a qu’un nombre fini de
solutions (z,y, 21, ...,2) dans Z* x Nt vérifiant xy # 0 et pged(xy,p1---pi) = 1.
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Nous utiliserons la généralisation Ng de la norme, introduite par exemple dans [6] et dont nous
rappelons la définition au début du §5| Dans [6], §2, Evertse et Gyéry font intervenir deux relations
d’équivalence : la premiere concerne les solutions des inéquations de Thue—Mahler

(2.2) 0 <Ng(f(z,9)) <m.

Selon [6], deux solutions (z,y), (z',3") de I'inéquation (2.2)) sont dépendantes s’il existe n € K* tel que
' =nx et y' = ny. Voici la seconde, qui concerne les formes binaires de Og[X,Y].

Définition. Deux formes binaires f(X,Y) et g(X,Y) de Og[X,Y], sont dites S—équivalentes s’il existe
@, ,7,d dans Og et n dans O vérifiant ad — By € O et g(X,Y) = nf(aX + BY,vX + Y.

Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K contenant les places archimédiennes,
et n un entier > 3. Notons F(n, K,S) ensemble des formes binaires f € Og[X,Y] de degré n qui se
décomposent en facteurs linéaires dans K[X, Y] et dont la décomposition contient au moins trois facteurs
linéaires distincts. Voici la premiere partie du théoréme 2 de [6].

Théoréme 2.3 (Evertse et Gydry). Avec les notations ci—dessus, pour tout entier m > 0, il n’y a qu’un
nombre fini de classes de S—équivalence de formes binaires f dans F(n,K,S) pour lesquelles il existe
plus de deux solutions indépendantes (x,y) € Og x Og a linéquation (2.2]).

Les autres résultats de [6] font intervenir une extension finie L de K, mais pour le théoréme cela
n’apporte pas plus de généralité.

3 Enoncés de nos résultats

Notre résultat principal (théoréme (3.1) consiste a remplacer d’une part trois des facteurs X —a;Y (disons
pour i = 1,2,3) de I’équation ar des facteurs de la forme X — o; E;Y, ou F4, Es, E5 sont des
inconnues supplémentaires prenant des valeurs dans OJ, et & remplacer d’autre part le produit des
autres facteurs par Z ou I'inconnue Z prend ses valeurs dans ’anneau des S—entiers. On considere donc
I’équation plus générale

(31) (X - 041E1Y)(X - OZQEQY)(X — OégEgY)Z = /LE,

ou les inconnues X, Y et Z sont a valeurs dans Og et ou les inconnues F4, Es, F3, E sont a valeurs
dans OF. On note (X,Y, Z, E1, E3, E3, E) le septuplet formé par les inconnues, et (z,y, z,€1,2,€3,€) les
septuplets formés par les solutions dans O% x (O)*.

Définition. Nous appellerons triviales les solutions pour lesquelles zy = 0.

Nous supposerons que les solutions satisfont
Card{aie1, ases, azes} = 3.
Si (z,y,2,e1,€2,€3,€) est une solution non triviale de , alors, pour tout n € OF, les septuplets
(nz,ny, 2,61, €9, €3,0°€),  (x,y,m2,€1,€2,€3,mE) et (x,n 'y, 2,me1, ME2, MES, €)
sont aussi des solutions non triviales de , que I'on qualifiera de S3-dépendantes de la solution initiale.

Définition. Deux solutions non triviales (x,y, z,€1,¢€2,€3,€) et (2',y', 2/, €], ¢h, €5, ¢") de équation (3.1)
seront dites S®-dépendantes s'il existe des S—unités 71, 7o et 73 dans O¢ telles que

=an, Y =ymn; ' 2 =, € =ems (i=1,2,3), & = enin,.

Sinon, ces deux solutions seront dites S3—indépendantes.
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Ceci définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des solutions non triviales de . Quand le
groupe des S—unités OF a unrang > 1, chaque classe de S3-dépendance de solutions non triviales contient
une infinité d’éléments.

Le principal but de cet article est de démontrer le résultat suivant, qui généralise le théoreme 1l

s’agit apparemment du premier énoncé donnant la finitude du nombre de solutions de familles d’équations
de Thue-Mahler.

Théoréme 3.1. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K contenant les places
archimédiennes, i, oy, g, s des éléments non nuls de K. Alors l’ensemble des classes de S®—dépendance
des solutions non triviales (z,y,z,e1,€2,¢3,€) dans O% x (05)* de ’équation

(X - 041E1Y)(X — OQEQY)(X — OégEgY)Z = ILLE,

satisfaisant la condition Card{aie1, aseq, azes3} = 3, est fini. Le nombre de ces classes est majoré par
une constante k1, ne dépendant que de K, Ng(u), o, g, a3 et du rang s du groupe OF , et dont la valeur

est explicitée dans la formule (6.5)).

Quitte & agrandir S, on peut supposer oy = as = a3 = p = 1 (cela augmente le rang de OF, il
faudrait en tenir compte si on voulait donner une borne explicite). Dans ce cas, les variables E et Z sont
redondantes (prendre 7o = 27! dans la définition de la S®*-dépendance pour se ramener & z = 1). De
méme, il n’y a pas de restriction & supposer E3 = 1 (prendre n3 = 551). L’équation que 1’on considere se
rameéne donc a

(3.2) (X —Y)(X - E\Y)(X —EY)=E,

en 5 inconnues, (X, Y, By, By, E). La relation d’équivalence entre les quintuplets dans O% x (0% )? formés
de solutions est essentiellement celle du §2 nous dirons encore que deux solutions (x,y,e1,€2,€) et
(z',y' e}, eh, ') de (3.2)) sont S—dépendantes s'il existe n € OF tel que

/ r_ !’ /o I __ 3
T =N, Yy =Yn, € =¢€1, €g = €2, € =€

L’énoncé suivant est donc équivalent au théoréme (ala valeur pres de la borne explicite pour le nombre
de classes de solutions, que nous ne précisons pas).

Théoréme 3.2. Le nombre de classes de S—dépendance de solutions de I’équation (3.2)) est fini.

Il est intéressant de noter que nous avons ramené la question de la finitude du nombre de solutions
de I’équation de Thue-Mahler en degré quelconque a celle d'une équation cubique (voir a ce sujet [I1]).

Pour faire le lien avec le théoréeme montrons que notre théoréme permet d’établir ’existence
d’une infinité de classes de S—équivalence de formes binaires de F(n, K,S) produisant des inéquations
dont toutes les solutions sont triviales.

Du théoreme on déduit facilement 1’énoncé suivant.

Théoréme 3.3. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K contenant les places
archimédiennes, n un entier > 3, aq,...,q, des éléments de K* et f € K[X,Y] la forme binaire

FXY) = (X — oY) (X —agY) - (X — a,nY).
Pour e = (g1,...,en) € (OZ)", on note f. € K[X,Y] la forme binaire
f(X)Y) = (X —aqe1Y)(X —age2Y) - - (X — apenY).

On désigne par € l'ensemble des éléments e de (OF)™ tels que e1 =1 et Card{aie1, agea, ..., anen} > 3.
Alors il existe un sous—ensemble fini E* de & tel que, pour tout € € £\ E* et pour tout (x,y) € Og X Og,
la condition

fg(l‘y y) 6 Og
implique xy = 0.
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Ce théoreme [3.3]se déduit du théoreme [3.T]avec p = 1: quitte & renuméroter les racines de f., on peut
supposer Card{aje1, asea, ases} = 3; on prend alors pour z le produit (z — ayeqy) -+ (z — apeny).
Au on prouvera la proposition suivante.

Proposition 3.4. Soit ¢ € £\ E*. Il n’y a qu’un nombre fini de & € £\ E* tel que les deux formes
binaires f. et for soient S—équivalentes.

On déduit encore du théoreme B.1] le corollaire suivant.

Corollaire 3.5. Pour chaque m € N et pour chaque € € £ en dehors d’un sous—ensemble fini (dépendant
de m), linéquation
0 < Ns(fe(z.y)) <m

n’a pas de solution (z,y) € Og x Og vérifiant xy # 0.

C’est ainsi que nous obtenons une infinité de classes de S—équivalence de formes binaires donnant lieu
a des inéquations de Thue—Mahler dont toutes les solutions sont triviales.

Pour énoncer le corollaire [3.6] ci—dessous, nous définissons une famille de formes binaires f., indexée
par les S—unités d’un corps de nombres, de la facon suivante. Partons d’une forme

fFX,Y)=ao X+ a1 XY 4+ 4 ag1 Y IX + a4V € Z[X, Y]
irréductible sur Z et écrivons
f(X,Y) =ao(X —01(a)Y) (X — 02()Y) -+ (X — 5q()Y),

ol «v est une racine de f(X,1) et ol 01,09,...,04 sont les d plongements du corps K := Q(«) dans
C. Soient pq,...,p; des nombres premiers et S ’ensemble des places du corps K constitué des places
archimédiennes et des places de K au-dessus de p1,...,p;. Tordons f(X,Y’) par une S—unité ¢ € OF en
définissant la forme binaire f.(X,Y) € Z[X,Y] de degré d par

[(X,Y) =ag(X —01(ag)Y) (X — o2(ag)Y) .-+ (X — gq(ac)Y).
Du théoreme |3.1) nous déduisons la généralisation suivante du corollaire

Corollaire 3.6. Soit k € Z \ {0}. L’ensemble des (v,y,¢c, z1,...,2) dans Z? x OF x N satisfaisant

(3.3) fe(z,y) = kpi - pf',

avec xy # 0, pged(xy,p1---pr) = 1 et [Q(ag) : Q] > 3, est fini. Le nombre de ces solutions est majoré
par une constante ko, effectivement calculable en fonction de «, k, f et t, dont la valeur est explicitée
dans la formule ([7.1)).

En particulier, lorsque [Q(ae) : Q] > 3, Péquation de Thue f.(X,Y) = %1, sauf pour un nombre
fini de S—unités €, n’a que des solutions triviales. Un autre cas particulier du corollaire [3.6| s’énonce de
la fagon suivante: soient K un corps de nombres de degré > 3, k un entier non nul et p1,po,...,p; des
nombres premiers. Pour toute unité e de K, désignons par g.(X,Y) € Z[X,Y] la version homogene du
polynéme minimal ¢.(X,1) € Z[X] de e. Alors Uensemble des unités € de K, telles que [Q(e) : Q] > 3
et que "équation g-.(X,Y) = kplzl --~ptZt ait une solution (x,vy,21,...,2) dans Z? x N vérifiant zy # 0
avec pged(zy, pr---pr) = 1, est fini.

Etant donné que nos démonstrations reposent sur le théoreme du sous—espace de Schmidt (cf. Théoreme
, elles ne permettent pas d’obtenir des énoncés effectifs: elles conduisent a des énoncés quantitatifs
avec des bornes pour le nombre de solutions, mais pas a des majorations pour les solutions elles-mémes.
Obtenir des résultats effectifs, au moins pour certains cas particuliers du théoreme [31] sera l'objet de
travaux ultérieurs.
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4 Lien avec un théoréme de Vojta

Le théoreme 2.4.1 de Vojta dans [I4] (dont la démonstration repose aussi sur le théoréme [5.1) permet de
montrer que ensemble des solutions de 1'équation (3.2]) est dégénéré au sens de [14], c’est-a-dire contenu

dans un sous—ensemble fermé propre pour la topologie de Zariski. Voici I’énoncé du corollaire 2.4.2 de
[14].

Théoréme 4.1 (Vojta). Soit D un diviseur de P™ ayant au moins n + 2 composantes distinctes. Alors
tout ensemble de points D—entiers de P" est dégénéré.

Montrons comment appliquer ce résultat avec n = 4 a I’équation . Nous avons vu (au que le
corollaire [3.2] était équivalent au théoréme [3.1]. Dans le méme esprit, quitte & agrandir S, nous pouvons
supposer que a = as = ag = pu = 1. Si (z,y,e1,22,¢) € O% x (O%)? est une solution, alors z —y, x —e1y
et © — e9y sont des S—unités.

Introduisons des coordonnées projectives (X : Y : Z : Ey : Ey) sur P4(K) et considérons le diviseur
D défini par 'hypersurface

ZE\Ey (X -Y)XZ-E\Y)XZ—-EY)=0

qui a 6 composantes irréductibles. Montrons que chaque solution p = (z,y,£1,€2,¢) € O% x (0Z)? de
Péquation en les inconnues (X, Y, Fy, Ey, E) définit un point entier sur la variété ouverte P*(K)\ D,
a savoir le point p = (x : y : 1 : €1 : €2). En effet, les coordonnées de p sont dans Og, et le point p ne se
réduit pas modulo un premier en dehors de S & un point d’un des hyperplans Z =0, E; =0, E5 = 0,
X —Y =0, ni a un point d’'une des hypersurfaces XZ — E1Y =0, XZ — E;Y = 0, car les nombres ¢, €1,
€2, T — 1Y, T — &1y et x — oy sont des S—unités. Le théoréme montre que les solutions de (3.2)) ne sont
pas Zariski denses dans V = P*(K) \ D. En désignant par £ ensemble des (z,y,e1,e2) € O% x (0F)?
qui vérifient
(v - )@ — e19)(@ — e2) € OF,

cela signifie qu’il existe un polynéme non nul P en les variables (XY, E1, Es) qui s’annule au point
(z:y:ep:eq) chaque fois que (z,y,e1,e2) est dans €. On peut remarquer que si (z,y,e1,e2) € &, alors
(z,y,e2,€1) et (y,x,€1,e2) sont aussi dans &, de méme que (tx, ty,e1,e2) pour tout ¢ dans OF. Comme
on peut supposer sans perte de généralité que le groupe OF est infini, on en déduit que le polynome
P(Tz,Ty,e1,e2) € K[T] est nul. Donc

P(Tx,Ty,e9,e1) = P(Ty,Tx,e1,60) = P(Tx,Ty,e1,62) = P(Ty,Tx,e2,61) = 0.

Il ne semble pas que ces arguments permettent de terminer la démonstration du théoreme pour y
parvenir nous allons revenir a la source, a savoir le théoreme du sous—espace de Schmidt. Au préalable,
rappelons quelques outils diophantiens.

5 Outils diophantiens

Soient K un corps de nombres de degré d = [K : Q] sur Q, Dk son discriminant, hx son nombre de
classes, Rg son régulateur, Mg l’ensemble des places de K et S, I'ensemble des places archimédiennes
de K.

Le rang r du groupe des unités de K est 71 + 7o — 1, ou 71 est le nombre de places réelles de K et ro
le nombre de places archimédiennes non réelles. On a d = r; + 2r et on note d, = 1 pour v une place
réelle, d, = 2 pour v une place archimédienne non réelle, de sorte que d = > d,. Nous adopterons

VES
la normalisation des valeurs absolues utilisée dans [3] et [9] : pour o € K,
lo(c)] si v est une place archimédienne liée & un plongement réel o : K — R,
lafy = 4 |o(a)]? si v est une place archimédienne liée & un plongement non réel o : K — C,

N(&B)_O”l‘”(a) si v est une place ultramétrique liée a un idéal premier P de Ok .
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On notera h(«) la hauteur logarithmique absolue d’un élément e de K (c’est la notation de [9], alors que
ce qui est noté h(a) dans [3], [7] et [6] est pour nous exp{h(«)}) :

h(a) :é Z log max{1, ||, }.

vEM K

On désigne par dx un nombre réel positif tel que tout entier algébrique non nul o € K qui n’est pas une
racine de l'unité vérifie h(a)) > 0 /d. Des minorations explicites de dx (dues & Blanksby et Mongomery,
Dobrowolski et Voutier) sont données dans [3].

Rappelons (cf. [6], §2 ou bien [§], §1) la définition de la S—norme, dénotée Ng, associée & un ensemble
fini S de places de K contenant les places archimédiennes. Soit o € K *. I’idéal principal fractionnaire («)
de Ok engendré par « s’écrit de maniere unique comme un produit A8, ou A est un idéal fractionnaire
de Ok qui est produit de puissances d’idéaux premiers qui ne sont pas au—dessus des places finies de .5,
tandis que 9B est un idéal fractionnaire de Ok qui est produit de puissances d’idéaux premiers au—dessus
des places finies de S. Alors Ng(«) est la norme de I'idéal 2.

Ainsi, par définition, un élément a de K appartient a Og si et seulement si 'idéal 2 est un idéal
entier de Ok . De plus, les S—unités de K sont les éléments ¢ de Og qui vérifient Ng(e) = 1. Si S = S,

alors Og = O, O = O et Ng coincide avec [Ng/q.
Quand K = Q, si S est ’ensemble constitué des places archimédiennes et des places au—dessus des
nombres premiers p1,...,p:, pour un nombre rationnel non nul « écrit sous la forme
t T
— a; aj
a=={[Tx || 1I #
i=1 j=t+1

avecar € Z (0=1,...,r)etp; & {p1,....,;} (j=t+1,...,7), alors on a

Ns(a) = H Py’

j=t+1

On notera s le rang du groupe OF, ce qui fait que le nombre d’élément deSests—1.Sir=ri+r,—1
est le rang du groupe des unités de K, alors t = s — 1 — 7 est le nombre d’idéaux premiers 1, ..., P
de Ok au-dessus des places ultramétriques de K dans S. On désigne par v le plus grand des nombres
IN(B:)| (1 <i<t),avec v =1sit=0 (c’est-a-dire si § = S ). La norme indice S d’un élément a est

Ns(a) = [] lelo.
veS

Nous utiliserons une base wq, ..., wy de 'anneau des entiers de K comme Z—module :
O =2w; + -+ Zw,.
D’apres le lemme 5 de [7], il existe une telle base pour laquelle le nombre

0 = max{l, max |o(wi)|+ -+ |o(wq)|}
o:K—C

vérifie la majoration 6 < [Dg|'/2.
Notons enfin d(NV) la fonction nombre de diviseurs d’un entier N > 0 :

d(N):=> 1.

dIN

Nous utiliserons le fait banal que pour tout couple (n, N) d’entiers positifs, le nombre de décomposition
de N comme produit de n facteurs myms---m, = N est majoré par d(N)"_l.

L’outil principal des preuves de nos généralisations de ces résultats, que nous utiliserons plusieurs
fois par la suite, est une conséquence du théoreme du sous—espace de Schmidt. I.’énoncé précis que nous
utiliserons est le suivant, dit & Evertse [5], raffiné dans le cas ¢ = 2 par Beukers et Schlickewei [2].

!Noter que dans [3] le nombre d’éléments de S est noté s (et le rang de OJ est bien str s + 1).
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Théoréme 5.1 (Evertse, Beukers—Schlickewei). Soient K un corps de nombres, §1,...,0; des éléments

non nuls de K et S un ensemble fini de places de K de cardinal s. Alors les solutions (z1,...,x¢) € (O )¢

de ’équation
Xy +0Xo+ - +0, X, =1,

pour lesquelles aucune sous—somme stricte
S dm (DATC{1,....0})
iel

ne s’annule, sont en nombre fini majoré par

(233(0 + 1)2)538 pour £ >3,
(5.1)

28s+24 pour £ =2,

Notons & ce propos qu’un résultat beaucoup plus général a été obtenu par Amoroso et Viada (théoreme
6.2 de [1]), qui autorisent K & étre un corps de caractéristique nulle et G un sous—groupe de K* de rang
fini (cette situation plus générale est aussi celle considérée par Beukers et Schlickewei dans [2] pour le
cas £ = 2). Leur énoncé raffine un résultat antérieur de Schmidt, Evertse, van der Poorten et Schlickewei,
qui comportait une exponentielle de plus. La borne qu’ils obtiennent dans ce cadre bien plus général
pour le nombre de solutions est un tout petit peu moins précise que celle du théoréeme [5.1} puisqu’ils ont
(86)454(5+5+1) a la place de , et c’est pourquoi nous utilisons le résultat plus ancien d’Evertse.

Nous utiliserons plusieurs fois le théoréeme|[5.1] pour £ = 2 puis pour £ = 5, qui donnent respectivement
pour la constante les valeurs k3 — 1 et k4 — 1, avec

Ky =1+2%12 et gy =1+ (299793%0)°,
Le terme dominant de nos estimations provient du lemme suivant.

Lemme 5.2. Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K contenant les places
archimédiennes. Il existe une constante positive ks, explicitement calculable et ne dépendant que de K
et S, telle que, pour tout entier m > 0, il existe un sous—ensemble A1(m) de Og \ {0}, ayant au plus
ksm éléments, avec la propriété suivante : pour tout § € Og vérifiant Ng(B) = m, il existe ¢ € OF et
v € A1(m) satisfaisant 8 = e7.

Nous obtiendrons la valeur explicite suivante pour la constante:
Ky = 2r+17rr2 |DK|71/2€C3dRK thhK (1 + o)d
avec

1 —(r—
(5.2) c3 = 5TT-‘:-I(;K( D

La premiere étape de la démonstration du lemme consistera a utiliser le lemme 9 de [7] que voici.

Lemme 5.3. Soit 3 € Og. Il existe my € OF tel que o =113 soit dans Ok et vérifie
INg/q(a)] < V' ENg(B).
Les liens avec les notations |«|x et |8|s de [7] sont
lalk = Ngjq(a)|? et |Bls = Ng(B)

Notons que le lemme [5.3] est trivial quand 5 =0 avec ;1 =1 et a = 0.

Nous utiliserons ensuite le résultat suivant qui est un scolie découlant du lemme 2 de [3], avec la
constante c3 introduite en (5.2)).
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Lemme 5.4. Soit a € O \ {0}. Notons M = |Ng,q(a)|. Alors il existe ny € O tel que, pour tout
v € Ss, On ait
Md'”/de_c3RK < ‘an2|v < Md“/dec?’RK.

Une variante du lemme s’obtient comme scolie du lemme 3 de [9], qui fournit le méme résultat,
mais avec la constante cs remplacée par

0 sir =0,
Cé = ]_/d sir= ].,
29e(rl)ry/r — 1logd sir > 2.
Le lemme 1 de [6] et le lemme A15 de [I2] donnent le méme énoncé mais n’explicitent pas cs.

Lemme 5.5. Soit Q un nombre réel > 1. Alors l’ensemble
F:i={yeO0k | It < Q%  pour tout v € Sec }

est fini et a au plus
2r+1ﬂ.7"2 (Q + Q)dlDKl—l/Q

éléments.

Démonstration. Choisissons un ordre sur S, (en numérotant en premier les places réelles et en regroupant
une place complexe et sa conjuguée) et notons o le plongement canonique de K dans R™ x C" :

c: K — R x(Cm
a (Ui(o‘))1gigr1+r2

ol 01,...,0q sont les plongements de K dans C avec 0y 4r,+j = Gp,4; pour 1 < j < 7o (T désigne
le conjugué complexe du plongement o). Quand on identifie R™ x C™ & RY, I'image de Ok est un
réseau de R? dont une base est a(w1), ..., co(wq). Le parallélotope P défini par cette base est un domaine
fondamental pour le réseau dont le volume est 2772/|Dg|. La réunion des v + P quand « décrit I" est
une réunion disjointe contenue dans le domaine borné

B={(zv)ves. ER™" XC™ | |2, <Q+6 (veESx)}

Le volume de B est 2" 772(Q + 6)?. Le lemme [5.5 en résulte.
O

Preuve du lemme[B2l Soit B un élément de Og vérifiant Ng(3) < m. On utilise d’abord le lemme
pour écrire B = an; ' avec a € Ok, m € OF et

INg/q(@)| < v " <Ng(B).
/Q
On utilise ensuite le lemme [5.4] pour écrire o = 1, 1y avec 7, € OF et
2 K
Mb/de=cslix < |ans|, < M®@/deesx Hour tout v € S,

avec M = |Ng/q(a)| < v'"%m. On utilise enfin le lemme avec Q = MY %eRx pour dire que
I’ensemble
.= {7 €0k | 7o < Q%  pour tout v € Soo}

est fini et a au plus
24 (Q + 0) D |12

éléments. On majore @ + 0 par Q(1 + 6): on a
2r+17TT2(Q+0)d|DK|71/2 < Ksm.

Enfin, en posant € = n; 1772_ ! on a 8 = ey, ce qui complete la démonstration du lemme O
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6 Preuve du théoréme 3.1

Nous décomposerons la démonstration en plusieurs étapes. Dans la premiere, nous mettons en évidence
des ensembles finis, indépendants d’une solution éventuelle (z,y, z,¢,1,22,e3) € O% x (0Z)* de Iéquation
diophantienne (|3.1J).

6.1 Mise en évidence de sous—ensembles finis

Soit K un corps de nombres de degré d sur Q et soient u, aq, sz, az des éléments non nuls de K. Soit ¢ un
entier rationnel positif tel que ga; € Og pour ¢ = 1,2,3. Un bon choix pour ¢ est le plus petit commun
multiple (ou ppem) des coefficients directeurs des polynomes irréductibles sur Z des nombres algébriques
a1, az,a3. On a Ng(q) < ¢¢. L'existence d'une solution de implique ¢31 € Og. On pose

k=Ng(n) et m=Ng(¢q)?>k,

de sorte que m = Ng(¢®u) est un entier rationnel strictement positif.

L’ensemble Ay formé des triplets k' = (K}, kb, k) d’entiers positifs satisfaisant kjk4k = m est fini
et a au plus d(m)? éléments. Soit k' € Ay et soit i € {1,2,3}. Le lemme montre qu’il existe un
sous—ensemble fini A;(k}) de Og\ {0}, ayant au plus x5k} éléments, avec la propriété suivante : pour tout
B € Og vérifiant Ng(3) = kf, il existe v; € A1 (k]) et w; € OF tel que = yw;.

Pour k' = (ki, kb, k%) € As, on note A; (k") le sous—ensemble suivant de O3, :

Ai(E') = Ay(ky) x Ar(K5) x Ay (ks).

Le nombre d’éléments de la réunion des A; (E) quand k" décrit Ay est majoré par

§ Kk KLYk, < Kg
(K} kb kG) €Az

avec

ke = d(m)?k3m.

Soient ¢ un entier > 2 et &y,...,d, des éléments de K*. Notons § = (61,...,d,) € (K*)’. Le théoréme

montre qu'il existe un sous—ensemble fini Az(f) (9) de OF, contenant 1, ayant un nombre d’éléments
majoré par (5.1)), tel que, pour toute solution (z1,...,z¢) € (O%)* de 'équation

(51X1+(52X2+"'+53Xe:1

pour laquelle aucune sous—somme stricte

il
ne s’annule, on ait x; € Ag)(é).
Dans la méme veine, nous noterons encore Aée) (6) ensemble formé par les éléments x de OF tels
que 'un au moins des deux éléments z, £~ !, appartienne & la réunion des ensembles Az(f)(é") avec
07 = (65(1)s -+ 1 95(¢)), quand o décrit les transpositions (1) de {1,...,¢}.

Soit u = (u1,u2,us) € (0F)? tel que Card{uiay, usan, ugaz} = 3. Pour i = 1,2, 3, posons o} = a;u;,
/ / ! /
PR S o) —a)
1=~ 2= =
Q3 — Qg

d = (01,62)

! !
Qg — Q

et As(u) = Ag) (). Alors A4(u) est un sous—ensemble fini de OF, ayant au plus 3 éléments, qui contient
1 et les deux quotients to/t; et t3/t; quand (t1,t2,t,) est un triplet d’éléments de O; satisfaisant

(6.1) t1(ah — af) +ta(afy — o) + ta3(a) — ah) = 0.
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6.2 Utilisation des ensembles finis mis en évidence

Apres avoir mis en évidence au lemme et a la section les sous—ensembles finis A1 (m), As, Ay (k'),
Age) (9), E:(f) (0), A4(u), nous pouvons procéder a la démonstration du Théoreme proprement dite.

Partons d’une solution (z,y,z,¢,£1,e2,63) € O% x (0%)* de I'équation diophantienne avec
xy # 0 et prenons pour g le plus petit entier rationnel positif tel que qo; € Og pour ¢ = 1,2, 3. Posons,
pour ¢ = 1,2 3,

& =g, Bi=x—ay, B =qr—qay=qb et ki =Ng(8),

de sorte que 813385 = ¢ue et kikbkly = m, ot m = Ng(¢®n). Comme nous I'avons déja remarqué,
Iexistence d'une solution implique ¢®u € Og. Par définition de A, on a (ki, kb, k3) € As.
La construction de A; (k") montre qu’il existe v = (71,72,73) € A1(E') et (wy,ws,w3) € (0%)? tels
que B
Binv; L —w; pour i=1,23.

Rappelons maintenant que Card{aj,as,a3} = 3. Nous allons construire deux sous—ensembles finis
As(v,1) (i = 2,3) de Og, contenant 1 et ayant au plus k4 éléments, tels que ¢;/e1 € As(y,4) pour
1=2,3.

Soit ¢ € {2,3}. On a &; # &1. Soit j tel que {i,j} = {2, 3}. Alors a1, &;, @; sont deux & deux distincts.
En éliminant z et y entre les trois équations

r—ay=p, rv—ay=p, x—ajy=7,
c’est-a-dire en écrivant
(z —any)(ai — a;) + (z — awy)(a; —ar) + (2 — a;y)(ar — a;) =0,
on trouve que le nombre
(6.2) T = Bra; — pra; + Biay — Bian + Bjan — B
est nul.

Pour toute permutation (j1, j2, j3) = (0(1),0(i), o (j)) de (1,4, ), nous pouvons écrire 'égalité 7 = 0,
avec T défini par (6.2]), sous la forme

©9 o) (D B e Bl B
J1

Qjy ﬁjl Qjy BJ& Qjy 6]’1 Qjy Bj

ou sgn(o) est la signature de la permutation o.

6.2.1 Premier cas : Aucune sous—somme stricte de 7 ne s’annule

Dans ce cas, on prend ¢ = 5, on pose

o o o o ,
61:717 62:_71 7" 53:717]7 54:_%7]7 65:l7
31 Vi Vi Vi Vi

et il s’avere que I'on peut prendre I'ensemble A3(v,4) égal a Ags) (0) avec § = (41, 92,...,05). En effet, cet
ensemble a au plus x4 éléments, d’apres le théoreme Pour montrer que le quotient ¢;/e; appartient
a A§5)(§), on écrit 1 avec (J1,j2,73) = (4,1,1) sous la forme

w1 & w1 EJ & €j

W
51—+52——+53 +o——L 45— =1
&1 wj €1 wj €1 wj €1 w;

et on utilise la définition de Agf)(é).
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6.2.2 Deuxiéme cas: Au moins une sous—somme stricte s’annule

1 Preuve que la somme 7 ne se décompose pas en trois sous—sommes nulles de deux
termes chacune
Pour chacune des 15 partitions de I’ensemble

&={(1L1), (1L,5), (1), (i,4), (45, 1), (5, 9)}

en trois sous—ensembles de deux éléments, disons £ = &; U & U E3, au moins un des ensembles &1, &, &3
peut s’écrire {(j1,72) , (¢1,%2)} avec

Jj1=1{1 ou jo =Ll ou (j1, j2) = (l2, l1).

Aucune sous-somme %(f5;, &;, — B¢, Gg,) sur un ensemble & deux termes {(j1, j2) , (41, 02)} avec j1 = 41
(donc ja # £3) ne s’annule, car

Bix <&j2 —ayg,) # 0.
De méme, aucune sous—somme sur un ensemble {(j1, j2) , (¢1,¢2)} avec jo = ¢5 (donc j; # £1) ne s’annule,
car

(Bj, — Bey ), #0.

Enfin, aucune sous—somme sur un ensemble {(j1,j2) , (¢1,¢2)} avec (j1,j2) = (¢2,¢1) ne s’annule, car
Bjr &y — Bjp 0y, = (0, — 0, )z # 0.
On en déduit que la somme 7 de (6.2)) ne se décompose pas en trois sous—sommes nulles de deux termes.

[6.2.2]2 Cas ot T se décompose en deux sous—sommes nulles de trois termes

Supposons T = T; + T2 avec T et T sous—sommes de trois termes et 7; = 7o = 0. Alors aucune
sous—somme stricte de 7; ni de 75 ne s’annule.
e Supposons que deux des trois indices des § dans 7; sont égaux. Il existe alors une permutation

(j1,j2, J3) = (0(1),0(i),0(4)) telle que P'on ait, soit
sgn(o)Ty = B, a4, — By, Qs + Bjsa, et sgn(o)Ta = B, a4, — B, &, — Bis @y,

soit
Sgn(a)ﬂ = /le ajé - 5]'1 aj?s - BJSajz et Sgn( ) J2aJ3 Banjl + ﬁjsajr
Commencons par le premier cas. Posons § = (01, 82) et ' = (31, 85) avec
5 = Qjy by = iz Qs (51 _ Qjy 55 _ Vjs Yo
Qjs Vi1 Qs Qjs V2 Qs
de sorte que
5 Eja. + 5y Wis €41 5/ € + 5/ Wjs Eja -1
s Wiy €ja €43 Wiy €53
I1 en résulte que si on définit §1 =€4,/€j, €t o =€, /e, ona s € Af)( J) et & € A( )(6 ), tandis que
_ ~(2 - 2
& t= Ej3/5j2 € AZ(% )(é) et 52 - 513/531 € A( )(6 ) Comme

Gt =2 et gl =,
€1 J2
'un des nombres &;, &, &7, &L G867 €71, est égal & €;/e1. Enfin, comme 1 € Agz) ) n A:(f)(él),
on pose

A3(y,i) = {9102 € OF | 91 € AP (3), 95 € AL (8)}.

On vérifie encore que Asz(7,4) a au plus x4 éléments et qu'il contient &;/¢1.

Passons au deuxieme cas. Posons
s ;i o i
512 33’ (522 J37 (532 J37 5/22 Js .
Ay Vi1 gy Vi
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Nous avons . " _ "
012 4 522 = 522 4 502 =1,
S Wi G W
Par conséquent, si nous posons 4 = (d1,02), ¥ = (61,03), &1 = 5]’3/51'2 et & = 5j3/5j17 nous avons
&1 € AP (8), & € AP (&), et aussi

Gl=2e AP0 g'=2 AP,
J3 J3
Enfin

—1 Ej —1 E;
51 & = 22 et 5152 =
€ €ja

Nous posons donc
As(y,i) = {910 | 91 € AT (8) , 95 € AT (8)}.

e Supposons que les trois indices des § dans 7; sont distincts mais que deux des trois indices
des & dans 7; sont égaux. Il existe alors une permutation (ji, j2,j3) = (0(1),J(i), a(j)) telle que

sen(o)Th = Bj,aj, — Bj, a5, — Bjsay, et sgn(o)Ta = =B, aj, + B, &y + By, -

Dans ce cas on pose
) Va2 O 7 Vs O
51: ]3’ 52: J2 jl7 6/1: J27 5/: J3 J1’
Vi1 Vi1 Xjo Vi1 Vi1 Vjs

de sorte que

w; Wi, €; w; Wi, €5
J3 J2 =) 1 )2 /2733 ZJ1
OO B o h =0y 2 dp =
w]l w]l Ejz wjl w]l Eja
Ainsi les S—unités w. w. W o we e
. J2 . )3 )2 =N . I3 SN
Soim = feim it Gim E o et L= o
wh wjl w]l 5]2 w]l 5]3

vérifient _ -
& e AP(), &eAP©8), &eAP(©d), &eAP (),

avec § = (81,02), 8’ = (87,8%), et on a
1,02

—1 Es —1 Es —1 Es
5351 = i’ 53 61 = ﬁa 5452 = la
€j2 & Ejs
-1 _ & —1e—1 €j —1e—1_ &4
5254 = ﬂv 52 53 5154 = ﬁ» 625351 54 = L.
€ €js €ja

On pose donc
Ag(l,l) = {191192193’[94 | 1917192 € A;())z)(é) , 1937194 € Agz)(él)}

e Supposons que les trois indices des  ainsi que les trois indices des a dans 7; sont distincts.
Il existe alors une permutation (ji, j2,j3) = (c(1),0(i),0(j)) telle que

Sgn(a)ﬂ = /6j1 ajz + ﬁjzajs + ﬁjS&jl et Sgn(g),TQ = _ﬁj1aj3 - ﬁjzah - /Bjsajz'

On pose
Vs Yja Vi2%js / V2 Y / Vis X
61:_7a 62:_77 61:_77 0. =7
Vi1 X2 Vi1 %o Vi1 %3 Vi1 %3
de sorte que
Wi, €5 Wi, €5 Wi, €5 Wi, €5
(51 J3 ZJ1 +52 J2 ZJ3 25/1 J2 SJ1 +6é J3 ZJ2 _ 1.
Wy, Ejy Wy, Ej, Wy, Ejg Wy, Ejg
Ainsi les S—unités
Wi, E5 Wi, €5 Wi, € wi;, €
R J3 “J1 . J2 <Js3 . J2 <J1 J3 “J2
§1:=————, &§i=———, &= t &y 0=

) . - T . - T
Wy, Ej, Wy, Ej, Wy, Ejg Wy, Ejs
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vérifient _ -
1,60 € AP (9), 3,64 € AP,

avec 6 = (81,02), 6’ = (8,,85), et on a
1502

3 3 3

&& &, & gy &4 g,
3
2

- 30 2 ) 2 7 3
G& g, L& € && g,

de sorte que l'on a aussi en mains les inverses de ces trois derniers nombres. On pose donc

~ - 2
Az(v,7) =S¢ €0 | il existe 91,9, € AgQ) (0) et V3,94 € A§2)(é') tels que ¢ € 191193 , V04 L1
- 9209 U172

[6.2.2l3 Cas ou 7 se décompose en exactement deux sous—sommes nulles, 'une de deux
termes et ’autre de quatre termes

D’apreés ce que nous avons vu au §6.2.2|1, il existe une permutation (ji,j2,j3) = (0(1),0(i), o (j))
telle que

sen(o)Th = @, B, +aj, B, et sgn(o)Te = Bj,aj, — Bj, &y — &j, B, — @4, By,

pour laquelle aucune sous—somme stricte de 7 ne s’annule, alors que 71 = 73 = 0. On pose

s Vi o i
j2 1 %53 j2
0= =2, dp=—"—2, 03=—2 §=(61,02,03),
Qj, Viz Oy Vjs
de sorte que
€5 Wi, € w;
51 ]2+52 Jlﬁ_'_(;g j2:1.
€5 Wjs €5, Wijg
Ainsi les S—unités . W s w.
— 2J2 =8 2
51 = 52 = et fg =
€5 Wijg €jy Wis
. . T3 .
appartiennent Ag )(Q). La relation 7; = 0 donne
Wi, Ejo. _ _ Y52 %5
Wiy Ejg Vi1 Vg
On trouve alors
g2 Vg Qg g2 Vip QU
J2 J2+4J3 —1 J1 72593 ¢—1¢—1
- =———8& &, = G G
Ejg Vi1 Xz € i3 Vi1 52

On pose donc

As(v,) = A9 @) {g € 0% | il existe ¥, 05,95 € A (8) tels que (2 = _W} .

6.3 Fin de la démonstration

Posons u; = 1, ug = €2/e1 et uz = €3/e1. On a donc u; € A3(y,4) pour ¢ = 1,2,3. On définit o] := a,u;,
de sorte que
&i = (;E; = E10G;U; = 610[2.

On pose encore w = €1y. En éliminant x et w entre les trois équations
(6.4) Bi=z—cw (i=1,2,3),

on trouve
Br(ay — ) + Baay — o) + Ba(a) — o) =0,
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ce qui signifie que (81, B2, B3) vérifie la propriété demandée a (t1, to, t3) dans I’équation (6.1)). Il en résulte
que les éléments v; := 3;/51 (i =1,2,3) appartiennent & Ay (u).

1

Posons 7 = wy, n = £1. On a donc 1 = ¢~ 1v17. Soit i € {2,3}. On calcule y = n~!w en éliminant x

entre deux des équations (6.4]) :
_ -1 ~ mlv — )
Yy=mn NYo, avec Yo = ——F— "
q(aj — of)

On utilise encore une des équations (6.4) pour trouver x :
fod —1 /
T =1To, avec To=¢ Y1+ QYo-

On pose enfin

3
_ 11v2vus

qru
de sorte que € = 77350, ce qui montre que les solutions (;E,y, z,€,€1,€2,€3) et (o, Yo, 20€0, 1, Uz, us) sont
S3-dépendantes.

€o

)

. A une solution (z,y,2,¢,€1,€2,€3) de équation , nous avons associé un élément k' de Ao, puis un
élément v de A1 (K" (rappelons qu’il y a au plus xg éléments dans la réunion des A; (k') quand k&’ décrit
Ay), puis un élément u de {1} x Ag(7,2) x --- x A3(7,3) (il y en a au plus «3), et enfin un élément v de
A4(u)? (il y en a au plus #2). Nous en avons conclu que la solution de départ était dans la méme classe
de S3-dépendance que (g, Yo, 20€0, 1, U2, u3). Le théoreme en résulte, avec

(6.5) K1 = KeK3KS-

Comme annoncé, cette constante 1 ne dépend que de K, Ng(u), o, a2, a3 et du rang s du groupe O3 .
Rappelons que

Kg = 1 + 285+24, Ky = 1 + (243753250)8’ Kg = d(m)zlﬂ?gm
avec m = Ng(qu), ol ¢ est le plus petit entier rationnel positif tel que ga; € Og pour i = 1,2, 3,

Ky = 2T+1ﬂ_7‘2|DK|—1/2603dRKthhK(1 + a)d7

ou r est le rang du groupe des unités de K, d son degré, D son discriminant, hx son nombre de classes,
Ry son régulateur, v est le plus grand des nombres |[N(B;)| (1 < i < t) quand PB4, ..., JP: sont les idéaux
premiers de Ok au—dessus des places ultramétriques de K dans S,

1 o
0 < |Dk|"?, = ?”TH(SK( K

et dx est la constante (de Blanksby et Mongomery, Dobrowolski et Voutier, cf. [3]) telle que tout entier
algébrique non nul o € K qui n’est pas une racine de I'unité vérifie h(a) > dx /d.
O

7 Preuve du corollaire [3.6
. On utilise le théoreme [B.1] avec
n=d, p=klag, o;=o0;(a) et e =o0;(e) pouri=1,...,d.

L’hypothese [Q(ae) : Q] > 3 du corollaire garantit que, quitte a permuter les «;, '’hypothése
Card{aie1, ages, azes} > 3 du théoréme est satisfaite.

Soient (z,y,¢, 21,...,2) et (z',y/,&', 21, ..., 2) deux solutions dans Z* x O x N* et $3-dépendantes
de I’équation , satisfaisant pged(xy, p1 - - - p¢) = pged(2'y’, p1 - - - p:) = 1. La condition de S3-dépendance
signifie qu'’il existe des S—unités 1 et 77 dans OF telles que

Zt N

o' =an, y =yn'g, pitppt = pP e pi ", oi(€) = oi(e)n (1 <i<n).
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La relation 2’ = 27 implique que 7 € QN O = {£1} x pZ x --- x pZ. Comme z et 2’ sont premiers avec
p1---pg, on en déduit 77 = 1. Ensuite la relation ¢/ = yn~'7 implique, avec les mémes arguments, que

n = £1. Il en résulte que l'on a &’ =ne et (21,...,2;) = (21,...,2). Par conséquent, dans chaque classe
de S3-dépendance, il y a au plus quatre éléments (z,vy,¢, 21, ..., 2) satisfaisant f.(z,y) = kpi'--- pi*.
On en déduit le corollaire [3.6] avec

(71) Ko = 4/4,1,

ol on prend pour parametres de la constante k1 le corps de nombres K = Q(a), puis u = k, a; = 0;(«)
(i=1,2,3)et s=t+r+1, our est le rang du groupe des unités de K.
O

8 Preuve de la proposition

. 1l Sagit de vérifier que pour tout £ € £\ £*, il n’y a qu'un nombre fini de ¢’ € £\ £* tels que les formes
fe et fo soient S—équivalentes. Soient donc € et £ deux éléments distincts de £ \ £* tels que f. et feor
soient S—équivalents : il existe (a, 3,7,6,n) € O% x OF tel que ad — By € OF et

[(X)Y) = nfa(aX + BY,7X +6Y).

Cette relation s’écrit

(X —a5;Y) = ][ ((@ = yaig)) X + (8 — Scvie)Y),

1 =1

n
J=

c’est-a-dire
n

nH(a —yae;) =1 et H(X —aje;Y) =
i=1 j=1

— dayel

H (X + “y) )
o — youe

Donc il existe une permutation o de {1,2,...,n} pour laquelle on a, pour i =1,...,n,

o (i)Eo(i) (YiE; — ) = B — dae;.

Soit ¢ un indice dans {2,...,n} tel que a;e; # oy (rappelons que ¢} = 1). Nous allons vérifier que €}
appartient & un ensemble fini indépendant de («, 8,7, d,n). Soit j un autre indice dans {2,...,n} tel que
les trois nombres a1, o}, aje; soient deux a deux distincts.

Comme f;(1,0) =1 et for(ad — B7v,0) = (ad — f7)", on a

folay)=n"t €05 et [o(8,—y)=n(ad - py)" € OF.
Par définition de £*, il en résulte que 'on a ary = §y = 0.
Si (er,0) = (0,0), on a By # 0 et
O‘a(i)so(i)ai‘g; = Qg(1)€0 (1)1,
ce qui montre qu'il y a au plus n! valeurs possibles pour /.
Il reste a considérer le cas ot v = 0. Les trois équations
Q0 (1)Ex(1) — da; +5=0
Ay (3)Eq (i) — 00ig; + =0
A (j)€0(j) — dejel + 5 =0
montrent que Qg (1)€0(1), Ao(i)Eo(i) €6 Ao(j)Ex(;) sont deux a deux distincts. On élimine a, 3 et  entre
ces trois équations, ce qui donne I’équation aux S—unités a la Siegel
(Qo(i)Eoi) = Qo(j)Eo(3)) 1 + (Ae(5)Ea() — Ao(1)Eo(1))i€i + (Ao(1)E0(1) — Ao(i)€o(i))@s€; = 0.

On déduit du théoreme que € appartient a un ensemble fini, ce qu'il fallait démontrer. De plus,
comme cette derniere équation aux unités n’a que trois termes, le résultat peut étre démontré de fagon
effective: on peut donner une borne pour les hauteurs des ¢’ € £\ £* tels que les formes f. et f.r soient
S—équivalentes.

O
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