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Dans son étude de certains caracf%res du groupe des classes :

d'ideles d'un corps de nombres, A. Weil [8] a appel€é caracteres de type

(A) ceux dont 1a restriction 2 k;, pour chaque A archimédien, est de
E la forme :

m t

2 (2/12]) *+lz] 2,
avec m e Z et t, €@, et i1 a appel€ caracteres de type (Ao) ceux
dont la restriction a chacun de ces k; est de 1a forme

e e haa L

zht zrkis)‘. -
=
avec ry e.l, s, €Z, et le signe peut dépendre de z. I1 a noté que
si x est un caractere de type (A), les coefficients de 1a_sé¥ie L
de Hecke associde 3 ¥ sont algébriques; si x est de type (Ao), ces
coefficients se trouvent dans une extension algébrique finie de Q. I
a alors suggéré que la réciproque pouvait &tre vraie, et nous allons
voir qu'il en est bien ainsi. £

La solution de ce probleme repose sur un €nonc€ de transcendance
[7] que nous présentons au §1. Apres quelques généralités sur les
caractdres de Hecke (§2), nous donnons un premier critere (§3) per-
mettant de reconnaitre les caracgdres de type (A). Nous en déduisons
des proprié€tés de densité liées au plongement de k* dans la partie 2
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1'infini du groupe des ideles (§4). Nous obtenons ensuite un énoncé
(§5) sur les caracteres de type (Ao). Enfin nous é€tudions les séries
L de Hecke associ€es aux "Grissencharaktere".

Notons que 1'analogue p-adique de ce probleme, pos€ par J.-P.
Serre [4], fait 1'objet d'un exposé de G. Henniart [2] dans ce
séminaire.

1. Un énoncé€ de transcendance [7].

Nous utiliserons le résultat suivant qui es,t.,gdnontre’ dans [7].

Théordme 1.1. Soient X = Zx; + ... + Zxy et Y =17y, + ... + Zy,
deux sous-groupes de " de rang d et & respectivement, avec
2d > n(% + d). On suppose que les nombres

\ -
exp <x,y>, (xeX, yeY) E:

|

sont tous algébriques.
Alors il existe des sous-groupes Xl,x2 de X, et YI’YZ 93- h

avec

X=Xy 0Ky Y=Yy 0,  <X¥>=0,

et, en désignant par d, le rang de X;, par £, le rang de Yo et
par ny la dimension du €-espace vectoriel engendr€ par xl,

d1 > ny d/n , et Jz.ld1 < nl(J?.'1 + dl)'

En fait, nbus n'aurons besoin ic?que du corollaire suivant:

CorbHaire 1.2. Soient %y (lgvgen, 1<j< l)zdes nombres algé-
briques multiplicativement indépendants, avec % > n” +n + 1. Pour
l<v<n, 1558, soit loga,; une détermination du ‘ngar.ijc‘;hlhe‘ de
des nombres complexes. Si les £ nombres

o Soient tl,...,t

vj* n

t

=3 n !
VI=11 oy = exp(\’zl t, log “vj)’ (1<3

J28 A

sont tous algébriques, alors tl""’tn sont toi_.i,{?ationne]s.
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Remarque. On peut affaiblir 1'hypothese sur 1'indépendance multipli-
cative des LD Voir par exemple [7] corollaire 7.1.b.

2. Generalités sur les caracteres de Hecke [3, 5, 8, 91.

Soient k un corps de nombres, M:(‘ le groupe des ideles de k,
Cy =l|’:/kx le groupe des classes d'ideles de k. Un caractere de
Hecke de k est un homomorphisme continu de Ck dans (x, que 1'on
considérera aussi comme un homomorphisme continu x:ﬂ: > ¢ trivial
sur kX,

Pour chaque place v de k, la restriction o 3 de x 2 k:
definit un homomorphisme continu k: > 0%, Si v est une place archi-
meédienne, il existe m, el et tv ¢ € tels que

m t

XV(Z)\= (z/12]) Y+lz| ¥ pour tout z e k).
Si v est une place finie correspondant 2 un idéal premier*f=?v de
k, comme k: est localement compact et totalement discontinu b o est
localement constant, et i1 existe m, eZ, n, > 0, tel que X soit
trivial sur 1 +9mV; on note alors f_ Tle plus petit de ces entiers
m,s c'est le degré de ramification de x a la place v. Si fv =0,
c'est-3-dire si x, est trivial sur le groupe U, des unités de kv’
on dit que x est non ramifié€ en v.

Comme tout voisinage de 1 dans M": contient un sous-groupe de
1a forme

(m_ 1 1 U,
veP vEP
o P est un ensemble fini de places (contenant les places archimé-
diennes), i1 existe un ensemble fini de places en dehors duquel x est
non ramifié. Si a = (av) en":, on a donc xv(av) = 1 pour presque
tout v, et

=1 %
x(a) g xy(ay)

; f
L'idé€al entier -‘ = H’vv (ol le produit est €tendu aux places finies
v

ramifides) est le conducteur de x.
Notons Opsenesdy les plongements de k dans €, ou OpseresOp
sont les plongements réels, alars que o, et °r2+v sont complexes
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paNErpt ). Ainsi
s

] = ryt 2ry.

_r'estriétion ‘ﬂo de X A ce sod;_-gro_upé s"ie’cri_t!

it X
- ae 1 2
11 (l\,/|z I)m"lz | " Bt e K 2 L)

-

':""2' : = - -- . ._ ‘

i L F i ssdInon b IThs

Bier - 111 (6 a/la al)%lo a]% Peiwe I J5of awtElio

Lo : £ _ain
earact’ere x est de type (A) si ts...,t,  sont tous ration-
est de type (A)si t, € Z pour 1<v<r1. et t -wve“m
<v<n,

e que X est de typeh(A ) revient 3 dire qu'i] existe des

'.-:J o IS

> [3] Chap. VI §1), et W) le sous-groupe de K*m
qui sont positifs en chaque place réelle:
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0,0 >0 pour 1<v<r.

3. Caracteres de type (A).

Soient k un corps de nombres, ¥ un caractere de Hecke de k,
™ un multiple du conducteur de x, et ¥ Tla restriction de x 32
(k 8q R)%.

I1 est clair que si x est de type (A), les valeurs de ¥ sur
1(kx) sont algébriques. Nous montrons que la réciproque est vraie.
Pour 1'application que nous avons en vue au §6, nous établissons un

résultat plus précis en nous restreignant 3 k ).

Théoreme 3.1. Si les nombres ¥ - i{a), (a e kxtﬂn) sont tous algé-
briques, alors x est de type (A).

\
L'hypothese s'écrit -

¢
i

n t 2
I loval Ve pour tout o e k*MM).
v=1

Il s'agit de montrer que tl,...,tn sont tous rationnels. Grace au

corollaire 1.2, i1 suffit de vérifier le lemme suivant:

Lemme 3.2, I1 existe une suite (ch.)

que les nombres

d'é€lénents de k(M) telle

21

o305, (1<1<4d,j>1)

soient multiplicativement indépendants. .
' >

Démonstration du lemme 3.2. Soit K une extension finie de Q@ dans
€ contenant tous les oi(k), - ia<idie -Soit Py un nombre premier
totalement décompos€ dans K, vérifiant (pl.m) =1, et soit vy une
place de K au dessus de Py- Par le théoreme d'approximation, il
existe o € k:m’) tel que 0% soit une uniformisante en Vis et
que les ojay, (2 < <d) soient des unités en v;.

Une fois Upseensy g construits, on considere un nombre premier
p, totalement décomposé dans K, avec (plm) = 1, et tel que Tes
o504s (1<i<d, 1<j<1) soient des unités en toutes les places
de K au dessus de Py- On chaisit une place vy de K au dessus
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truit o, € ki) tel que 0,9 soit une uniformi-
que les 050, (2 < i d) soient des unités en V-
" ' e . 8
de Hecke permet de préciser le lemme 3.2. Voir en

t [1] §2.

-~

Rk dans (kn R)*.

1'image inverse de 1(kx) par 1'application exponen-
R > (k 8y R)%. : :

H un_hyperplan ré;e_'l de k sy R. Alors G/GAH
: - :

ﬁ‘duire cet énoncé du corollaire 7.3.c de [7], mais nous
une démonstration directe a partir du coronaire 1:2%

“-jthéom 4.1, On reprend 1a suite (u ); oL s du
»=(1)) Soit !. >0, etsoit J, 1<j<k
yas"itif aux places réelles, il existe - ¢ s :

lerang 2 de Y'=YNH est major€ par d(d-1).

base de Y' sur Z. On définit af ek’

16511
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explyyy) = o0fs  (Lgv<n)

On prend des coordonnées réelles (xl,...,xd) sur k ) R en posant
s {xv, (1 f_v_grl),
B Ax, + x4 (1 SV ST ¥0,)
2
On €crit alors une €quation de 1'hyperplan réel H, et on trouve
d

M (0,0%)
i %

5
=1, (1<3c<t),

avec t = (tl....,td) € td, t # 0. En divisant tous les t, par 1'un

d'eux, on peut supposer qu'il existe 10, 1% 10 < d, avec 1:,i = -1,

Alors pour 1< j <% ona .

t

o (o.al) P20, at.

1<i<d 19 o3
T, :

Comme les °i°‘3’ (1 <i<d, 1<j<4%) sont mltiplicativement

indépendants, les t; ne sont pas tous rationnels. Alors le corol-

laire 1.2 ‘(avec n remplac€ par d-1) entraine 2 < d(d-1).

-~
.
.~

On en déduit un énoncé€ analogue pour 1'image de k*  dans R",
(n = ry* rz), par le plongement logarithmique:

L(a) = (log |°v°|)1<v<n'

Corollaire 4.2. Si H est un hyperplan de R", le rang sur Z de
L(K*)/L(k*)A H est infini.

i 2 - gt
Démonstration du corollaire 4.2. Soit p: k u.-R + R la pro-
jection obtenue en prenant les parties réelles des r dernieres

g2 X
composantes de R 1 x @ ¢, Ona p(6)=L(k"), d'ou

6/6 n p~L(H) = L(KS)/L(KS) A H.

Comme la codimension sur R de p'l(H) dans k ey R est >1, le
théoreme 4.1 donne le résultat.

Voici une autre consé€quence du théoreme 4.1 (cf. [1] §3, (7]
p. 99 et 110-111), [10] et [MW1).
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I existe un sous-g;'ouge de type fini de k* dont
_est dense dans (k 3. R)%.

em'e. le conoyau de exp: k og R > (k °q R)* est

Z) 1, grice au théordme d'approximation i1 suffit de
contient un sous-groupe de type fini dense dans

ne alors le théoréme 4.1 avec le lemme facile suivant:

t G un sous-groupe du groupe additif R". Les pro-
sont équivalentes.

ste un sous-groupe de G, de type fini, dense dans R".
fout hyperplan H dg R" ona rang(6/GAH) > 2.
a MG,R") > 1.

s [6,7] que
ia‘:-a'ln{rangz su(s)/codim W, HQ‘R"}.

is-espace de R", Syt Rr" - R"/W désigne la surjec-
La condition a(6,R") > 1 équivaut A dire qu'il

pe I de type fini de G tel que 4T,R") > 1.
théoreme 4.1 s'énonce de mani®re €quivalente:

de type (A ). ~ A

les notations du §3. Si x est de type (Ao), les
- sur '.(kx) appartiennent 3 une extension algébrique
(en. faft au compositum des corps av(k). 1<v<n).

ns la réciproque.
) -
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K :cv(k), (1 <v<n).

On définit des nombres rationnels Qpseeesly €N posant d'abord
e {tv’ £ g g2l :
v
(tv"mv)/zv (rl S A rl * rz)s
puis

a; = q (r1 tryciig d).

i-rz’
On peut alors écrire

d

q.
(oiu) Tek pour tout a € ki(lm,
i=1
et i1 s'aﬁ?t de montrer que ql,...,hd sont tous entiersﬁ; Si ce n'est
pas le cas, il existe un nombre premier p et un entier N tels que
Tes nombres m; = Nqip soient entiers et non tous divisibles par p.

On utilise alors le lemme suivant:

Lemme 5.2. Soient k wun corps de nombres, ##f un idéal entier de k,
O seeesTy les plongements de k dans €, et K une extension finie
de Q dans €. Il existe ace kif’» ayant la propriété suivante,

Soient p un nombre premier, et Myseeesy des entiers
rationnels non tous divisibles par p. Alors le nombre

"
(042)
i=1

n'est pas une puissance p ~-i dans K.

Démonstration du lemme 5.2. En fait la construction du lemme 3.2
montre qu'une relation de la forme

il M

1) (oia.) W e gP

i=1 j=1 J
avec p premier et mij e Z implique que tous les mij sont divisi-
bles par p.

6. Grissencharaktere et séries L de Hecke.

Soient x un caractére\ de Hecke de k, “- son conducteur, G(f)
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'fnctionnaig,es non nuls de k. pr:emiers_} s

une place finie de K® ou x est non ramifi€, c'est-a-

A 1 premier ®, = ® correspondant ne divise pas

; .- restriction de x 1 kc. La valeur xv(nv) de

By de kv ne dépend pas de 1'uniformisante

de v, c'est-a-dire de ¥. On pose: X(§) = XX("")’
Ttiplicativité un homomorphisme x: sg) -t

arakter" associé€ a .

m 3 :

G- 1 PV na X@ = x(a), chaque fois
v finie

- un idéle de _la forme suivante: o) si v est

el+®V si v est une=pt}’3ce finie ramifide
€ de vamificatigh), et a = m Vu , si; v est une
mifie, avec m, une uniformisante et u, une

5. Y 3

ac k"cﬁ, ona X((@)) - 1(a) = 1.

[8]). Comme x est trivial sur k%, on a, en

de a e k dans kv’

Db o« (a) =1 pour tout a € kX,

priétés qui ont servi a définir le conducteur ,‘,
struction de X, montrent que, pour o ¢ kx(.P, ona

L) = x((@)T \

caractére x est de type (A) si et seulement si
(G G(.‘)) sont tous algébriques.
> (A,) siet seulement si les nombres (G,

t une extension finie de Q.

que x soit de type (A) (resp., de type (Ao)), et
K = le compositum des corps o (k), 1 <v < n).
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x((a)) e K pour tout a e kx(P.

On utilise alors le fait que 1'image de kxcf) dans G(P est d'indice
fini (voir [8]).

b) La réciproque est une conséquence immédiate du lemme 6.1 et
des théoremes 3.2 et 5.1.

Le série L de Hecke attachée au Grossencharakter X est définie,
pour s € § de partie réelle suffisamment grande, par

L(s,x) = I X(@NGS,
(S

ot @ décrit les idéaux entiers de G({).
Ecrivons L(s,X) sous la forme habituelle d'une série de Dirichlet:
5

- -
-

LisyX) = o e
(s5%) n§1 z

Si les nombres
an o 2 i(ﬁ). (nz_l)v
N&=n

sont tous algébriques, alors i1 en est de méme des nombres X(G),

(A3 G({)).

En effet, supposons a e i pour tout n > 1. Pour chaque nombre
premier p on écrit

AT) = 1 (1 - X 19 %),
. Bl »
en posant x(@) =0 si § divise + De la relation

Lis,x) = 1 (1 - Xipmg®)~?
4
on déduit

k
As(Tyes) i as T %
P k>0 pk :
donc Ap(T) est une fraction rationnelle 3 coefficients algébriques.
I1 en résulte que ses pbles sont algébriques, donc )'EQ) € Q pour tout
§ et finalement X(@) € @ pode tout G-e G({).
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