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Théorie des Nombres et ses Applications.

Cours: Equations diophantiennes et leurs applications.
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Résumé:

De nombreuses questions mathématiques se raménent a résoudre des équations
diophantiennes. L'arithmétique des corps de nhombres est un des principaux
exemples. Les équations dites de Fermat--Pell (considérées antérieurement par
Brahmagupta) interviennent aussi dans I'étude topologique des variétés
riemanniennes et dans des questions de combinatoire symbolique avec les mots
de Christoffel. Le probléme du nombre de classes de Gauss fait intervenir des
équations diophantiennes. Plusieurs questions de logique se raménent également
a des équations diophantiennes.

Plusieurs méthodes permettent de résoudre des équations diophantiennes.
Historiquement, les plus anciennes (remontant principalement a Pierre de Fermat)
utilisent des arguments d'arithmétique spécifiques a I'exemple traité. Il a fallu
attendre les travaux de Lagrange au XVllleme siécle pour savoir résoudre
complétement les équations quadratiques en deux variables. Ce n'est qu'a la fin du
XIXeéme siecle, et surtout au XXéme siécle, que des méthodes un peu générales
ont été développées. La solution négative du 10éme probléme de Hilbert conduit a
restreindre I'étude a des équations en un petit nombre de variables - nous nous
concentrerons sur le cas de deux variables qui prennent des valeurs entieres
(points entiers sur des courbes). De nos jours, les méthodes de géométrie
arithmétique sont les plus puissantes, elles permettent dans de nombreux cas de
décider si une équation diophantienne en deux variables a une infinité de
solutions. Les méthodes d'approximation diophantienne fournissent les outils les
mieux adaptés, le théoréme du sous--espace de Schmidt est un résultat
fondamental dont le domaine d'applications n'a pas fini d'étre exploré. Mais cela ne
suffit pas quand on veut donner la liste des solutions d'équations spécifiques: les
méthodes effectives issues de la théorie des nombres transcendants sont les mieux
adaptés pour parvenir a ce but.

Le résultat central de ce cours sera le théoréeme du sous--espace de Wolgang
Schmidt. Nous en donnerons un premier énoncé simplifi€, qui a déja beaucoup
d'applications profondes. Pour comprendre I'énoncé le plus général, il faut disposer
de certaines bases qui seront enseignées dans ce cours. Des applications de ce
théoréeme seront ensuite données, un choix sera fait parmi les nombreuses
conséquences, nous privilégierons celles qui ne demandent pas de langage trop
sophistiqué.

La démonstration du théoréme du sous-espace ne sera pas donnée: quelques
indications seront fournies sur la preuve, mais les détails demanderaient trop de
développement techniques. Cet énoncé peut étre utilisé et appliqué a de multiples
qguestions sans qu'il soit utile de savoir comment on le démontre.

Le cours se poursuivra par une introduction aux méthodes effectives utilisant des

outils de la théorie des nombres transcendants, dont I'origine se trouve dans les
travaux de Gel'fond et Baker au XXéme siecle.
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