DEPENDANCE DE LOGARITHMES DANS LES GROUPES ALGEBRIQUES

M. WALDSCHMIDT

La conjecture de Leopoldt sur le rang p-adique du
groupe des unités d'un corps de nombres algébriques peut
8tre considérée comme un cas particulier de la conjecture
‘suivante (cf. [7]).

Soient gy v (1€i€a, 1{35¢€¢8) _des nonbres algé-
briques non nuls, ¢ un plongement de @ dans C , p un

nombre premier, et ¢y un plongement de @ dans Cp . On
que les nombres ¢ ai. sont des unités p-adiques.

r le rang de la matrice dx¢

_(‘1°gp *p%ij)1¢ica, 143¢e

r°® celui de - L

(log |°°1j|)1(i<d.1<j\<¢

fin désignons par r le minimum des rangs des matrices

(zij)1\<i(d,1\(j(8 , quand (zij) décrit les éléments de

tels qu'il existe m€Z , m>0 , avec

z
eij=w';‘j, (1$i€a , 1£{j5€¢e).

— 3 m
r = min rang(log ‘“ij)l\(i(d,h(jée




quand m décrit les entiers strictement positifs, et, po
chaque (i,j), log Lﬂgj décrit toutes les détermination
logarithme de LGTj <

CONJECTURE : r = D Y x°

Cette conjecture est en fait une conséquence de celle
de Schanuel dans € et cp (c£. [7]).

Nous avons montré dans [7) les inégalités
rp} YA rp» AN ) rp/2 B o

et aussi, pour deux nombres premiers Py et p2 '

r Y 2
B rpz/

\ 3 »
La situation que nous venons de décrire concerne le

groupe algébrique Gz , produit de d copies du groupe
tiplicatif Gm , et le sous-groupe de 6Xd engendré par
¢ éléments

() rag ) €T, (14 3¢e)

Nous considérons plus généralement un groupe algébrique
commutatif G de dimension d Y1 défini sur un corps de
nombres K , et un sous-groupe de type fini T de G(K)
rang ¢ Y1 . Nous allons construire un ensenble 4 de pl2
ces de K , contenant toutes les places infinies, et cont
nant toutes les places de K sauf un nombre fini d'entre
elles,!et, pour chaque wlgf , nous allons définir un nom
r = rv(P,G). Nous montrerons alors que si v

v

et v,
deux éléments de 4, on a

1

LA

Quand G est un groupe algébrique linéaire, ou encore ur

.o rv2/3 .

puissance d'une courbe elliptique ayant multiplication co
plexe, on peut remplacer le coefficient 1/3 par 1/2 .
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Voici la définition de r, - Pgur commencer soit Kv
un complété de K en une place finie v ; nous supposons
qu'il existe un sous-groupe compact de G(Kv) contenant un
sous-groupe [I'' d'indice fini de T , et nous définissons &
comme 1'ensemble des places archimédiennes et des places
finies vérifiant cette condition. On note alors rv(P,G) la
dimension du Kv-espace vectoriel engendré dans 1'espace

tangent a 1l'origine TG(KV) par l'image de T' sous 1l'ap-

plication logarithme de G(Kv).

Pour une place infinie v de K , correspondant a un
plongement de K dans € , nous définissons rv(F,G) d
comme le minimum des dimensions des sous-C-espaces vecto-
riels Ct +...+Ct, de :E(C). quand (tl....,te) décrit
les éléments de (TG(c)) tels que le sous-groupe de G(C)
engendré par les £ éléments

Yj = exthj . (1£3€¢) ,

soit d'indice fini dans I .
Quand G==G: , on retrouve la situation précédente.

Il serait intéressant, dans le cas général, de savoir
si rv(F,G) est en fait indépendant de vE€F , et dans ce

cas de donner une description "algébrique" de ce nombre.

e

Nous montrerons qu'il existe deux sous-groupes algé-
briques H et H' de G , définis sur K , de dimension
respectivement 5 €d et &')0 , tels que, si A

(resp. A\') désigne le rang de I'"H (resp. TN H'), on ait

2-A
rv(I‘,G) > a T332 (a=%)

rv(T,G) LR XT%%ET >

Pour démontrer la premiére minoration, on utilisera le
lemme de zéros de Masser et Wiistholz [3] et la fonction
auxiliaire de [6], tandis que la deuxiéme minoration repo-
sera sur un lemme d'interpolation de [2] et sur une nou-
velle fonction auxiliaire. En fait quand v est une place
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finie nous verrons que ces deux inégalités peuvent &tre
déduites 1'une de 1l'autre directement.

Nous utiliserons ces minorations pour établir les iné-
galités rvl }rv2/3 - Quand v,
raméne au cas Lo P € et on montre qu'alors X' &' , donec

2
la deuxiéme minoration donne 2E ¥2/3 . Quand 1'une au
2F

et vy sont finies, on se

moins des places Vi Yy est infinie, quelques arguments
supplémentaires sont nécessaires pour tenir compte des
périodes de 1'exponentielle expg :TG(C) —> G(C).

Le plan de ce travail est le suivant. Dans une pre-
miére partie (§1) nous étudions les coefficients
B TORLL (RO, Yo T OO
' - H a-s g 5
qui interviennent dans le lemme de zéros et dans le lemme
d'interpolation respectivement. Ensuite nous étudions r,
pour une place v finie (§2), puis pour une place v
infinie (§3). Enfin (§4), nous comparons r, ot o g
6 § 2
Il sera commode de définir un nombre P de la maniér
suivante : P=1 si G est un groupe algébrique linéaire,
P =2 sinon. Ainsi le résultat principal (théoréme 4.1)
s'écrira :

1
r, (F:6) ¥ gy ¥, (16) .

i =
e
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1 b
§1. LE LEMME DE ZEROS ET LE LEMME D'INTERPOLATION.

a) Définition de ® et w* .

Soient K un corps de caractéristique zéro, V une

sous-variété quasi-projective de PN(K), et E une partie

finie non vide de V . On note ®(E,V) 1le plus petit des

egrés des hypersurfaces de PN(K) contenant E mais ne

contenant pas V .
card E¥2 , on note w*(E) le plus

De plus, quand
ayant la prdﬁriété suivante : pour

tit des entiers D)1
ut OEE , il existe une hypersurface algébrique de

y(K) . de degré { D , contenant E-{0} mais ne passant pas
Tt W B
Un "lemme de zéros" est une minoration de (E,V),
tandis qu'un "lemme d'interpolation" est une majoration de
*(E). Nous nous intéresserons ici au cas ou V=G(K), G

ant un groupe algébrique commutatif, et ou 1l'ensemble E
est de la forme

2 : 2
T(s) = {hyy +...4#hpY, ; (h,...,hp) €T, oéhj(s} ’

vec

) Définition de u et u’ .

Soient G un groupe algébrique commutatif de dimen-

sion d %1 défini sur un corps K de caractéristique
ulle, et T un sous-groupe de type fini de G(K), de

rang € sur Z . On définit

u(T,6) = min{ (& - rang, "N H)/(d - dim H)}
H
d H décrit les sous-groupes algébriques de G , défi-

wis sur K , et de dimension { 4 , et

WTa) = max((rang’I‘n H')/dim H'} ,
H'
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quand H' décrit les sous-groupes algébriques de G ,
définis sur K , et de dimension ) O .

On a évidemment !

w(r,e) € £ ¢ uw*(r,e) . .

c) Les résultats de Masser-Wlistholz [3] et de Masser [2].

On considére de nouveau un groupe algébrique
mutatif connexe défini sur un corps

G com-
K de caractéristique
zéro, plongé comme variété quasi-projective dans un espace
projectif PN . Comme dans [3], par abus de notation, on
écrira G pour G(K). On considére des éléments

yll L .’ye.
linéairement indépendants sur Z dans

G , on note T 1le
sous-groupe de G qu'ils engendrent, et I(S)

la partie
finie de

T formée des combinaisons linéaires a coeffi-
cients entre O et S comme ci-dessus.

I1 est facile de voir [3) qu'il existe une constante
c1>(), ne dépendant que de ¥,,...,Y, et de G plongé

dans PN telle que, pour tout réel S ¥1 , on ait
w(r(s).6) § c,s*{T€

Par conséquent le lemme de zéros suivant [3] est le
meilleur possible.

THEOREME 1.1 (Masser-Wistholz [3]).

c, >0 telle que, @ur'iout réel S»1 , on ait

Le résultat principal de [31 est en fait un peu plus pré-
cis ; en particulier la constante Cy Y est donnée expli
citement.

D'autre part il est facile de minorer w* : il existe

une constante cq >0 telle que pour tout réel S Y1 on

w*(T(S)) Y cas“"r'G’
S
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\
et ainsi le lemme d'interpolation suivant [2] est le
meilleur possible.

THEOREME 1.2 (Masser [2]). Il existe une constante c4) 0
telle que, pour tout réel SY»1 , on ait

w"(r(s)) € c,s* (T, 6)

d) Etude du coefficient n .

Nous reprenons les notations du b) ci-dessus ; en par-
ticulier il n'est pas utile ici de pléﬁger G dans un b’
espace projectif. Nous aurons besoin de quelques informa-
tions complémentaires, assez simples, sur u .

Remarquons d'abord que si H est un sous-groupe algé-
brique de G , de dimension { d , défini sur K , alors

w(I’/TN H,G/H) = min{(rangzl‘/I‘n H')/dim G/H'} ,
H|

quand H' décrit les sous-groupes algébriques de G , con-
tenant H , de dimension { d , et définis sur K . En
particulier

w(T/TN H,G/H) ¥ u(T,G) .
LEMME 1.3. Sgii H un sous-groupe algébrique de G , défini
lsur K , de dimension & {d , tel que

w(r,G) = (€-1)/(a-s) ,
vec XA = rang,[NH . On suppose X >0 . Alors
w(TNH,H) ¥ u(T,6) .

|Démonstration. Il suffit de reprendre la démonstration du
[lemme 1.3.2 de [5). La condition XA Y0 assure 50

|Remarque. Il peut arriver que, pour tous les sous-groupes
algébriques H de G vérifiant 1'hypothése du lemme 1.3,
lon ait
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w(TNH,H) €A/ .

C'est le cas par exemple pour G=Gg , d=3 , €=6 , et

T = 23 + z(xl,o,o) + z(xz,o,o) + Z(0,y,0) .,

avec yfQ , et 1,x1,x2 Q-linéairement indépendants
(avec u(T,G)=1). Le lemme qui suit fournit un palliatif.

LEMME 1.4. Il existe un entier v %0 et des sous-groupes
algébriques H, , (0i{ v+1) de G , définis sur K , avec

G=H O2H 2...2H,, =0,
de dimension respective
\ < 3
a=b6_ %8 d.db =0,

tels que, si on note
Iy =TNH , X =rang, T; , (0{i{v+1),
on ait

BTy H ) = =d, 0/6,-8, )+ (0€ikv),

avec, pour 1{i{v ,

)\i N xi-l

n e_t-_ u(l‘i.Hi) ) u'(ri_lrﬂi_l) -

wl

Démonstration. Supposons gbnstruits Ho""'ni , avec

i Y0 . On considére deux cas. Si u(l"i,Hi) = Xi/bi . on
choisit v=4i . Sinon, on utilise la définition de u : il
existe un sous-groupe algébrique Hi +1 de H, , de dimen-

i
sion 61+1<6i , tel que

ALyl = Py ddlB b0 o

avec A:L+1 = rangzl"n Hi+1 . Alors

et )0:

= b 6i+1
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De plus le lemme 1.3 implique (T, ,H ) Y w(T H, ).

Enfin, comme 6i+1 (61 , la construction s'arréte pour un v
vérifiant o{v{a .

*
e) Etude du coefficient w .

Le coefficient u jouit de propriétés analogues a
celles du coefficient u , d& condition de _changer le sens
des inégalités, et de remplacer les sous-c'groupes par des
quotients. Voici par exemple les énoncés correspondants aux
-lemmes 1.3 et 1.4. Comme les démonstrations sont similaires,

nous les omettrons.

Si H est un sous-groupe algébrique de G , de dimen-
sion > 0 , défini sur K , alors

Wf(romm ¢u(rie) .

LEMME 1.5. Soit H un sous-groupe algébrique de G , défi-
ni sur K , de dimension & )0 , tel que

*(re) =% .

wE

avec A = rangzPﬁH . Alors
w"(T/TNH,6/H) € u™(T,6) .

LEMME 1.6. Il existe un entier v )0 et des sous-groupes
algébriques H, (0{ifv+1) de G , définis sur K , avec

= c =
0 Ho Hl C...C H\)-I»l G ,

de dimension respective

Oim8 8 S Ks

I
o)

o 1 v+l ¢
tels que si on note
Iy =TNH, , X =rang, T, , (0€igv+1),
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on ait

U (O/D,6/H) = (g, A)/(8,, -8.)

avec, pour 1§{i{v ,
(1.7) gy )/(8,-8, 1) > (BA,_)/(a-8, )

et

(/g em) SutrryLe/m ).

On notera que la condition (1.7) s'écrit de maniére équiva-
lente
\ (8-X;)/(a-8;) € (&-x;_,)/(a-8, 1) . -

-

-
.’q.
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§2. ETUDE LOCALE p-ADIQUE. b

On désigne par k un corps non archimédien complet
localement compact de caractéristique nulle et de caracté-
ristique résiduelle p#O . On note © son anneau d'en-
tiers, 3 son degré sur @_, et || sa valeur absolue
normalisée par lp|==p'1 . De maniére générale, nous utili-

serons les notations de [1] ;
a) Définition de r(T,G,k) et énoncé des résultats.

Soient G un groupe algébglque commutatif défini sur
k , et soit T un sous-groupe de type fini de G(k), de
rang ¢ Y1 sur Z . On suppose qu'il existe un sous-groupe
T'' d'indice fini de T qui est contenu dans un sous-groupe
compact de G(k). On note r(I',G,k) 1la dimension du
k-espace vectoriel engendré, dans l'espace tangent a 1'ori-
gine TG(k) de G , par l'image de I' sous l'application

logarithme de G (cf. [1] §4.1).

Soit G un sous-groupe ouvert suffisamment petit de
G(k) sur lequel l'application logarithme de G induit un
difféomorphisme a& valeurs dans TG(k). Grice a notre hypo-
thése GNT est un sous-groupe d'indice fini de T , donc
on peut ¢hoisir ¥,,...,¥, dans GNT linéairement indé-
pendants sur Z ; si t1""'te sont leurs logarithmes dans
TG(k), la dimension du k-espace vectoriel engendré par
tl,...,te est égale a r(T,G,k). Ainsi r(T,G,k) est le
plus petit des entiers n %1 pour lesquels il existe un
homomorphisme analytique

9 : 06" —s G(k)

avec la propriété que ©(8") NI soit un sous-groupe d'in-

dice fini de T .

Soit d 1la dimension de G . On a évidemment

r(T,G,k) € min(€,d) .



D'autre part si k' est une extension finie de k , on a

r(T,G,k) = r(T,G, k')

(comparer avec la démonstration du corollaire 4.2.p de [6])
Si H est un sous-groupe algébrique de G défini sur k
et contenant I , alors

r(r:le) - r(r:H;k) .
; Enfin, si T est un sous-groupe fini de G(k), nous pose-
f rons r(T,G,k)=0 .
!

Le résultat principal de ce §2 est le suivant.

| )
' THEOREME 2.1. On suppose que G est défini sur un co
| nombres K contenu dans k , et que T est contenu dans

G(K). On jnote 3

el PRI R = WS et SN

r ¥ du/(u+p)

et

r Y e/(n40) .

(2.3}

Dans un premier temps, nous montrons qu'il suffit
d'établir 1'une des deux inégalités : l'autre s'en déduit
comme corollaire. Puis nous donnons une démonstration de
(2.2) en utilisant le lemme de zéros 1.1, et enfin nous
donnone une (deuxiéme) démonstration de (2.3) en utilisant

le lemme d'interpolation 1.2.

b) Propriétés simples de r(T,G,k). gguivg;egceAentgg (2.2
et (2.3).

Pour alléger les notations nous noterons simplement
r(T), au lieu de x(T,G.,k).

r(T',G), ou méme
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»
LEMME 2.4. Soient G un groupe algébrigue commutatif défini
sur k , et T un sous-groupe de type fini de G(k) de

rang 2 Y1 sur TL |

1. 88 T, et T, sont deux sous-groupes de T tels
que I‘]_-G-I‘2 soit d'indice fini dans T , alors

w4 BRI e e() .

2. Si H est un sous-groupe algébrique de G défini
: z a
sur k , de dimension b5 , et si ):!?. rangz‘l‘ H , alors

r(T) £ e-x+6 .

En particulier, si r(I')=d , alors w(l,G) ¥1 , et si
r(T)=¢ , alors u (T,6) {1 .

3. Si H est un sous-grou é ue de G défini

r(T,G) ¥ r(I'NH,H) + r(T/TNH,G/MH) .

Démonstration. La propriété 1 revient a& dire que pour une
matrice M de la forme (M;,M,), on a rang M { rang M, %

rang M, , et la propriété 3 résulte du fait que pour une
matrice M .de la forme i

- : - \

=)

B C

ona rang M ¥ rang A + rang C .

é Pour démontrer 2, on utilise 1 avec 1‘1 =TNH , et on
choisit I‘2 de rang €-A tel que 1‘1-0-1‘2 soit d'indice
fini dans T . Comme T)SH, ona r(l‘l) {daimH =5 .
D'autre part r(T,) S rang, T, = -1 .

Du lemme 2.4 on déduit par récurrence :

E 2.5. ﬂ xi ' (0‘1‘\0-‘-1) + £ el e
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alors

v
r(T,G) ¥ Zi=o.' r(TNH/TNH, . H/H ) .

Enfin le lemme suivant est évident.

LEMME 2.6. Il existe un sous-groupe I de T tel que

~

rang, T = r(F,6) = r(1G) .

Démonstration de (2.2) == (2.3). Avec les notations du
lemme 1.4, 1l'inégalité (2.2) entraine

T(T /Ty o By /By ) Y (5=, Ju/(ug40), (0€i{

avec

-

8

= W(Ty/Ty 4 By /) -

i b
Mais on a

g Y (T H) = Og-h, 0 )/(8:-8,,,), (0€il
De plus, pour 0§i{v ,

L e ” i PR VA Y Y
donc
(85=8340)/ (A g=hy 1 #00,-PB 1) U 8 /(A 40B) .
Le lemme 2.5 donne alors
A\
r(T.6) ¥ g =R 370 (B =biaa W/ (XA (900 =P84 15D
Vi es /(X +pb )
Y e/(u"+0).

Démonstration de (2.3) = (2.2). On utilise de méme le
lemme 1.6 ; grfce a (2.3), on a

(T 4y /Ty By g /Hy) Y (A A/ (e40)

avec S
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ui o= (0 /Ty 8y M) Suoyrgemy) .

Mais

(e-X,)/(a-8,) £ (8-X;)/(a=b,) & (A;-h; 1)/(8,-8, ),
donc

(Xi+1'xi?/(xi+1'xi+p51+1"p61) )2 (C-Xv)/(e-Xv+pd-96v) '
et du lemme 2.5 on conclut

s 3
r(T,6) ¥ g Qgpg ) By 4= Ay ) A 408, 1-PE,)
Y a(e-x )/ (e-x +pda-ps )

Y du/(u+p) .

c) La premiére fonction auxiliaire. Démonstration de (2.2).

En plus du lemme de zéros 1.1, 1l'outil essentiel dans
la démonstration de (2.2) est le théoréme 3.1.p de [6] dont
voici un léger raffinement.

PROPOSITION 2.7. Soient L et n deux entiers positifs,
A, U, R, r des nombres réels positifs, et @1,...,¢L

des fonctioms analytiques dans le polydisque B(O,R+) de
k™ . On_suppose R)r et .

£2:8) 3(U+1og p)(U+1log $)" { Lb(log He .

Alors il existe des entiers rationnels non tous nuls
9,s---s9; . avec

A A
-e \<ql<e:
tel ue fonction
F=q® +...+ q¢
vérifie

lFlr { e-U. ?af l¢X‘R .

142 4L



Démonstration. Si les fonctions vl""'QL

nulles, le résultat est banal. Sinon, quitte & remplacer

chaque @, par é 9 avec c = I?T?L |¢XIR , on peut sup-
1 . On reprend alors la démonstration

sont toutes

[o, |
i v

de [6] p. 122-123, avec

R=

£ R,-1
T, =Ullog 2)°" , T < T AL

et B est le plus petit entier Y U/log P . On a alors, avec

les notations de [6].

| 3P rIl'rll

lc

T .

3B(log p)T" € 1A ,
et
lplg € 1.
On en déduit facilement la proposition 2.7.

Nous considérons maintenant un groupe algébrique com-
mutatif. Pour obtenir un énoncé raffiné, nous 1'écrivons

sous la forme G = GaoxGle , ou G1 est un groupe

2
linéaire de dimension a,
restreint pas la généralité puisque 1l'on peut choisir
do=d1=0 ' G=G2

ici est G==G1 , mais le cas général nous sera utile

. Le seul autre cas que nous utiliserons

ailleurs.

d des entiers ¥ O ,

PROPOSITION 2.8. Soient" d° ' dl ¢+ dy

avec d = d°-+dl-+d2 a1 oK up corps de nombres contenu
dans k , G; et G, deux groupes algébriques commutatifs

définis sur K de dimension respective dl et d2 » et
d

enfin G = a;ac’XGle2 . On suppose gque G1 est linéaire.

Soit ®: 6" —» G(k) un homomorphisme analytique, avec

0¢{nf€a . Soit Y un sous-groupe de type fini de pGn tel

gue ®(Y) soit contenu dans G(K). Soit Yyr---1Yp une
base de Y sur Z ; pour S réel » O , notons

S

et G2 est quelconque. Cela ne




5 . 4
ﬂS)—(hﬂuh.&%ye.(hr.“Jw)ez ,o<hj(y y

Alors il existe un entier NY1 , un plongement gquasi-
projectif de G dans Ay XAg XPg , une constante cYo,

o 1
et une suite (PS)S>S de polyndmes de
o
z[ul,...,ud VyrassoVg M sore W],
o 1
ou Pg a un degré D, parr sort 4 chaque variable
Ul""'ud , un degré « D, par rapport a4 chague variable
o)

Vl,...,le :» et Ps est homogéne de degré « D2 en les
variables Wo,...,WN , avec

D log § =D S =D,s? = 4

o g 1 2 !
ou

24,44 d
498 L oeigi? 1(1og 82

tels que Pg s'annule sur %(Y(S)), mais ne s'annule pas
partout sur G(K).

Quandf G est linéaire, on peut choisir do=d2=0 7

d=dl + G=G, , et on obtient un polynéme P_ de degré { D

S 1

avec

p. = ¢ g/ (d-n)
1 -

D'autre part, si G est quelconque et que 1'on choisisse
do=d1= 0, d=d, , G=G, , on obtient un polynéme homogéne
Py , de degré D, . avec

szn/( d-n)

b, = ¢*

2

tion de roposition 2.8. Il est utile d'effec-
tuer quelques réductions préliminaires. D'abord on peut sup-
Poser que le seul sous-groupe algébrique de G défini sur
K et contenant 9(0”) est G lui-méme. En effet, si ce
n'était pas le cas, il existerait un polyndme 3 coefficients
dans K , nul sur ©(Y) mais pas sur G(K). En prenant la
norme sur Q@ et en multipliant par un entier positif on
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obtient un polyndme & coefficients dans Z .

En particulier on supposera que G est connexe, et que
do {n . on remarque alors gque D, tend vers 1'infini
avec S :

D, Y C'(log S)n/(d-n)
Nous supposerons aussi que l'on a ou bien d2==0 , ou bien
D2 » C"(log S)n/(d_n)

Cela n'est pas restrictif : en effet, si D, ne vérifiait
pas cette minoration, alors on aurait 2d_+4, Y 2n , et
d_+d; > n, donc

\ - =

(2d,+4,)/(d_+a,+d,-n) ¥ 4,/(d_+d,-n) ;

on construit dans ce cas un polynéme P

variables WB,...,WN &

D'autre part dans 1'énoncé de la proposition 2.8 on 1
remplacer K et k par des extensions finies sans perte de
généralité. On peut alors choisir un plongement de 62 dans
un espace projectif PN , défini sur K , ayant les propri-
étés requises au §4.1 de [1]. L'existence d'un tel plonge-
ment a été démontrée par Serre [4]. L'homomorphisme analy-
tique 9 :6" —5 G(k) est alors représenté par des coor-
données

s indépendant des

I -
(xl,...,xdoaul,...,udl,$°,....wu)

ou les Xi sont des formes linéaires en z = (zl,...,zn).

les u; et ¢j sont des fonctions strictement analytiqu
n 1k N
sur 6" , et {ul,....udl) (resp. {w;,...,ﬁgi) est un

systéme d'ordre arithmétique fonctionnel fini avec pP=1 'A
(resp. pP=2) pour lequel tout point de 0" est régulierA
(cf£. [1]). Enfin, grace a 1la premiére réduction ci-dessus,
on peut supposer que les fonctions

Xl, ..-,Xdok‘llioo-:udll¢1/wol ...'$d2/¢o
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» : . 4 b
sont algébriquement indépendantes sur K .

On choisit d'abord un entier Vv suffisamment grand,
puis un entier S° suffisamment grand (dépendant de V) ;
enfin soit S un réel ¥ S, - On définit un réel & >0 par

2d,+d d
AR vn+2s 2 l(log s) [e} ;
et on définit des réels D, » D, » D, par
o, ~ 2
D, log § = DS = D,5° =4 .
remier . Il existe un polyndme non nul P, dans 1'anneau

PR " oA
1 © d,

de degré { D, en UjreensUy o de degré D, en

z[Ul,..., do,vl,..., -

o
a A #

Vl,...,le , et _homogene de deqre D2'$D2 en Wo,...,wd2 ’

dont les coefficients sont des entiers rationnels dont la

valeur absolue (ordinaire) est majorée par eA , tel que 1la
fonction

4 YAEE 5 - b S 2 AR T oo AERE AR TSR e PSR 1 S
S 1> I do 1 dl o d2

vérifie
-vA

PYI G ‘

i W

Ce premier pas est purement analytique et ne fait pas
intervenir le corps de nombres K . On utilise la proposi-
tion 2.7 avec

d d. 4 -d
U=vA , R=1, r=1/p , L ) D°°D11022(d2+1) A

et les @j sont des mondmes en xl""'xdo'ul""'“dl'

D, ; ainsi

&o,...,¢d2 , de degrés respectifs DD, ,D,

‘¢j‘1 $ pA .
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Deuxiéme pas. Pour tout y€Y(S) , on a Foly)=o0 .

Comme la fonction wo n'a pas de zéros dans © , 1le

nombre
Do

o = lbo(y) 2Fs(y)

2

est bien défini, et appartient & K . Grice & la construc-
tion de FS on a

b

D'autre part, d'aprés (1], @ a une hauteur majorée par
exp(v4/3). La formule du produit implique alors &=0 .

La proposition 2.8 est ainsi démontrée. Nous déduisons
alors de 1.1 le corollaire suivant, qui est clairement équi-

valent a 1l'inégalité (2.2).

COROLLAIRE 2.9. Soient K un corps de nombres contenu dans
k , G un groupe algébrique commutatif défini sur K de
dimension d¥%1 , 9:68" —s G(k) un homomorphisme analyti

que avec nfd , et T un sous-groupe de type fini de
©(8") N G(K). Alors

w(r,6) € pn/(d-n) .

Par exemple si G est une variété abélienne simple,
alors 9(6%)N G(K) a un rang sur Z fini { 2nd/(d-n).

3 = 4
d) La deuxiéme fonction auxiliaire. Démonstration de (2.3).

Nous avons déja démontré (2.3), puisque nous 1'avons
déduit de (2.2), et que nous avons établi (2.2) grice a la
premiére fonction auxiliaire. Néanmoins il est intéressant
de donner une deuxiéme démonstration de (2.3), en utilisant
le lemme d'interpolation 1.2 et la nouvelle fonction
auxiliaire suivante.

PROPOSITION 2.10. Soient N et n deux entiers positifs,
A, U, R, r des nombres réels positifs, et Cl,...,CN
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4 A
On trouve ainsi 9yr--++9y » NON tous nuls, entre -e et
A

e .

Soit maintenant ¢ une fonction analytique dans
B(O,R+), avec |¢|R$ 1 . On tronque le développement de
Taylor de ©® a l'origine sous la forme

P = P+G ,

od P est un polynéme de degré { T , et G a un zéro a
1l'origine d'ordre ¥ T . On a

T -U
lé q,6(¢)] \<11232N lee )1 € el & (z/R) Vol g L™, !

et
lZ\jN.' P(¢ )¢ | L pto )EN ¢t € ol ~U¢ien
=] qv v SY=3 l:?{T ET el(o = qv V) ? re < g
D'ou
N
12 f qvw(Cv)l G
u=

Par homogénéité, on en déduit la proposition 2.10 pour
toute fonction ¢ analytique dans B(O,R+).

De la méme maniére que nous avons déduit 2.8 de 2.7,
on obtient comme conséquence de 2.10 la proposition suivante

PROPOSITION 2.11. Sous les hypothéses de la proposition 2.8,

il existe un plongement de G dans Ad xAd xPN , une
o 1

constante C)0 , et, pour chaque réel S suffisamment
grand, des entiers rationnels 9 indexés par Y dans
T'(s) = ¢(¥(s)), non tous nuls, avec la propriété suivante.

Pour tout polynéme P de 1'anneau

z[ul,...,ud Ve s Vg M, o,Wgl
o 1
de degré D, en U,...,U; ., de deqré X4 D, en
o
Vl,...,vdl , et homogéne de degré { D, en wo,...,wN ¢
s? =4,

Do log S = Dls = D2

g

S

lO




P(Y) =0 .
yg;%s) o

Le lemme d'interpolation 1.2 donne alors 1'énoncé sui-

vant équivalent a (2.3) :

COROLLAIRE 2.12. Sous les hypothéses du corollaire 2.9, on a

u"(T,G) Y %-p .

Bien entendu, 1'étude faite au §2 b ci-dessus montre que les

corollaires 2.9 et 2.12 peuvent &tre déduits 1l'un de 1l'autre.

e) Compléments.

Comme on a toujours u(T,G) € 2/d (resp. u (T,G) Y&/d),
le corollaire 2.9 (resp. 2.12) n'est intéressant que si

2a > n(e+ap)

Supposons u(I',G) = £€/d4 , ce qui égquivaut a u*(r,G) =e/4 .
Alors les inégalités (2.2) et (2.3) s'écrivent sous la méme

forme : ..
% \

r(T,G) ¥ 2a/(8+dp) .

Il serait intéressant de décrire plus complétement la situ-
ation, au moins d'un point de vue conjectural. Dans [7] §3
est décrit un exemple, dli a M. Langevin, dans lequel

G=6 ,p=1,2=d:“(r:G)=1:

et

r(r,6) =%a,
ceci pour chagque entier d positif divisible par 3 . La
méme construction donne, quand d est un entier positif
divisible par 3 et E une courbe elliptique (définie sur
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un corps de nombres K contenu dans k)

ayant des endo-
morphismes non triviaux, un exemple avec

6=, p=2, ¢=24 , u(F,G) =2 ,

et

r(T,G) = § a.
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§3. LE CAS COMPLEXE. S

On désigne par G un groupe algébrique commutatif défi-
ni sur € de dimension d %1 , et par T un sous-groupe de
type fini de G(€) de rang € sur 7.

a) Définition de r(T,G,C) et énoncé des résultats.

Notons TG(c) 1'espace tangent a l'origine de G(C),
et exp, :TG(C) —> G(C) 1l'application exponentielle de
G(C). Il existe des éléments tireeeity de TG(c) dont les
images par expg, engendrent un sous-groupe d'indice fini de
T . On définit alors r(T,G,C) comme le minimum des nombres
dim¢(Ct1+...+cte), quand (tl,....te) décrit les éléments de

(TG(C))e vérifiant cette propriété.
Si G° désigne la composante connexe de 1'élément
neutre dans G , on a
r(T,G,C) = r(rn G‘olGorc) -
Si 2=0, c'est-a-dire si I est un sous-groupe fini
de G(c), alors x(T,G,c) =0 .

si eY%1, r(l',G,C) est le plus petit des entiers
nYl tels qu'i}fexiste un homomorphisme analytique
9:c” —> G(C) *bour lequel o(c®N T soit un sous-groupe
d'indice fini de T .

Ainsi dans tous les cas
r(r,G,¢) § min(€,d) .

D'autre part r(Il,G,C) est majoré par la dimension du
C-espace vectoriel engendré dans TG(C) par expal(r).
Cette majoration peut &tre stricte : par exemple, si G est
une variété abélienne, expél(o) contient une base de TG(C).

Le résultat principal de ce §3 est le suivant. On
désigne par @ la cldture algébrique de @ dans C .
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THEOREME 3.1. On suppose que G est défini sur Q@ ., et gue
I' est contenu dans G(@). On note

r = r(T,G6,€) , w=u(lG6) , u =u(rG) .

ors n
(3.2) r ¥ du/(u+p)
et
(3.3) rYye/(u+o) .

Le plan de ce §3 est le suivant. Nous reprenons d'abord
rapidement la méthode du §2 ¢ pour démontrer (3.2), puis
celle du‘§2 4 pour (3.3). Nous.verrons ensuite pourquoi les
résultats du §2 b ne s'étendent pas au cas complé&e. Pour y
remédier, nous montrerons comment il convient de choisir les

logarithmes.
b) Démonstration de (3.2).

On utilise le théoréme 3.1 de [6] et le lemme de zéros
1.1 pour démontrer la proposition suivante, analogue com-
plexe de 2.8.

d
PROPOSITION 3.4. On écrit G sous la forme G=GaOXGIXG2 ’
ou G, est linéaire de dimension d, et G, est de dimen-

sion d, , tous deux définis sur @ . soit 9:¢" — G(€)
un_homomorphisme analytique, avec n<{d . Soient Yqree-e¥p
des éléments Q@-linéairement indépendants de c” dont les
images par ® sont dans G(@). On note Y = Zy,+...+Zy, .
et on définit Y(S), pour S réel % O , comme d'habitude.

Alors il existe un plongement de G(€) dans
d d
c°xce 1XPN(C), une constante C)? 0 , et une suite

(P.) de polyndmes de 1'anneau
s's)s

FU Uy VeV .wo,...,wN] /
o, 1
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\
P, étant de degré D, enles U, , ¢ D, enles V, , et
homogéne de degré D, en les Wi , avec

a . 2
DologS-DIS-D28=A,
ol

2d,+d

Ad-n 2

a
= cs l(10g 8) ©,

tels que P; s'annule sur ¢(Y(S)) mais pas sur tout G(@).

La démonstration de la proposition 3.4 est analogue &
celle de la proposition 2.8 ; essentiellement on remplace
les arguments tirés de [1] par ceux utilisés dans (51,
notamment au §4.3. Ainsi on choisit ¢° =6op , o O est
une fonction théta relative & un réseau d'un espace €9 , et
p: c® —> ¢9 est une application linéaire. De plus on deman-

n

de aux fonctions ¢°,...,$N d'étre entiéres dans ¢ ,

d'ordre { 2 . Tout cela est possible grice a [4].

En combinant le théoréme 1.1 et la proposition 3.4, on
obtient 1'énoncé suivant, équivalent & 3.2.

COROLLAIRE 3.5. Soit ®:€" —» G(C) un homomorphisme ana-
lytique. On suppose G défini sur @ et T contenu dans
o(e”) N (@) .“Alors 3

w(T,6) { pn/(d-n) .

Remargue. On peut raffiner la proposition 3.4 en remplagant
la définition de A par

24, +d._ -u

Ad-n 2 2k

a
= cs (1og 8) © ,

ol % est la dimension du C-espace vectoriel engendré par
le noyau de ©® . On en déduit un raffinement correspondant
de 3.5 ;

w(T,G) { (Pn-x)/(d-n) .

Pour cela, on modifie la construction de la fonction auxi-
liaire (théoréme 3.1 de [6]) en tenant compte des périodes.
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Comme la démonstration est plus compliquée, nous ne la don-
nons pas ici, et nous n'utiliserons pas ce raffinement.

c) La deuxiéme fonction auxiliaire. Démonstration de (3.3).

Voici 1l'analogue complexe de la proposition 2.10.

PROPOSITION 3.6. Soient N et n deux entiers positifs,
A, U, R, r des nombres réels positifs, et Cl,...,CN
des points de c” . on suppose

U3 U, R/eDe s e® ¥NR/E ; imax le,1€x .

l(vén
et
\ n "

(80)™* ¢ wA(Log B9 . %

Alors il existe des entiers rationnels Qqre--09y » AvVeC
A
0 max Iq | e ,
144N g

tels gue e fon ® analytigue dans B(O,R)
on ait

\& qv‘v(Cv)l $ e-zulwlR -

v=1

Démonstration. On définit un nombre réel T°> 0 par la

T
condition (R/r) © = Ne?’ . on a ainsi 4(T°€5U-1 . Soit
T 1le plus petit entier % T, + On résout le systéme d'iné-
quations >

N
1= a 68l € ) RIE o720 (penw® , liul <m).
v=1 & :
On utilise pour cela le lemme 3.3 de [6] et les inégalités
N
z::|ct| (N R”dl,
v=1
2V'§'(1+’1‘°)nN e Y, § e(n¥5)U ’
et

2(n+5)U(14g)" & Na .
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Alors on peut trouver (ql,...,qu)elN e toF I To) ) Tet
la | £ -

Soit maintenant ® analytique dans B(O,R), et véri- i

fiant leR S eV . on écrit ©=P+G , o P est un polyndme

de degré { T , et G a un zéro a l'origine d'ordre ¥ T . ‘
On a (cf. [6] démonstration du lemme 3.4) : “

lely € (141 lol ;
T 5 Y
la(€ )1 € (x/R) 1419 [l s

et, comme 2(14’1‘ o &
b a6 )| € 8 V(e (z/r)T ¢ 5V . 190
v=1

D'autre part si on écrit

AT R
& qP(C,) = % é a5

v=1

~donc ¥
= n Rt -n_-2U

|§1 a P (T +1) ("m:(c.r le, IR ).15(1;0»‘1'0) e
‘ ;ie-u ’ 20

grice aux inégalités de Cauchy. La proposition 3.6 est .
démontrée sous 1'hypothése |¢|R=eu , et le cas général

s'en déduit par homogénéité.

proposition 3.4", & condition d'ajouter la conﬂitien t

YNker ¢ = (0) .




On obtient alors (3.3) sous la forme équivalente suivante :

COROLLAIRE 3.7. Sous les hypothéses du corollaire 3.5, on a
* £
] (P:G) ) E’P -

Remargue. Ici aussi on peut tenir compte des périodes de P,
en raffinant la proposition 3.6. Alors, si x est la dimen-
sion du C-espace vectoriel engendré par le noyau de ¢ ,
on peut préciser 3.7 :

u"(rlG) >/ eTﬂ'p '

et, dans l'analogue complexe de 2.11, on peut remplacer la
définition de A par

An = cse+n 2
\ - -
d) Un probléme dfi aux périodes.

La partie 3 du lemme 2.4 ne s'étend pas au cas complexe
Voici un exemple dans lequel I est contenu dans un sous-
groupe algébrique H de G , et

r(P.G,C) <r(rlnlc) .

On choisit H=G§ , et G est une extension d'une courbe
elliptique E par 6. (cf. [4] §3.3 p. 199). On écrit les
éléments de 1'espace tangent TG(C) sous la forme

? et u€rmy(c) ¥ C . Soit
(wl'wz)f un couple fondame?:al de périodes de exp, dans
TB(C), et soit T = w2/w1 . On choisit pour G 1l'extension

pour laquelle

(z,2z',u), avec (z,z') GTH(C) = ¢

exp(zﬂi.z'-ﬂli.uwi) = exp(z,z',u) , (i=1,2),
avec

= 20(w;/2) , (i=1,2) , Ny=1n; = 2im/w

By 2 1}

(cf£. [4) p. 199). On choisit T = 2y, +27,<G(C), avec

S




Yy = expG(ﬂl,le/T,wl) ‘ QZ = expG(Tnl.ﬂz,wz) :
Comme la matrice

fig
nz/f
o1

a pour rang 1 , on a r(I',G,C) =1 . Mais TSH , car

= 1 =
71 o expG(O,:F"Iz-"ll,O) v 72 3 exPG('”ll'leuopo) ’

( 0
T

a pour rang 2 , et que expy n'a pas de périodes, on a
r(T',H,C) = 2 .

et comme la matrice

Remarque. Dans le cas général TI'SHSG , on peut montrer :

kr(T,H) { r(T,G6) £ r(T,H) .

e) Sur le choix des logarithmes.

=

Au §4, nous aurons besoin des résultats 4u §2 b ,
notamment du lemme 2.6. Pour remplacer ces résultats dans le
cas complexe, il faudra choisir convenablement les loga-

rithmes. Commengons par exposer la situation dans le cas

particulier G=Gg . Ainsi T est un sous-groupe de type

£ini de 9

des nombres complexes T (1€i€a, 1{(j€¢e), avec les
propriétés suivantes : si on note )’i = exp(zij). et

75 = (vlj,....vdj)éc"d , (1€j¢e), alors

, de rang £ . Le probléme consiste & trouver

1) le sous-groupe de cxd engendré par ‘71, ceetYp est un

sous-groupe d'indice fini de T ;

2) si Pyr+++sPgsdyse--,dp sont des entiers rationnels tels
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que
d 14 P.q
T Trvi§j=1.
i=1 j=1

alors

% 4

2 : guZen =10 .
i=1 =1 S0
Rappelons la solution donnée dans [7]. On choisit des él1é-
ments 7;,...,73 dans T , @-linéairement indépendants, on

(oo o e

écrit Yj (7ij)1(i(d . et on considére le sous-groupe de
c* engendré par les ¢€d nombres Y{. . Soit a 1l'ordre du
sous-groupe de torsion. Les ¢d nombres (Y; )@ engendrent
un sous-groupe libre de €* . On choisit une base (65)' et
on égrit les yij = (ng)a, dans cette base :..

8 =
Yeg = T 8 4% Srds la , ¥{3¢O) B
ij & n
On choisit des nombres complexes z, tels que exp(zs)=6s.
et on définit

zij - Is : aijszs, (1(i<d ’ 1‘]“ e) .
Alors exp(zij) = 7ij ., et la condition

TeT T 6 438Pi%) _

i=1 j=1 8 ®
implique, puisque les 68 sont multiplicativement indépen-
dants,
4
) =
b ETIRE

pour tout s , donc
d (4

: : piquij =0 .

i=1 =1
Nous allons modifier cet argument pour 1'étendre au cas
d'un groupe algébrique commutatif quelconque. Essentielle-
ment, au lieu de considérer le sous-groupe de €~ engendré
par les €4 nombres Y; , on va considérer le sous-groupe
2a °
de c* engendré par le point ‘713’141(a.1<j(e r

S
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\
LEMME 3.8. On suppose ¢ )1 . Il existe t;,...,t, dans

T,(C) tels que les points ¥ = expgty (1£54¢8) ge

G(C) engendrent un sous-groupe d'indice fini de T , et

el ue pour tout sous- brique H de G et tout
tE T +.. .42, la condition expgt€H implique t€T, .

La conclusion entraine, et, si H est connexe, équivaut a:
n (-~
(2t1+...+lte) (Tﬂ+ker expG) Ty -

D'autre part le sous-groupe I' de T engendré par
YyreeatYp posséde alors la propriété que pour tout sous-
groupe algébrique H de G ., T'/T'NH est sans torsion.

stration du mme 3.8. Commengons par traiter le cas
=1 . On veut trouver t¢€ T, tel que Y = expgt soit un
point de T , non de torsion, et tel que les conditions
YyEH et t€ TH soient équivalentes pour chague sous-groupe
algébrique H de G . Pour cela on prend 1'adhérence de
Zariski Z de I' dans G ; c'est un sous-groupe algébrique
de G , et on note Ho la composante connexe de Z conte-
nant 1'élément neutre. Alors I H  est un sous-groupe
d'indice fini de T . On choisit Y€TN H_ . non de torsion,

puis on choisit un élément t dans

$ exp§17‘= expalyn T \
o o

Alors
=
YE€H => HOCH='=9 THO TH===} tETH .
Pour ¢ quelcongue, on considére ¢ éléments
7;,...,73 de. ' linéairement indépendants sur Z . Dans

0y

Ge , on considére 1'adhérence de Zariski 2 de ° , on
ve = (7;,...,73). on note H, la composante connexe de

1'élément neutre de Z , et dans son espace tangent TH on
()

choisit un élément t dont l'image Y par exp , est un
G

élément du sous-groupe engendré par Y° , et n'est pas de
torsion (c'est possible puisque 7Y° lui-méme n'est pas de
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g + on écrit

t = (ty,....tp), avec tjETG . Montrons que ces éléments

torsion dans G). En identifiant T e et Te
G

tireeanty vérifient les propriétés annoncées.
I1 est clair que les Yj = expg tj engendrent un sous-

groupe d'indice fini de I . Maintenant si (h1"“'h€) GZe
et HCS G sont tels que
h h
1 e
Y eV (5 28

alors le sous-groupe algébrique
- h h
H = {(91,---'92)6(38 ’ gll"'geeen}

Yo ¥ Contient Y , donc teTﬁ 7 c'eg;-é-dire
h ot +...+h,t, € Ty -

Ceci termine la démonstration du lemme 3.8.

Voici, avec ce choix des logarithmes, 1'analogue com-
plexe de la deuxiéme partie du lemme 2.4.

LEMME 3.9. Soient H un sous-groupe algébrique connexe de
G , de dimension & , et tyr...,ty des éléments de TG(C).

dont les images par expg appartiennent & T , et tels que

(2t1+...+2'te)n (‘I'H+ker expG) (ot

H
Notons X le rang de I'"H sur Z . Alors
=)
3

dime (Ct +...4Ct,) £ e-x46 .

Démonstration. Notons T' 1le sous-groupe de I engendré
par les ¢ points 'yj = exthj , (1€j€2), avec

‘= rangzI" , et X' =rang, I''NH . On considére des entiers
rationnels agy ’ (1{s€e* , 1{j€2), tels que; si on note

.a
Y, = ]1\'1 Yij » (1€s{e')
J=

alors )'i. ....‘Yx'. engendrent un sous-groupe d'indice fini

de TI''NH , tandis que les images modulo H de-
S
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‘7)1. +1’ -..,‘Yé. engendrent un soush;roupe d'indice fini de

T'/T'NH . En particulier Yi,...,yé. engendrent un sous-
groupe d'indice fini de I'' , donc la matrice (asj) a
pour rang ¢' . De 1l'hypothése sur les tj on déduit
4
Zj=1:asj tjETH pour 1{s{\',
donc l'espace vectoriel engendré sur € par les ¢£'
éléments

{4

jZIasj ty . (1¢s¢e")
=1 3

N
a une dimension { 6+8'-A' { 8+8-) . .

o




§4. ETUDE GLOBALE.

Soient K un corps de nombres, G un groupe algébrique
commutatif défini sur K de dimension d %1 , et T un
sous-groupe de type fini de G(K), de rang € sur Z .

a) Définition de rv(F,G) et énoncé du théoréme principal.

On note ¥ 1'ensemble formé des places archimédiennes
de K , et des places finies de K pour lesquelles I' pos-
séde un sous-groupe d'indice fini contenu dans un sous-

groupe compact de G(Kv).

Quand vE€Y est une place finie, on notera rv(T,G)
le nombre r(T,G,Kv) introduit au §2. De méme, si v est
une place infinie, on lui associe un plongement de K dans
C (via un plongement de R dans € si v est réelle) ;
par ce plopgement G est défini sur C et on note rv(F,G)
le nombre r(I',G,C) correspondant introduit au §3=

THEOREME 4.1. Si v, et v, sont deux éléments de ¢ ,
on a
1
rvl(I‘,G) )/m rvz(l‘,G) .

Nous démontrons d'abord ce théoréme, puis nous y apportons
quelques compléments.

b) Démonstration du théoréme 4.1.

Supposons pour commencer vy finie. Le lemme 2.6 per-

met d'extraire de T un sous-groupe [ vérifiant
rang T=r (?,G) = r_ (T,G) .
s, 5
Alors la partie 2 du lemme 2.4 entraine

T 5 i O

Finalement, le théoréme 2.1 si vy est finie, et 3.1 si
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v, est infinie, donne -
~ 1 -~
rvl(l',G) Y st rang,l" .

Comme I'ST , on-a e (T.6) ¢ r, (r',G), et le théoréme 4-1.:‘L
1 X &

est démontré pour le cas ou v, est finie. -

Supposons maintenant vy infinie. Soient tl""'tl
des éléments de TG(G) vérifiant les propriétés indiquées au
lemme 3.8, et soit r 1la dimension du C-espace vectoriel

engendré par t ,...,tp, . On a évidemment ryr, (T,6). On
2
extrait de l'ensemble tl' &2 un systéme libre sur C ,

disons ?'.'1, ...,t e 4 et on note T.1e sous-groupe de T

engendré par les ;‘j = expG?:‘j , (1{j{r). Comme T est de

rang r sur Z , le lemme 3.9 montre que u’(-f",G) {1 .00
utilise maintenant pour T 1e théoréme 2.1 si vy est
finie, et le théoréme 3.1 si v, est infinie :

Ca (T.6) ¥ r/(p+1) ,
1

r, (1,6 ¥ r, (F.6) ¥ r/(p+1) ¥ r, (T.G)/(P41) .
1 1 2

ce qui“démontre le théoréme 4.1.
= = :

c) Produits de groupes ébriques de dimension 1 .
Considérons d'abord le cas G==Gg . Soient Y, .....7p
des éléments linéairement indépendants sur Z (c'est-a-dire
multiplicativement indépendants) de T . Ecrivons
Yj = (yij)l(i(d , avec yije K¢ . Soit M 1la matricg (Yij)
4 4 1lignes et ¢ colonnes. Alors le nombre u(P,Gm)
coincide avec le coefficient 8(M,K*) introduit dans (7]
(cf. [3] §7 et (7] §5), et u’(T,Gﬁ) n'est autre que ]
8(*M,k*), ou M est la matrice transposée de M (voir
aussi [6] §7 et [5] remarque 1.3.9). Dans ce cas particulier,
1'inégalité (2.2) coincide avec le théoréme 4.1 de [7], et )
pour obtenir 1'équivalence avec (2.3) il suffit de transposer
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la matrice, c'est-a-dire de considérer le sous-groupe de Kx!
engendré par les vecteurs lignes de M . De méme 1'énoncé
(3.5) coincide avec le corollaire 4.2 de [6], et 1'équiva-
lence entre (3.2) et (3.3) est ici évidente.

Supposons, un peu plus généralement, que G soit pro-
duit de groupes algébriques de dimension 1 . Ecrivons
G=G°xcd1xEd2x x %n i h)1 p p)

® e 2 ...Eh,o ,d°/0,dllo.
d2 Ydipees .,d.h »1 sont des entiers rationnels et Ez, & .,E‘.h
sont des courbes elliptiques définies sur K et deux-a-deux
non isogénes. Considérons un plongement de K dans € . La
condition sur tlreeanty donnée dans le lemme 3.8 peut &tre
explicitée de la maniére suivante. Ecrivons t. = (u

j sij
expgy ty = *j = (ysij) avec, pour 1{j{¢ ,

-

uoij=‘yoij€l(, (l‘i(do) '
TR
i3 _
e -ylijéx". (1€ifa) ,
et, pour 2¢{s{h ,
exPEsusij = ‘ysijGEs(K) ’ (1<i(ds) .
Pour s=1 , on demande que toute relation de la forme
s SRS a.b
Tha b 71? R

avec des entiers rationnels a; bj implique

§ dl e "s“

Pour 2{s{h , en notant A, 1l'anneau des endomorphismes
de E_ , on demande que toute relation dans Es(c) de la

s
forme
a.b.y =0
=1 3=1 i7§7sij
avec a, et bj dans Al implique
d
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L'équivalence entre ces condit?ons et celle du lemme 3.8
repose sur le théoréme de Kolchin (voir [3] §8).

Notons alors M la matrice (usi j) a4 d lignes
(indexées par (s,i)) et 2 colonnes (indexées par j). :
démonstration du théoréme 4.1 montre que pour tout v&€d ,

on a
r (T.G) ¥ % rang M
.~ Qo 3 %

Bien entendu, si h=1 , c'est-d-dire si G = Gaoxem_l 2
on peut remplacer 1/3 par 172 . Nous allons voir qu'il en
est de méme quand G= Ed ol E est une courbe elliptique

ayant multiplication complexe, et aussi que dans ce cas on a
d 1 d
(4.2) rvl(l‘,E ) Y i’vz(r"‘ )

pour tout v ,v, dans 4. q

Démontrons d'abord (4.2) dans le cas ou v, est finie.
Comme G est un produit de groupes algébriques de dimension
1, on peut supposer r, (T,G) =d (cela revient & extraire

2

d'une matrice un nombre maximal de lignes indépendantes, ’ DLJ {
c'est-a-dire ici & considérer un sous-produit de
Ex...xE=E%). D'autre part, en notant A 1'anneau des endo-
morphismes de E , on ne modifie pas rv(I‘,Ed) si on rem-
place T par le sous-A-module qu'il engendre ) on supposetgji'
donc T stable par A . Si H est un sous-groupe algébrique
de E® 4éfini sur K de dimension & , et si l=rangzl"ﬂ H,
alors, comme H est stable par A , N H est un A-module
de rang \/2 , et T/TNH est un A-module de rang

(8-\)/2 . On obtient (comparer avec le lemme 2.4) :

=

£ (T,E®) € 8 +(80)/2 ,
2

donc u(T,G) ¥ 2 . L'inégalité (4.2) résulte alors du

théoréme 2.1 si v, est finie, et du théoréme 3.1 sinon.

Quand v, est infinie, correspondant a& un plongement
de K dans @ , l'inégalité (4.2) est légérement moins pré-
cise que 1'inégalité annoncée



rv(r.G) Y % rang M . 3
Pour démontrer celle-ci on se raméne au cas ou M est d;'
rang d (cela n'affecte pas les conditions sur les usij)A
puis ou T est stable par A = End E . Comme ci-dessus on
obtient u(Tl,G) ¥ 2 (comparer avec le lemme 3.9), et 1'iné
galité (2.2) ou (2.3) permet de conclure.
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