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INITIATION AUX NOMBRES TRANSCENDANTS

par Michel WALDSCHMIDT

Alors qu’elles étaient, & leurs débuts, assez obscures et compliquées,
certaines démonstrations de transcendance ont été énormément simplifices
au cours de la derniére décade. Cette clarification est essentiellement due a
Lang, qui présentait au Séminaire Bourbaki en 1966 (exposé¢ n® 305) un
théoréme sur la transcendance de nombres exp (x;y;), et qui le démontrait
par la méthode classique de Gel’fond-Schneider, sauf que I’on s’en tire sans
équation différentielle, et que la démonstration s’en trouve simplifiée au point
d’étre complétement triviale (sic).

Il se trouve qu’en apportant une modification trés minime dans le choix
de certains parametres, on peut démontrer de la méme maniére le théoréme
de Gel’fond et Schneider sur la transcendance de @”. C’est ce que nous verrons
dans la premiére partie, aprés avoir effectué un rapide survol de I'historique
de ce probléme.

Dans la deuxiéme partie, nous étudierons, dans le méme esprit de
simplification, un théoréme de Baker sur I'indépendance linéaire de loga-
rithmes de nombres algébriques.

I. L THEOREME DE GEL’FOND ET SCHNEIDER
SUR LA TRANSCENDANCE DE g”

§ 1. APERGU HISTORIQUE [4,8]

En 1748, un siécle avant que Liouville ne construise le premier exemple
de nombre transcendant, Euler conjecturait que le logarithme, pour une
base rationnelle, d’'un nombre rationnel (qui n’est pas une puissance ration-
nelle de la base) est transcendant.

En 1900, au Congrés de Paris, Hilbert constatait que cette conjecture
n'était toujours pas résolue, les seules méthodes connues ne pouvant
s'appliquer qu’aux valeurs, en des points algébriques, de fonctions satis-
faisant une équation différentielle & coefficients algébriques. C’est ainsi que
Hermite (1873) avait obtenu la transcendance de e, Lindemann (1882) celle
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de e”, pour « algébrique non nul (et par conséquent la transcendance de n),

r ]
n

et Welerstrass (1885) I'indépendance algébrique de ¢! s, e, ol
Ay, .., O, SONt des nombres algébriques Q-linéairement indépendants.

En 1900, donc, dans son exposé « Mathematische Probleme » (voir:
D. Hilbert, Gesammelte Abbhandlungen, New York, 1965; ou bien:
Bull. Amer. Math. Seoc., 8, (1902), 437-479), Hilbert énongait une liste de
23 problémes, dont le septieme, « Irrationalitdt und Tranzendenz bestimmter
Zahlen », reprenait la conjecture d’Euler:

Etudier la transcendance, ou méme seulement irrationalité, des nombres
a’, puissance d’un nombre algébrique a # 0,1 par un nombre algébrique
irrationnel b, par exemple 2¥2 et e™ = i~ ?',

Hilbert considérait ce probléme comme trés difficile, et il pensait que sa
solution ne serait trouvée qu’aprés celles de I'hypothése de Riemann et de
la conjecture de Fermat.

Pourtant, dés 1929, une attaque sérieuse de ce probléme est donnée par
Gel'fond, a partir de travaux de Polya. Polya avait étudié, depuis 1914, les
fonctions analytiques f qui vérifient /(Z) e Z pour tout Ze Z, ce qui lui
avait permis d’établir un premier lien entre I’ordre d’une fonction analytique
et la nature arithmétique de ses valeurs. Gel'fond s’intéressa aux fonctions
qui vérifient f(Z) € Z pour tout Z € Z [i], anneau des entiers de Gauss. Sa
méthode, appliquée a des fonctions telles que €™, lui permit d’apporter une
premicre réponse au 7¢ probleme de Hilbert: si @ # 0, | est algébrique, et
si b est irrationnel quadratique, alors &” est transcendant; en particulier
e™ est transcendant.

Ce résultat fut amélioré par Kuzmin, puis Boehle. Et, en 1934, la solution
aéfinitive est trouvée, par Gel'fond et par Schneider, indépendamment I'un

de 'autre.

TutoreME 1. (Gel'fond, Schneider). — Soient a, b deux nombres algé-
brigues, a # 0, a # 1 et b irrationnel. Alors le nombre :

a" = exp (h. Log a)

est transcendant.

Les méthodes de Gel’fond et de Schneider ont connu depuis des dévelop-
pements considérables. En 1934 et 1937, Schneider étudiait les valeurs de
fonctions elliptiques; puis, en 1949, il généralisait tous ses résultats en un
critére de dépendance algébrique pour des fonctions analytiques [10].

En 1949 également, Gel'fond obtenait des propriétés d’indépendance
algébrique [5]); par exemple, si a # 0,1 est algébrique, et b irrationnel



55 —.

cubique, les deux nombres a® et a"* sont algébriguement indépendants (sur Q).

Ces résultats ont été étendus par Lang (depuis 1963) aux points de varictés
de groupes [7, 8]; Lang déduit ses énoncés de critéres, analogues a celui
obtenu par Schneider en 1949, sur la répartition des points ou plusieurs
fonctions méromorphes prennent simultanément des valeurs algébriques.
Grace a une variante de ces critéres, Ramachandra, en 1967, énong¢a de
nouvelles propriétés des fonctions elliptiques [9]. Enfin Bombieri, en 1970,
a permis I’extension de ces critéres aux fonctions de plusieurs variables
(voir [8]).

On ne peut pas terminer cet apercu historique sans mentionner les
travaux de Baker [1] (dont nous parlerons plus longuement dans la deuxiéme
partie) et sans formuler quelques conjectures; les plus célébres concernent:
— Dindépendance algébrique de logarithmes de nombres algébriques, par

exemple la transcendance de:

Log2. Log3,

et
— I’ndépendance algébrigue des nombres ¢ et m, par exemple la trans-
cendance de:

e+ m.

Nous verrons dans la deuxiéme partie pourquoi la méthode de Baker
ne permet pas actuellement de résoudre la premiére de ces conjectures.

La deuxiéme conjecture (sur e et m) parait vraiment hors d’atteinte des
techniques actuelles, et il semble que, compte tenu des méthodes connues,
le probléme suivant soit plus accessible:

Les nombres et e™ sont-ils algébriquement indépendants !

Cette hiérarchie entre plusieurs problémes non résolus doit étre accompa-

gnee de toute la prudence enseignée par 'expérience de Hilbert!

§ 2. PRINCIPES DES DEMONSTRATIONS

Les résultats dont nous venons de parler ont tous & la fois un aspect
arithmetique (la propriété pour un nombre d’étre algébrique ou transcen-
dant) et un aspect analytique (par exemple la définition de a® = exp (b.
Log a)). Le lien entre ces deux aspects est fourni par des résultats du type
de ceux de Polya: on peut minorer I'ordre de croissance d’une fonction

entiére transcendante qui posséde des valeurs algébriques en de nombreux
points algébriques.




Regardons plus précisément comment exprimer cette propriété dans le
cas du théoréme 1. Supposons que @, b et a” sont trois nombres algébriques,
aveca # 0,a # 1, et b ¢ Q. Soit K = Q (a,b,a).

Les deux fonctions

e’ et eP”?

sont algébriquement indépendantes (sur C), prennent leurs valeurs dans K
aux points Z = n. Log a, ne Z, et vérifient des équations différentielles a
coefficients dans K. Gel’fond étudiait alors les propriétés d’une fonction

F(Z) = P(e" ),

ol Pe K [X,Y] (voir par exemple [5] chap. 111, § 2., ou [11] chap. III, § 2.).
Sous les mémes hypothéses concernant a, b et @, les deux fonctions

Z et a”

sont algébriquement indépendantes et prennent des valeurs dans K aux
points Z =n + mb, (nm)e Z x Z. Schneider utilise alors une fonction
auxiliaire

F(Z} =P (Z:az) 3

ou Pe K [X,Y] (voir par exemple [11] chap. IIT, § 1., ou [9] chap. 111, § 1.).
On n’a 1c1 aucun renseignement sur les dérivées de F, mais on connait
« plus » de points Z ou F(Z) € K.

La méthode de Gel'fond est généralement mieux connue, grice a...
Schneider. En effet, en 1949, utilisant la méthode de Gel’fond (avec d’im-
portantes améliorations), Schneider a obtenu un théoréme général (voir
§ 1) suivant lequel deux fonctions algébriquement indépendantes f;, /5
d’ordre fini, satisfaisant un certain type d’équations différentielles a coef-
ficients algébriques, ne peuvent prendre simultanément des valeurs algé-
briques qu’en un nombre fini de points. On obtient la transcendance de &
en choisissant f; (Z) = €%, f, (Z) = €"%, et la transcendance de €%, pour «
algébrique non nul, en choisissant f; (Z) = Z et f, (Z) = e**. Ce critére
de Schneider [10] a été notablement simplifié par Lang [7] chap. IlI.

On peut également généraliser la méthode de Schneider pour I'appliquer
a des fonctions f1,f, algébriquement indépendantes; le résultat est par
exemple une majoration du rang du Z-module des points algébriques com-
muns; lorsqu’on choisit f; (Z) = Zet f, (Z) = a”, on retrouve le théoréme
I. Un tel critére a été obtenu par Ramachandra [9] (le critére similaire qu’a
obtenu Lang [7] chap. II, th. 2, ne contient pas la transcendance de a°,
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parce que les deux fonctions f;, f, sont supposées de méme ordre; évidem-
ment, on peut facilement corriger ce défaut). Mais les énoncés sont ici
beaucoup plus compliqueés.

Et pourtant, si on se contente de la transcendance de a’, la méthode de
Schneider et Ramachandra fournit une démonstration plus facile. Cest
ce que nous allons voir.

§ 3. SCHEMA DES DEMONSTRATIONS

Les démonstrations de transcendance que nous étudions, se font toutes
suivant le méme schéma général (4 des permutations prés des différents pas).
On suppose que plusieurs fonctions méromorphes algébriquement indé-
pendantes, f; , ..., /;, prennent des valeurs algébriques (ainsi, éventuelle-
ment, que leurs dérivées) en de « nombreux » points, et on désire obtenir
une contradiction.

Premier pas. — Construction d’une fonction auxiliaire

Un lemme de Siegel (lemme 2), utilisant le « principe des tiroirs » de
Dirichlet, permet de construire un polynéme non nul:

PeQ[Xy,...., X,]

a coefficients algébriques, tel que la fonction entiére F = P(fq,....[4)
s’annule (éventuellement avec un ordre de multiplicité élevé) en certains
points.

Deuxieme pas. — Construction d’un nombre algébrique y # 0

On détermine un point Z,€ C ou F (ou bien 'une de ses dérivées)
prend une valeur algébrique y # 0.

On peut effectuer ce pas en utilisant le fait que le nombre de zéros d’une
fonction entiére d’ordre == p dans un disque {Z € C; Z| = R} est 0 (R?);
on utilise aussi quelque fois un calcul de déterminant, ou encore la pro-
pricté pour une fonction entiere non nulle de ne pas avoir toutes ses dérivées
nulles en un point. Enfin, dans certains cas particuliers, on peut utiliser des
formules d’interpolation pour obtenir une majoration trés précise du nombre
des zéros de F (voir par exemple le lemme 4 ou la majoration (20)).

Troisieme pas. — Partie analytique ;: majoration de [ ¥y ’

Le lemme de Schwarz et le principe du maximum permettent de majorer
une fonction possédant de nombreux zéros. On procéde de la maniére
suivante.
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LEMME 1. Soit F une fonction entiére, admettant des zéros x, , ..., X,
(comptés avec leur ordre de multiplicité ). Soit x,€ C, xo # x; (i=1, ..., k);
soit s =0 le plus petit entier tel que

Ft® (xo) # 0.
Soit . = 1 un nombre réel, et soit :

(1) R =2x| +(A+1D. sup |x,].

Si la fonction F vérifie :

(R—] x4 1)*
2) sup [F(2)] = |F =220
2] =R 5!
alors on a :
3) [FO) (xg) | = 27+

En effet, soit

k
Q(X) = ; [[1 (X —x,) e C[X],

et
F
G(Z) = ( )~—~:
(Z —x)
. G(Z) . . .
La fonction ——— est entiére; le principe du maximum montre que, pour
R>|x,|,ona:
| Q(x0) |
| G(x) | =1G | r-—
’ 01
Le choix (1) de R permet la majoration:
Xo — X
sup [ ——— =272, h = 1,.,k,
1Z| =R| Z —X,
donc:
QG0 | _ oo
1 Q| &

D’autre part, grace a la relation (2), on a:

-

Fla 1.,

Glp=—""—"""—=—1/
= Ry 7 s
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Comme
1
G(xq) = ;F{S} (xo)

on en déduit la conclusion (3).
On n’utilisera en fait le lemme 1 que dans le cas s = 0.

Quatriéme pas. — Partie arithmétique : minoration de [ ) |

Comme 7 est un nombre algébrique non nul, il posséde un dénominateur
de 7 (i.e. tel que d. y soit entier algébrique non nul). La norme de d. y sur
Q est alors un entier rationnel non nul y’, d’ou | P’ | =],

On en déduit une minoration de y (voir (4)).

Conclusion. Sila minoration de | y | est incompatible avec la majora-
tion (3), on obtient la contradiction désirée.

Remarque. Pour pouvoir effectuer les majorations et les minorations,
on introduit au début de la démonstration un paramétre N (généralement
choisi entier); les inégalités que I'on écrit sont alors vérifiées pour N suf-
fisamment grand, c’est-a-dire minoré par un nombre fini d’inégalités (plus
ou moins explicitées).

§ 4. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

a) La notation < [7]
Soient f, g deux fonctions réelles de variable réelle; on notera:

f(x)<g(x) pour x — + o

s'il existe deux réels positifs 4 et C tels que
x>A=f(x)=C.g(x).

Avec cette notation, le résultat que nous avons cité au deuxiéme pas
(§3.) sur le nombre de zéros, dans un disque | Z | = R, d’une fonction
analytique d’ordre = p s’énonce de la maniére suivante.

Soient F'une fonction entiére (i.e. holomorphe dans tout le plan complexe)
et o = 0 un nombre réel, tels que:

Log [F|r = Log sup |F(Z)|< R’ pour R — o
|Z| = R

(on dit que la fonction F est d’ordre = p); pour r > 0, soit N (r,F) le




nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité) de F dans le disque
{ZeC;|Z|=r};ona:

N(r,F)y<r” pour r— + ©.

b) Taille d'un nombre algébrique

Précisions un peu comment s’effectue le quatriéme pas de la démonstra-
tion (§ 3),

Soit K un corps de nombres (c’est-a-dire une extension algébrique finie
de Q), et soit g € K. Un entier rationnel de Z est un dénominateur de a si
d a est entier sur Z (rappelons que I’'anneau des entiers de K sur Z forme un
Z-module libre de dimension [K : Q]). Soit d (@) le plus petit dénominateur
positif de a; soient a4, ..., g, (avec n = [K:Q]) les différents plongements
de K dans C. On définit:

1|a[| = max |o;(a)l,

1 =ji=mn

et

t(a) = max {Log |al/; Log d(a)}.

Ces valeurs ne dépendent pas du choix du corps de nombres K contenant a.
La taille t (a) posséde la propriété fondamentale suivante [7] chap. II:
Pour tout ae K, a # 0, on a:

(4) —2[K:Q]t(a) = Log |a].

En effet, le nombre
Nio(d(a).a) = ]:[]d (@) .o,(a),

(Mg est I'application « norme » de K sur Q), est un entier rationnel non
nul, donc supérieur ou égal a | en valeur absolue ; donc pour tout plongement
g; de K dans C ; on a:

Log |o;(a)| = —n. d(a) —(n—1) Log [1:1

avec n = [K : Q].
Ainsi, pour minorer un nombre algébrique y # 0, il suffit de majorer

[Q () : Q] et £ (y).

Nous aurons a utiliser les propriétés suivantes de la taille:
— sia,, ..., a, sont des nombres algébriques, on a:

¥

t(a,...ap) =t(ay) + ... + tlay);
t(a, +...+a,) = Log k + t(ay) + ... +t(ay);
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— si, de plus, a, , ..., a; sont entiers sur Z, alors:

t(a, +...+a,) = Log k + max t(a,).

l =ik

c) Un lemme de Siegel

La construction de la fonction auxiliaire (§ 3., premier pas) repose sur
un lemme, dit a Siegel (1929), qui permet de résoudre, dans un corps K,
un systéme d’équations linéaires homogénes a coefficients dans K, pourvu
que le nombre d’inconnues soit supérieur au nombre d’équations. Nous
n’utiliserons ce résultat que dans un corps de nombres, mais on peut formuler
un énoncé analogue au lemme 2 concernant une extension de Q de type fini
(pouvant avoir un degré de transcendance == 1), aprés avoir défini une fonc-
tion « taille » sur un tel corps.

LemMme 2. (Siegel). Soit K un corps de nombres. Il existe une constante
Cg = 0 ayant la propriéié suivanite.

Soient r et n deux entiers, n >r =1, et a;; (1 =i =r, 1 =j=n) des

éléments de K. Soit d,, (1=1i =r) un dénominateur commun positif de

{Ij‘l ,...,ﬂf,ﬂ.

Enfin soit

d = max d;,, et A = 'm§lx ]|ai,j||.

1 =i=r

i

[y

I I

1 L
1l =j=—"mn

Alors il existe n éléments x, , ..., x, de K, entiers sur L., non tous nuls, tels
que .

(3)

g
=
"
L.
I

-0 pour 1 =j=rp

el

(6) max || x; || = Cx(Cxn.d.A)10™D 4 Cp

-~

1=j=mn

On trouvera des variantes du lemme 2 dans [5] chap. II, lemme II;
[7] chap. I, lemme 3; [9] chap. 1Il, lemme 1; [10] appendice, lemme 31;
[11] chap. II, § 2., lemme 2.

L’existence d’une solution non triviale (x,, ..., x,) du systéme (5) résulte
de la non injectivité de I'application:

L:K"— K",
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définie par

L (xgs ooy Z WX jli=1, e

grdce a la condition n > r.

Pour obtenir la majoration (6), il faut se fatiguer un peu plus. Etudions
d’abord le cas K = Q et d =

Supposons donc a;;€Z avec A4 = max|«;;|=1. Etant donnés
deux entiers positifs m et B, on définit I'ensemble

Z(m,B) = {(xy,....,x,)eZ"; |x,| =B pour [ =1,..,m}.
On a
Card Z (m,B) = (1+2B)" .
Dautre part L applique Z (n,B) dans Z (r.n4B). Choisissons:

= [’_.12 + %(ﬂr{} ”rT’] (partie enti¢re),
de telle maniére que 'on ait:
(14+2B)" " > (nA)",
donc

Card Z (n,B) = (14+2B)" == (1 +2nAB)" = Card Z (r,nAB) .

Ainst l'application L : Z (n,B) — L (r,nAB) n’est pas injective (c’est ce
qu’on appelle le « principe de Dirichlet »), donc il existe (y;) # (Z;) appar-
tenant a Z (n,B) tels que

L (J"‘ls sary yn) = L(Zh crey Zu) .
Alors (x;) = (y;— Z;) vérifie
L(xlr n} -

i
-

et

F

Ix;| =2B =1+ (na)"~ "’

ce qui montre que I'on peut choisir Cg = 1.
Dans le cas général, soit 0 = [K : Q], et soit (w,, ..., ;) une base d’entiers
de K sur Z.



Comme w, . w,, est entier sur Z (1 =h=9, 1 =h'=9), il existe des entiers
rationnels €2, ;- . vérifiant -

Q;,,hr’k.wk, léhéﬁ, ]._L:;EI'III_";"_H(E.
1

1

{ﬂj, . 1'.13;,' =
k

Soit

Q = max | Q|-
1=hh k=24

On décompose les éléments d; . a; ; dans la base (w,, ..., w;): il existe des
entiers a; ; , € Z, (1=i=r, 1=j=n, 1 =h=4), tels que

]
di.ap; = hZ Lijt + Ons
= 1

on a de plus

-]

max |a;;, | =Cy.|d.a;;l

l=h=24

l=i=r, 1=j=n,

ol C, est égal & ., C’, étant le maximum des tailles des coefficients
de linverse de la matrice [o,(w,)],=1....5 (C, est une constante ne
dépendant que de K).

Déterminer des éléments x, , ..., x, de K, entiers sur Z et non tous nuls,
vérifiant (5), revient a rechercher des entiers rationnels £;,, (1==j=mn,
1 =h=20), non tous nuls, tels que

h\

a
XJ == Z ﬁj,ﬁwh! I_f_:j:f].’

h =1

et

3
Z (.ﬁ'zl Lijoh 4 pn) - [:j,h =

In
N <
I

“k =34.

On a ainsi a résoudre un systéme de r ¢ équations a n § inconnues, a coef-
ficients dans Z majorés par

d
‘ ; Zl {xi,j,h' . Qh',ﬁ,.’c | = Cz d A L)
i’

ouC, =0.C;.Q.
On sait donc résoudre ce systéme avec

¥

max | &, | =1 + (CondA) n—r

q.h
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donc

r

max | x;|| = C; 4+ C3(CondA) "=,

l=j=n

ou

C3 - 5. max ” mhi
1=h=>5

Finalement, on choisit
Cy = max(C,, C;).

Remarque. Quand on utilisera le lemme de Siegel, on choisira n = 2 r,
et la majoration (6) se réduira toujours a

max f(x;) =3. max t(a;;).

l=j=n 1= j=
1

r
n

1%

g
J

I Ih

d) Dépendance algébrique de fonctions exponentielles

Nous avons affirmé plus haut (§ 2.) que, si b ¢ Q, les deux fonctions
e? et e"” sont algébriquement indépendantes sur C, et que, si @ # 0, 1, les
deux fonctions Z et a* sont algébriquement indépendantes sur C (on dit que
la fonction a” est transcendante — sous-entendu sur C (Z)).

Plus généralement, on a le résultat suivant:

LEMME 3. Soient b, , ..., b, des nombres complexes. Les fonctions :

b2 b Z
Z,elt , ... e

sont algébriquement indépendantes sur C si et seulement si les nombres
byy....b

sont Q-linéairement indépendants.

Il revient au méme de dire que si W, , ..., W, sont des nombres complexes
deux a deux distincts, et si a;;, (I1==i=p, 1==j-=¢) sont des nombres
complexes non tous nuls, alors la fonction

(7) F(Z) = i i a;. 2" e ?

n’est pas identiquement nulle.
Ce résultat est immédiat par récurrence sur ¢, grice a la relation [6]
chap. 12:
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q-—1
{WJ.-WQ]Z

A’ —wz P :
1 .FZ = bi~.Z'_I.€ )
dZ"e' (2) igljgl J

avec
’ p! (1—1)!

bi; = Z

(=) Y (p—I+i)!  (i—1)!

et a la remarque que, pour toutj = 1,...,¢g — 1, on a:

AW —W Pt g,

(b;"j =0 pD’l.lI‘ 1= i:p) =- (ai.j :0 pour 1 éf ép) '

Le lemme 3 sera amplement suffisant pour ce que nous voulons faire
dans la premiére partie. Mais, pour démontrer le théoréme de Baker (part
11), nous aurons besoin de renseignements beaucoup plus précis sur les
zéros des fonctions (7) (cf. les lemmes 4 et 5 et la relation (20)).

§ 5. DEMONSTRATION DU THEOREME |

Soient a et b deux nombres algébriques, a # 0,a # 1,b ¢ Q, et supposons
que

a’ = exp (b. Log a)

soit algébrique (Log désignant une détermination quelconque du logarithme
complexe).

Soit N un nombre entier « arbitrairement grand » (voir la remarque 2 la
fin du § 3); si fet g sont deux applications de N dans R, on écrira:

f<g
au lieu de

f(N)< g(N) pour N o> + oo,
On définit deux fonctions p (N) et ¢ (N) de N par les relations
(8) p(N) = 2N? et g(N) = N.

Nous justifierons ce choix a la fin de la démonstration.

Premier pas. — Il existe des éléments de K

a;,;(N), (1=i=p(N), 1=j=¢q(N)),

non tous nuls, entiers sur L, majorés par

(9) max Log || a;,(N)| < p(N) Log g(N) + N*>.¢q(N) < N*.Log N

1. J




tels que la fonction :
p (N) g (N)
(10) Fx@ =% % a;(NZ"a
i=1 j=1
vérifie :
Fy(A+pb) =0 pour 1 =1=N?, 1 =pu=N?*, (A,pneZ?.

Pour obtenir ce résultat, on applique le lemme de Siegel (lemme 2) au
systetme de N? équations

p(N) g (N)

XX ay(N).(+ub) " abh @) = 0
l— J—
l=A=N2, 1=p=N?

ap(N).q(N)=2N*inconnues a;; (N),(1=i=p(N),1=j=q(N)) les
coefficients ayant une taille majorée par

t((A+pby~". a’*. (a®)*) < p(N). Log q(N) + N*q(N).

Notons que si 4e€Z est un dénominateur de a, b et 4°, alors
2 , .
A PN+ 2N%a(N) est yn dénominateur de

(A+ub)y =t al* . (a"yY*.

Deuxiéme pas. — Il existe un entier M (N) = N * tel que :
1) Fy(A+ub) =0 pour 1 =1=M(N), 1=p=M(N)

2) Il existe (A, u)eZ x Z, 1=} =M(N)+1,
l =p, =M(N) + 1,

avec
Y - Fn(Ay +u4b) # 0.
La fonction F, qui n’est pas identiquement nulle (grace au lemme 3),
vérifie
Log “F.;” r< R pour R— + w

(i.e. elle est d’ordre == 1), donc le nombre de ses zéros dans un disque
| Z [ = R est majoré par € R pour R — + oo (Les constantes impliquées
pour R — + oo peuvent dépendre de N). Or le nombre de points
{A+ ub; (4u)eN x N} dans ce disque ne vérifie pas cette majoration.
Donc I'un des nombres F (A+ ub), (4,n) € N X N, est non nul.
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Troisiéme pas. — Le nombre y = F y (A, +p,b) vérifie la majoration :
(11) Log |y] <€ —M(N)®. Log M(N).
On utilise le lemme 1 avec
{(X1ssXey ={v+ub, 1=v=MN), 1=u=MN)},
(donc k = M (N)?), et xo = A, + ji b, s = 0, 2 = M(N)™.

11 faut vérifier (2) sous ’hypothése (1), c’est-a-dire:
1
Log |Flg =k Log A = 2 M (N)?. Log M (N)

pour

R = 2 |xo| + (A2+1) sup |x,| < M(N)**.

1=—h=%k

Or pour cette valeur de R on a:

Log | F |z < q(N). M(N)*/* + p(N). Log M(N) < M (N)"*,
grice 2 (8), (9), (10) et 4 la relation M (N) = N 2. Donc pour N assez grand
la condition (2) est vérifice, d’ou (3):

1
Log |Fy(A, +u,b)| = —k Log 4 = —g M (N)*> Log M (N).

Quatriéme pas. — La taille de y vérifie
(12) t(¥) < p(N) Log M(N) + g (N) M(N) € M(N)*?. Log (M(N)),
donc, grice a (4), le nombre | 7 I est minoré par:
(13) Log |y|» —M(N)*?. Log (M(N)).

Notons, comme dans le premier pas, 4 un dénominateur de a, b et a’.
Le nombre

AP D+ 20 +1) g (V)

est entier sur Z, donc

Log d(y) < p(N) + M(N)q(N).

D’autre part la majoration

Log | v| < p(N). Log M (N) + M (N)gq(N)
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est une conséquence immédiate de (9) et (10); on obtient ainsi (12); (13) est
alors une conséquence de (4).

Conclusion. Les conditions (11) et (13) étant incompatibles pour N
(donc M (N)) assez grand, on obtient la contradiction attendue.

Ceci démontre le théoréme 1.
Remargque sur le choix de p (N) et g (N)

On remarque que les seules propriétés que I'on ait utilisées pour les
fonctions p (N) et g (N) définies par (8) sont les suivantes.

Ces deux fonctions sont monotones croissantes, tendent vers + oo
avec N, et vérifient

1
PQ(N)%O et @p(N)LogN—-}O quand N — o

p(N).q(N) =2N*,

Il y avait évidemment d’autres choix possibles que (8).

I[I. LE THEOREME DE BAKER SUR L’ INDEPENDANCE
LINEAIRE DE LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

§ 1. ENONCE DU THEOREME

Dans la premiére partie, nous avons étudié le théoréme de Gel’fond et
Schneider sur la transcendance de 4. Ce théoréme peut s’énoncer de la
maniére suivante.

Si les logarithmes de deux nombres algébriques sont Q-linéairement

indépendants, alors ces logarithmes sont Q-linéairement indépendants

(6 désignant le corps des nombres algébriques, cloture algébrique de Q
dans C).

Gel’fond [5] avait suggéré que la propriété devait étre vraie pour n
logarithmes, et il avait mis en évidence I'importance de cette conjecture qu’il
considérait comme le probléme fondamental dans la théorie analytique des
nombres transcendants. Baker résolvait en 1966 le cas ou les nombres algé-
briques sont multiplicativement indépendants [l], I, puis en 1967 le cas
général [1], 11; il démontrait méme plus [1], ITI.

TuforiEME 2 (Baker). Soient oy, ..., a, des nombres algébriques dont
les logarithmes sont Q-linéairement indépendants.
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Alors :
1 3 LDg g:[ LR Log ﬁm

sont Q-linéairement indépendants.
Par des arguments trés simples d’algébre linéaire, on peut déduire du
théoréme 2 le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Soient o . ..., 0%y By s, B, des nombres algébrigues
(a;#0). On suppose que ['une des propriétés suivantes est vérifiée.

1. Bo #0
2. Log @&, , .., Loguw, sont Q-linéairement indépendants, et lun des

nombres f, , ..., B,, est irrationnel.
3. Loguay, ..., Log«, sont non nuls, et 1, f, , ..., B,, sont Q-linéairement
indépendants.

Alors le nombre

By B, p
€ Uy ea. Gy

nr

est transcendant,
On déduit également du théoréme de Baker la transcendance du nombre
1
d x 1 m
———— = —(Log 2 + —=).

B 1 —E—.‘~:3 3 *\.'"3

Plus généralement, Van der Poorten (On the arithmetic nature of definite
integrals of rational functions. Proc. Amer. Math. Soc. 29, (1971), 451-456)
a montre que le théoréme 2 permettait de déterminer la nature arithmétique
d’intégrales définies de fonctions rationnelles; par exemple:

CorOLLAIRE 2. Soient P et Q deux polynémes non nuls a coefficients
algébriques, avec deg P < deg Q, les zéros de O dans C étant deux a deux
distincts. Soit I' un contour dans le plan complexe, qui est fermé ou bien qui
a des extrémités algébriques ou infinies,

St Uintégrale
P(Z
P@ .5
Q(2)

r

existe, alors elle est nulle ou transcendante.
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Dans I'énoncé du résultat de Baker, nous avons négligé I'aspect effectif
du théoréme: non seulement Baker démontrait qu’une forme linéaire non
triviale en 1, Loga, , ..., Log «,,, 4 coefficients algébriques, est non nulle,
mais en plus il minorait une telle forme, en fonction des tailles des nombres
o, ... , &, et des coefficients.

Cette négligence nous permet de simplifier notablement la démonstration,
mais nous interdit aussi I'étude des conséquences les plus importantes (mais

également moins élémentaires que les précédentes) de cette méthode, telles
que

— les applications aux équations diophantiennes, par exemple la recherche
de points rationnels sur des courbes de genre 1 (Baker, Coates);

— I'étude des approximations de nombres algébriques par des nombres
rationnels, et la recherche d’analogues effectifs du théoréme de Thue,
Siegel, Roth (Baker, Coates);

— les problémes de nombres de classes, en particulier dans les corps
quadratiques imaginaires (Baker, Stark, Bundschuh et Hock);

— I’étude des nombres ayant de grands facteurs premiers (Ramachandra,
Tijdeman, Shorey).

La résolution de nombreux autres problémes de théorie des nombres
fait intervenir des minorations de formes linéaires de logarithmes.

Enfin I’analogue p-adique du théoréme 2 permit a Brumer de résoudre,
dans le cas abélien, une conjecture de Leopoldt sur le rang p-adique du
groupe des unités d’un corps de nombres. Pour résoudre cette conjecture
dans le cas non abélien, il suffirait que I'on puisse démontrer 'analogue
p-adique de la

CONJECTURE. Soient o , ..., %, des nombres algébriques dont les loga-
rithmes sont Q-linéairement indépendants. Alors Logo, , ..., Loga, sont
algébriquement indépendants.

Une approche trés intéressante — et entierement différente de celle de
Baker — a été faite par Galotschkin et Nurmagomedov, utilisant une
méthode de Siegel et Shidlovskii; ils démontrent que, Pe Q [ X, ..., X,]
étant un polynéme non nul, si les nombres «, , ..., , sont suffisamment
proches de 1 (d’autant plus proches que le degré total du polyndme est plus
grand), alors P (Log ¢4, ..., Log a,) # O (on peut méme minorer effective-
ment ce nombre). Par exemple, si g est un nombre entier, ¢ = e %*, alors
le nombre
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1 1
Log (1 +-). Log (1—-)
q q

est irrationnel.
Un tel résultat en p-adique serait suffisant pour résoudre complétement

la conjecture de Leopoldt; malheureusement, la méthode de Siegel et Shid-
lovskii n’a pas encore été traduite en p-adique (on ignore encore, par exemple,
si I'analogue p-adique du théoréme de Lindemann Weierstrass est vrai).

§ 2. IDEES DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2

La méthode de Baker est une extension de celles de Gel'fond et
Schneider — d’ailleurs le théoréme 2 contient la transcendance de a” pour
a et b algébrique, a # 0, 1 et b irrationnel.

De plus le théoréme 2 contient la transcendance de €%, pour « # 0
algébrique; or on peut effectuer la démonstration de la transcendance de
e* par la méthode de Gel'fond (ceci a été fait par Schneider en 1949; cf.
I, § 2) en considérant les deux fonctions

f12) =Z; f,(2) =€,

et les points Z = n a, n € Z (voir par exemple [7] chap. 11T ou [10] chap. I,
§ 4).

La premicére chose a faire est donc d’exprimer analytiquement les
hypothéses du théoréme 2. Supposons que o, , ..., «, soient des nombres
algébriques dont les logarithmes sont Q-linéairement indépendants.

Alors les fonctions

z Z
A PR

sont algébriquement indépendantes (lemme 3), prennent des valeurs algé-
briques pour Z e Z (et méme pour Z e Q), et vérifient des équations dif-
férentielles a coefficients dans le corps

Q(Logy, ..., Loga,)

(qui a un degré de transcendance sur Q supérieur ou égal a 1).
Nous allons étudier les conséquences de ces équations différentielles
sur les dérivées d’une fonction

F(Z) = P(Z,0%,...,0%),

ou PeQI[X,, .., X,] est un polyndme a coefficients algébriques.
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Soit

1 ‘Im_l

| Ao P
Z p()"f-”'“a "“I'HI}X{] .“X.mma
0 Ay =0

q. —
(14) P = UZ
).U=
que I'on notera
(as) P =Y P X0 Xum
s
ainsi
(16) F(Z) = {Z} p(NZ" exp (A Logay +...+2, Loga,)Z .

La dérivée d’ordre s = 0 de F est un polynéome en Log«, , ..., Log «,,
les coefficients étant des fonctions entiéres qui prennent des valeurs algé-
briques pour Z € Z.

Supposons d’abord que les nombres Log «, , ..., Log =z, sont algébrique-
ment dépendants sur Q ,disons par exemple

Log =, Ga[Log Ayy ey LOZ o, (]

ainsi Loga, est un polynéme en Loga,,..,Loga,_,; soit (¢c—=1) le
degré total de ce polyndme.

On peut exprimer la dérivée d’ordre s de F comme un polynéme en
Loga, , ..., Logu, _,, soit:

(fs Cs [

(1) —F= 3 .. ¥ (Loga) '..(Logz, ) "'

.
d7Z 7, =0 a, =0

. 5,0'1 ..... dm‘-l!

et les fonctions f, , .,  (Z) prennent des valeurs algébriques pour
Zel.

Essayons alors d’effectuer la démonstration en utilisant la méthode
exposee dans la premiére partie (§ 3).

Dans un premier temps, on construit un polynome (14), (15), tel que la
fonction (16) posséde de nombreux zéros, soient

5

dZ*

(18) F(x) = 0 pour x = 0,...,x5—1,

et s =0,...,5,—1.
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(Les valeurs de xg, Sg» Go» G1s - > qm SerOnt précisées plus tard, en
fonction d'un paramétre N « suffisamment grand », comme d’habitude).

Regardons la relation (17): On ne connait rien sur les nombres Log o, ,
..., Logu,_, (sinon qu’ils sont transcendants), mais ils peuvent fort bien
étre algébriquement indépendants, auquel cas les conditions (18) sont
équivalentes a

III =0,...,I0—I,
(19) foar e () =0 pour s =0, ...s—1,
Lo, = 0,...,c5, (1=i=m—1).

Quoi qu'il en soit, les relations (19) entrainent toujours (18), et c’est
donc le systéme (19) que nous allons résoudre.

Il s’agit d’un systéme linéaire homogéne en p (1), a coeflicients dans un
corps de nombres; le nombre d’inconnues est gg ... g, (ou g; — 1 est le
degré de P par rapport 4 X)), le nombre d’équations est xq 5o (cso+1)""!
< Xq S5y,

Donc, a condition que

g -+ Ym = 2."-‘.'0 Sg (CS(} - l)m_l 3

le lemme de Siegel permet d’effectuer le premier pas.
Remarquons ici que I’hypothése

Lﬂg i 56 [LUE Lyy vens Lﬂg 1m—l:l

nous a permis de majorer le nombre d’équations par < x, §,, et donc de
choisir gg ... ¢,, » < x,5,; sans cette hypothése, on aurait seulement

+1

< xy 5, pourle nombre d’é¢quations, et on aurait été contraint de choisir
o s - s G, plus grands: (..., > <xos™ )
Le deuxiéme pas consiste a construire un point Z, e C ou la fonction F
(ou bien I'une de ses dérivées) ne s’annule pas.

Or on connait un résultat trés précis sur les zéros des fonctions (7)
(cf. le lemme 4 ou la relation (20)), mais un peu long & démontrer. Nous
nous contenterons, pour simplifier, de supposer =, , ..., o, multiplicative-
ment indépendants (c’est-a-dire 2in, Logo,, .., Loge, Q-linéairement
indépendants), et nous montrerons alors (lemme 5) gu’il existe un entier

v.0=y=gq,q,..q, — 1, tel que

F(y) # 0.

Le principe de la suite de la démonstration réside en la recherche d’une
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majoration de | F(y)
contredire la relation

, puis d’une majoration de la taille 7 (F(y)), pour

(4) —2[Q(x):Q].t(x) = Log |a| si a # 0 estalgébrique.

La majoration de ¢ (F (»)) (quatriéme pas) se fait sans difficulté. 1l n’en
est pas de méme de la majoration de I F(y) [, le cas général — ou Loga, ,
.., Loga, sont algébriquement dépendants sur Q-n’étant pas encore
résolu,

Le troisieme pas a donc pour but de fournir une majoration de F(y);
utilisons le lemme 1: les conditions (1) et (2) a vérifier pour obtenir (3)
s'écrivent ici:

- |Flg= pour R =72y +(2+1)x,,
avec k = xy 5y et A > 1. La conclusion serait alors

[F(y) | =217".

Malheureusement la condition (1) sur R implique en particulier R = y,
et on ne connait que I’encadrement

Xo ==y < XgSo;

un calcul rapide montre alors que la majoration de | F ]R, pour R > y,est
nettement plus mauvaise que /2* (quel que soit le choix des fonctions x,,
So0s Qo » -+ » Gms €t quel que soit 4 > 1 constant).

Néanmoins cette méthode permet de majorer [ F(x) | pour X, == Xx < X,
(ol x, est par exemple x, .5,’*™; nous préciserons de toutes fagons plus

loin toutes ces valeurs).

- - Foow » SO
On peut méme majorer les dérivées F ) (x), pour 0 =5 = — — [;
2

§
en effet, la fonction F ) (Z), pour 0 _{-sé; — 1, admet les zéros

s :
0,..,xo — 1, d’ordre E{} , et la méthode précédente s’applique. Seulement

ces valeurs F ¥ (x), pour s = 0, ne sont pas des nombres algébriques, mais
des éléments du corps Q (Loguy , ..., Logu,_y); on ne peut donc pas
utiliser I’argument algébrique (4) pour en déduire que ces valeurs sont nulles.

L’idée de Baker est alors de majorer directement les nombres

So : .
fs’al‘“”am-—l (x), pour 0 =5 = 5 1 (qui, eux, sont des nombres algé-
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briques dont on peut aisément majorer la taille). Pour cela, il convient de

. 50
montrer que les fonctions f*""wm“m-i (Z), pour 0 =5 = 5 1, admet-

S [ " r
tent les zéros 0,1, ..., x4 — 1, d’ordre f. On calcule donc les dérivées de

ces fonctions: ce sont des polyndmes en Loga, , ..., Loga,._, dont on
cherche a exprimer les coefficients en fonction des

_Jo .50
fs+t,al+zl,...,nm_1+rm_1 (Z): pour Gétig_], OZTi_—cE
(qui s’annulent par hypothése pour Z = 0, ..., xo — 1). Or ceci est possible

lorsqu’on suppose non seulement
Log «,, cQ [Log oy, ..., Log o, 1],
mats
Log ocmea + 6 Log oy + ... + 6L0g =1 -

-C’est 1a le point essentiel de la démonstration. Une fois que 1’on a montré que
les relations (19) entrainent

[ x =0,...,x;, —1;
Sl:l
=0,.., 1;
f.s, Ty e d'm—l{x) =0 pour {S 2
&
o, = 0,...,{:—9 )
L 2

[ x =0,...,x,—1;

So
. h ZU’”"_E_I?
fs, s oes Oy q (K) =0 pour 1 2
S
J£=0’ ,Ci'i.

Or on peut choisir x,, ..., X tels que, en plus des propriétés précédentes,
on ait

m
xa. Sﬁ { .\\‘-I ]
a

d’ol la contradiction attendue: F(y) = 0.
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§ 3. ETUDE DES ZEROS DE POLYNOMES EXPONENTIELS

Nous avons vu pourquol la démonstration du théoréme 2 nécessite des
renseignements précis sur les zéros de polyndomes exponentiels (7). Baker
[1] et Fel’dman [2], [3], ont résolu différemment cette difficulté; depuis,
Tijdeman (On the number of zeros of general exponential polynomials.
Proc. Nederl. Akad. Wetensch., (Indag. Math.), Ser. A, 74 (1971), 1-7)
a obtenu un énoncé trés général, dont nous utiliserons le corollaire suivant:

Lemme 4 (Tijdeman). Soient py, ..., p, des nonibres entiers positifs,
a; ; (1=i=p;; 1=j=gq) des nombres complexes non tous nuls, et wy , ..., w,
des nombres complexes deux a deux distincts. Le nombre N (R,F) de zéros

(compiés avec leur ordre de multiplicité ) de la fonction

q Py
F(Z)y =% Y a;. 27" . "%,
=1 §=
dans le disque { Ze C ; | Z| = R, est majoré par :

N(R,F) =3(n—1) + 4R A,

]

n= Y p, et A= max |w;]|.

Une autre majoration de N (R,F), qui donnerait les mémes résultats
ici, a été obtenue par 'auteur (Indépendance algébrique des valeurs de la
fonction exponentielle. Bull. Soc. Math. France, 99 (1971), 285-304):

(20) N (R.F) = min [~ +2 Ln” R4)]
J)y=—mm |- +2, ——— (1 + :
A0 A ALogn -

Plutot que de donner ici ung nouvelle démonstration de 'une ou l'autre
de ces majorations de N (R,F), il semble préférable de se limiter au cas ou
les nombres 2im, Logo,, ..., Logx, sont Q-linéairement indépendants
(nous montrerons a la fin de 'exposé comment le lemme 4 ou la majoration
(20) permet de résoudre le cas général).

Nous supposons donc que les ¢, ... g,, = p nombres

exp {1, Log o, + ... + 4, Log a,,}, 0=4 =q,—1,
sont deux a deux distincts; notons les vy , ..., u,; pour

“.!r = exp ("JLI Log oy +...+ ’J"m LOg am) .
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notons

ph(‘;[ﬂ) = p(;ll'ﬂ? '1'13 srry ‘lm) .

Ainsi la fonction (16) s’écrit
-1

F(Z) = Z Z Py ) Z

) =0 =1

et Ie lemme 5, di 4 Fel’dman ([2], lemme 5 et [3], lemme 7) montrera que,
si F# 0 (cest-a-dire si I'un des nombres p,(4o), 1 =h=p,0 =4,
=~ g, — 1, est non nul), alors 'un des nombres

F(3), y=0,...,q0p—1
est non nul.

LEMME 5. (Fel'dman). Soient 1 ,...,u, des nombres complexes. Le
déterminant

A(go,tty,s yuy) = [ xFuj |,

(ot x,(x=0, ..., gop—1) est I'indice de ligne par exemple, et (k,l), (k
=0,..,9,—1;1=1, ..., p) celui de cofmme), est égal a

1) Ao, ttys sty = ( ﬂ ) ( ﬂ ujte 1)y

I—1 2

];[ (ui—tu)q”) :

Démonstration (d’aprés [2])

Le polyndme 4 (Z) = A (qo, uys oy ip—y, Z)e C[Z] est divisible par
Z Foldo= 1) ot ses dérivées s’annu[ent aux points w, h=1,..,p — 1,
jusqu’a 'ordre ¢ — 1. Or le degré de 4 (Z) est:

(qop—1) + (qop—2) + ... +(qoP—40) = Pq*> — 3 qo(qo +1),
d’ou:
p—1 2

A(Z) = A, . 2@ [] (Z—u,)"° |
h o=

ou A, est le coeflicient de plus haut degré de 4 (Z). On obtient ainsi:

r—1 2

1 — q
ﬁ(@[}buis--':”p) = ’d(q{.lsulw"':up--l) "5*1""]'1-::”{'?” 1} l_[ (u uh) ° ]

o 1
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avec

k
0 = |x |k=D....,qo—1 = IT i!,

xX=q.p=q, g p1

d’ou la relation (21) par récurrence sur p.

§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME DE BAKER
Soient oy 5 ..y % Bo s oee s fm—y des nombres algébriques tels que
(22) Log o, = Bo + py Log oy + ... + f,—; Log &, .

Soit

K = Q(Oﬁp coes s Bos “'?Bm*l) .

Considérons un polynéme

g,— 1 gy — 1
(14) P = z Z p(,lm,,,,im)Xia”_Xim
ln=u ‘lm=0
10 A
(15) = Y DX XM e K[ Xy, s X,].

(%)
La fonction F(Z) = P (Z, ccf, ey ai) s’écrit
(16) F(Z) = Y p(AZ 1% ol m”.
(4
La relation (22) permet de remplacer

A A

ot U
par:
A B, A 4L B A _ A B
Bmﬂ&']l ml“yml mml’
m—1
c’est-a-dire d’écrire F sous la forme
A v &L V. E 7 -1
(23) F(Z) = Z p(i)Z ‘e? all ...oc,,,"il ,
(4)
ou
[ v, = 4,8
(1]
(24) TU m

1?:’=’1i+’lmﬁi1 l=i=m-—1.
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Les dérivées de F vérifient les relations:

ds S! 7y & 1
25 = (Logay) * ... (Logat,,—1) .
@3 7z F ,ﬁ,,,gm_l:saﬂz...am_l! !
F[d}(z):

[

a" P
(26) F(g)(Z) = (;}P(l) _“_uo(zigeimﬁ Z).'Pll ---'}'m-ll ]

dZ
. 0y eee =1
pour
(6) = (Ggy +es Op—1) -
(Avec les notations (17) précédentes, on a:
5!
fs'al""’d-l‘H‘i = o !.”!{}_ Fd'ﬂ, weag ﬂ'm___l
o m=1
oU 6g=8—0;— ... —Op_1)

Les fonctions F,, sont reliées entre elles par des équations différentielles
(qui généralisent (25)):

d" t! _—
(2?) i Fay = >, (Lugo:) . (Log «,,_,)™!

= 1
tot e T =0T 0L T, I

.F(aq-ﬂ

ou (6+7) = (6g+Tgs eersOp1 +Tm—1) -

Ces relations (27) sont évidentes par le calcul a partir de (26) (cf. par
exemple Fel’dman [2]), mais on peut donner une raison un peu plus pro-
fonde de leur existence de la maniére suivante (cf. Baker [1]).

On définit une fonction G (Z,, ..., Z,,_,) de m—1 variables complexes
par:

.fZ ?Z Tm—1%,,—
G(ZDS"‘ m— 1) = ; p(":l-)z o gl l l*--an:ﬂ—ll " 1:
4)

oUu Vg 5 ..r » V-1 SOnt definis par (24).
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D’a_prés (23), on a:
F(Z) = G(Z,...,7),

donc:
dS S! ﬁs
pf@=_ 2 o 5 6(Z,..D).
er m_1=%50g - - =1 - az az 1
Soit:
D; = (Loga)™'. —, (1=i=m—1),
et
b d
0 = @ZG'

On a donc, d’aprés (25):
F,,)(2) = D,°..D,"\" G(Z,...,7),

et on en déduit immédiatement

t

d7' F {u](z) =
I' 'E"T" af To Tm—1
- Z T—_;__T N Tm—1 D-::- Dm—l G(Z’ Y Z)

gttt =t To e Tp—g - aZG o7

t! TotTo

~(Logay) ' ... (Loga,—) "', D,’

Tt o Ty =1 TDI ver U= 1 s

p,rt Ml Gz, .., Z),

~ ce qui est la relation (27).
Soit N un entier suffisamment grand; on définit des fonctions x,, 54, qq,

q, to de N par:
(28) Xy = N™: Sp = Nlm; do = 2N2m’ g = NZm—I; ty = N%‘

Si [ est un entier =: 0, on note A, 'ensemble des (m+ 1)-uples

(}C,({}'}) = (x, Ty *--'.-Jm—l)
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d’entiers vérifiant
Oéxéxﬂrf}_l; Giéo; JD+"'+Gm— == -— — 1,

Construction de la fonction auxiliaire.

Il existe des éléments
P(Aosvesd) = p(A), 0=1y=qo—1; 0=4=q—1(1=i=m),
appartenant a K et entiers sur Z, non tous nuls, de taille majorée par

(29)  t(p(2) < (g0 +50) Log q + qxo < N°""' LogN,
et tels que les fonctions

26) F, (Z) = 0 (BoA )
( ) (a)( ) {;p(l} #;{},ul-(ﬂ'g—ﬂ)! (Aﬂ_luy 'UD .

a a A — AL Z A 7
G+ B2 * e ot Bt ) ™27 g ™

définies pour () = (0g, ..., O,,—1), 0; = 0, vérifient

(30) Fioy(x) =0 pour (x,(0))e4,.

Preuve : Soit A € K, entier sur Z non nul, tel que

AJBO 3 oeee :Aﬁm—l * A4 SR :A Ly
soient entiers sur Z.. Les conditions

sn-i-q.xam

A F,y(x) =0 pour (x,(0))e A,

forment un systéme de moins de x,s, €quations a g, g™ inconnues
p(Lgs .y 4,), dont les coefficients sont des éléments de K, entiers sur Z,
de taille majorée par

<€ (qo+50) Log g + gqx,.
Le lemme 2 fournit le résultat, grace a la relation:

mo__ m
doq" = 2xp5, .
La récurrence.
Pour tout entier 1,0 =1 =5m*; ona:

(31) Fi,y(x) =0 pour (x,(0))eA,.

L’Enseignement mathém., t. XX, fasc. 1-2, A




82 —

Cette relation est vraie par construction (30) pour / = 0. Supposons-la
vraie pour [ — 1:

-1
x =0,...,x.8 —1

Fio)(x) = 0 pour Gg + oo + Oy == o
21—1

— 1.

Soit (x, (6)) € A,. Nous allons majorer | F,, (x) |, puis majorer 7 (F,, (x)),
et constater que la relation (4) n’est pas satisfaite, donc F,, (x) = 0.

Majoration de | F,, (x) | .

So

La fonction F,), pour gy + ... + 0,_; = 5 — 1, admet les zéros

-1
O,....xpt, " —1,

g
d’ordre %:2—‘1, grace a I'hypothése de récurrence et aux relations (27).

Utilisons le lemme 1 avec / = N*, s =0, k = - x,1y

Le nombre R défini par (1) vérifie R < x, # N", donc, en utilisant (26),
(28) et (29), on a:

! 3
Log [Fiylr € qR + (go+s,) Log R< N™" 3~ 2Log N,

Or:

s 11
k Log /4 = gi;xotf,“l Log N » N3"* 2 "2 .Log N .
Pour N assez grand, on obtient:

{ 1

(32) Log | F,(x)] = —N*"* 373,

Majoration de t (F,, (x)) .
5 +tgx rfm .

On remarque que 4° ”° est un dénominateur de F,, (x), si 4 est
un dénominateur de o, ..., %,, fo,->Pu_y; le calcul de la taille de
F,y (x) s’effectue alors comme on P’a fait lors de la construction des F,,;
on a, grice a (26), (28) et (29):

I(F(a}{_x})@, (qo +50) Log xo + g xq If) )



d’ou:
l
(33) t(Foy(x))<€ N*""27 Log N .

Comme on le désirait, la relation (4) n’est pas vérifiée pour o = F,, (x),
grace a (32) et (33), donc:

(31) Fioy(x) = 0 pour (x,(0))€4,.

Conclusion. Pour I, = 5m?* dans (31), on constate que la fonction
F —- F(ﬂ} Vél‘iﬁﬁ:

d"*‘ I[x= 0, ,x(}!;”—-—l
34 —— F(x) = 0 pour 1 So
(34) S F pour 4o _g, R,
| 2
Comme:

i s 2 2
5 .
IOF; NEm + m -~ 7.sz tmo__ do qm

les équations:

F (Y - Z p())t ( :1 :xmm)x = 0

(4)

pour x =0,...,90q" — |

et le lemme 5 montrent que deux des nombres:

}Li A'r'" U __, 1
L2 T v T = i.__{j—-—

sont égaux, donc que les nombres o, ,...,x, sont multiplicativement
dépendants.

Le théoréme 2 est donc démontré dans le cas ot 2in, Logo, , ..., Loga,
sont Q-linéairement indépendants.

Indiquons pour terminer comment s’effectue la démonstration dans le
cas général, a partir du lemme 4 ou de la relation (20).

Soit

R = x4t,, et 4 = max (4, Logoa; +...+4,Logua,).
0=A4dj=gqg-1

D’apres (34), on a:

s ! 1
N(R,F)E—?.qua: Ni‘m J-3m_

2 o 251':1
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D’autre part;:

2 ! s 2
qoqm=Nlm -{-m’ et Rz_‘léqxgtu“:N’“ +3mJ1'
On obtient alors une contradiction a la fois avec la relation N (R,F)
=3(gqoq™—1) + 4 R4 du lemme 4, et avec la majoration (20) (avec

. 1
n = qq,q",; choisir par exemple 4 = 5 )
6 m

Remarque sur le choix (28) des fonctions x, 4, qo, g, 1o de N

Les seules propriétés requises pour ces fonctions sont les suivantes: ce
sont des fonctions monotones croissantes, tendant vers 4+ oo avec N,
et vérifiant:

| Qo q™ = 2% Sy ;
(qo +s0) Log (xpty) + g x¢ 1

Xg So
Log t, =¢ Log s,, ou & > 0 ne dépend pas de N.

-0 quand N — 4+ o

P ————

Par exemple, un autre choix possible est le suivant (Fel’dman, [2]):

[ ]
go = 2.N.(LogN)’; g = (LogN)'**"m;

Xo = N; 5 S = (LOEN}HH;

1, = (LogN)3";

avec 0 > 0 indépendant de N.
Le choix de ces fonctions est particuliecrement important lorsqu’il s’agit
d’établir des énonces effectifs,

Utilisation d’une méthode élémentaire de Gel’ fond dans la démonstration
des théorémes 1 et 2.

Nous terminerons en remarquant que la méthode exposée par Gel’fond
au chapitre 12 de [6], permet de modifier les démonstrations (dans le cas
réel) de maniére a ne plus utiliser le principe du maximum pour démontrer
’analogue réel du lemme 1; le seul outil analytique qui intervienne est alors
le théoréme de Rolle (cf. Groupe d’Etude de Théorie des Nombres, exposes
n° 1 (16 octobre 1972) et n° 5.(27 novembre 1972), Paris).
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