FONCTIONS AUXILIAIRES
ET FONCTIONNELLES ANALYTIQUES (1I)

Par
MICHEL WALDSCHMIDT

Résumé. Dans la premiére partie de cet article, nous avons construit des fonc-
tions auxiliaires en une ou plusieurs variables. Ici nous proposons une construc-
tion “duale” qui produit des fonctionnelles auxiliaires.

Les fonctions auxiliaires sont des combinaisons des lignes (somme sur \) d’une
matrice

(DIW)\(QA))()\:(/,“))’

tandis que les fonctionnelles auxiliaires sont des combinaisons linéaires des
colonnes (somme sur 7 et u) de cette méme matrice. La transformée de Fourier-
Borel éclaire cette dualité. La relation

d ' ( sexz) d X ( t yZ)
- =y =\ 7 €7 )r=x
dz ¢ ’ dz ¢

joue un role central dans cette étude.

5. Introduction

Pour résoudre le septieme probléme de Hilbert, Gel’fond utilisait une fonction
auxiliaire ®;(z) = P;(e?,e"*) dont il évaluait les dérivées aux points 4 log o. Si
on écrit

Ps(X,,X;) = Zp)\Xf“X{‘Z,
»

ona

(%)I%(hbg a) = 23 Pa(N 4 N B) aMA(af) et
A .

Pour résoudre le méme probléme, Schneider utilisait une fonction ®4(z) =
Pg(z,a%) qu’il évaluait aux points \; + \,8; en écrivant

Ps(X,Y) =2 2 quX'Y",
7 n
ona

Bs(N + A2B) = D D qum(N + NB) aM i (afyr
. h

Cette dualité entre les deux méthodes est une des sources du présent travail.
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En tentant de généraliser aux groupes algébriques la conjecture de Leopoldt sur
le rang p-adique du groupe des unités d’un corps de nombres, nous avons été
amenés dans [W] a introduire une méthode différente, dont le premier pas est la
construction d’une fonctionnelle auxiliaire. L’objet de cette deuxiéme partie est
de poursuivre cette construction, de maniére a pouvoir développer les méthodes
de transcendance “duales” des méthodes classiques de Schneider, Gel’fond et
Baker.

Ainsi les nombres (d/dz) ®q(hloga) de la méthode de Gel’fond sont les
valeurs n4(z'a”?) de la fonctionnelle

16(F) = 2, hF(N + N\28),
»

tandis que, pour la méthode de Schneider, on a
s(N; + N\28) = gs(eMi+hd7)

avec

ns(F) = 3] Z%(di) F(hloga).
r ok Z

Notons a ce propos que la fonction exponentielle vérifie, pour ¢ est s entiers = 0
et u, v nombres complexes:

5.1) (diz)'(zfe“)z:y = (%)Sweﬂ)zzx.

Cette valeur commune n’est autre que

aV/aYy
P — (z1+y){(z2+x)
(azl) <azz> (e ) =2=0-

A cause des relations (5.1), la dualité que nous allons mettre en évidence donne
des résultats trés particuliers pour la fonction exponentielle (cf. §8). Mais ces re-
lations révelent un phénoméne général: les roles joués par les dérivées et les formes
linéaires sont permutés quand on passe des fonctions auxiliaires aux fonctionnelles
analytiques.

Dans la premiére partie de ce travail, nous avons construit une fonction auxi-
liaire générale qui est utile dans de nombreuses démonstrations de transcendance.
En suivant exactement le méme schéma de démonstration, nous produisons au
§6 une fonctionnelle auxiliaire générale. Une explication de I’analogie entre les
deux situations est donnée au §7: la transformation de Fourier-Borel associe a
toute fonctionnelle linéaire bornée 5 une fonction entiére de type exponentiel
®,({) = n(e®), et inversement, & toute fonction de type exponentiel $({) =
2. a.t*/k! est associée la forme linéaire bornée ns qui envoie 25, b,z sur le
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nombre X, a.b,. Par exemple, en une variable, les relations (5.1) signifient que
la fonction entiére

4a

() = (d§

) ($'e’?)
est associée a la forme linéaire
d t
niF o (d_z) (2°F(2)),ey-

I est intéressant de noter que ces fonctionnelles analytiques, qui sont associées
a des polyndmes exponentiels, sont utiles dans I’étude des valeurs de I’exponen-
tielle de groupes algébriques généraux, et pas seulement des groupes algébriques
linéaires [W].

Récemment, Michel Laurent [L] a réussi & supprimer I’utilisation du principe
des tiroirs dans certaines démonstrations classiques de transcendance. Son idée
(qui apparaissait déja dans des travaux de Cantor et Straus sur le probléme de
Lehmer) consiste & travailler directement sur des matrices de la forme

020N C9) TR

ou D7 sont des dérivées, ¢ des points, et f, des fonctions; ceci éclaire la dualité
entre les fonctions auxiliaires, correspondant 4 des combinaisons de lignes:

zm- ;Pxfx(z)

et les fonctionnelles auxiliaires, combinaisons linéaires de colonnes:
Fw 2 21a:DF().
T

La construction de fonctions auxiliaires est la recherche de nombres p, (disons
dans Z, avec une borne pour les valeurs absolues), non tous nuls, tels que la fonc-
tion X3, P\ Jy soit “petite” (en module, sur un disque donné). La construction de
fonctionnelles analytiques va étre la recherche de g,; tels que, pour toute fonc-
tion F, le nombre |, 2; q,;D'F({)} soit “petit”.

Les arguments que nous présentons ci-dessous doivent pouvoir étre utilisés pour
majorer les déterminants des matrices dans la nouvelle présentation des méthodes
transcendantes de M. Laurent. Mais, actuellement, pour I’indépendance algé-
brique, on ne sait pas suivre le schéma de démonstration de [L], et on doit utiliser
soit des fonctions auxiliaires, soit des fonctionnelles auxiliaires; dans le premier
cas on conclut la démonstration par un lemme de zéros (cf. [P] par exemple), dans
le second cas on fait appel a un lemme d’interpolation comme celui de [M].

Nous conservons dans cette deuxiéme partie les notations introduites au §1.
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6. Fonctionnelles auxiliaires

Soient R,,...,R, des nombres réels positifs, et D = D(0,R) le polydisque
{z€ C" |z:)| = R;, | <i=<n}deC" On désigne par H,(D), ou simplement
H (D), ’espace des fonctions analytiques sur D (rappelons que ce sont les fonc-
tions continues sur D et analytiques a I’intérieur).

Quand 5 : H(D) — C est une forme linéaire, on dit que y est bornée s'il existe
C > 0 tel que |9(F)| < C|F|g pour toute F € H(D). On note alors

||z = supf{|9(F)|/|F|z; F € H(D), F # 0}.
Par homogénéité, on a
|nlr = sup{|n(F)|; F € H(D), |Fls=1}.
Nous utiliserons une version “duale” du lemme d’interpolation 2.2.

Lemme 6.1. Soient n, K,,...,K, des entiers positifs, et ry,...,In,
R,,...,R,, C des nombres réels positifs, avec R; > r; pour 1 < i < n. On pose
X = X(K;,...,K,) et D = D(0,R). Soit n une forme linéaire sur H(D)
veérifiant

[7(F)| < C|F|, pour tout F € H(D).

Alors, pour toute F = 3, cnna, 2" € H(D), on a

— R \K
In(F)| = C((1 + V]X]| )| F|x max [(7) } + 3 Jam(z.

I<j<n ; EX
Démonstration. Posons P(z) = Z,ex a2, et G=F—P. Ona
In(P)} = 2 lam(z%)|
xeX
et
n(F) = 9(G) + 7(P).
Mais, par hypotheése,
|7(G)| = C|G|,,
et le lemme de Schwarz (cf. lemme 2.2) donne:

N\—K;
G|, < |G| max K&) ]
1<j<n r;

J

Il reste a majorer |G|gz. On a
|Glr < |Flr + |Plg,

avec, grace a (1.2),
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|Plr= 25 |a R < V|X||F|g,

kEX
d’ou
1Gle < (14 V|X])|Flz,
ce qui termine la démonstration du lemme 6.1. n

Ce lemme 6.1 est I’analogue pour & = 1 du lemme 2.2. L’énoncé correspondant
ad=0est

Ri\™&
nP = ClFlemax (2] 4 € 5 lalr+ 5 Jane.
== J KE K

Voici maintenant la version ‘duale” de la proposition 2.3.
Proposition 6.2. Soientn, L, A, K,,...,K, des entiers positifs, U, V des

nombres réels avec U + V> 0,et A, W, r\,...,r,, R{,...,R, des nombres réels
positifs, vérifiant

Ri>r, A+U+ V+1og(2(1+\/|3<:|))s1<jlog% (1=<j=n),
J
et

(6.3) 1 4 4A|3C|32eA+U+Y < oLA2W,
ou X = X(Ki,...,K,). Soit D =D(0,R) le polydisque |z;| < R, de C". Soient
e (1 =N=L, 1 <o =< A)des formes linéaires bornées sur H(D), vérifiant

L
S Ime(F) <eY|F|,  pourtout FEH(D), 1<a=<A.
A=1

On suppose que le rang de la matrice

(nka(zx)))\;(a,x)
(ou \ est, disons, ’indice de ligne, 1 < N\ < L, et (o, k) celui de colonne, 1 <
a < A, k € X) est inférieur ou égal a W. Alors il existe des entiers rationnels
qi,...,q., non tous nuls, majorés par

max lgn| = e,

tels que les formes linéaires

L
Na = Z M
A=1
vérifient
max |n.jz <e”".

1=ax<A
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Remarques. Par homogénéité il n’y aurait pas de restriction & supposer
U = 0. D’autre part on en déduit facilement la proposition 3.6 de [W]. On peut
méme y remplacer le terme (log(R/r))" par un produit T, log(R;/r;).

Démonstration. Posons,pour l <A<, l<a<A,etx€E X,
u)\ax = 2 v |"K:|r—x,,’)‘a(za).
On a grice a ’hypotheése X\ |ma (F)| < eV|F]|,,
D ltnee] = 2VIK|r7* Y] | (29)] < 2V X |eY.
A A

Lelemme 2.1, avec v =L, p = W, u = A| K|, et U remplacé par U + log(2V|X| ),
permet de résoudre le systéme d’inéquations

D@t | < €77 (l<sa<A,keX)
A

avec des entiers rationnels g, € Z, non tous nuls, bornés par e*.
Alors, pour 1 = @ < A4, la forme linéaire

L
Na = Z Q)\ﬂxa
A=1
vérifie

LY

V(x|

On a, pour tout F € H(D), la majoration triviale

|1 (2%)] < < eV  pourtoutk € X.

L
2 O Ma(2)
e

L
1. (F)| = |2 &xma(F) ‘ < e**Y|F|,,
) A=1

ce qui permet d’appliquer le lemme 6.1 avec C = e2*Y. Pour F = ¥, a,2* €
H(D) avec |Flg=1,0na

= 0 T (8] ()5

I=j=n J EX
Mais
N\—K;
(1+ V|X|)eA*Y max {(&) } < 1 e,
1<j<n rj 2
et, par (1.2),

L S lalr<|Fl,<|Fle<],

V|3€I kE€X

ce qui termine la démonstration de la proposition 6.2. |
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Remarque 6.4. Supposons R; = er; pour 1 <j < n. Soit K, un entier = 8
vérifiant

Koz A+ U+ V+1+log<K°+nn_1).

Choisissons pour K; le plus petit entier = (K, — 1)/10g(R;/r;). Ainsi K; — 1 <
(Ko — 1)/log(R;/r;) < Ko — 1, donc K; < Ko (1 < j<n), et | K| =< (%*7"")
D’autre part K;log(R,/r;) = Ko — 1= A + U+ V +log|X|. L’hypothése K, = 8
permet de majorer 2 + 2| X | par (K" e '); d’autre part 1 + 44|X|>2e4*U+Y

est inférieur 4 54 (K" e 1);/2 eA+U+Y Soit maintenant p > 0 tel que

SA(KO +n— 1)3/2eA < ep(U+V);
n

I’hypothése principale (6.3) de la proposition 6.2 est vérifiée des que
2(1 + p)(U+ V)W < LA.

Dans [W], on majorait brutalement W par A|X|. Alors, dans la situation de
la remarque 6.4 ci-dessus, en choisissant un nombre p’ > 0 tel que

Ko—1+log%$(1+p’)(U+ V),
J

et en majorant |X| par K, - - - K,,, la condition principale est vérifiée dés que

n
R,
21+ p)(1 + p"YAU+ V)"t < LAT] log —.
i=1 i
Nous poursuivons le développement de cette étude en paralléle avec le §2. On
se restreint au cas K; =- - - = K,, = K. Voici deux exemples dans lesquels on sait
majorer W non trivialement, c’est-a-dire mieux que par 4 (K - ').

n

1. Soient 7: C? —» C" et p: C? - C' deux applications linéaires surjectives. No-
tons n + ¢t — f le rang de ’application linéaire (x,p): C? - C"*, et remplagons
indice o par un multiindice 7 € N/, |7| < T. Soient 7,,...,n, des formes
linéaires sur un espace de fonctions analytiques dans un voisinage de 0 dans Ce
Prenons, pour F analytique dans un voisinage de 0 dans C”,

M (F) = (D7 (Fe)).
Alors la matrice
(M (M
a un rang majoré par

WS(K+T;f_2)<K+::;_l><T+tt:;+l)'
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En particulier on a
W< (K+T-1)'T".

2. Prenons A4 = 1, et remplacons V’indice A par (o,j), avec 6 € N, |o|| < S,
etl<j<J AinsiL=J ( Stn- ‘). Soit & un sous-espace vectoriel de C” de di-
mension m. Soient 7,,...,n, des formes linéaires sur un espace de fonctions
analytiques dans un voisinage de 0 dans &. Prenons, pour F fonction analytique
de n variables,

10 (F) = 1,((D°F)|¢),
ou |¢ désigne la restriction & &. Alors

K+m—l)(S+n——m—1)

ws
m n—m

Lemme 6.5. Soient t unentier=0,d,n,m,K, T, L, S, J des entiers posi-
tifs, p: C? - C' et w: C? > C" deux applications linéaires surjectives, telles que
n + t — fsoit le rang des n + t formes linéaires («,p), et & un sous-espace vec-

toriel de C" de dimension m. Soient R,, .. .,R, des nombres réels positifs; on
note D = (0, R) le polydisque de rayon R = (R,,...,R,) de C". Pour c € N",
notons D° la dérivation par rapport aux variables de C". Soient 7,, . ..,n, des

Sformes linéaires sur ’espace H, (7w~ (D)). Pour tout A\ € N et tout 1 € N’
vérifiant 1 <\ < L et | 7| < T, on définit une forme linéaire ,, sur H,(D) par

M (F) =m(p7- (Feom)) pour F € H,(D),
et on suppose qu’il existe des éléments o\,; de N" (1 < j < J, |oy.| < S), et des
Jormes linéaires p,,; sur H,(D N &), tels que

J
M (F) = 25 g (DM F)|g) pour F € H,(D).
j=1

Alors la matrice

(e (s 5,0

ou \ est l’indice de ligne, 1 <\ < L, et (7,«) celui de colonne, r€N', |7| < T,
k € N, | k| < K, a un rang inférieur ou égal a

<K+T+m—2><T+t—f—1><S+n—m—1)-

m t—f n—m
En particulier
W< (K+T-1)"T!/8§"m,

Démonstration. 1l n’y a pas de restriction a supposer que les applica-
tions (m,...,7T,, Pi,...,P—s) sont linéairement indépendantes. L’espace
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vectoriel engendré par les monomes p’xz*, || 7| < T, || x| < K, est contenu dans
’espace vectoriel engendré par les monomes p™x*, |7| < T, |« <K+ T -1,
Ti—ge1 =+-+= 7, = 0. On peut donc prendre maintenant r dans N'~/, |7|| < T,
mais on fait varier x € N” dans le domaine x| < K + T — 1.

Pour majorer le rang de la matrice, (9,,(z)), on cherche a savoir s’il existe
des nombres complexes ¢, non tous nuls tels que

J

Y eapa ((D™2%))g) = 0

A=t j=1

d| &~

pour tout (7,«). En posant
L J
“T(F) = Z chf‘)\rj((Dvth)lg)’
A=l j=1

il s’agit de résoudre les équations u,(z*) = 0 pour tout (7,«). Choisissons une
base (e),...,e,) de &, que I’on compléte en une base (e,,...,e,) de C". Soit
(e4,...,e;) la base duale pour le produit scalaire standard de C”; on a ze; = 0
pour z € & et m < i < n. Le systéme d’équations précédent est équivalent a
u,(F,) = 0 pour tout (7,«), ol on a posé

F (2) = (zey ) -+ (zep)* {(k € N™).

Mais la restriction a & de D~ F, est nulle quand x,4+; +:--+ k., = S, donc il
suffit de prendre x; + - - -+ 6 < K+ T-—-1et K,y + -+ -+ x, < S, ce qui donne
I’énoncé prévu. ]

Nous combinons maintenant la proposition 6.2 avec le lemme 6.5.

Corollaire 6.6. Soientt, fdes entiers=0,d,n,m, T, L, S, D, J des en-
tiers positifs, U, V, A, p, p’, r\s ..., I'ny R(,...,R,, E des nombres réels positifs,
p:C?— Ctet x:C?— C” deux applications linéaires surjectives, telles que n +
t — f soit le rang des n + t formes linéaires (w,p) et & un sous-espace vectoriel
de C" de dimension m. Soit D = D(0,R) le polydisque |z;| = R; de C". On
suppose

U+ VZ5, EZe, R,‘EE",' (ISISn),
A+24+(T+m—=1)10gE+nlog(1 + o’ ) (U+ V) =p'(U+ V),

A+logs + %nlog((l +p' YU+ V) +tlogT<p(U+ V),

et

21 +p)(1+ p")"(U + V)’"+‘<T+"f— 1><S+nwm— 1)
t—f n—m
6.7)

<=m!LA(logE)™.
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Soient n,, (1 sAs L, 7€ N/, || < T), des formes linéaires bornées sur H(D),
verifiant

L
> I (F)| <eY|F|,  pourtout F€ H(D), ettout|r|<T.
A=1

Pour ¢ € N', notons D’ la dérivation associée a la base canonique de C’. Pour
tout N\E N, tout jE Net tout tEN" vérifiant 1 < A< L,1lsj<J, et || < T,
on suppose qu’il existe un élément o,,; de N", | o\,;| < S, une forme linéaire p,,;
sur H,,(D N &), et une forme linéaire u, sur Hy(w~1(D)), tels que

J
M (F) =mlp7 (Fo 1)) = 3] uny (D F)le).
=1

J

Alors il existe des entiers rationnels q,, . . .,q,, non tous nuls, majorés par

max NEX

tels que les formes linéaires

L

N = Z (Ixﬂ)\r
A=1

vérifient

max |1,{g <e”".

Irl<T

Démonstration. On utilise 1a proposition 6.2 avec 4 = (T+ - ‘) <T.

Soit K le plus petit entier = A+ U+ V+ 1 + nlog((1 + p")(U + V), et soit K
le plus petit entier = (K, — 1)/logE. On a

Ko+ (T+m—-1D1ogE<A+U+V+2+(T+m—-1)I1ogE
+ nlog((1 + o) (U + V))
=+ )Y U+ V),

et

(K0+n"‘l
n

) =Ki=(1+p)Y(U+ V),
donc on peut appliquer la remarque (6.4). On utilise maintenant le lemme 6.5,
en majorant K+ T+ m — 2 par (1 + p’)(U + V)/log E. On trouve

(U+V)’"(T+t—f—1>(S+n—m-—l
m! t—f n—m

ce qui donne 2(1 + p)(U + V)W < LA, et permet de vérifier I’hypothése (6.3).
| |

W= (l+p)" )(logE)*’",
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7. Transformation de Fourier-Borel

(a) Introduction

Soit 4 une forme linéaire continue sur un espace de fonctions analytiques de n
variables. Une telle forme linéaire est déterminée par ses “moments”, c’est-a-dire
par ses valeurs sur les monomes z*, x € N". Notons-les a,(n) = n(z*). La fonc-
tion de n variables

a(n) ..
gn(g- ) = Z _K'_ ¢
ke N”" K.
est entiére, de type exponentiel (cf. [LG]). C’est la transformée de Fourier-Borel
de 75:

F, () =n(e™).

Par exemple, en une variable, la transformée de Fourier-Borel de n:F ~
JF(z)dzest §,(F) = (ef — 1)/¢, et la transformée de Fourier d’une fonction ¢:

+>
e f p(2)e dz
est 1a transformée de Fourier-Borel de la fonctionnelle analytique
+
F~ f e(2)F(iz) dz.

La connaissance de F, détermine enti¢rement 7: si ®(z) = 2, a,z*/x!, alors ® =
F, ol 5 envoie F(z) = 2., b,z* sur n(F) = 2, a,b,. Cette correspondance entre
les fonctionnelles analytiques bornées et les fonctions entiéres de type exponen-
tiel montre que les résultats du §6 sont étroitement liés au cas particulier du §2
ou on se restreint aux fonctions entiéres de type exponentiel. Nous précisons tout
cela dans cette section.

(b) La transformée de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique

Dans toute cette section on fixe un polydisque » = H(0,R) de C”, avec R =
(R,,...,R,), et R, > 0 pour 1 << n. On désigne comme précédemment par
H(D) I’espace des fonctions continues sur ce polydisque et analytiques a I’in-
térieur; on munit H(D) de la norme |F|g, et on note H' (D) 'espace vectoriel
des formes linéaires n : H(D) — C pour lesquelles il existe des nombres réels posi-
tifs C, ry,...,r,, avec 0 < r; < R; (1 < i < n), tels que |n(F)| < C|F|, pour
toute F € H(D). Une telle forme linéaire est donc bornée, et par conséquent elle
est continue.

Soit 7 € H(D) vérifiant |5(F)| = C|F|, pour toute F € H(D). On définit,
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pour { € C", F,(§) = n(e¥), ou, comme d’habitude, z{ désigne le produit
scalaire usuel dans C". On a donc

|5, (§)] = Cerls,

ou on note r|{| pour ry| §;| +- - -+ r,|&,|. Ainsi la fonction F, est entiére dans
C", de croissance au plus exponentielle, avec un “type” majoré par r (cf. [LG]).

(c) Fonctionnelle analytique associée a une fonction de type exponentiel

Soit ®(¢) une fonction entiére dans C". On dit que & est de type exponen-
tiel < Rs’ilexiste C>0etr=(r,...,r,),avec0<r;,<R; (1 <i=<n),tels que

[B($)] = Cels! pour tout { € C”.

Ecrivons le développement de Taylor a I’origine d’une telle fonction sous la forme

B = 3 g

xkeN" K

Soit F(z) = 2, b,z* un élément de H(D). Montrons que la série

2 ab,

kEN"

converge absolument. En effet, soient r,...,r, des nombres réels, avec r; <
r < R; (1 =i=<n). Les inégalités de Cauchy donnent

|b)r'* < |F|.,
et, en notant | {|* pour | & |[* -« - | &l
la| lkL'l < Ce'l!l pour tout { € C".

On prend ¢ = (x,/ry,...,k,/r,), c€ qui donne
|a,| < Cklelxl r
KK

et la formule de Stirling montre que la série

rK

>; «lelxl

KkEN" K<r'«

converge. Notons ¢ (qui dépend de n, r, et r’) sa somme. On a

>, |ab.| = cC|F|,,

kEN"
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donc ’application

F~ Yab,
définit un élément de K’ (D) que nous noterons JCs.
Désignons par

$(z) = 3 az
xEN"

la transformée de Laplace de ®, avec z ' = z{*~'...z;% . Cette fonction &
est analytique sur le domaine {z € C*; |z;| > r;, 1 <j < n}, et la formule inté-
grale de Cauchy donne:

1

JCeb(F) = W

f F(z)®(z) dz,
aD

ou P’intégrale porte sur le bord distingué 4D du polydisque D (produit des cer-
cles |z;| =r;, 1 =j=<n). Pour F(z) = exp({z), cette derniere égalité n’est autre
que la formule d’inversion de la transformation de Laplace.

Enfin les applications 7 — &, et & — 3C, définissent des bijections réciproques
de H' (D) sur I’espace des fonctions entiéres de type exponentiel < R.

(d) Propriétés de la transformation de Fourier-Borel
Comme (8/0z,)e’* = {,e%, la transformée de Fourier-Borel de la fonction-

nelle F ~ n((8/3z,)F) est {1F,, ce qui peut s’écrire

d
(7.1) 3C; o (F) ;JC"’<a_z. F).

D’autre part JC, est caractérisée par 3Cs(2*) = D*®(0), donc
(7.2) Jcawa;,(F) =Xe(z1f),

ce qui veut dire que la transformée de Fourier-Borel de la fonctionnelle F ~
n(z,F) est (3/3%))5,.

De plus, si 7:C¢ — C” est une application linéaire, et ‘w: C" — C? sa trans-
posée, a toute fonctionnelle analytique n définie sur un espace de fonctions de d
variables, on associe une fonctionnelle #™ en n variables par

7" (F) = n(Fem)
(F fonction de n variables). Nous allons vérifier

(7.3) Foo=F, o
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Il s’agit de voir que, si ® est entiére de type exponentiel < R dans CY, et
£ : C" — C? une application linéaire, on a

.2 (F) = s (Fo'L).

I suffit de vérifier cette égalité pour F(z) = e%%, et en effet, en notant § les d
variables de C%, on a

3Cel»-‘,(:(‘?h) =& L()

=3 o e-C(r)E)
= 30, (e5'€®).
Nous combinons ces trois remarques dans les deux lemmes suivants.
Lemme 7.4. Soient v,,...,u,, (resp. w,,...,w,) des éléments de C?, en-
gendrant un espace vectoriel V (resp. W). Soit T € N'. Soit n une forme linéaire
sur un espace de fonctions de d variables £ = (£,,...,£,). On définit, pour F

Jfonction analytique de n variables,
p(F) = n((§wy)" - - (W) (F o 7)),

ou 7 :C%— C" est 'application linéaire de matrice la transposée de (v,, . . .,v,).
Alors

F.(8) = (DT Yo s+ + Uy 8n) pour tout ¢ € C".
Démonstration. Définissons y, fonctionnelle analytique en d variables, par
x(G) =n((gw)™ - - - (Ew)"G),
de sorte que
p(F) = x(Feom) = x™(F).

De (7.3) on déduit §, = &, « ‘w, tandis que (7.2) et (1.1) donnent, par linéarité et

récurrence, §, = Dy ---DiF,. Enfin ‘n({) = fivy +- -+ §v,. |
Lemme 7.5. Soiente,,...,e, des éléments de C", engendrant un espace
vectoriel &. Soient u,, . . . ,u, des éléments de C", soit o € N*, et soit 1 une forme

linéaire sur un espace de fonctions définies au voisinage de 0 dans €. Pour F fonc-
tion analytique de n variables, on pose

w(F) = n((DJF)|¢).
Alors
F.(0) = (Fu)-((F, L)),

ou £ :C"— C" est l'application linéaire de matrice la transposée de (e, . .. ,ey).
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Démonstration. Posons 7 = ‘L, et x =57, de sorte que u(F) = x(D°F).

De (7.1) on déduit §, = §°-F,, et (7.3) donne §, = F, - L. [ |
(e) Polynémes exponentiels

Voici une généralisation de (5.1) en plusieurs variables (cf. lemme 3.1).

Lemme 7.6. Soient n, s, t des entiers positifs, T € N', 0 € N°, et
Wi, .., Wy, Uy, ..., U, X, des éléments de C". Alors on a

Dy ((u-2)°e* )=y = Dj((w-2)7€”%),=.
Démonstration. Définissons un élément n € H'(C") par
N(F) = D}, ((4-2)°F(2))z=y-
11 s’agit de vérifier que sa transformée de Fourier-Borel est
$e Di((w-2)7e”%),=;.
On définit des fonctionnelles analytiques A et u par
MF) =F(y) et p(F)=ND.F),
de sorte que
(F) = p((u-2)°F).

On a d’abord F, ({) = e”*, ensuite, par le lemme 7.5, F,({) = (w- )T (), et
enfin, par le lemme 7.4, &, = DJJ,, ce qui donne le résultat annonceé. u

Ce lemme 7.6 signifie que les polyndmes exponentiels
Z Zer(W'Z)’ey”’z
m T

sont transformés de Fourier-Borel des fonctionnelles analytiques

1.7 Fe 3 2qmDLF(ym).

(f) Liens entre les résultats du §6 et ceux du §2

Démontrons d’abord le cas § = 1 du lemme 2.2. en utilisant le lemme 6.1. Soit
20 € C" avec |zo| = ret |F(zy)| = |F|,. On définit une fonctionnelle analytique
7 par n{G) = G(zZy). Ainsi

> lan(z®)| = X |ars

xeX x€EX

et ’estimation voulue en résulte. ]
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Notons a ce propos qu’il existe des variantes bien connues du lemme d’inter-
polation 2.2. En particulier, en une variable, on peut prendre un ensemble quel-
conque fini de points, éventuellement avec des multiplicités; pour avoir un lemme
d’interpolation, on est amené a faire intervenir les distances mutuelles entre ces
points, mais c’est inutile pour le lemme de Schwarz. L’énoncé dual est une génér-
alisation du lemme 6.1 dans lequel les fonctions z* sont remplacées par des fonc-
tions linéairement indépendantes. Voici un exemple concernant des polyndmes
exponentiels.

Lemme 7.8. Soient n, s, H, S des entiers positifs, u,,...,Us, X1, ...,Xy,
des éléments de C", et R, r deux nombres réels positifs avec r = |x| + s|u|.
Considérons un polynéme exponentiel

H
p(2) = 2, 25 Cnolu-z)’e™s,
h=1 fo|<S
oulesc,, (1 <h<H,s€N", || <S) sont des nombres complexes. Enfin soit
n une fonctionnelle bornée sur l’espace des fonctions analytiques dans le poly-
disque |z| < R de C", et soit F une fonction analytique dans ce polydisque. On
pose 6 = F — ¢. Alors

H
[n(F)| < |nlel0lr+ 23 23 |ChollDiF,(xx)l.
h=1 |o|<S
Démonstration. On a

H
1 =10+ 5 % el
a||<S

h=

mais le lemme 7.4 permet d’écrire
1((u-2)°e™%) = D%, (x4),
d’ou le résultat. [ |

On retrouve le lemme 6.1 en prenant pour (u,,...,u,) la base canonique de
C" (avec s = n), et H =1, x; = 0; on choisit enfin pour ¢ le développement de
Taylor de F a P'origine, tronqué a ’ordre S.

Pour appliquer le lemme 7.8, il faut encore savoir approcher une fonction analy-
tique F par un polyndme exponentiel ¢, et cela peut étre fait en utilisant un lemme
d’interpolation [M] (par dualité, c’est-a-dire en appliquant le lemme 7.6, dans le
cas des polyndmes exponentiels, le lemme de zéros de [P] donne directement un
lemme d’interpolation au sens de [M]).

Montrons ensuite que le lemme 6.5 est une conséquence du lemme 2.6. Notons
oy la transformée de Fourier-Borel de 7,, ¢,, celle de »,,, et f,, celle de p,,.
Désignons par v,,...,v, (resp. w,,...,w,) les vecteurs lignes de la matrice
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représentant = (resp. p) dans les bases canoniques, et par V (resp. W) le sous-
espace de C? qu’ils engendrent. Enfin soit £ ’application transposée de 'injec-
tion de & dans C".

Gréce au lemme 7.4, on voit que I’hypothése
M AF) =m(p7 (Fem))
du lemme 6.5 se traduit par
ex(2) = Dyon(vizy + -+ U,24),

tandis que I’hypothese

7
e (F) = 25 iy (DM F)g)

Jj=1

s’écrit, en utilisant le lemme 7.5,

J
Divox (210 ++ -+ 2,Un) = 25277 (fag o £(2)).
Jj=t
Enfin la matrice (7,,(z*)) n’est autre que (D*¢x.(0)). On peut donc utiliser le
lemme 2.6 pour obtenir la conclusion souhaitée. |

Voyons maintenant comment démontrer ’essentiel de la proposition 6.2 (resp.
du corollaire 6.6), a l’aide de la proposition 2.3 (resp. du corollaire 2.7). Suppo-
sons les hypothéses de la proposition 6.2 satisfaites (avec | 5|32 remplacé par
| |2 dans (6.3), ce qui n’a pas grande importance). Nous allons utiliser la pro-
position 2.3 avec 8 = 1, rj = I/R;, R} = 1/r; (I<j=<n),V=V-netlU =
U + n, de sorte que R//r/ = R;/riet U + V' = U+ V. A chaque fonctionnelle
analytique 7,, nous associons sa transformée de Fourier-Borel ¢, définie par

Ora (§) = Mo l€5).

Ainsi
Th\a(Z‘) = Dk‘p)\a(o)'
L’hypothése
L
2 l")\a(F)‘ SGU[F{,
A=1
implique

L
3 lora(§)] < eVentsilt o tralis!
r=1

pour tout ¢ € C”, et en particulier pour | ¢| = R. Comme Rir, +---+ Ryry =
n,ona
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L
E |oralr = €Y.
ey

Soient alors p, les entiers fournis par la proposition 2.3, et soit 7, = 2z PxMra-
Pour |{|=r'ona

|2 (D) = [Fp ()] = 7a(e) <e™" =e”" sup [e¥],

2| =R
c’est-a-dire que la relation
|1.(F)| < e V|F|r

est bien satisfaite pour toutes les fonctions F de la forme F(z) = e%* avec { =
(51, G)EC |Gl =1/R, (1 <j <n).

Utilisons maintenant le lemme 6.1, en majorant |5(z*)| = |D*F,(0)
par R*«!|F |, et X, |a|«!/r'* par (X, «!?)'?|F|g:

N\—K; vz
In.(F)| < {Inalr(l + V| X|) max {(ﬁ) } + (Z K!Z) eV} | F |-
<j<n

ry kEX

Mais

L
I"?alr = )\Z: ln)\alreA = eU+Va
=1

donc

R _KJ
Imal, (1 + x’lfK?l)(%) <
J

Ainsi on trouve

|no (F)

l 1/2
=< (— + e”( > K!z) )e‘VIFIR,
2 aEX
pour toute F€ H(D). On peut raffiner cette majoration en appliquant le lemme
7.8 plutdt que 6.1, mais en tout cas la proposition 6.2 nous donne le résultat plus
précis
11 (F)| < e~ |F|g.

Cette discussion montre que les démonstrations dans [W] de résultats de tran-
scendance concernant des groupes algébriques non supposés linéaires font inter-
venir des polyndmes exponentiels! D’autre part cette dualité a déja été utile pour
la mise au point des énoncés de chacune des deux parties de ce texte.

8. Exemples

Le résultat principal est le théoréme 8.3, qui donne ’existence d’une fonction-
nelle analytique, combinaison linéaire de dérivées en des points de C” (cf. (7.7)).
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On ’obtient en considérant le cas particulier du corollaire 6.6 dans lequel les fonc-
tionnelles analytiques 7,, sont de la forme F — D°F(x) (pour certaines dérivées
D et certains points x € C” dépendant de A et 7). On construit ainsi une fonc-
tionnelle auxiliaire, et sa transformée de Fourier-Borel est, essentiellement, la
fonction auxiliaire du théoréme 3.4.

(@) Un calcul préliminaire

Commengons par majorer |(d/dz)°(z’G(z)),=.| pour o et 7 entiers positifs,
x € C, et G fonction analytique dans un disque |z| < r du plan complexe, avec
r>|x|.Ona

d\e , _min[a,rl G!T! — i a—u
(d—z> @C@Dhr= B e Tl = w! (&) “owo

On majore, grdce aux inégalités de Cauchy, |(d/dz)°*G(x)| par
(6 — w)!'ri°**|G|,, pour 0 < r, < r — |x|. Si on majore la somme sur x en
prenant 0 < u < 7, on trouve la borne supérieure

T

45>

e u'(T m)!

lx|"#rt |Gl = = (IXI +r)’|Gl,.

Si on majore en prenant 0 < u < g, en utilisant I'inégalité 7! (c — ) ! /(7 —p)! =<
a!r#, on trouve la borne

o

)

a!
———-x"“r"Gz—x""x+r"G.
= B it X Gl = x|+ |Gl

Dong, pour r = |x| + r,,ona

! 4
< a—; |x|’mini<l + 0 ) (1 + T—r‘) } |G,
ri | x] |x]

Nous utiliserons cette majoration au paragraphe 9. En voici une extension en
plusieurs variables.

ay. .
(81) l(d_z> (Z G(Z))z:x

Lemme 8.2. Soient G une fonction analytique dans un polydisque {|z;| <r;
l<i<d)deC4etx, u,...,u,w,...,w deséléments de C°. Soient ¢ € N*
et 7 € N, soient X, r, deux nombres positifs avec X = |x|, r = |x| + ry, et
soient U, W deux nombres = 0 vérifiant U = {u| et W = |w|. Alors

IDI((w-$)7G()e=s

g (SUN {( ||T||’1> < IIGIIH)"'}.
< ol (dXW) (r.) T+ 2 (1 Ty IG],.

Démonstration. Pour o = 0 la majoration est banale (et on peut prendre
r = |x|). Supposons donc | a| > 0.
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En développant en série de Taylor & I’origine la fonction (fg)({u + y) comme
dans la démonstration du lemme 3.1, on trouve la formule de Leibniz

Dife) = 3 =y (DINNDI8),

o'+a"=0 O

ou o’ et ¢” décrivent N°. Utilisant le lemme 3.1 (et adoptant les mémes abus de
notations que dans sa démonstration), on obtient

Di((w-$Y G (e=x

P

[o]! ! 7!
(ol =T« &I ot
Comme dans la démonstration du lemme 3.3, le seul but de ce calcul explicite est

de constater que le nombre considéré est une combinaison linéaire, a coeffi-
cients = 0, des quantités

= 3, urwexlel 3| Do G (x).

14
o'+o"=c O '0

ukwexert e o DTG (x).
On majore | D" G(x)| en utilisant (1.3):
|DI"G(x)| < o”!R"'”"lsup[]G(g‘)m§‘l < |x| + sRU}.

On prend R = r,/sU, de telle sorte que |x| + SRU < r, et on majore ¢”! par a!.
On obtient ainsi la borne

lo]! o!?

= lo’d Il T 1 a"
0+UZ_0 2’(32 ('p' |K)' K’U”' p' U W Xu I l I(SU/rl)l H|Glr.

On refait exactement le méme calcul, en prenant G°({) = e”°%, avec
uy =---=u; = (U,...,U), wl =---=w =(W,...,W),
et
x°=(X,...,X), y°=(,...,Y), Y=s/r.
Comme |Dg- G°(x°)| est alors égal a
(u°-y°)" G° (x°) = (dUY)1* 1gdXY = (sU/r )1 VesXrm,
il en résulte que la borne trouvée ci-dessus pour D;((w: ) G({));=x €St égale &

ole=*"1 Dy,

11 ne reste plus qu’a appliquer le lemme 3.3. a
(b) Un exemple de fonctionnelle auxiliaire

Théoréme 8.3. Soients, f, t des nombres entiers = 0,d, n,m, D, T, S, H
des nombres entiers positifs, A, U, V, r, ri, R, p des nombres réels positifs, ;s
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(0=<6=D, 0N, || <S8, 1= h= H) des nombres complexes, et u,, . .. ,u,
des éléments de C°. Soient V et "W des sous-espaces vectoriels de C?, de dimen-
sions n et t respectivement, avec dim¢ V N W = f, et & un sous-espace vectoriel
de C" de dimension m. On choisit une base (v,,...,v,) deV et une base (w,,
..., w,) de "W, et on désigne par w: C?— C" I'application linéaire { > (v,§, .. .,
v,{). Enfin soient x,, . . .,xy des éléments de C dont les images par w appar-
tiennent a &. On suppose

U+V=5 R=er, r=d|v|(x|+r),
R T+m—1
(1+p)(U+ V)”(;) At < P (Ut

5(1 + p)3n/2(U+ V)Sn/ZTteA < ep(U+V)’

min{(l + £T——Qﬂ)s—l,(l + M)T—I}méx{l,dlwl |x]37 1.

s|x| s|x|
(f[il 3 léﬁohla!(SIul/rx)""“> s eY,
5=1 Jol<S h=1

et

2(1 + oYW U+ VYY" (T+t—f— 1)
<mit(n—m)(t - fH'DAH(S + n — m)“"*"'(log g)m

Alors il existe des entiers rationnels gso;, (1 <8 <D, 0 €N*, |o] < S, et 1 =<
h < H), non tous nuls, de valeurs absolues majorées par e, tels que, pour toute
fonction F analytique dans le disque |z| < R de C", et pour tout T € N' avec
Il < T, on ait

< e V|Flg.

D H
2 ;,2 GsonEson D (W= §)7+ (F o T ($))g=x,
=1

5=1 Jo|<S
Démeonstration. On utilise le corollaire 6.6, en remplagant I'indice A
par (8,0,h), pour les fonctionnelles
Noonr (F) = Esan DW= )7 (F o (=,

Le lemme 8.2 permet de vérifier
D H
max (>, 3 3 een (F) | < eV[F|,. n
I71<T [5=1 Jof<S A=l
(c) Une fonction auxiliaire pour les groupes linéaires
Corollaire 8.4. Soients, f, t des nombres entiers =0,d,n,m,D, T, S, H
des nombres entiers positifs, A, r, R, V des nombres réels positifs, £5,, (0 <6 <
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D,oc €N, |o]| <S8, 1=<h=< H) des nombres complexes, et u,, . ..,us des élé-
ments de C°. Soient V et "W des sous-espaces vectoriels de C°, de dimensions n
et t respectivement, avec dim¢ V N W = f, et soit X un sous-espace vectoriel de
C? qvec dimc(V/V N X)) = m. On choisit une base (v,,...,v,) de V et une
base (w,,...,w,) de W. Enfin soient x,, . . .,xy des éléments de X. On suppose

U+ V=13n% R=er, r=d|v|x|+d/nR,

R T+m-—1
e“max[(7) ,T’] < elUtM72

(53 2, 3 ot Jmin (14 nszvH;m)S_l’(‘ * ﬁ?l@)}

max{1,ns|v||u|R}* " max{l,d|w||x|}T-lerdIvlIxIR+d < oU,
et

225V (U + VY™ (T+t—-f— 1)
_ RY"
=m!(n—m)!(t—f)'DAH(S + n— m)* ”*’"(log 7) .

Alors il existe des entiers rationnels ps,;s (1 <6 <D, 0 €N?, |o| <S,etl =<
h < H), non tous nuls, de valeurs absolues majorées par e*, tels que la fonction
® de d variables définie par

D H
®(G,...,8) = ZJ §I: z_:Paahfsah(u‘f)aex"r

vérifie
|DL®(z 0 + -+ 2,0) <€V
pour tout 7 € C" et tout 1 € N" avec |z| <r, |7]| < T.
Démonstration. On applique le théoréme 8.3, avec r, = 1/n|v|R, et r, R,

U, V remplacés respectivement par

R, U=U—-nfR, V=V+nrR.

‘ll‘u

F=d(v||x| + 1/nR), R=

Ainsiona R/F=R/retU+ V=U+ V.Pourn=10ona7n?>> (3log26 —6)n+
2logSetlogn<n—1,donc 13n2> 6nlogn + 3nlog26 + 2log 5. Ainsi, pour
x=13n2, onax>3nlogx + 3nlog2 + 2log5. A plus forte raison on a aussi
x> 2nlogx + 2nlog2 + 4. Cela permet de majorer 5-23%2(U + V)**? ainsi que
e22"(U + V)" par e‘'Y*¥)72, et par conséquent de prendre p = 1. Les hypothéses
du théoréme 8.3 étant vérifiées, prenons la transformée de Fourier-Borel de la
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fonctionnelle analytique » ainsi construite; avec les notations du corollaire 8.4,
fixons z € C" avec |z| < r, et on considérons la fonction F,(Z) = e2 ZeCr
ona

|F,(2)] = [n(F)| se P|Flrse™.
Mais les lemmes 7.4 et 7.5 permettent d’écrire
F,(2) = DL®(zyv; +-- -+ 2,0,). |

A quelques détails prés, on retrouve donc le théoréme 3.4.

9. Fonctionnelles en une variable

Nous écrivons (corollaire 9.1) ce que donne le théoréme 8.3 quand on s’y res-
treint a des fonctionnelles analytiques en une variable de la forme F— D'F(y).
Nous comparons ensuite avec ce que I’on déduit du paragraphe 4 dans ce cas

particulier.
Voici donc une conséquence de la proposition 6.2 dans le cas n = 1.

Corollaire 9.1. Soient T et S deux entiers positifs, A, X, U, V, ry, 1y, et
R, des nombres réels positifs, G un sous-ensemble fini de C, et, pour chaque
a € Q, soit 8, un sous-ensemble de {0,1,...S — 1) ayant s(a) éléments. On pose
N = Y.cas(a). Enfin soient £5,, (1 <8< D, a € @, 0 €8,) des nombres com-
plexes. On suppose

X=zmax |la|], X=1, U+ V=60,

ac

1
ro=r, +ma‘§( la|, e< (Ro/ro)T =eW+M2 A< 3 U+ V),
ae

. -1 T~ l)r S-1y D
XT"mm{(l + D—) ,(1 + (——'> } Jotrio seY,
X X Gg:l ac@® o€S$, |£&, | :
et
8(U + V)2 < NDAlog(R,/ro).

Alors il existe des entiers rationnels q;,, (¢ € 8., a € @, 1 < é < D), vérifiant

0 < max |gsoq| < e€?
é,0a

et

D d o
max Z Z Z q&mg&va(—) (ZTF(Z))z=a

0s7<7 | 5=1 g€ o€s, dz

< e7Y|F|g,

pour toute fonction F analytique dans |z| < R,.
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Démonstration. On va utiliser la proposition 6.2 et la remarque 6.4 avec
n = 1. On remplace l'indice A par (8,0,a) aveca € @, 0E€ §,, et | <6< D, ¢t
on remplace o par 7, 0 < 7 < T. Donc L = DN et A = T. Posons

Nsoar (F) = §50a(d/d2)°(27F(2))z=a-

En appliquant (8.1), on obtient

max Z 20 23 |Msoar (F)| < eY|F,,.

0=<7<T 5-| 4€Q o€S,
On définit K, comme le plus petit entier positif vérifiant
KozA+U+V+1+logKy;

ainsi Ky — 1 <A+ U+ V+ 1 +log(Ky— 1), et, comme x = 10log x pour x >
36, on a, grace aux hypothéses U+ V=60et A < (U+ V)/3,

KO—IS%Q(A+U+V+1)$%(U+V).

De plus, comme K, — 1 + T'log(Ry/ry) < 2(U + V), on peut prendre p’ = 1,
Enfin, pour x = 11, on a log5 + (3/2)logx < 4(x + 1)/9, donc 5K§"? <
e U+¥)/3 et on peut prendre p = 1. [}

Remarque. Dans les conditions du corollaire 9.1, on a aussi, pour pour tout
Zo € C et toute fonction F analytique dans |z] < Ry + |2 (resp. dans |z| =
Ro|z0)),

<e” IF|R0+’ZOI’

D d
Ny S qa,,,,sm( )(Z’F(Z+zo))z_,,
6=1 acA oE€ES,

(resp.

D d
52 E Z qéaagbaa( ) (ZfF(Zzo))z_a == —VIFIRolzol);

1 a€A o0€S,

il suffit pour le voir d’appliquer le corollaire 9.1 a la fonction F(z + z,) (resp.
F(zz0)).

La démonstration du corollaire 9.1 présente une différence essentielle avec celle
du corollaire 4.2: dans la premiére partie (construction de fonctions auxiliaires),
on applique le principle des tiroirs (lemme de Thue-Siegel 2.1) 4 un systéme
d’inégalités dépendant des coefficients de Taylor de F a ’origine, tandis que les
G300 du corollaire 9.1 ne dépendent évidemment pas de F. Cela explique aussi que
les résultats ne soient comparables que dans le cas particulier 7= 1 (on ne perdrait
d’ailleurs pas trop a se limiter & ce cas particulier).

Une aute différence entre le corollaire 9.1 et le corollaire 4.2 vient de la con-
tribution du terme log(R,/ry) (resp. log(R/r)) dans I’hypothése principale. En
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posant Ry = R + ro — r, on voit que, pour I’essentiel, ’estimation du corollaire
4.2 est plus fine que celle du corollaire 9.1 suivant que r est inférieur ou non a ry.

Quand on écrit la transformée de Fourier-Borel de la fonctionnelle construite
dans le corollaire 9.1, on trouve la variante suivante du corollaire 4.3.

Corollaire 9.2. Soient S, H, T, D des entiers positifs, A, r,r;, R, U, V, X
des nombres réels positifs, et x|, ..., Xy, &s0n (1 =6<D,0<0< 8,1l <h<H)
des nombres complexes. On suppose

X = max |x,|, X=1, R=zer
I<hsH

U+ V=60, 2Tlog(R/y<U+V, 3A<U+V,

D S-\ H o . ﬂ T-1 (T— 1)’.1 S~1
0 (§E & ol 3o 5]

XT-1gR(X+r) < pU

et
8(U + V)? < DASH log(R/r).

Alors il existe des entiers rationnels ps,, (1 =6<D,0<06<S,1<h=<H), non
tous nuls, de valeurs absolues majorées par e®, tels que, pour tout y € C

vérifiant |y| < r et pour tout 1 =0,...,T — 1, on ait
% sil i minio’ 7! al f
Pisonsan yoExTre Y < @7V,
5=1 a=0 h=1 e =0 u(r=pw! (o—p)! ‘

Démonstration. On utilise le corollaire 9.1 pour les fonctions F(z) = €3,
avecro =X + ry, Ry = Rry/r, et U, V remplacés respectivemet par U — Rr; et
V + Rry, ce qui ne change par U + V. | |

Des conséquences arithmétiques de ces constructions seront développées ailleurs.
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