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R6sum6. Dans la premi6re pattie de cet article, nous avons construit des fonc- 
tions auxiliaires en une ou plusieurs variables. Ici nous proposons une construc- 
tion "duale" qui produit des fonctionnelles auxiliaires. 

Les fonctions attxiliaires sont des combinaisons des lignes (somme sur ;~) d'une 
matrice 

tandis que les fonctionnelles auxiliaires sont des combinaisons lin6aires des 
colonnes (somme sur t et g) de cette m~me matrice. La transform6e de Fourier- 
Borel ~claire cette dualit6. La relation 

( z~e~Z)z=y = 

joue un rdle central dans cette 6tude. 

5 .  I n t r o d u c t i o n  

Pour r6soudre le septi~me probl6me de Hilbert, Gel 'fond utilisait une fonction 

auxiliaire ~c (z )  = Pa(eZ, e ~ )  dont il 6valuait les d6riv6es aux points h log ~. Si 

on 6crit 

o n  a 

Pa(X , ,X2)  = E p x X , x ' X ~  ~, 
h 

( ~---Z ) 'r h lOg ~ ) = ~-a p• ( ~'l + ~k2~)t~ 

Pour r6soudre le m~me problbme, Schneider utilisait une fonction <bs(Z) = 

P s ( z , a  ~) qu'il ~valuait aux points ;~ + X2~; en 6crivant 

o n  a 

p (x, Y) = Z Zq,  x'y , 
t tt 

~s(~kl + ~k2~) = ~ ]  ~ q t h ( ~ k l  + ~k2~) 'ceX'h(o~)  x2h. 
t h 

Cette dualit6 entre les deux m6thodes est une des sources du pr6sent travail. 
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En tentant de g6n6raliser aux groupes alg6briques la conjecture de Leopoldt sur 

le rang p-adique du groupe des unit6s d'un corps de nombres, nous avons 6t6 

amends dans [W] h introduire une m6thode diff6rente, dont le premier pas est la 

construction d'une fonctionnelle auxiliaire. L'objet de cette deuxi~me partie est 

de poursuivre cette construction, de mani~re h pouvoir d6velopper les m6thodes 

de transcendance "duales" des m6thodes classiques de Schneider, Gel'fond et 

Baker. 
Ainsi les nombres (d/dz)t,~a(hlogu) de la m6thode de Gel'fond sont les 

valeurs r~a(zta hz) de la fonctionnelle 

~la(F) = ~ p x F ( X I  + )k2~), 
X 

tandis que, pour la m6thode de Schneider, on a 

avec 

~s(hi  + k2fl) = ~s(e Cx~+x~) 

Notons hce propos que la fonction exponentielle v6rifie, pour test  s entiers _> 0 

et u, v nombres complexes: 

(5.1) ~ (z'e';Z)z=y = ~ (z'eYZ)z=x. 

Cette valeur commune n'est autre que 

A cause des relations (5.1), la dualit6 que nous allons mettre en 6vidence donne 

des r~sultats tr~s particuliers pour la fonction exponentielle (cf. w Mais ces re- 

lations r~v~lent un ph6nom~ne g~n6ral: les r61es jou~s par les d&iv~s et les formes 

lin~aires sont permutes quand on passe des fonctions auxiliaires aux fonctionnelles 

analytiques. 

Dans la premiere partie de ce travail, nous avons construit une fonction auxi- 

liaire gdn6rale qui est utile dans de nombreuses d~monstrations de transcendance. 

En suivant exactement le m~me schema de d6monstration, nous produisons au 

w une fonctionnelle auxiliaire g6n6rale. Une explication de l'analogie entre les 

deux situations est donn6e au w la transformation de Fourier-Borel associe ~ 

toute fonctionnelle lin6aire born6e ~ une fonction enti~re de type exponentiel 

cI, ( f)  = ~(ere), et inversement, ~ toute fonction de type exponentiel ,I,(~') = 

~,,a,,~"/K! est associ6e la forme lin6aire born6e rl. qui envoie ~ b,,z" sur le 
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nombre Y,, a,b~. Par exemple, en une variable, les relations (5.1) signifient que 

la fonction enti~re 

est associ6e ~ la forme lin6aire 

:F,-. z F(z))z=y. 

II est int6ressant de noter que ces fonctionnelles analytiques, qui sont associ6es 

des polyn6mes exponentiels, sont utiles dans l'6tude des valeurs de l'exponen- 
tielle de groupes alg~briques g6ndraux, et pas seulement des groupes alg6briques 

lin~aircs [W]. 
R6cemment, Michel Laurent [L] a r~ussi ~ supprimer l'utilisation du principe 

des tiroirs dans certaines d6monstrations classiques de transcendance. Son id6e 
(qui apparaissait d6j/t dans des travaux de Cantor et Straus sur le probl6me de 

Lehmer) consiste h travailler directement sur des matrices de la forme 

(DTfx (~'))x,(~.r), 

off D T sont des d6riv6es, ~" des points, et fx des fonctions; ceci 6claire la dualit6 

entre les fonctions auxiliaires, correspondant ~ des combinaisons de lignes: 

Z "-" ~aPxfx(z)  
x 

et les fonctionnelles auxiliaires, combinaisons lin6aires de colonnes: 

F ~ ~a ~_a q,rDTF(r).  
r 

La construction de fonctions auxiliaires est la recherche de nombres Px (disons 

dans Z, avec une borne pour les valeurs absolues), non tous nuls, tels que la fonc- 
tion ~x P• soit "petite" (en module, sur un disque donn6). La construction de 

fonctionnelles analytiques va ~tre la recherche de q,r tels que, pour toute fonc- 

tion F, le nombre [~T Z~ q,rD'F(~)t  soit "petit". 
Les arguments que nous pr6sentons ci-dessous doivent pouvoir ~tre utilis6s pour 

majorer les d6terminants des matrices dans la nouvelle pr6sentation des m6thodes 
transcendantes de M. Laurent. Mais, actuellement, pour l'ind6pendance alg6- 
brique, on ne sait pas suivre le sch6ma de d6monstration de [L], et on doit utiliser 

soit des fonctions auxiliaires, soit des fonctionnelles auxiliaires; dans le premier 
cas on conclut la d6monstration par un lemme de z6ros (cf. [P] par exemple), dans 
le second cas on fait appel h un lemme d'interpolation comme celui de [M]. 

Nous conservons dans cette deuxi6me partie les notations introduites au w 1. 
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6.  F o n c t i o n n e l l e s  aux i l i a i re s  

Soient RI . . . . .  R,  des nombres r6els positifs, et ~ = tD(0,R) le polydisque 

Iz e c~ Iz, I <- Re, 1 <_ i <_ n} de C ". On d6signe par H , ( ~ ) ,  ou simplement 
H ( ~ ) ,  l'espace des fonctions analytiques sur ~ (rappelons que ce sont les fonc- 

tions continues sur ~ et analytiques h l'int6rieur). 
Quand ~ : H ( ~ )  ~ C est une forme lin6aire, on dit que a7 est born~e s'il existe 

C > 0 tel que 1,7(F)l - CIFIR pour toute F E  H ( D ) .  On note alors 

I~1~ -- supll~(f)l/lFlR; F E n ( ~ ) ,  F r 0]. 

Par homog6ndit6, on a 

1,71R -- sup l l~(F) l ;  F E  H ( ~ ) ,  IFIR = 1}. 

Nous utiliserons une version "duale"  du lemme d' interpolat ion 2.2. 

L e m m e  6 . 1 .  Soient  n, K ~ , . . . , K ,  des entiers posit i fs ,  et r ~ , . . . , r , ,  

R~ . . . . .  R , ,  C des nombres  rdels positifs,  avec Ri > ri pour  1 <_ i <_ n. On pose  

;K = 3((K~ . . . . .  K , )  et ~D = ~ ( O , R ) .  Soit  ~! une f o r m e  lindaire sur H(~D) 

vdrifiant 

I,l(f)l -< CIFI~ pour  tout  F E H ( ~ ) .  

Alors,  pour  toute F = Y~,aN" a~z ~ E H ( ~ ) ,  on a 

]r/(F)[ < C ( ( 1  + ~ [ ~ [ ) l F l R m a x  I ( R J l  -tg] + 
]~j'<n (.\ rj / ) 

D ~ m o n s t r a t i o n .  

et 

E la, n(z~)l �9 
~E3r 

Posons P ( z )  = Y,~ear a , z  ~, et G = F - P. On a 

Ir/(P)l--- E la~n(z~)l 
xE~K 

~(F)  = r/(G) + ~/(P). 

Mais, par hypothbse, 

1~(6)1 -< C I G I .  

et le lemme de Schwarz (cf. lemme 2.2) donne: 

I GI r - - - l a IR  max 
i<j<, l \  r1 / ) 

I1 reste/l  majorer I G IR. On a 

l a I R  --- IFIR + IPI , , ,  

avec, grace h (1.2), 
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IPIR-< ~ laKIR ~ z I~-~IFIR ' 
*r163 

d'ofi 

l a i r  - (l + ",/IXl ) IFI~, 

ce qui termine la d6monstrat ion du lemme 6.1. �9 

Ce lemme 6.1 est l 'analogue pour 0 = 1 du lemme 2.2. L'6nonc6 correspondant 

~. 0 = 0 est 

In(F)I <-- CIFIR max + C F, [a~l rK + ~] la, n(zK)l. 

Voici maintenant  la version 'duale" de la proposit ion 2.3. 

P r o p o s i t i o n  6 .2 .  Soient n, L,  A ,  KI . . . .  ,K ,  des entiers positifs,  U, V des 

nombres rdels avec U + V > O, et A, W, rl . . . . .  r , ,  RI ,  . . . , R ,  des nombres rdels 

positifs,  vdrifiant 

R j > r j ,  A + U +  V + l o g ( 2 ( l +  ]xf~l))<_Kjlog Rj  ( l _ < j _ < n ) ,  
rj 

et 

(6.3) 1 + 4Al~13/2e  A+u+v <_ e LA/2W, 

oft 3s = 3s . . . .  , K . ) .  Soit  if) = ff)(O,R) le polydisque Iz~] <- Ri de C' .  Soient  

r/x. (1 <_ ~ < L,  1 <_ ~ < A )  des f o rmes  lindaires borndes sur H(ID),  vdrifiant 

L 

[rlx,(F)l <_ eUlFlr pour  tout F E H(~D), I <_ ~ <_ A .  
~=1 

On suppose que le rang de la matrice 

(,~.(z~))x~(.,~) 

(oft X est, disons, l ' indice de ligne, 1 <_ k <_ L,  et (~ ,~)  celui de colonne, 1 <_ 

<_ A ,  r E 3s est infdrieur ou (gal ~ W. Alors  il existe des entiers rationnels 

q~ . . . . .  qL, non tous nuls, majords par  

max I qxl -< e~, 

tels que les f o rmes  lindaires 

vdrifient 

L 

),=1 

max I~,IR -< e-V.  
l_<(x~<A 
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R e m a r q u e s .  Par homog6n6it6 il n 'y aurait  pas de restriction h supposer 

U = 0. D'autre  part on en d6duit facilement la proposit ion 3.6 de [W]. On peut 

m6me y remplacer le terme (log(R/r)) ~ par un produit  1I7=1 log(Ri/ri). 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Posons, pour 1 _< X <_ L, 1 _< a -< A,  et r E 3s 

On a gr~tce/t l 'hypoth~se Ex [r/x~(F)l -< eVlFIr, 

E lux=,l --- 2 ~ - [ r - "  E I ~ ( z ' ) l  --- 2Vinci e~. 
h h 

Le lemme 2.1, avec v =  L, p = W,/~ = Z laCl, et U remplac6 par U + log(2 Ix/~l ), 

permet de r6soudre le syst6me d'in6quations 

~x qxux,~ , < e -v  ( l < o t _ < A ,  r E 3 s  

avec des entiers rationnels qx E Z, non tous nuls, born6s par e a. 

Alors, pour 1 ___ a _< A,  la forme lin6aire 

L 

~/. = ~ q• 
h=l 

v6rifie 

[r/~(z")[ <-- qxr/• < - -  e -v  pour tout x E 3s 

On a, pour tout F E H(:I)), la majorat ion triviale 

[7/~(F)[ < x=lq•215 _< ea+VlFlr, 

ce qui permet d'appliquer le lemme 6.1 avec C = e a+U. Pour F = ~ a ~ z  K ~: 
H ( ~ )  avec IFIR = 1, on a 

I.~(F)I---(1 + [ ~ [ ) e a + U m a x  ( (R j I -K  Q + ( ~ex la.lr") e-V 
,<j<. ~.\ rj / ) , 2vClxl " 

Mais 

et, par (1.2), 

[( , ,Jyq , (1+ 14 l)e +Umax < e -V, 
I-q_<. \ r j /  ) - 2  

1 
Z la~l r~ ~ IFIr <- IFIR ~ l, 

ce qui termine la d6monstrat ion de la proposit ion 6.2. �9 
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R e m a r q u e  6 . 4 .  Supposons  Rj >_ er i pour  1 _< j _< n. Soit Ko un entier _> 8 

v6rifiant 

K o > A +  U +  V + I  + l ~  K ~  1 ) .  

Choisissons pour  Kj le plus petit entier > (Ko - 1)/log(RJrj).  Ainsi Kj - 1 < 

( K o -  l ) / log(RJrj)  -<Ko - 1, donc Kj < Ko (1 <_j<_ n), et laCl -< 1) 
D'autre part Kj log(RJrj) > Ko - 1 > A + U + V + log 13s L'hypoth6se Ko > 8 
permet de majorer  2 + 241~c[ par (xo +.-. 1); d'autre part l + 4AlaCl3~2e ~+U+~ 
est inf&ieur A 5A (Xo+,n - i f  ~ e~+U+ v. Soit maintenant  p > 0 tel que 

5A ( K~ + n 1) 3/ze~ <- ep~v+v'; 

l 'hypoth6se principale (6.3) de la proposit ion 6.2 est v6rifi6e d6s que 

2 ( I + p ) ( U +  V)W<_LA.  

Dans [W], on majorai t  brutalement  W par A 13C[. Alors,  dans la situation de 

la remarque 6.4 ci-dessus, en choisissant un nombre  p '  > 0 tel que 

K o -  1 + log Rj _< (1 + o ' ) ( U +  V), 
r1 

et en majorant  [ 3(l par  K 1 . . .  K, ,  la condit ion principale est v6rifi6e d6s que 

H 

2(1 + 0 ) ( 1  + O ' ) n A ( U +  V) ~+~ - LA 1-Ilog Ri - - .  

i = 1  Fi 

Nous  poursuivons le d6veloppement de cette 6tude en parall61e avec le w On 
se restreint au cas KI . . . . .  K,  = K. Voici deux exemples dans lesquels on sait 

majorer  W non trivialement, c'est-h-dire mieux que par A(  x + ~ - i). 

1. Soient ~r : C a ~ C" et p : C a --* C' deux applications lin6aires surjectives. No- 
tons n + t - f  le rang de l 'application lin6aire (~r,p):  C d--* C "+t, et remplagons 

l ' indice c~ par un multi indice r E N t, [[rll < T. Soient 71, . . . . .  ~L des formes 

lin6aires sur un espace de fonctions analytiques dans un voisinage de 0 dans C a. 

Prenons,  pour  F analytique dans un voisinage de 0 dans C ", 

r/hr(F) = r/x(P T" (F*  r ) ) .  

Alors  la matrice 

(nxr(z~))x.~,.  

a un rang major6 par 

W<_ ( K + T + f - 2 ) ( K + n - f - 1 ) ( T + t - f + l ) f  n - f  t - f  " 
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W <  (K  + T -  I ) ' T  t-y. 

2. P renons  A = 1, et rempla~ons  l 'indice k par  (o , j ) ,  avec o E N n, [loll < s ,  

et 1 < j  < J. Ainsi L = j ( s + n - ,  1). Soit ~ un sous-espace vectoriel de C ~ de di- 

mens ion  m. Soient 77, . . . . .  ~s des formes  lin6aires sur un espace de fonct ions  

analyt iques dans un voisinage de 0 dans g. Prenons ,  pour  F fonct ion analyt ique 

de n variables ,  

noj(F) = ~j((DoF)ls) ,  

off l e d6signe la restriction h 5. Alors  

L e m m e  6 . 5 .  Soient t u n  entier >_ 0, d, n, m, K, T, L,  S, J des entiers posi- 

tifs, p : C d --* C '  et ~r : C e ---, C" deux applications lindaires surjectives, telles que 

n + t - f s o i t  le rang des n + t f o rmes  lin~aires (~r,p), et ~, un sous-espace vec- 

toriel de C" de dimension m. Soient R~ . . . .  , R ,  des nombres r~els positifs; on 

note :I) = ~ (O ,R)  le polydisque de rayon R = (RI . . . . .  R~) de C' .  Pour o E N ' ,  

notons D ~ la ddrivation par rapport aux variables de C". Soient 771 . . . . .  ~L des 

fo rmes  lin~aires sur l 'espace H a ( l r - I ( ~ ) ) .  Pour  tout k E N et tout r E N t 

vdrifiant 1 <_ k < L e t  II rll < T, on ddfinit une f o r m e  lindaire 71x, sur H , ( ~ )  par 

r/xT(F) = r/x(p T. ( F *  7r)) pour  F E  H,(g3) ,  

et on suppose qu'il existe des ~ldments a• de N" (1 < j _< J, II ox ll < s ) ,  et des 

formes  lindaires ~tx~j sur H , , ( D  (3 ~),  tels que 

J 

71x~(F) = ~__j ttxTj((D~ pour  F E H,(~D). 
j = l  

Aiors  la matrice 

o~ X est l 'indice de ligne, 1 <_ X <_ L, et (r, x) celui de colonne, r E N ' ,  II z II < r ,  

x N II II < K ,  a un rang infdrieur ou dgal il 

( K + T + m - 2 ) ( T + t - f - 1 ) ( S + n - m - 1 )  

m t - f  n m " 

En part iculier  

W <_ (K  + T -  1)mTt-YS n-re. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  I1 n 'y  a pas de restriction /l supposer  que les appl ica-  

t ions (~rl . . . . .  rn ,  Pl . . . . .  Pt- f )  sont l in6airement  ind6pendantes .  L ' e space  
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vectoriel  engendr6 par  les m o n o m e s  p 'T r ' ,  II TII < T, II K II < K, est contenu dans 

l 'espace vectoriel  engendr6 par  les m o n o m e s  p ' r  K, II r II < T, II II < K + T - 1, 

�9 rt_f+l . . . . .  rt = 0. On  peut  donc prendre  ma in tenan t  r darts N ' - f ,  Ilrll < T, 

mais  on fait var let  K E N" dans le domaine  [I xil < K + T -- 1. 

Pou r  ma jo re r  le rang de la matr ice,  (~x,(z")) ,  on cherche ~l savoir  s'il existe 

des hombres  complexes  Cx non tous nuls tels que 

L J 

7%=t j = l  

pour  tout ( r , x ) .  En posan t  

L J 

i ~ ( F )  = ~ ~ , cx~x , j ( (D~  
x=l j = l  

il s 'agit  de r6soudre les 6quat ions # , ( z  ") = 0 pou r  tout  ( r , x ) .  Choisissons une 

base  (el . . . . .  era) de g,  que l 'on comple te  en une base (ej . . . . .  en) de C n. Soit 

( e l , . . .  ,e~) la base  duale  pour  le produi i  scalaire s tandard  de C"; on  a ze: = 0 

pour  z E ~ et #n < i _< n. Le syst~me d '6quat ions  pr6c6dent est 6quivalent /l 

#x~(F,) = 0 pou r  tout  ( r , x ) ,  off on a pos~ 

F. ( z )  = (ze ; )  < ' - . .  (ze;,) ~" (K E Nn). 

Mais  la restriction h ~ de D'~vF. est nulle quand  x,~+j + �9 - �9 + r .  -- S, donc il 

suffi t  de prendre  r~ + �9 �9 �9 + r,~ < K + T -- 1 et r,.+~ + �9 �9 �9 + x. < S, ce qui donne 

l '6nonc~ pr6vu. �9 

Nous combinons  mainter lant  la p ropos i t ion  6.2 avec le l emme 6.5. 

C o r o l l a i r e 6 . 6 .  Soient  t, f des entiers >_ O, d, n, m, T, L ,  S, D, J des en- 

tiers positifs, U, V, A, p, p ;  r~ . . . . .  G, Rm . . . . .  R , ,  E des nombres  rdels positifs, 

p : C a --+ C t et 7r : C a --+ C ~ deux applications lindaires surjectives, telles que n + 

t -  f soit  le rang des n + t f o rmes  lindaires ( r , p )  et ~ un sous-espace vectoriel 

de C" de dimension m. Soi t  ~) = ~ ( 0 ,  R)  le polydisque  I z, I <- R~ de C". On 

suppose 

U + V > _ 5 ,  E>_e,  R~>Er~ ( l _ < i _ < n ) ,  

A + 2 + ( T +  m - 1) l o g E +  n l o g ( ( l  + p ' ) ( U +  V)) <_ p ' ( U +  V),  

3 
A + log5 + ~ n log((1  + p ' ) ( U  + V)) + t log  T<_ p ( U  + V) ,  

et 

(6.7) 

2<,+,><,+.,>.<<,+ 

<_ m ! L A ( l o g E )  m. 
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Soient n• (1 <_ X <_ L, 7" E N', [I rll < T),  des formes  lindaires borndes sur H(ff)) ,  

vdrifiant 

L 

Inx~(F)[ <-eUIFlr p o u r t o u t F E n g D ) ,  ettout Ilr[I < T. 
h=l  

Pour o E N',  notons D ~ la ddrivation associde fi la base canonique de C t. Pour 

tout ), E N, tout j E N el lout r E N" vdrifiant 1 <_ X <_ L, 1 <_ j <_ J, et Ilrll < T, 

on suppose qu'il existe un dldment ox,j de N ' ,  II o• < S, une forme lindaire tzx~j 

sur Hr~gD ('1 8), et une fo rme  lindaire ~x sur Ha(r -~( f i ) ) ) ,  tels que 

J 

rtxT(F) = rtx(p ~" (F* r))  = ~] IzxTj((D~ 
j = l  

Alors  ii existe des entiers rationnels q~,. . . ,  qL, non tous nuls, majords par 

max I q• -< ea, 
h 

tels que les formes  lindaires 

vdrifient 

L 

r/7 = ~ q• 
k=l 

max (~l,lR <- e -v .  
Ir l<T 

D~monstrat ion.  On uti l ise la proposi t ion 6.2 avec A = ( r+,- ,  1) <_ T'. 
Soit K0 le plus petit entier >__ A + U +  V +  1 + n log((1 + p ' ) ( U  + V)), et soit K 

le plus petit entier >__ (Ko - l ) / l o g E .  On a 

K o + ( T + m - I ) I o g E < A + U +  V + 2 +  ( T + m - 1 ) l o g E  

+ nlog((1 + p ' ) ( U +  V)) 

<_ (1 + o')(U + v) ,  

et 

Ko + n - l ) < K ~ _ ( 1  + p ' ) " ( U  + V)", 
n 

donc on peut appliquer la remarque (6.4). On utilise maintenant  le lemme 6.5, 

en majoran t  K +  T +  m - 2 par (1 + p ' ) ( U +  V ) / l o g E .  On trouve 

ce qui donne 2(1 + o ) ( U  + V)W<_ LA,  et permet de vdrifier l 'hypoth~se (6.3). 
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7. T r a n s f o r m a t i o n  de  F o u r i e r - B o r e l  

(a) Introduction 

Soit 71 une forme lin6aire continue sur un espace de fonctions analytiques de n 

variables. Une telle forme lin6aire est d6termin6e par ses "moments" ,  c'est-h-dire 

par  ses valeurs sur les monomes  z ", K E N ~. Notons-les a~(7/) = ~(z~). La fonc- 

tion de n variables 

K E - N  n 

est enti~re, de type exponentiel  (cf. [LG]). C'est la transformde de Fourier-Borel 
de ~: 

5:~(~') = ~7(e~r). 

Pa r  exemple ,  en une var iable ,  la t r an s fo rm 6 e  de F o u r i e r - B o r e l  de r l : F  

[to F(z) dz est 5:.(~') = (e r - I ) / L  et la transformge de Fourier d 'une fonction r 

$5 f ~ ~o(z)eJ~rdz 

est la t ransform6e de Four ie r -Bore l  de la fonct ionnel le  analyt ique 

$5 F ~ ~(z)F(iz) dz. 

La connaissance de ~Y~ d6termine enti~rement 7: si O(z)  = Z .  a.z"/~!, alors �9 = 

~ ,  o/l ,7 envoie F(z) = N.  b.z" sur ~ (F)  = N .  a.b.. Cette cor respondance  entre 

les fonctionnelles analytiques born~es et les fonct ions enti~res de type exponen- 

tiel montre  que les r~sultats du w sont &roi tement  li~s au cas particulier du w 

o/J on se restreint aux fonctions enti~res de type exponentiel.  Nous pr~cisons tout  

cela dans cette section. 

(b) La transformde de Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique 

Dans toute cette section on fixe un polydisque ~ = ~ ( 0 , R )  de C",  avec R = 

( R t , . . . , R n ) ,  et Ri > 0 pour  1 _< i < n. On d6signe comme pr6c6demment par  

H(: I ) )  l 'espace des fonct ions continues sur ce polydisque et analytiques h l'in- 

t6rieur; on munit  H(:D) de la norme IFIR, et on  note H ' ( f f ) )  l 'espace vectoriel 

des formes lin6aires n : H(fi))  ~ C pour  lesquelles il existe des nombres r6els posi- 

tit's C, rl . . . . .  rn, avec 0 < ri < Ri (1 ~ i _< n) ,  tels que I•(F)i <_ CIFIr pour  

toute  F E H(ff)) .  Une telle forme lin6aire est donc born6e, et par cons6quent elle 

est continue.  

Soit n G H(ff))  v6rifiant In(F) I _< CIFIr pour  toute  F E H(ff)) .  On d6finit, 
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pour  g" E C n, ~,(~') = ~/(eZ~), of 1, comme d 'habi tude ,  z~" d6signe le produi t  

scalaire usuel dans C n. On a donc 

-< Cerl l, 

oO on note r[ ~'] pour rl[ f~] + . . .  + r,] ~'n[. Ainsi la fonction ff~ est enti6re dans 

C ' ,  de croissance au plus exponentielle, avec un " type"  major6 par r (cf. [LG]). 

(c) Fonctionnelle analytique associde it une fonct ion  de type exponentiel 

Soit q,(~') une fonction enti6re darts C". On dit que q, est de type exponen- 

tiel < R s'il existe C > 0 et r = (r~ . . . . .  r , ) ,  avec 0 < r~ < R~ (1 _ i _< n),  tels que 

[ r  _< Ce dtl pour tout  f E  C ". 

Ecrivons le d6veloppement de Taylor/~ l'origine d'une teUe fonction sous la forme 

�9 = E 
x E N  n 

Soit F ( z )  = ~ b~z ~ un 616ment de H g D ) .  Montrons  que la s6rie 

x E N  n 

converge absolument.  En effet, soient r~' . . . .  ,r,~ des hombres r6els, avec r~ < 

r / < R~ (1 _< i ___ n).  Les in6galit6s de Cauchy donnent  

Ib, lr'" <- IFlr,, 

et, en notant  I g'l" pour I ~'l I" " " " J ~'~ [ "~, 

I '1 cerltl C n. l a~ ] ~ -< pour tout  ~- E 

On prend ~" = (Kl/rl . . . . .  x~/r~), ce qui donne 

[a~[ < Cx!e II~lr r~ 
K ~ 

et la formule de Stirling montre  que la s6rie 

g ! e  M~II r ~ 
x E N n  x X r  'x  

converge. Notons c (qui d6pend de n, r, et r ' )  sa somme. On a 

Z [a b l -< cClFl,,, 
x E N  n 
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donc l 'application 

F,-, ~aa~b~ 

d6finit un 616ment de H '  (5)) que nous noterons  ~ .  

D6signons par  

= 

x ~ N  n 

la transformde de Laplace de ~, avec z . . . .  ~ = z~ -~,-1 . . .  z~ -~--~ . Cette fonct ion ~, 

est analytique sur le domaine  {z E C~; [zyl > rj, 1 _<j < n}, et la formule  int6- 

grale de Cauchy donne:  

1 fa F(z )~(z )  dz, 3(2~(F) - ( 2 i t ) "  

o6 l'int~grale porte sur le bord distingu6 05) du polydisque 5) (produi t  des cer- 

cles Izjl = rj, 1 _<j ___ n) .  Pour  F(z) = exp(~'z), cette derni&e 6galit6 n'est autre 

que la formule  d ' inversion de la t r ans format ion  de Laplace.  

Enfin les applications ~ ,-. 5:, et �9 ~ ~ #  d6finissent des bijections reciproques 

de H '  (5)) sur l 'espace des fonctions enti6res de type exponentiel  < R. 

(d) Propridtds de la transformation de Fourier-Borel 

C omm e  (O/Ozl)e ~ = ~'~e ~:, la t ransform6e de Four ie r -Bore l  de la fonction- 

nelle F.-. ~((O/OZl)F) est ~'t~:,, ce qui peut s'6crire 

(7.1) 3C~,~ (F)  = 3C~ (0-~  F ) �9 

D'autre  part  ~ est caract6ris6e par 3C~(z ") = D'cl '(0),  donc 

(7.2) 3C0#/o~, (F)  = 3C~(zlf),  

ce qui veut dire que la t ransform6e de Four ie r -Bore l  de la fonct ionnelle  F 

rl(ziF) est ( a / ~ l ) ~ .  
De plus, s i r  : C a ~ C" est une application lin6aire, et 'Tr : C" --* C a sa trans- 

pos6e, h toute fonctionnelle analytique 7/d6finie sur un espace de fonctions de d 

variables, on associe une fonctionnelle r/T en n variables par 

~'(F) = ~/(Fo 7r) 

( F  fonct ion de n variables). Nous allons v6rifier 

(7.3) S:,- = ~:. * tTr. 
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II s 'agit de voir que, si q, est entiere de type exponent ie l  < R dans C d, et 
s : C" ~ C a une applicat ion lineaire, on a 

~ . ~ ( F )  = 3C. (F*  ' s  

II suffi t  de verifier cette egalit6 pour  F ( z )  = era, et en effet ,  en notant  ~ les d 

variables de C a, on a 

~ . .~z (e  ~z) = q~. s 

= ~(eSZ(~)~) 

= ~ ( e ~ ' Z ( ~ ) ) .  

Nous  combinons  ces trois remarques  dans les deux lemmes suivants. 

L e m m e  7 . 4 .  Soient v~ . . . . .  v , ,  ( resp. w~ . . . .  , wt) des dldments de C a, en- 

gendrant  un espace vectoriei ~ ( resp. ~gT). Soit  z E N t. Soit  71 une f o r m e  lindaire 

sur  un espace de fone t ions  de d variables ~ = ( ~  . . . .  , ~a). On ddfinit,  p o u r  F 

fonc t ion  analyt ique de n variables, 

~(F) = ~((~wl)" . . . (~wt)"(Fo ~r)), 

of 4 ~r : C a --+ C" est l'application lindaire de matrice la transposde de ( v~ ..... v,). 

Alor s  

�9 ~(~) = ( D ~ , ) ( v ~  + . . . +  v ,~, )  p o u r  tout ~ C". 

D e m o n s t r a t i o n .  Definissons X, fonctionnelle analytique e n d  variables, par 

x(G) = ~((~w,Y'..- (~w,)',G), 

de sorte que 

# ( F )  = x ( F  o w) = X " ( F ) .  

De (7.3) on deduit ~:, = ~ .  '~r, tandis que (7.2) et (1.1) donnent ,  par linearite et 

recurrence,  ~x = D ~ ' , - . . D ~ , , ~ .  Enf in  'Tr(~') = ~'lVl + - - "  + ~', vn. �9 

L e m m e  7 . 5 .  Soient  e l , . . .  ,era des dldments de  C ' ,  engendrant  un espaee 

vectoriel 8. Soient u~,. . . , Us des dl~ments de C ' ,  soit a E N s, et soit ~ une f o r m e  

lindaire sur un espace de fonc t ions  d~finies au voisinage de 0 clans 8. Pour  F fonc-  

tion analyt ique de n variables, on pose  

A lor s  

# ( F )  = n((DgF)[ ~). 

~,(~-) = ( ~ - . u )  o .  ( ( ~ : .  o s 

of~ s : c "  --. c m est l 'application iindaire de matriee la transposde de (el . . . . .  era). 
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D 6 m o n s t r a t i o n .  Posons x = ' ~ ,  et X = ~ ,  de sorte que # ( F )  = x ( D ~ F ) .  

De (7.1) on d6duit 5:, = ~'~ x, et (7.3) donne ~x = ~ ,  * s  �9 

(e) PolynOmes  exponentiels  

Voici une g6n6ralisation de (5.1) en plusieurs variables (cf. lemme 3.1). 

L e m m e  7 . 6 .  Soient  n, s, t des ent iers  posi t i fs ,  z E N t, ty E N s, et 

Wl . . . . .  wt, u~ . . . . .  u~, x , y  des dldments de C n. A lors  on a 

D~ (( u. z) ~ XZ)z=y = Dg (( w.  z)  ~e y~)~=x. 

D 6 m o n s t r a t i o n .  D6finissons un 616ment ~ E H ' ( C " )  par  

u ~  ~(F)  = D ~ ( ( . z )  (Z))z=y. 

I1 s'agit de v6rifier que sa t ransform6e de Four ie r -Bore l  est 

~, Dg(( w.z)'eYZ)z=~. 

On d6finit des fonctionnelles analytiques h e t  # par 

X ( F )  = F ( y )  et # ( F )  = X ( D ~ F ) ,  

de sorte que 

~l(F) = # ( ( u ' z ) ~  

On a d ' abord  ~x(~') = eYr, ensuite, par le lemme 7.5, 5:~(~') = (w.~') 'ffx(~'),  et 

enfin,  par le lemme 7.4, 5:7 = D~5:~, ce qui donne  le r6sultat annonc6.  �9 

Ce lemme 7.6 signifie que les polyn6mes exponentiels 

~,  ~ q m r ( W ' Z ) r e  y~z 
171 7" 

sont t ransform6s de Four ie r -Bore l  des fonctionnelles analytiques 

(7.7) F ~ ~ ~,  q m ~ D ~ f ( y m ) .  
tr /  T 

(f)  Liens entre les rdsultats du w et ceux  du w 

D6montrons  d 'abord  le cas 0 = 1 du lemme 2.2. en utilisant le lemme 6.1. Soit 

Zo E C n avec IzoI = r et  IF(z0) l  -- IF I , .  On d6finit une fonctionnelle analytique 

7/par o(G)  = G(zo) .  Ainsi 

la~n(z~)l = Y, la~l r~, 
K E S (  r E 3 s  

et l 'est imation voulue en r6sulte. �9 
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Notons  h ce propos qu'il existe des variantes bien connues du lemme d'inter- 

polat ion 2.2. En particulier, en une variable, on peut prendre un ensemble quel- 

conque fini de points, 6ventuellement avec des multiplicitds; pour avoir un lemme 

d ' in terpola t ion,  on est amend ~ faire intervenir les distances mutuelles entre ces 

points, mais c'est inutile pour  le lemme de Schwarz. L'~noncd dual est une gdn~r- 

alisation du lemme 6.1 dans lequel ies fonctions z" sont remplacdes par des fonc- 

tions lindairement inddpendantes.  Voici un exemple concernant  des polyn6mes 

exponentiels.  

L e m m e  7 .8 .  Soient n, s, H,  S des entiers positifs,  u~ . . . . .  us, x~ . . . . .  xn ,  

des dldments de C", et R,  r deux  nombres rdels posi t i fs  avec r >_ Ixl + slul. 
Consid~rons un polynOme exponentiel  

H 

r  = ~ ~ ch~(u'z)~ ~: ,  
h=l NoI<S 

of~ les Ch~ (1 <-- h <- H, a E N ~, II all < s )  sont  des nombres  complexes. Enf in  soit 

71 une fonct ionnel le  bornde sur l'espace des fonc t ions  analytiques dans le poly-  

disque ]zl <- R de C ~, et soit F une fonc t ion  analytique dans ce polydisque.  On 

pose  0 = F - ~. Alors  

H 

lr/(F)[--Ir/IRI01R + E E IchollD   (xh)l. 
h=t  Ioll<S 

D d m o n s t r a t i o n .  O n  a 

H 

r/(F) = r/(O) + ~_a ~_a chor/((u'z)~ 
h=l l-II <s 

mais le lemme 7.4 permet  d'dcrire 

r/((u .z)~ x~) = D~Y,  (Xh), 

d'ofi le rdsultat. �9 

On retrouve le lemme 6.1 en prenant  pour  (u~ . . . . .  us) la base canonique de 

C ~ (avec s = n),  et H -- 1, x~ = 0; on choisit enfin pour  r le ddveloppement de 

Taylor  de F ~ l 'origine, t ronqu6 ~ l 'ordre S. 

Pour  appliquer le lemme 7.8, il faut encore savoir approcher une fonction analy- 

tique F par un polyndme exponentiel ,p, et cela peut 6tre fait en utilisant un lemme 

d ' interpolat ion [M] (par dualit6, c'est-h-dire en appl iquant  le lemme 7.6, dans le 

cas des polyn6mes exponentiels,  le lemme de zdros de [P] donne directement un 

lemme d ' interpolat ion au sens de [M]). 

Montrons  ensuite que le lemme 6.5 est une consdquence du lemme 2.6. Notons 

~o~ la t ransformde de Four ie r -Bore l  de r/x, ~o~ celle de r/x~, et f• celle de # ~ .  

Ddsignons par  v~ . . . . .  v~ (resp. Wl . . . . .  wt) les vecteurs lignes de la matr ice  
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repr6sentant ~r (resp. p)  dans les bases canoniques, et par ~ (resp. ~ )  le sous- 

espace de C a qu'ils engendrent.  Enfin soit s l 'application transpos6e de l'injec- 

tion de 8 dans C ~. 

Grfice au lemme 7.4, on voit que l 'hypoth~se 

du lemme 6.5 se traduit  par 

~/x,(F) = r /x(p ' .  ( f o  7r)) 

tandis que l 'hypoth~se 

99Xr(Z)  = D,~7~px ( i)lZl "4-'' '-t- V,,Zn), 

J 

~xT(F) = ~ #~j((D"~JF)Ia)  
j = l  

s'6crit, en utilisant le lemme 7.5, 

J 

D ( v c x ( z j  vl + " "  + z , v , )  = ~ z o~T'' (fxTj " s  
j = t  

Enfin la matrice (~xT(Z")) n'est autre que (D"r215 On peut donc utiliser le 

lemme 2.6 pour obtenir la conclusion souhait6e. �9 

Voyons maintenant  comment d6montrer l'essentiel de la proposition 6.2 (resp. 

du corollaire 6.6), h I'aide de la proposition 2.3 (resp. du corollaire 2.7). Suppo- 

sons les hypothSses de la proposition 6.2 satisfaites (avec 13s ~/2 remplac6 par 
[3s 2 dans (6.3), ce qui n'a pas grande importance).  Nous allons utiliser la pro- 

position 2.3 avec 0 = 1, r~ = 1 /R j ,  R~ = l / r j  (1 < j  <_ n),  V' = V -  n, et U'  = 
U + n, de sorte que R j / r ]  = R j / r j  et U' + V' = U + V. A chaque fonctionnelle 

analytique nx~ nous associons sa transform6e de Fourier-Borel  Cx, d6finie par 

~x,~(i') = r/x,~(e~:) �9 

Ainsi 

r/• ~) = D"r215 

L'hypoth6se 

L 

I ~ , , ( F ) I  <_ e U I F [ ,  

implique 

L 

),=1 

pour tout ~" E C", et en particulier pour [ R'. Comme R~rl + �9 - �9 + R' ,r ,  = 

n, on a 
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L 

E I, ,~IR, ~ eV'. 
h = l  

Soient alors p• les entiers fournis par la proposition 2.3, et soit ~ = Ex pxr/x,,. 

Pour  I~'1 --- r '  on a 

I~=(~')1 = I~.o(~')1 = Ir/~(er~)l -< e -v" = e -v  sup le~l ,  
Izl =R 

c'est-~-dire que la relation 

[ ~ ( F ) [  _< e-'lFlR 

est bien satisfaite pour toutes les fonctions F de la forme F(z)  = e ~z avec ~" = 

(~, . . . . .  ~.)  ~ c ~ I~.1 = 1/ej (1 _<j< n). 
Utilisons maintenant le lemme 6.1, en majorant  I~/(z~)l = ID'~I,(O)I 

par R~K! ]~Y. Jr', et Z~la~lK!/r '~ par (E,K!z)~/ZlFIR: 

1,7~(f)l - In~l~(1 + ~/[N[) max + e~] , ! z )  eV,j IFIR. 
I s/<-n \ r j  ] ) , 

Mais 

donc 

Ainsi on trouve 

L 

h = l  

[r/,~[~(1 + [ ~ ) ( R j ) - K '  1 e_V. 

1~/~(I:)1 _< + e "  ~ x K '  z) )e-VIFIR,  

pour toute F E  H ( ~ ) .  On peut ruff/her cette majoration en appiiquant le lemme 
7.8 plut6t que 6.1, mais en tout cas la proposition 6.2 nous donne le r6sultat plus 
pr6cis 

[n~(F)l -< e-VlFlR. 

Cette discussion montre que les d6monstrations duns [W] de r6sultats de tran- 
scendance concernant des groupes alg6briques non suppos6s lin6aires font inter- 
venir des polyn6mes exponentiels! D'autre part cette dualit6 a d6jh 6t6 utile pour 
la mise au point des 6nonc6s de chacune des deux parties de ce texte. 

8.  E x e m p l e s  

Le r6sultat principal est le th6or~me 8.3, qui donne l'existence d'une fonction- 
nelle analytique, combinaison lin6aire de d6riv6es en des points de C" (cf. (7.7)). 
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On l'obtient en consid6rant le cas particulier du corollaire 6.6 dans lequel les fonc- 

tionnelles analytiques ~x, sont de la forme F ~ D ~  (pour  certaines d6riv6es 
D ~ et certains points x E C ~ d6pendant  de X et ~-). On construit  ainsi une fonc- 
tionnelle auxiliaire, et sa transform6e de Four ier-Borel  est, essentiellement, la 

fonct ion auxiliaire du th6or~me 3.4. 

(a) Un calcul pr~liminaire 

Commenqons  par majorer  I(d/dz)~ pour  o et r entiers positifs, 

x E C, et G fonction analytique dans un disque I z l < r du plan complexe, avec 

r> Ixl. On a 

[ d \ '  minla,,I o!z!  / d \  ~-" 

On majore ,  grfice aux in6galit6s de Cauehy,  I ( d / d z ) ~  par 

(a  - #)!r i-~ pour  0 < rj _< r - Ixl.  si  on majore  la somme sur # en 
prenant 0 < # _< r, on t rouve la borne sup6rieure 

_ _  7 " !  ~! ~ ~!(i--- ~)! Ixl'-"rt' lGl,= or. r~' .=o r~' (Ixl + r l ) ' l G l , .  

Si on majore  en prenant  0 _< # -< o, en utilisant l'in6galit6 r! (o - u) ! / ( r  - #) ! -< 

cr!z v, on trouve la borne 

a! ). a! 
or. ~ ~ ! ( o - # ) '  IxJ'-"tTr, I G I r - - -  Ixl'-~ +rr lYIGIr .  
r~' ~,:o �9 r~ 

Done,  pour  r >_ I xl + r, ,  on a 

p ( ~ z )  ~ o! [ (  rl ) ' (  rrl )~ 1 (8.1) (z 'G(z))~=x <- - -  Ix l 'min  1 + 1 + IGI,. 
r~' 1--~-1 ' - ~  

Nous  utiliserons cette majorat ion au paragraphe 9. En voici une extension en 

plusieurs variables. 

l L e m m e  8 .2 .  Soient G une fonct ion analytique dans un polydisque 11 z,I --- r; 
1 <_ i <_ d} de C a, et x, u~ . . . . .  us, wl . . . . .  w, des dl6ments de C a. Soient  o E N s 

et z E N ~, soient X ,  rl deux  nombres  posi t i fs  avec X >_ Ixl ,  r _ Ixl + r,,  et 

soient U, W deux  hombres  >_ 0 vdrifiant U >_ iul et w >_ I wl. Alors  

[ D,~(( w. ~) 'G ( ~'))~=x [ 
i 

I 

<-a?(dXW)~'~(sU]l~ m i n i ( 1  + --s--X---llrllr~)l~ ( '  1 + II~ ] ) IGI~. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Pour  o = 0 la majora t ion  est banale (et on peut prendre 

r = Ixl) .  S u p p o s o n s  d o n e  II ~ > 0. 
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En d6veloppant en s6rie de Taylor h l'origine la fonction ( f g ) ( f u  + y )  comme 

dans la d6monstration du lemme 3.1, on trouve ia formule de Leibniz 

cr] 
Dg(fg)  = ~ a, va,, , ( D g ' f ) ( D f  g),  

o ' + ( r " = o  �9 �9 

off o' et o" d6crivent N s. Utilisant le lemme 3.1 (et adoptant  les m~mes abus de 

notat ions que dans sa d6monstration),  on obtient 

D~(( w. ~')~G ( ~'))~=x 

a! [al v " "r! �9 o . u , w P x i a l q ~ l D f G ( x  ) 
= o,+o-=o5-" o,!o,,! E, E,, ( I p l -  I,,I)'. ,,! a'. " 

Comme dans la d~monstration du lemme 3.3, le seul but de ce calcul explicite est 

de constater que le nombre consid6r6 est une combinaison lin6aire, & coeffi- 

cients > 0, des quantit6s 

u~wPx a'+'+~ . . . . .  * ' D f  G ( x ) .  

On majore  IDf,"G(x)l en utilisant (1.3): 

IDg"O(x)[ <-o"!R-I I ' " l supl IO(D[; l~[  <_ Ixl + s R U I .  

On prend R = q / s U ,  de teile sorte que Ix[ + sRU<_ r, et on majore o"! par o!.  

On obtient ainsi la borne 

Z Z Z  
o" ' "~- o ~=O"  K p 

IP]! o! 2 r! 

( l a l -  I~)! ~ !o ' !  a! 
UIo'W WWd X~I-Io'W (sU/r, )Io'B I G ]r" 

On refait exactement le m~me calcul, en prenant  G ~ (~') = e y~162 avec 

O 
u~ '  . . . . .  u, = ( u,  . . . .  u ) ,  w~ . . . . .  w? = ( w ,  . . . .  w ) ,  

et  

x ~  . . . . .  X) ,  y o = ( y ,  . . . .  y ) ,  Y = s / d r l .  

C o m m e [  o- o DuoG (x~ est alors 6gal & 

(u o .yO ) o. G ~ (x  o ) = ( d U Y )  ~,'H edXr = (sU/rl)  I o" I esX/r,, 

il en r6sulte que la borne trouv6e ci-dessus pour DT,((w. ~')TG(~'))~=x est 6gale 

o !  e - s X / r '  D~o (( w ~ " ~'ye-Y~162162 [G [r. 

I1 ne reste plus qu'& appliquer le lemme 3.3. �9 

(b) Un exemple de fonctionnelle auxiliaire 

T h 6 o r 6 m e  8 .3 .  Soient s, f ,  t des nombres entiers >_ O, d, n, m, D, T, S, H 

des nombres entiers positifs, A, U, V, r, rl, R,  p des nombres r#els positifs,  ~6oh 
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(o ~ ~ ___ D, ~ N s, IIoll < s,  1 < h <_ H )  des nombres complexes, et ul . . . . .  us 

des dl~ments de C a. Soient ~ et ~V des sous-espaces vectoriels de C a, de dimen- 

sions n e t  t respectivement, avec dimc ~7 0 %V = f ,  et ~ un sous-espace vectoriel 

de C ~ de dimension m. On choisit une base ( v~ . . . .  , v,)  de ~7 et une base ( wl , 

. . . .  wt) de %V, et on ddsigne par 7r : C d ~ C" l'application lindaire ~ ~ ( v~ ~ . . . . .  

v .~) .  Enfin soient x~,.  . , , x .  des dl~ments de C d dont les images par 7r appar- 

tiennent ?t ~. On suppose 

U +  V>_5, R>_er, r>_d lv l ( I x l  + r ~ ) ,  

(1 + p ) " ( U +  V)" e a+2 < e ~ 

5(1 + o)3"/z(U + V)3"/ZT'e a <- e ~ 

m i n ( ( 1  + (T-slx[1,rl)s-1, (1 + . (S_--_xl )r , )r - ' )max[1,dlwl lx l}r_ ,"  

Z Y', [ ~ h l  or! (slul/r,)n~ <- eU, 

et 

2(1 + p)m+~s! ( U  + v)m+~(T + t - f - 1) t-: 

< m! (n - m)  , ( t - f )  ! D A H ( S  + n - m)S-"+m(log R ) m. 

Alors  il existe des entiers rationnels q~oh (1 ~ ~ <- D, ~ E N s, U a II < S, et 1 <_ 
h <_ H ) ,  non tous nuls, de valeurs absolues majordes par e a, tels que, pour toute 

fonct ion F analytique clans le disque Izl <- R de C", et pour  tout r E N t avec 

[[ r II < T, on ait 

Z ~a q6,h~ohO~((W'rY" (Fo 7r(~')))r=x . <-- e - V ( F l n .  
~=1 Iboll<S h=l 

D ~ m o n s t r a t i o n .  On utilise le corollaire 6.6, en rempla~ant  l 'indice X 

par (6, o, h),  pour les fonctionnelles 

n~on.(F) = ~ohDg(( W" ~)"  (Fo r(~')))t=x .. 

Le lemme 8.2 permet de vfrifier 

max ~a ~_a ~.h~(F) <-- e V [ f [ .  [] 
ff~[<r ~=l Ilofl<s h=a 

(C) Une fonct ion auxiliaire pour  les groupes lin~aires 

C o r o i l a i r e  8 .4 .  Soient s, f ,  t des nombres entiers >_ O, d, n, m, D, T, S, H 

des nombres entiers positifs, A, r, R,  V des hombres r~els positifs, ~boh (0 <-- 6 <-- 
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D, tr E N s, [loll < S, 1 <_ h <_ H )  des nombres complexes, et u~ . . . . .  us des dl~- 

ments de C a. Soient ~ et ~,V des sous-espaces vectoriels de C a, de dimensions n 

et t respectivement, avec dimc ~ tq "rd7 = f ,  et soit 9C un sous-espace vectoriel de 

C a avec dimc(~r162 N 9C • ) = m. On choisit une base ( V l , . . .  , v , )  de ~ et une 

base ( w~ . . . .  , wt) de "Vr Enfin soient Xl . . . . .  xn  des ddments  de ~ .  On suppose 

U +  V >  13n 2, R>_er, r>-dlvllx[ + d / n R ,  

II._y 1< e " m a x  T t _ e (U+V)/2 
\ r /  ' 

T - 1  ~s - i , (  1 + S - 1  ~T-' 1 
(~=4 ~-~ ~l#*~ R/ \ iv-I-i~ciR] J" Iol<S h=l ns 

max{ 1,nsl vl l u lRI  s-~ maxl 1,dl wl Ixlir-~e "ai~ <- e U, 

e l  

2m+2s! ( U +  V ) m + l ( T +  t - f  - 1) t - f  

<_ m! (n - m ,  , ( t - f ,  , D A H ( S  + n - m,S-~+'O(log R ) '0. 

Alors  il existe des entiers rationnels p6oh (1 _< t5 _< D, tr E N s, Iloll < s, et 1 <_ 

h < H ) ,  non tous nuls, de valeurs absolues majordespar e ~, teis que lafonct ion 

cb de d variables d(finie par 

D H 
r . . . .  , ~ ' a ) = z ~  z~ ~ P ~ , h ~ , h ( U ' ~ )  ~ 

6=1 Iol<S h=l 

[D~,@(ZlOI + ' "  " +  ZnVn) I <-- e - v  

pour  tout z E C ~ et tout r E N'  avec Izl <- r, Ilrll < T. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  On applique le th~or6me 8.3, avec r~ = 1 /n lv lR ,  et r, R, 

U, V remplac6s respectivement par 

 :dtlvllx[+l/nR), O=U-nm, 
r 

A i n s i o n a R / ? = R / r e t  U +  ~'= U +  V. Pour n _  1 on a 7 n 2 >  ( 3 1 o g 2 6 -  6)n + 

21og5 et logn  _ n - 1, donc 13n 2 > 6 n l o g n  + 3n log26  + 21og5. Ainsi, pour 

x -  13n 2, on a x > 3 n l o g x  + 3 n l o g 2  + 21og5. A plus forte raison on a aussi 
x > 2n log x + 2n log 2 + 4. Cela permet de majorer 5.23n/2( U W V) 3n/2 ainsi que 

e22~( U + V)" par e tU+V~/2, et par cons6quent de prendre p = 1. Les hypotheses 

du th6or~me 8.3 6tant v6rifi6es, prenons la transform6e de Fourier-Borel  de la 
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fonct ionnelle  analyt ique r/ainsi construite; avec les notat ions du corollaire 8.4, 

f ixons z E C" avec ]z] -< r, et on consid6rons la fonct ion Fz(Z) = e ~z, Z E C~; 

on a 

I  <z)l -- I (F )l - e-elFzl  <- e -V. 

Mais les lemmes 7.4 et 7.5 permet tent  d'6crire 

~ ( z )  = D~cb(zlv~ + . . . +  z ,v , ) .  �9 

A quelques d6tails pros, on retrouve donc le th6or~me 3.4. 

9 .  F o n c t i o n n e l l e s  e n  u n e  v a r i a b l e  

Nous ~crivons (corollaire 9.1) ce que donne  le th~or~me 8.3 quand on s'y res- 

treint ~ des fonctionnelles analytiques en une variable de la forme F ~ OtF(y) .  
Nous comparons  ensuite avec ce que l 'on d6duit du paragraphe  4 dans ce cas 

particulier.  

Voici donc une cons6quence de la proposi t ion 6.2 dans le c a s n  = 1. 

C o r o l l a i r e  9 . 1 .  Soient T et S deux entiers positifs, A, X,  U, V, ro, r~, et 
Ro des nombres r6els positifs, (~ un sous-ensemble fini de C, et, pour chaque 
a E (~, soit $~ un sous-ensemble de {0 ,1 , . . .  S - 1 } ayant s(a) 6l~ments. On pose 
N = ~,,~eas(a). Enfin soient ~ (1 _< 6 _ D, a E (~, o E 8~) des nombres com- 
plexes. On suppose 

X>__max lal,  X >  1, U +  V>_60, 
aE0 t  

1 
ro>rl  + m a x  lal, e<_ (Ro/ro)r<e  ~U+V>/2, A <  ~ ( U +  V), 

aEt~ 

[( rl ]r-, ( ( T - 1 ) r ,  lS-t ] ~, ~_j ~,, i~,.la!r~o<e% 
X r- lmin  1 + ~ ]  , 1 + X / )5=l~eaoESa 

et 

8( U + V) 2 <_ NDA log(Ro/ro). 

Alors il existe des entiers rationnels qsoo (a E 8~, a E ~, 1 <_ 6 <_ D),  v~rifiant 

0 < max I qso, I <- ea 
5,cta 

el 

I ~ max ~ ~ ~ q~,a~5oa --< e-ViFIRo 
0 < r < T  5=1 a~Et~ oESa 

pour toute fonction F analytique dans I z l <- Ro. 
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lD6monstration. On va utiliser la proposit ion 6.2 et la remarque 6.4 aver 

n = 1. On remplace l'indice h par (6,a,a) avec a E ~ ,  tr ~ $o, et 1 < 6 _< D, r 
on remplace a par r, 0 < r < T. Donc L = D N  et A = T. Posons 

Tl6oo,(F) = ~6o~(d/dz)~(zTF(z))z=o. 

En appliquant (8.1), on obtient 

D 

max ~ ~ ~ I'I~oT(F)I <eUlFIro �9 
O<r<T 6=1 aE6t oE$a 

On d6fini t / to  comme le plus petit entier posit if  v6rifiant 

K 0 > A + U +  V +  I + l o g K o ;  

ainsi Ko - 1 < A + U +  V +  1 + log(K0 - 1), et, comme x > 101ogx pour x_> 
36, on a, grfice aux hypothbses U + V >  60 et A _< ( U +  V)/3, 

3 
Ko- l<-  ( z ~ + U + V + l ) < _ ~ ( u + v ) .  

De plus, comme K0 - 1 + Tlog(Ro/ro) <_ 2 ( U  + V), on peut prendre 0'  -- 1. 
Enf in ,  pour  x _> 11, on a log5 + ( 3 / 2 ) l o g x  < 4 (x  + 1)/9,  donc 5K~/2 < 
e 2tU+v)/3, et on peut prendre p = 1. �9 

Remarque. Dans les conditions du corollaire 9.1, on a aussi, pour pour tout 

Zo E C et toute fonction F analytique dans [zl -< Ro + ]Zo[ (resp. dans I zl < 

RolzoD, 

E E E q6o,~,, (UF(z  + <- e-V [FIRo+f~oj, 
6=1 aEA aESa 

(resp. 

E E q~a~,Q dzz (z F(ZZ0))z=Q < e-V[F]Rolzol); 
a~ A  aESa 

il suffit  pour  le voir d 'appliquer le corollaire 9.1 /l la fonction F(z  + Zo) (resp. 

F(zzo)). 

La dimonstrat ion du corollaire 9.1 pr6sente une diff6rence essentielle avec celle 

du corollaire 4.2: dans la premi6re pattie (construction de fonctions auxiliaires), 

on applique le principle des tiroirs (lemme de Thue-Siegel 2.1) /L un syst~me 

d'in~galit6s d~pendant des coefficients de Taylor de F ~ l'origine, tandis que les 
q~,~ du corollaire 9.1 ne d6pendent 6videmment pas de F. Cela explique aussi que 

les r~sultats ne soient comparables que dans le cas particulier T = 1 (on ne perdrait 

d'ailleurs pas t rop / l  se limiter/~ ce cas particulier). 

Une aute diff&ence entre le corollaire 9.1 et le corollaire 4.2 vient de la con- 

tr ibution du terme log(Ro/ro) (resp. log(R/r)) dans l 'hypoth~se principale. En 
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posant  R0 = R + ro - r, on  voit que, pour  l'essentiel, l 'est imation du corollaire 

4.2 est plus fine que celle du corollaire 9.1 suivant que res t  infdrieur ou non ~t r0. 

Quand on dcrit la transforrnde de Fourier-Borel  de la fonctionnelle construite 

dans le corollaire 9.1, on trouve la variante suivante du corollaire 4.3. 

C o r o l l a i r e  9 . 2 .  Soient S, H, T, D des entiers positifs, A, r, rl, R,  U, V, X 

des nombres rdelspositifs, e t x l  . . . .  , xn ,  ~,oh (1 _< ~ _< D, 0 < o < S, 1 -< h ___ H )  

des nombres complexes. On suppose 

X>_ max Ix~l, x>__ 1, R >_ er, 
l<_h<H 

U +  V > 6 0 ,  2 T l o g ( R / r )  <_ U +  V, 3A_< U +  V, 

(~_~ S-, H ) I (  r'~r-1 ( (T~j i ' l ' r l )  s - l ]  
(9.3) 5=1 o=0Z h=l ~-~ I~*~176 min 1 + ~ ]  , 1 + - 

xT- leR(X+rl )  <_< eU~ 

et 

8 ( U  + V) 2 _< D A S H l o g ( R / r ) .  

Aiors  il existe des entiers rationnelsp~oh (1 _< 6 <_ D, 0 <_ o < S, 1 _< h _< H ) ,  non 

tous nuls, de valeurs absolues major~es par  e ~, tels que, pour  tout y E C 

v~rifiant I Y l <- r et pour  tout r = 0 , . . . ,  T - l, on ait 

a=~ / S - I  n minlr,~ r! a! yO_~x~_VeX~y I < e_V. 
~,, ~ ,  p~o~o~ Z ~! ( r  - ~ , ) '  ( a  - ~ ) '  ' - 

a=0 h=l /z=0 �9 �9 

1 D 6 m o t t s t r a t i o n .  On utilise le corollaire 9.1 pour les fonctions F ( z )  = e e~, 

avec r0 = X + rj ,  R0 = Rro/r, et U, V remplacds respectivemet par U - Rro et 

V + Rro, ce qui ne change par U + V. �9 

Des consdquences arithmdtiques de ces constructions seront ddvelopp6es ailleurs. 
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