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Soient un groupe R un sous-anneau de C de type fini sur Z, K--FrR le corps des 

fractions de R, G u n  groupe alg6brique sur K qui est commutatif, ouvert d'un ferm6 de 

P~K, ~:R---~C un homomorphisme et /(=Fr(tp(R)). On souhaite construire un groupe 

alg6brique commutatif () sur / ( ,  de m6me dimension que G, qui soit ouvert d'un ferm6 

de l~g et qui poss6de les propri6t6s suppl6mentaires suivantes. 

I1 existe un sous-groupe H du groupe G(K) (le groupe des points rationnels de G 

sur K) tel que tout point de H puisse s'6crire sous la forme (u o, uj . . . . .  UN) dans P~K(K) 

avec u i E R  et l 'un des q~(ui) n'est pas nul; de plus (q0(u0) . . . . .  Cp(UN)) E G(/()cP~(/() et 

l'application (Uo, u I . . . .  , UN)~-->(Cp(U o) . . . . .  Cp(UN)) est un homomorphisme. On souhaite en 

plus que cette propri6t6 soit valable pour une famille ,, suffisamment grosse ,~ d'homo- 

morphismes ~. 

En fait ce probl6me n'est autre chose que la construction d'une famille de d6forma- 

tions du groupe G, index6e sur un ouvert Zariski dense de SpR; le groupe G 6tant 

index6 par le point g6n6rique de SpR. L'existence d'une famille de d6formations, ou 

encore l'existence d'un sch6ma en groupes sur un ouvert dense de Zariski de SpR dont 

la fibre g6n6rique est G est bien connue (EGA, Chapitre IV); il suffit donc d'utiliser ces 

r6sultats, de les interpr6ter et de les adapter au ,, probl6me de la transcendance ~,. 

1. D6finition de la d6formation 

(On peut consulter Hartshorne p. 89, EGA Chapitres I, 2.5 p. 103, 3.6 p. 117, 3.7.3 p. 
d6f 

119.) Soient q0: 3~---~S un morphisme entre deux sch6mas, s E S, k ( s )=  C s , , / ~  s le corps 

r6siduel de se t  Sp k(s)---~S le morphisme canonique. L a f i b r e  du morph i sme  c# au point s 
d~f 

est le sch6ma ~s = �9 x s Sp k(s); c'est donc un sch6ma sur le corps k(s). L'espace ~s est 

canoniquement hom6omorphe ~ q0-~(s), muni de la topologie induite par 3~. 

Consid6rons le cas oO S=SpR avec R noeth6rien int6gre. Soient r/E S le point 

g6n6rique de S e t  X une vari6t6 alg6brique sur K = F r R = k O ] ) .  On appelle fami l le  de 
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d~formations de X tout sch6ma q~:~--~S tel que ~-~X;  les autres fibres ~s, sE S  

s'appellent les d~formations de X, 

2. Existence de la d6formation 

Ce qui suit n'est autre chose qu'un ensemble de r6sultats qui se trouvent dans EGA, 

Chapitre IV. 

TH~OR~ME 1 (EGA, Chapitre IV). Soient R u n  anneau noethOrien intOgre, 

K = F r  (R), G--% G l ~-~P~ trois variktOs algkbriques rOduites, pU=Proj K[X o . . . . .  XN] est 

l' espace project i f  de dimension N, a est une immersion ouverte dominante, fl est une 

immersion ferm~e; en plus G est un groupe alg~brique commutatif, connexe, 
d6f 

r~gulier. Alors il existe f E R - { O } ,  (~, (~l des schOmas plats sur Sf=SpR[1/f] ,  et des 

morphismes a: q6---~(~j, b: q61--,PU[l/fl=ProjR[1/f] [X o . . . . .  XN] avec les propriOtks sui- 

oantes. 

(1) g6 est un schOma en groupes commutatifs, a est une immersion ouverte 

dominante, b est une immersion fermke; en particulier 63s est un groupe alg~brique 

commuta t i f  sur k(s) pour tout s E Sf. 

(2) Soit ~1 le point g~n&ique de Sf, alors ~,~-G,  (~31~=GI, a~=a, by=ft. 

(3) Pour tout sES f ,  as:(~---~(~ est une immersion ouverte dominante, 

b~: ~I~---~P~) est une immersion ferm~e. 

(4) Pour tout s E Sf, le groupe algObrique ( ~  est gOomktriquement r~gulier. 

(5) Pour tout s E S~, chaque composante connexe de ~ a mOme dimension que 

(6) Le nombre gkom~trique de composantes connexes de q6s est le nombre 

g~omOtrique de composantes connexes de ~ - G ,  pour tout s E Sf. 

(7) Si PN[~/f]=ProjR[1/f] [X 0 ..... XN], alors il existe i, O<.i<-N, tel que D+(x~)n~ 
soit dense dans ~ pour tout s E Sf ((~s est identifie h cp-~(s)=q6 selon 1). 

D~monstration. On feuillette EGA, Chapitre IV. 

L'existence de (~, (95, a, b avec ~ = G ,  ~l~=Gl ,  a~=a, b~=fl est le thEor~me 

8.8.2, Chapitre IV, p. 28. La platitude de (g, ~ est le th6or6me 6.9.1, Chapitre IV, p, 

153. Que q6 soit un sch6ma en groupes commutatifs est le Scholie 8.8.3 p. 33-34. Le 

th6or~me 8.10.5, Chapitre IV, p. 37 montre que a est une immersion ouverte dominante 

et b une immersion ferm6e. Par le corollaire 9.9.5, Chapitre IV, p. 94 on a 63s 
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(g6om6triquement) r6gulier. Le corollaire 9.5.6, Chapitre IV p. 69 montre 5), et la 

proposition 9.7.8, Chapitre IV, p. 82 montre 6). 

Comme ~ G  est connexe, on peut supposer (quitte ~t changer les indices) que 

D+(Xo) n ~ ,  donc que D+(Xo)n q6q est dense dans ~ ;  il suit de la proposition 

9.5.3, Chapitre IV, p. 67 que D+(Xo)n ~ est dense dans ~s. 

Remarque. Si on change f en fl=fh, avec hER-{O}, les sch6mas (~xssSy ~, 
q~l XssS 6, et les morphismes qui s'en d6duisent satisfont le th6or~me 1 (en rempla~ant 

f p a r  fp .  Le sch6ma ~ est << unique >>; i.e. si ~ et q6' conviennent, il existe S' ouvert 

non vide de SpR avec ~ x S ' = ( ~ ' x S ' .  

Remarque. Si G est une vari6t6 ab61ienne (resp. affine), on peut choisir ~ ab6lien 

(resp. affine) et les q6s seront ab61iens (resp. affines). 

Si (Tq-->G2-->G3 est une suite exacte de groupes alg6briques alors il existe une 

suite exacte de sch6mas en groupes (~1--">(~2---->(~ 3 e t  l'on a aussi les suites exactes 

3. Le  groupe  des  ~ points  rat ionneis  >> 

3.1. Le groupe des points rationnels d'un groupe algObrique. Soient G u n  groupe 

alg6brique sur un corps L, G(L) le sous-ensemble des points de G rationnels sur L; 

comme les points de G x G rationnels sur L s'identifient canoniquement ~ G(L)x G(L), il 

suit que la structure de groupe alg6brique G induit sur l'ensemble G(L) une structure de 

groupe (au sens ordinaire). 

On peut interpr6ter un point rationnel comme la donn6e d'un morphisme 

0: SpL={~}-->G par Q--~Q(~)EG(L). Soient 01, Q2 deux tels morphismes, Pl, P2 les 

projections canoniques de G• G sur G, 0 l'unique morphisme tel que pi o O=Oi, et m la 

multiplication : 

SpL / 0 , G x G  m ,G 

Alors on v6rifie imm6diatement que m oO(~)=m(Ql(~), O2(~)). Ainsi donc le groupe 

G(L) est aussi l 'ensemble des morphismes 0: S p L ~ G  muni de l'op6ration 0~-x-o2= 
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m o 0. C 'es t  cette interpr6tation qui permet de d6finir les ,, points rationnels ,~ d 'un  

sch6ma en groupes. 

3.2. Le groupe des ~ points rationnels ~ d'un schOma en groupes. Soient R u n  

anneau noeth6rien int~gre, q~: q6-- ,S=SpR un sch6ma en groupes de type fini sur S. 

Soit q6(R) l 'ensemble des morphismes o : S p R ~ ( ~ ;  en particulier le morphisme 

,, 616ment neutre ~, e: SpR---~q6 est 616ment de ~(R).  Montrons que la structure de 

sch6ma en groupes induit sur @(R) une structure de groupe (au sens ordinaire). Si 0 est 
d~f 

l 'unique morphisme de Sp L d a n s @  • @ tel que p; o 0=O;, on d6finit O ix-O: =/ t  o 0 oO/~ 

est le morphisme multiplication : 

S p L ~  - l j  0 P~ , ~ x ( ~  /~ , ~  

I1 est facile de v6rifier que (~(R),  -x-) est un groupe (au sens ordinaire), e est l'~16ment 

neutre,  et io O est l ' inverse de O si i: ~--og6 est le morphisme ,, inversion ,,. 

PROPOSITION 2. Soient R u n  anneau noeth~rien intOgre, ~ un schdma en groupes 

plat,  de type f ini  sur S = S p R .  Soient s E S ,  ~gE~(R), i.e. Q:SpR---~(~ un morphisme, 

Qs: Spk(s)----~s le morphisme induit, alors 0~: ~ ( R ) - o ~ ( k ( s ) )  dOfini par Os(Q)=O~ est 

un homomorphisme.  Soit  r 1 le point  gdn~rique de S, alors 0n: ~(R)---~@n(k(~/)) est 

injectif. Ainsi  il existe un homomorphisme 6s: O~(@(R))---~(~(k(s)) tel que 6~(Qq)=Qs 

pour  tout Q E (~(R). 

3.3. Les  ~ points  rationnels ~, de v~R. Soient ~: S p R ~ p N = P r o j R [ X o  . . . . .  XN] un 

morphisme,  K = F r ( R ) ,  Q~:SpK--oP~K, on a Q~(~)EI~K(K). La  proposition qui suit 

montre  ~ quelle condition un point de I~K(K) d6finit un morphisme O: SpR---~P~ r 

PROPOSITION 3. Soient R un anneau noethdrien intkgre, K= Fr ( R) ,  

P~'R =Proj  R[Xo . . . . .  XN], X=(X0 . . . . .  X N) E pN(K), r/ le point  g~nOrique de S=SpR.  Alors 

les propriOtOs suivantes sont dquivalentes. 

(i) I1 existe un morphisme ~: SpR---~P~ tel que Q,l(~)=(Xo . . . . .  XN) , o2 {~)=SpK.  

(ii) Pour  tout ~ E SpR il existe Uo(P) . . . . .  UN(P) dans R avec x=(uo(P) . . . . .  uu(P)), et 

l 'un des ui(l~) n 'appart ient  pas  d ~. 
N (iii) Pour O<~i<<.N, soit 21 i={dERldx jEx iR ,  O<-j<-N}. Alors Zi= o 92(i,R. 
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Si ces conditions sont rEalis~es, le morphisme Q est unique. Si s ~ S p R ,  on a 

x=(Vo(P ~) ... . .  VN(p~)), vi(l~ s) E R, et vio(~s) ~ ~s, et alors ~9~(~')=(v0(P s) . . . . .  VN(t3~)), O~ 

{~')=Spk(s), et vi(lJ ~) est l'image de vi(Ps) clans k(s). 

PROPOSITION 4. Soient R un anneau noeth~rien intbgre, (~ et ~1 des schemas 

plats de type fini sur S=SpR,  a: ~--->(~ une immersion ouverte, fl: (~---~P~R une 

immersion fermEe, y=floa,  {~(R) (resp. I~(R)) l'ensemble des << points rationnels ~ de 

(~ (resp. I~n). Soit ~ ~ I~R(R); alors les propri~tEs suivantes sont Equivalentes. 

(i) I! existe ~2~(~(R) tel que O~=ynoQ2 ~ oft r I est le point g~nErique de S, ~,~ 

(resp. y~, ~2~) est le morphisme induit par ~ (resp. y, ~) .  

(ii) Pour tout s ~ S il existe ~2 ~ ~(k(s))  tel que y~o~p=@~. 

DEmonstration. (i) implique (ii) est imm6diat, i| suffit de prendre ~P=~2s. (ii) 

implique (i). On consid~re le diagramme commutatif,  of a u, v, w sont les projections 

canoniques : 

SpR ~ ~ P~ 

On a u(~)=s, ainsi Qou(~)=?ovo~p(~),  ce qui veut dire que Q(s)E?(@); ainsi 

Q(SpR)c~,(~).  En particulier Q(SpR)cfl(6J0. Comme R e s t  int6gre il existe 

~ :  SpR---~@I tel que floo~= O. Comme g6 est ouvert dans @1 et que o ~ ( S p R ) c ~ ,  il 

existe un morphisme ~2: SpR---~@ tel que aoQ2=Q1, ce qui montre ?oQ2=Q. 

Remarque. Conservons les hypotheses de la proposition 4 en identifiant (~s a une 

partie de P~k~s) pour s E S (et donc (~s(k(s)) ~ une partie de I~kts)(k(s))), on peut traduire la 

proposition 4 en termes plus concrets. 

Soit x=(x  0 . . . . .  N u x u) E Pk(~)(k(r/))=Pr(K) qui provient d 'un  616ment de I~R(R) (propo- 

sition 3). Alors on a 6quivalence entre (i) et (ii) : 

(i) le point x provient d 'un  616ment de ~(R),  

(ii) pour tout premier p (correspondant ~ s E S) on a 

( uo(V ) . . . . .  uu(V ) ) 6 6~ s(k(s) ) = P~s)(k(s)) 

oO x=(u0(~) . . . . .  un(W)) est une 6criture de x satisfaisant (ii) de la proposition 3. 
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4. Application/~ << la transcendance >) 

PROPOSITION 5. Soient R u n  sous-anneau de C de type f ini  sur Z, K = F r R c C ,  G 

un groupe algdbrique commuta t i f  connexe sur K de dimension d qui est ouvert dense 

d 'un fermd G l de P~=Proj K [ X  o . . . . .  XN]. On peut  supposer que D+(Xo) N G est dense 

dans G e t  que (XJXo)l~nD+(Xo) . . . . .  (Xd/XO)IGnD+(Xo) sont algdbriquement inddpendantes 

sur K. Enfin soient G(K) le groupe des points de G rationnels sur K, et xl . . . . .  xeE G(K). 

Alors il existe a E R - { 0 }  auec les propri~tds suivantes. 

(1) Pour tout homomorphisme ~:R--->C tel que (v(a):r il existe un groupe 
d6f 

algdbrique Gr sur k(~) = Fr(q~(R)) de dimension d. C'est un ouuert dense d'un fermk 

de P~r D+(Xo)N Gr est dense dans Gr et les fonctions X1/X o . . . . .  Xd/X o restreintes 

Qo ND+(Xo) sont  alg~briquement inddpendantes sur k(qg). Si kerqv=0 (i.e. k(cp)=K), on 

a Gr 

(2) Soit  H l e  sous-ensemble des points x de G(K)cP~(K) possddant la pro- 

pridt~ suiuante : pour tout homomorphisme q~:R-->C avec ~v(a)~:O, il existe 

Uo(gV) . . . . .  UN(q~) ER,  io=io(~V) avec c~(Uio(qV))~:0, 

X = (U0((jO) . . . . .  UN((ff) ) ( d a n s  pN(K)), (* )  

enfin I 'dldment (qg(uo(cp)) . . . . .  ~O(UN(~I))) ne ddpend pas de la representation (*), on le 

note e~(x). Alors H est un sous-groupe de G(K) qui contient x~ . . . . .  x e et pour tout 

qg:R---~C avec q3(a)=~O I'application e~:H--.G~(k(cp)) est un homomorphisme de 

groupes.  

Ddmonstrat ion.  Comme K est de caract6ristique nulle, le groupe alg6brique G est 

r6gulier (Mumford, p. 101), ainsi on est dans les conditions d'application du th6or~me 1. 

I1 existe f E R - { 0 } ,  ~ un sch6ma en groupes plat sur Sf=SpR[1/f]  avec toutes les 
propri6t6s du th6or6me. 

Le point X i E G(K) d6finit un morphisme cti: Sp K= {~}---)G par 

ai (~)=xiEG(K)~P~(K)  (voir w I1 existe f -ER-{0} et un morphisme 

Qi: SpR[1/ffi]--+(~ • ~ tel que Qi,=ai, oh Sff=SpR[1/ffi] et r/est le point g6n6rique 

de S=SpR (EGA, Chapitre,IV, Th6or~me 8.8.2, p. 28). 

On sait que D+(Xo)N G 1 est un ouvert affine et que la K-alg6bre ~a,(G~ ND+(X0) ) 

est engendr6e par 

(Xl/Xo)l+, . . . . .  (XN/XO)I+, 
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On a d=dimG=dimGl  et D+(Xo)NG1 dense dans G1, donc d=dimD+(Xo)NGl. Ainsi 

on peut  supposer  que 

(XI/Xo)IGI A O+(Xo) . . . . .  (Xd/Xo)IG I AD+(Xo) 

sont alg6briquement libres sur K, et que (X/Xo)I6 ' nO+(Xo ) est alg6briquement 1i6 

(Xl/Xo) l~, oo+<~o) . . . . .  (X/Xo)l~l  ~o+(Xo). 

Ainsi il existe f o E R - { 0 }  tel que (X/Xo)l~,nn+(Xo) soit entier sur le sous-anneau de 

(~G,(GI N D+(Xo)) engendr6 par 

(XI/Xo) IG, nO +(Xo) . . . . .  ( X  d/Xo)}G 1 ND+(X0) 

sur R[1/ffo]. Il suit de la platitude de ~ l  sur Sf=SpR[1/f] que (Xi/Xo)l% nD+(xo) est entier 

sur le sous-anneau de 

(~r n D +(Xo)) | R[ 1~fro] 

engendr6 par  

(X,/Xo)[% nD +(Xo) ..... (XJXo)l% no+(xd et R[ l/f] | R[ l/ffo]. 

Soit a=f fo f  1 ... fe ; quitte h changer ~ en ~ XsiS a avec Sa=SpR[1/a], on peut  

supposer  que ~ est un sch6ma en groupes plat sur Sa qui satisfait les propri6t6s du 

th6or6me 1. En plus il existe Oi: S,~---)(~ tel que Oi,7(~)=xi ofa {~}=SpK,  q est le point 

g6n6rique de Sa. Ensuite  (Xi/Xo)l%nD+<Xo) est entier sur le sous-anneau de 

(~%(~1 ND+(X0)) engendr6 par 

(Xl/Xo)l% nm (Xo), " " , (X  JXo)l% n~+(Xo) 

et R[1/a]. II suit faci lement de cela que 

(x , /xo) l% oO /Xo) . . . . .  (X  d/Xo)l% ~m <~o) 

sont alg~briquement ind6pendants sur k(s) et que (X/Xo)l%nD+(Xo) est entier sur la sous- 

k(s)-algSbre de (7%((~ AD+(X0)) engendr6e par 

(X  JXo)l% ~o+(Xo) . . . . .  ( x  d/Xo)l% ~o +<Xo), 
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pour  tout s E Sa; il suffit d 'uti l iser le fait que D+(Xo)N g6s est dense dans (~s, que g6~ 

est dense  dans @~ et que d = d i m ~ = d i m ~ l ~  (th6or6me 1). 

Tout  homomorph isme  tp:R-+C d6finit l'id6al premier p=kerq~ de R; comme le 

degr6 de t ranscendance  de C sur Q est infini, tout id6al premier  de R e s t  le noyau d 'un 

homomorph i sme  go:R-+C. Deux homomorphismes Q~ et ~gz peuvent avoir m6me 

noyau,  mais dans ce cas k(Q0=k(Q2). Enfin si s=kerq~ on a k(s)=k(q~)=Fr (q0(R)). 
d~f 

On pose alors G~0= @s, en particulier G~=| si k e r ~ = ( 0 } .  

Ensui te  la proposi t ion 4 et la remarque qui la suit montrent  que H n 'es t  autre chose 

que l ' image du groupe t~(R[1/a]) dans (~ (k (q ) )=G(K)  et que e~=6s si s=kerq0 (propo- 

sition 2). Par  ce qui pr6c6de on a Q~ . . . . .  QeE@(R[1/a]), donc xl . . . . .  xeEH. 

Remarque .  Si on le souhaite on peut  d6crire les homomorphismes q~: R---~C tels que 

q0(a)+0. Supposons  R=Z[O~ . . . . .  Or] [0/+~] avec 01 . . . . .  Ot alg6briquement ind6pendants 

sur Q, et Ot+~ alg6brique sur Q(01 . . . . .  Or); alors Ot+l satisfait une relation de la forme 

U0-'['-U 10t+l"b..."~-I~imOt+l=O a v e c  /~/iEZ[01 . . . . .  Ot] et UoUm:#O. De m~me a satisfait une 

relation Vo+V 1 a+...+Om, am'=o avec viEZ[O ~ . . . . .  Ot] et VoV,,,:~O. Soient 6~ . . . . .  OtEC 

tels que u o u m v o Vm,(O 1 . . . . .  Ot)+O, alors il existe un homomorphisme q0: R ~ C  tel que 

q~(Oi)=Oi pour  l<~i<.t et q0(a)#0 (en g6n6ral cet homomorphisme n 'est  pas unique). 
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