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Appendice : Déformation d’un groupe algébrique

par
J. FRESNEL

Université de Bordeaux 1
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Soient un groupe R un sous-anneau de C de type fini sur Z, K=FrR le corps des
fractions de R, G un groupe algébrique sur K qui est commutatif, ouvert d’un fermé de
P’,}', @: R—C un homomorphisme et K=Fr (®(R)). On souhaite construire un groupe
algébrique commutatif G sur K, de méme dimension que G, qui soit ouvert d’un fermé
de PY et qui posséde les propriétés supplémentaires suivantes.

Il existe un sous-groupe H du groupe G(K) (le groupe des points rationnels de G
sur K) tel que tout point de H puisse s’écrire sous la forme (ug, Uy, ..., uy) dans P,"é(K)
avec 1;ER et 'un des @(u;) n’est pas nul; de plus (@(t), ..., puy) € GK)=PY(K) et
Papplication (g, uy, ..., u\)—>(@(uy), ..., ¢(uy)) est un homomorphisme. On souhaite en
plus que cette propriété soit valable pour une famille « suffisamment grosse » d’homo-
morphismes @.

En fait ce probléme n’est autre chose que la construction d’une famille de déforma-
tions du groupe G, indexée sur un ouvert Zariski dense de SpR; le groupe G étant
index€ par le point générique de SpR. L’existence d’une famille de déformations, ou
encore I’existence d’un schéma en groupes sur un ouvert dense de Zariski de Sp R dont
la fibre générique est G est bien connue (EGA, Chapitre IV); il suffit donc d’utiliser ces
résultats, de les interpréter et de les adapter au « probléme de la transcendance ».

1. Définition de la déformation

(On peut consulter Hartshorne p. 89, EGA Chapitres 1, 2.5 p. 103, 3.6 p. 117, 3.7.3 p.
119.) Soient ¢: X—S un morphisme entre deux schémas, s€ S, k(s)g@s,slﬂﬁs le corps
résiduel de s et Sp k(s)— S le morphisme canonique. La fibre du morphisme ¢ au point s
est le schéma %s‘f% X s Sp k(s); ¢’est donc un schéma sur le corps k(s). L’espace X est
canoniquement homéomorphe 2 ¢~!(s), muni de la topologie induite par X.

Considérons le cas ol S=SpR avec R noethérien intégre. Soient n€ S le point
générique de S et X une variété algébrique sur K=FrR=k(n). On appelle famille de
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déformations de X tout schéma ¢:X—S tel que X,=X; les autres fibres X, s€S
s’appellent les déformations de X.

2. Existence de la déformation

Ce qui suit n’est autre chose qu’un ensemble de résultats qui se trouvent dans EGA,
Chapitre IV.

TutoriME 1 (EGA, Chapitre IV). Soient R un anneau noethérien intégre,
K=Fr(R), G—"%G,ﬂPﬁ trois variétés algébriques réduites, Py=ProjK[X,, ..., X] est
Uespace projectif de dimension N, a est une immersion ouverte dominante, 3 est une
immersion fermée; en plus G est un groupe algébrique commutatif, connexe,
régulier. Alors il existe fER—{0}, &, & des schémas plats sur Sfie:fSpR[l/f], et des
morphismes a: &—&,, b: @5,—>P%[W]=Proj RIVf1[X,, ..., X\] avec les propriétés sui-
vantes.

; (1) & est un schéma en groupes commutatifs, a est une immersion ouverte
dominante, b est une immersion fermée; en particulier &; est un groupe algébrique
commutatif sur k(s) pour tout s€Sy.

(2) Soit n le point générique de Sy, alors 8,=G, &,,=G,, a,=a, b,=p.

(3) Pour tout s€S; a;& -G est une immersion ouverte dominante,
b,: &, ,—Py,, est une immersion fermée.

(4) Pour tout s€ Sy, le groupe algébrique &, est géométriquement régulier.

(5) Pour tout s€S,, chaque composante connexe de &, a méme dimension que
§,=G.

(6) Le nombre géométrique de composantes connexes de &; est le nombre
géométrique de composantes connexes de &,~G, pour tout s € S.

() Si PQ[W]:ProjR[l/f] [Xy, ..., Xy), alors il existe i, 0<i<N, tel que D_ (X)n®;
soit dense dans ®&; pour tout s € Sy (®; est identifie a ¢~ '(s)c® selon 1).

Démonstration. On feuillette EGA, Chapitre IV.

L’existence de &, &, a, b avec &,=G, &,,=G}, a,=a, b,=p est le théoréme
8.8.2, Chapitre 1V, p. 28. La platitude de &, &, est le théoréme 6.9.1, Chapitre 1V, p.
153. Que & soit un schéma en groupes commutatifs est le Scholie 8.8.3 p. 33-34. Le ’
théoréme 8.10.5, Chapitre IV, p. 37 montre que a est une immersion ouverte dominante
et b une immersion fermée. Par le corollaire 9.9.5, Chapitre IV, p. 94 on a @
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(géométriquement) régulier. Le corollaire 9.5.6, Chapitre IV p. 69 montre 5), et la
proposition 9.7.8, Chapitre 1V, p. 82 montre 6).

Comme &, =G est connexe, on peut supposer (quitte a changer les indices) que
D (Xo)n&,+0, donc que D,(Xop)N®, est dense dans &,;; il suit de la proposition
9.5.3, Chapitre IV, p. 67 que D . (Xy) N &, est dense dans &,.

Remargue. Si on change f en fi=fh, avec h€ R—{0}, les schémas & xsfol,
©, x Sfo] , €t les morphismes qui s’en déduisent satisfont le théoréme 1 (en remplagant

Sfpar f1). Le schéma & est « unique »; i.e. si & et &’ conviennent, il existe S’ ouvert
non vide de SpR avec GxS§'=®'xS’.

Remarque. Si G est une variété abélienne (resp. affine), on peut choisir & abélien
(resp. affine) et les &, seront abéliens (resp. affines).

Si Gy—G,—G5 est une suite exacte de groupes algébriques alors il existe une
suite exacte de schémas en groupes &;—®,—®; et I’on a aussi les suites exactes
@ls_)@‘ls_)@lt‘

3. Le groupe des « points rationnels »

3.1. Le groupe des points rationnels d’un groupe algébrique. Soient G un groupe
algébrique sur un corps L, G(L) le sous-ensemble des points de G rationnels sur L;
comme les points de G'x G rationnels sur L s’identifient canoniquement 2 G(L)XG(L), il
suit que la structure de groupe algébrique G induit sur I’ensemble G(L) une structure de
groupe (au sens ordinaire).

On peut interpréter un point rationnel comme la donnée d’un morphisme
0:SpL={&}—G par p—0(&§) EG(L). Soient g,, 0, deux tels morphismes, p;, p» les
projections canoniques de GXG sur G, 8 I'unique morphisme tel que p,009=p;, et m la

- multiplication :

G
Q1 T 1
SpL 9 __.6xG m G
\l P2
02 P

Alors on vérifie immédiatement que mo0(&)=m(o,(£), 0,(8). Ainsi donc le groupe
G(L) est aussi '’ensemble des morphismes ¢: SpL—G muni de I'opération g,%0,=
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mo@. C’est cette interprétation qui permet de définir les « points rationnels » d’un
schéma en groupes.

3.2. Le groupe des « points rationnels » d’'un schéma en groupes. Soient R un
anneau noethérien intégre, ¢: ®—S=Sp R un schéma en groupes de type fini sur S.
Soit &(R) I’ensemble des morphismes g: SpR—®; en particulier le morphisme
« élément neutre » e: SpR—® est élément de G(R). Montrons que la structure de
schéma en groupes induit sur &(R) une structure de groupe (au sens ordinaire). Si ¢ est

. . ) def .
I’'unique morphisme de Sp L dans & x® tel que p;00=g;, on définit g, %p,=ue 6 ol u
est le morphisme multiplication :

SpL —Ex® ©

11 est facile de vérifier que (S(R), %) est un groupe (au sens ordinaire), e est I’élément
neutre, et iop est I'inverse de o si i: & —® est le morphisme « inversion ».

PRroOPOSITION 2. Soient R un anneau noethérien intégre, & un schéma en groupes
plat, de type fini sur S=SpR. Soient s€S, 0 €EG(R), i.e. 0:SpR— un morphisme,
05: Spk(s)—>®, le morphisme induit, alors 0. 8(R)— 8 (k(s)) défini par 0,(0)=0; est
un homomorphisme. Soit 1 le point générique de S, alors 0,: 8(R)—&,(k(n)) est
injectif. Ainsi il existe un homomorphisme 0;: 0,(B(R))— S (k(s)) tel que d6,0,)=0;
pour tout ¢ € B(R).

3.3. Les « points rationnels » de Py. Soient g: SpR—)Pg=ProjR[XO,...,XN] un
morphisme, K=Fr(R), o, SpK—P¥, on a Q”(E)EP’,}’(K). La proposition qui suit

montre 4 quelle condition un point de PY(K) définit un morphisme o: Sp R—Py.

ProroSITION 3. Soient R un anneau noethérien intégre, K=Fr(R),
P}Y:ProjR[Xo, v X)) x=(x, ...,xN)EP’,}’(K), n le point générique de S=SpR. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un morphisme o: SpR—>P§ tel que 9,(&)=(x, ..., xy), ou {€}=SpK.

(ii) Pour tout p €ESpR il existe uy(p), ..., un(p) dans R avec x=(u(p), ..., un(p)), et
l'un des u p) n’appartient pas a p.

(i) Pour 0<i<N, soit A,;={dER|dx;Ex;R, 0<j<N}. Alors LY U.=R.
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Si ces conditions sont réalisées, le morphisme @ est unique. Si sSESpR, on a
x=Uy(D,), ..., Un(D))), U(PJER, et v (b)&ps, et alors o(EN=(We(Dy), ..., upb,), OB
{&'}=Spk(s), et vp,) est I'image de v(p,) dans k(s).

ProPOSITION 4. Soient R un anneau noethérien intégre, & et &, des schémas
plats de type fini sur S=SpR, a:&—®, une immersion ouverte, B: & —PY une
immersion fermée, y=oa, G(R) (resp. PQ(R)) I'ensemble des « points rationnels » de
& (resp. PY). Soit 0 EPY(R); alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe 02 €G(R) tel que @,=y,©0,, ou n est le point générique de S, ¢,
(resp. vy, 02,) est le morphisme induit par o (resp. y, 0,).

(ii) Pour tout s€S il existe 1 € & (k(s)) tel que y;0yp=g;.

Démonstration. (i) implique (ii) est immédiat, il suffit de prendre yY=g,,. (ii)
implique (i). On considére le diagramme commutatif, ou u, v, w sont les projections
canoniques :

SpR
“] G/w
(&) = Spk(s) }
G

/

I
Pi

On a u(&)=s, ainsi gou(§)=yovoy(§), ce qui veut dire que o(s)€E€y(®); ainsi
o(SpR)cy(®). En particulier o(SpR)cB(®,). Comme R est intégre il existe
01: SpR—®, tel que Bog;=g. Comme & est ouvert dans &, et que ¢,(SpR)=S, il
existe un morphisme g,: SpR—® tel que aog,=0,, ce qui montre yog,=g.

Remarque. Conservons les hypothéses de la proposition 4 en identifiant &, 4 une
partie de PkN(s) pour s €S (et donc &,(k(s)) a une partie de Pﬂs)(k(s))), on peut traduire la
proposition 4 en termes plus concrets.

Soit x=(x,, ..., x)) € Pk(”,(k(n))=P’,¥(K) qui'provient d’un élément de Pg(R) (propo-
sition 3). Alors on a équivalence entre (i) et (ii) :

(i) le point x provient d’un élément de G(R),

(i) pour tout premier p (correspondant & s€S) on a

(uo(p) uN(p)) €EG (k(S)) < Pk(s)(k(s))

ou x=(ug(p), ..., un{(p)) est une &écriture de x satisfaisant (ii) de la proposition 3.
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4. Application a « la transcendance »

PRrOPOSITION 5. Soient R un sous-anneau de C de type fini sur Z, K=FrRcC, G
un groupe algébrique commutatif connexe sur K de dimension d qui est ouvert dense
d’un fermé G, de P{=Proj K[X,, ..., Xy]. On peut supposer que D _(X))NG est dense
dans G et que (X\/Xo)lgap, x> > X/ Xo)

Gnp,x, Sont algébriquement indépendantes

sur K. Enfin soient G(K) le groupe des points de G rationnels sur K, et xy, ..., x,€ G(K).
Alors il existe a€R—{0} avec les propriétés suivantes.
(1) Pour tout homomorphisme @:R—C tel que @(a)*+0, il existe un groupe

© Fr(@(R)) de dimension d. C’est un ouvert dense d’un fermé

algébrique G, sur k(p)
de Pﬁ@, D, (X)NG, est dense dans G, et les fonctions X\/X,, ..., X /X, restreintes a
G, ND_(X,) sont algébriquement indépendantes sur k(g). Si ker =0 (i.e. k(p)=K), on
a G,=G.

(2) Soit H le sous-ensemble des points x de G(K)cPY(K) possédant la pro-
priété suivante : pour tout homomorphisme @:R—C avec @(a)*0, il existe

Uo(@)s ..., unM@) ER, ig=io(g) avec @(u,;(¢))+0,
x=(Uy(@), ..., up(@)) (dans PY(K)), *)

enfin I'élément (@(ug(@)), ..., p(un(p)) ne dépend pas de la représentation (*), on le
note e4(x). Alors H est un sous-groupe de G(K) qui contient x,...,x, et pour tout
¢:R—C avec @(a)+0 [l'application &, H->G(k(g)) est un homomorphisme de
groupes.

Démonstration. Comme K est de caractéristique nulle, le groupe algébrique G est
régulier (Mumford, p. 101), ainsi on est dansles conditions d’application du théoréme 1.
Il existe fER—{0}, & un schéma en groupes plat sur S/=SpR[1/f] avec toutes les
propriétés du théoréme.

Le point x;€EG(K) définit un morphisme «;:SpK={f}—>G par
a&)=x,€G(K)=PY(K) (voir §3.1). Il existe f;ER—{0} et un morphisme
0;: SpR[1/ff]—-© xSfofi tel que g, =a;, ol Sffi=SpR[l/ff,.] et 77 est le point générique
de S=SpR (EGA, Chapitre 1V, Théoréme 8.8.2, p. 28).

On sait que D, (X))NG, est un ouvert affine et que la K-algebre (O’G'(Gl nD, (X))

est engendrée par

XX 6,0, 0+ KXl
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On a d=dim G=dim G, et D_(X,) NG, dense dans G;, donc d=dim D (Xy) N G;. Ainsi
on peut supposer que '

(XI/XO)‘G| nND_ (X2 "> (Xd/XO)‘Gl ﬂD+(X0)

sont algébriquement libres sur K, et que (X/Xy)|g 1p,«x, €St algébriquement li€ a

(Xl/Xo)lGl D, (Xg)2 > (Xd/XO)IG‘ nD,(Xy*

Ainsi il existe f,€ R~{0} tel que (X/X)|g np, x, Soit entier sur le sous-anneau de

0 (G,ND,(X,) engendré par

X/ XlG,np, 00 - XXM b, ixy

sur R[1/ff,]. 1 suit de la platitude de &, sur Sf=Sp R[1/f] que (X,./XO)|@10 D,x, €St entier

sur le sous-anneau de
@@1(@, ND,(Xy) ® gy R[]
engendré par

X /XD, 0, xyr -+ XXl 0p.xy €t RUFI® R{UAF).

Soit a=ff, f, ... f; ; quitte & changer & en & xsfSa avec S,=SpR[l/a], on peut

supposer que & est un schéma en groupes plat sur S, qui satisfait les propriétés du
théoréme 1. En plus il existe g;: S,—® tel que 0;,(8)=x; ot {£}=SpK, 7 est le point
générique de S,. Ensuite (X/Xyl p,x, €st entier sur le sous-anneau de

@@,(@51 nD,(X,) engendré par

(XI/X0)|(31ﬁD+(XO)’ ey (Xd/XO)|GilnD+(X0)
et R[1/a]. 1! suit facilement de cela que

(XI/XO)I@SOD+(X0)’ ey (Xd/XO)l(SﬁInDJXO)

sont algébriquement indépendants sur (s) et que (X;/Xy)|g p,(x, €St entier sur la sous-

k(s)-algebre de Oy (&, nD_ (X,)) engendrée par

(XI/XO)I@JQD+(XO)’ L (Xd/X0)|GanD+(XO}’
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pour tout s€S,; il suffit d’utiliser le fait que D, (Xp)N®; est dense dans &, que &,
est dense dans ®&; et que d=dim &,=dim &, (théoreme 1).

Tout homomorphisme @: R—C définit I'idéal premier p=ker¢ de R; comme le
degré de transcendance de C sur Q est infini, tout idéal premier de R est le noyau d’un
homomorphisme ¢:R—C. Deux homomorphismes g, et g, peuvent avoir méme
noyau, mais dans ce cas k(o;)=k(g,). Enfin si s=ker @ on a k(s)=k(@)=Fr (p(R)).

On pose alors G¢£f©s, en particulier G,=®, =G si kerp={0}.

Ensuite la proposition 4 et la remarque qui la suit montrent que H n’est autre chose
que 'image du groupe G(R[1/a]) dans &, (k(7))=G(K) et que £,=0, si s=ker ¢ (propo-
sition 2). Par ce qui précéde on a gy, ..., 0,€ &(R[1/a]), donc x, ..., x,EH.

Remarque. Si on le souhaite on peut décrire les homomorphismes ¢: R—C tels que
@(a)+0. Supposons R=Z[6,,...,0,][6,..] avec 8, ..., 0, algébriquement indépendants
sur Q, et 8,,, algébrique sur Q(0,, ..., 0,); alors 8,, satisfait une relation de la forme

ugtu, 0, +...+u, 07 ,=0 avec u,€Z[0,,...,0] et uyu,+0. De méme a satisfait une
relation vy+v,a+...+v,.a™=0 avec v,€Z[0,,...,0,] et v,v,,+0. Soient 6,,...,0,EC
tels que wyu,, v, vm,(él, vees 0-,)#0, alors il existe un homomorphisme @: R—C tel que

@(0)=6; pour 1<i<t et @(a)+0 (en général cet homomorphisme n’est pas unique).
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