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Soient a et B deux nombres algébriques, a #0, Log a#0,
et £ un entier, 0S4 d-1, oi d=[@Q(B): R] est le degré de p. On
cherche a mgnorer le degré de transcendance q, sur @Q du corps
Q(G,B ) e ,Q.B ). Le théoreme de Gel'fond Schneider sur la transcendance

B

de o pour B irrationnel s'énonce :

1 = 1
12 qL 2
en 1949, apreés avoir montré

d23 = q, 22,
A.O. Gel'fond conjectura

Aq.p = 4-1

ce qui équivaut a q, = £ pour 0= {=d-1. La minoration 941 2 3 fut
obtenue successivement pour d =19 (A.A. Smelev, 1971), d =15

(D. Brownawell, 1971), et d2 7 (G.V. éudnovskij, 1973). Nous esquis-
sons ici la méthode de éudnovskij, apreés avoir rappelé rapidement celle

de Gel'fond.
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§.1. - La méthode de Gel'fond Schneider
Soient m et k deux entiers rationnels, 1sksd-1, 0Sm=d-1.

On considére une base de transcendance (xl, ...,x_) sur @ du corps
2 m+k
K=Q(aB,aB,...,cLB )

remarquons que
K=0@" .., ),
avec 4 = inf(d-1 ; m+k) ; donc 9=q, -
La méthode de Gel'fond Schneider permet de démontrer le résultat

suivant.

PROPOSITION 1.1, - Il existe une suite (gN)NZI d'éléments non nuls de

Z(x.,...,x ] vérifiant
1 Q- —
<

et gm+2!!k+l ) m+1

+kt2 +k+
Log ,gN, <-N 7 k (Log N)m kt2 pour N + &,
(Si g¢ Z[xl, ,xq] , £€#0, la taille t(§) de £ estle maximum du degré

total de &€ et du logarithme des valeurs absolues des coefficients de § . )

La démonstration de la proposition 1. 1. sera utile dans la suite,

car elle est a la base de la méthode de Cudnovskij.

Démonstration de la proposition 1. 1.

Notons A 1l'anneau Z[xl, ,xq]. Les symboles Cos € wer S
désigneront des constantes (indépendantes de N ), tandis que K, L, M
seront des entiers fonctions de N, que nous expliciterons a la fin de la

démonstration.

Premier pas - : On construit une suite de polyndGmes non nuls

<I>N€ AlX, P SRR Ym] :

L-1 M-1 M-l " u
=T L ... L e i, p )Xt YOy ™
X___O u =0 U =0 N (o] m (o] m

o m

N
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telle que les fonctions

m

FN(Z) = ¢N(Zy azo aBz: eeo aB z)

(L +u B+ .ty B )z
A o "1 m

"

vérifient :

k
i +j L] = <j SK-1, _
FyUgtip B+ +j, 8)=0 pour 05j SK-1, (0<s<k)

. P N k+1 » .
Pour cela on doit résoudre un systéeme de K équations a

m+l N .. :
LM inconnues, a coefficients dans le corps K(a,B), qui est une ex-

tension algébrique du corps Q(xl, vees xq) . A condition que L. Mm+1 soit

+
plus grand que Kk ! , on peut résoudre ce systéme dans A, avec

max t(® (A,y)) <L Log N+ MK
N
()

On remarquera que les coefficients wNO"H) peuvent étre choisis premiers
entre eux dans leur ensemble dans A (ceci sera utile pour la méthode de

Cv}udnovskij). Enfin, pour minimiser la taille de ces coefficients, on choisira
m+l k+1

L Log N de l'ordre de MK, et L. M de 1'ordre de <, K ;G étant

une constante suffisamment grande. Dans ces conditions, si on choisit L

tel que L>><< ona:

_N_

Log N’
-1

L > N. (Log N) ~ ,

Km+k+2>><< Nm+2 (Log N)—l ’

+
M2 s« N¥ Log N .

Deuxieme pas : On montre l'existence d'une constante c, > 1 telle que 1'un

2

des nombres . ,

k
<
FN(ho+h15+...+hks ), KShsSc K, (0<s<k)

) 2

ne soit pas nul (on notera YN l'un de ces nombres non nul).
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Ce résultat repose sur une majoration, due a R. Tijdeman :

k+1
c3K
(1.2) max ICDN()\,H)]SN . max 'lFN(b_. B)| .
Pour démontrer (1.2), on peut par exemple majorer
t-1
max ., ,F§\I )(0)’
I<StSL. M
en fonction de max |F_(h.B)| , (ot h.8=h +h g+...+h Bk , et
N'— - = o 1 k
ls e x
[h|= max |h |), grdce 2 la formule intégrale de Cauchy. On exprime en-
0<sSk °

(t-1)

N (0) par un calcul de déterminant

suite les cpN(')\,g_) en fonction des F

et de cofacteurs.

Troisieme pas : On majore YN Par le lemme de Schwarz, grace au fait
. . + .
que la fonction FN a au moins K zéros :

+1
Log ]YN]S - -(-}- K" Log N .

4

Quatrieme pas : On multiplie Yy Parun dénominateur (pour que le produit

. . - 1
soit entier sur A ) et on prend sa norme f;N sur K . Alors §N YN'YN ,
1 pd . . .
avec YNGK(a, B), et §N vérifie :
1 k-1
-A ’ » S - »
ENE gN;é 0, Log |§N| K Log N

5
t(gN)S ¢ L Log N .

On choisit

L f['cl_() N(Log N)'lj ,

ce qui conduit a définir K et M par les relations

[ 1 m+2 1
+2 +k+ “m+
K = Clm+k .(_1:___)rn k+2 . (Log N) m+k+2 ,
L 6
et _
1 k 1
2
M = clm+k+ . (%I_)m+k+2 . (Log N)m+k+2
| 6
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Avec ce choix des fonctions K, L., M, si on note

kt+1l (m+2)(k+1)

_ _m+tk+2 m+tk+2
co—c1 . c5. c6 ’
on a
!m+2nk+l) m+l
+ +
Logl§ [S——LNm k+2 .(LogN)m+k2 ’
N c
o
et
t < s
() SN

ce qui démontre la proposition 1. 1.

B

§.2. - Le septieme probléeme de Hilbert sur la transcendance de Q

Les nombres §N de la proposition 1. 1. ne peuvent €tre tous dans

Z (sinon ils vérifieraient Log |§N |=0). Par conséquent q#0 ; c'est-a-dire :

THEOREME 2. 1. (Gel'fond, Schneider) - Si a et B sont algébriques,

a #0 , Loga#0, B¢ @, alors of = exp (B. Log o) est tranccendant.

Autrement dit

=1 = =1,
b4 qL

§.3. - Indépendance algébrique de deux nombres [d'apres Gel'fond)

Supposons qtz 1, et cherchons 2 majorer 4 . Les éléments §

. N
B

de la proposition 1. 1. appartiennent alors a Z[xl] , avec x, =a” par exemple.

B

a) Utilisation d'une mesure de transcendance de

Si on veut utiliser la méthode du paragraphe 2 pour majorer 4%,
on doit minorer les nombres P(O.B) , pour PeZ[X], P#0 . On connait
effectivement de telles minorations (obtenues en raffinant la méthode des

paragraphes 1l et 2), la meilleure étant actuellement due a P. L. Cijsouw :
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(3.1)  Log [P@P)|2 -c(Loga, g, &) [t(P)]* [Log (P)11**

pour tout €>0 . On déduit ainsi de la proposition 1.1. (avec m=k=24)

1'inégalité £ <6 (autrementdit L26 = q, =2).

b) Un critere de Gel'fond

A.O. Gel'fond a obtenu un résultat bien meilleur dans cette direction:

THEOREME 3. 2. - Soient o et B deux nombres algébriques, a# 0; Log a#0,

et [@(B):R]=3. Alors deux des nombres

2 3 4
B P B

a”, o o, 0 , Q

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 3.3, - Soit o un nombre algébrique (a #0, Loga #0) et

soit B un irrationnel cubique. Alors les deux nombres

2

of, oP

sont algébriquement indépendants.

Le théoreme 3. 2., qu'on peut énoncer sous la forme
d=23 et £=2 min(d-1, 4) = qLZZ ,

est une conséquence immeédiate de la proposition 1. 1. et du critere de

transcendance suivant.

CRITERE 3.4. - Soit § un nombre complexe. On suppose qu'il existe une

suite (PN) de polyndmes non nuls de Z[ X] vérifiant

N2> 1
<
t(PN)_ N
2
Log |PN(e)| < -12 N7 .

Alors g est algébrique.
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La démonstration de ce critére est trés instructive pour la suite.

En voici une esquisse.

Pour N suffisamment grand, comme PN(e) est trés petit, § est

proche d'une racine q de PN (donc loin des autres, car les racines de

PN sont algébriques). Par conséquent, si QN est la plus grande puis-

sance du polyndme minimal de a qui divise P le nombre QN(G) est

N ’
aussi tres petit

Log IQN(G)I s -9N2 ,

t(Qy) =2N
Maintenant ie résultant de QN et QN+1 est un entier rationnel, majoré
par

[12y(8)] 1y, ()] 1 expl2e@). tQy, )} <1

Donc QN et QN+1 sont puissances d'un méme polyndme irréductible R,

qui est ainsi indépendant de N . Ecrivons

r
_ N
QN = R

Nous aurons

N Log R(9) < -8N2 ,
et

4
rN< HR) " N ;

on en déduit R(§) = 0 , donc @ est algébrique, et PN(e) = 0 pour tout N

suffisamment grand.

§. 4. - Indépendance algébrique de trois nombres (d'aprés Brownawell)

Pour obtenir une majoration de £ quand q& = 2 , en utilisant la
méthode du §. 3. a, il faudrait connaitre une mesure d'indépendance algé-

brique de deux nombres (x., x Les résultats connus sont beaucoup trop

1 2)'

faibles pour €tre utilisés ici.

La méthode du §. 3. b donne des résultats, a condition de générali-

a2 coefficients dans Z[aBJ

ser le critere 3.4. aux polynomes P , en

N
utilisant (3.1.). L'implication
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d215, 4= min(d-1, 28) = qL23

est une conséquence de la proposition 1.1 (avec m = k = 14) et du critere

suivant, dd a2 Brownawell.

CRITERE 4.1. - Soient a un nombre algébrique, a #0, Log a0, et

B un nombre algébrique irrationnel. Il existe une constante C= C(Log a,B)

ayant la propriété suivante.

Soit § un nombre complexe. On suppose qu'il existe une suite

(PN)N>1 de polyndmes non nuls de Z[X,Y], vérifiant
t(PN) <N
et Log IPN(oF, )< -C NS

Alors 6 estalgébrique sur Q(aB).

§.5. - Indépendance algébrique de trois nombres (d'apres éudnovskij)

Nous allons présenter la démonstration, par Cudnovskij [1], du

résultat suivant :

d=27, et £=2min(d-1, 12) = q£23 :

THEOREME 5. 1. - Soient a et B deux nombres algébriques, a £0,
2

12

Loga#0, et [R(B):M@]=7. Alors trois des nombres P , G.B y oeees ae

sont algébriquement indépendants sur @Q .

COROLLAIRE 5.2. - Si B est irrationnel de degré 7 , trois des six nombres

6
B g

a , ..., Q

sont algébriquement indépendants.

Démonstration du théoreme 5. 1.

Supposons d=7, et qL= 2, avec 4=min(d-1, 12). La proposi-

tionl.1., avec m=k=6, prouve l'existence d'une suite d'éléments

(gH)HZI
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non nuls de Z[ X xz] , vérifiant

Hgy) S H,
et

1 4
Log|§H|S--C—H (Log H)% .
o

Soit N un entier suffisamment grand. Nous allons construire un

polyndme P ¢ Z[X], non nul, vérifiant

4
5 3) { Log |PN(x1)}s -c, N” (Log N)é

2
t(PN) < cg N™ .

Comme x1 est transcendant, le critére 3.4 donnera alors une contradiction.

Pour effectuer cette construction, on reprend la démonstration de

la proposition 1.1. en considérant deux cas.

—(c3+1)K'7
Premier cas : max IFN(Q. g)|sN
LI}'SC K
2
On déduit alors de (1.2) :
7
max ICPN()\ ENIES N-K

(x,p)
Pour chaque (\,y), on consideére une puissance d'un facteur irréductible
: (1) (2) ,
de CDN(k,H) dans Z[xl,xz:] ; notons q,N , q(N deux de ces puissances
correspondant 2 des facteurs irréductibles distincts (car les CPN(X,H) sont
premiers entre eux dans leur ensemble) ; on aura

Log [\yg)(xl,xz)ls -S4 N4 (Log N)% , i=1,2),

et
) Hu ) S e N

1 2
M, @
Z[x1] satisfaisant (5. 3).

4

Le résultant de par rapport 2 x., estun élément non nul de

2
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-(c +1)K7
Deuxidme cas : max 'FN(-}}" g)|> N
ll}‘ScZK

3

On commence par se ramener au cas ou 1'élément 'c_',N , construit

a la proposition 1.1, vérifie

-y N* (Log N)%S Log ]gle --C—l- N (Log N)% .
o
On considére ensuite 1'élément §H , avec

1 2 -1
H—[c.N tN]
1 3
ol € =min{l ; (8c0c11) 1, et tN='c(§N)°

Comme IStN =N, ona

2
Nem<h,
€ €
1 4 3
et Log ,ng <-—N (Log N)

5 Sup-

posons pour simplifier que §N et §H soient des puissances d'un méme

On en déduit que §N et §H ont un résultant nul par rapport a x

polyndéme irréductible Re Z[ X xz] :

__°N __"H
gN - R ’ gH - R
On a
- L
og [&! oy 1 t(8)
- L = ’
. og |81 “ oy T4 t(Ey)
d'ou
%
cll‘N (Log N) Zl f_N_
1 ’
—_— H4 (Log H)* 4 H
o)
et, par un calcul facile,
3/2 3
< &
N<s&§ .(4.co.c11) Sty

ce qui est impossible avec le choix de ¢
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Pour que la démonstration soit compléte, il reste a préciser deux
points :

- montrer que, dans le deuxieme cas, on peut supposer

Log ]§N]_>_-cll N4 (Log N)Ib ;

- considérer le cas ou §N et €  ne sont pas puissances d'un

H
méme polyndéme irréductible.

Ces deux passages sont de caractere technique ; on pourra soit
[}
consulter l'article original de Cudnovskij [1], soit appliquer directement

les lemmes 2.8 et 2.4 de [2] .

§. 6. - Compléments

Il est possible de généraliser la démonstration précédente (§. 5)

pour démontrer le résultat suivant ([2] théoreme 4. 2).

PROPOSITION 6.1. - Avec les notations de la proposition 1.1, on suppose

mk& m+2 (autrement dit, m=2, k=22, ou m=1, k=3 ). Alors il existe

une suite d'éléments non nuls de Z[xl, sy X ], vérifiant :

(“N)N21

q-1
tin )=
( N)SN
et (m+2)(k+1) m+1
2(m+k+2) m+k+2

Log ,%N.l << -N . (Log N) pour N + o,
On en déduit trivialement le théoréeme 3. 2, tandis que le critére 3. 4.
permet d'en déduire le théoreme 5. 1. Quand on utilise le critéere 4. 1.,

(avec m=k=30), on obtient :
d=31 et £ =2min (d-1, 60) = qL24 ,
Mais éudnovskij annonce mieux [1]:
d215 et {=min(d-1, 28) =q,24 ,
et, plus généralement :
n=2, d=2"-1 et £4>min(d-1, 27" -4) = q,zn ;

on en déduit : is s ZLO (d+1)
= 94 -1 Log 2
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