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APPLICATIONS DE LA THEORIE DE KUMMER
A DES PROBLEMES DE TRANSCENDANCE

par

Michel WALDSCHMIDT

§.1.- Apercu historique

Les méthodes transcendantes classiques font intervenir une fonction auxiliaire
F , qui est entiere ou méromorphe dans € et non identique a zéro. Un des problemes
qu'il faut résoudre consiste a trouver un point ou F ne s'annule pas. De nombreuses
techniques ont été développées pour majorer le nombre de zéros de F dans un
disque, et en particulier on était souvent amené 3 montrer qu'un certain détermi-
nant ne s'annulait pas. John Coates a introduit un nouwvel argument : il montre que
. F ne s'annule pas en un point 1 pour { premier assez grand, et pour cela il

1
introduit des considérations provenant de la théorie de Kummer.
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Le premier exemple qu'il donne [1] concerne une fonction F(z)=P(f(uz), az) ,
ou PeZ[X,Y], P estune fonction elliptique de Weierstrass sans multiplication
complexe d'ingariants g, 83 algébriques, et P(u) et a sont algébriques. Pour
avoir F(lz) #0, il suffit de minorer le degré du nombre algébrique P(EL) , et pour
cela J. Coates utilise un théoreme de J. Tate sur le degré du corps des points -de
division (un énoncé plus général est le théoreme de Bashmakov que nous verrons
plus loin). Cela lui permet de donner une minoration d'une forme linéaire
Blu+ BZ log o , quand les nombres Bl s 32 , o, RP), g, et g, sont algébriques
avec o #0 et log a #0 (Th. Schneider avait montré que cette forme linéaire ne
s 'annule pas quand 51 ) BZ ne sont pas tous les deux nuls).

Le deuxieéme exemple [2] est celui d'une fonction auxiliaire
P(P(wlz) , P(wzz) , eZiTTz) , ou Wy W, sont deux périodes linéairement indépen-
dantes de P . Il utilise maintenant un énoncé de Serre sur le degré du corps des
points de torsion et en déduit 1'ndépendance linéaire sur le corps 5 des nombres

algébriques de 1, w 2im , quand # n'a pas de multiplication complexe.

1 ) wz ’
(Cette étude a été poursuivie depuis, notamment par D. W. Masser ; cf. [7],

chap. 6.)

T.a théorie de Kummer usuelle fpouwr ke groupe multiplicatif) est ensuite ap-
parue dans un travail commun de Baker et Stark sur les formes linéaires de lo-
garithmes, puis dans l'article de Baker '"Sharpening III'"' sur le méme sujet (voir a

ce propos le chapitre 1 de [7]).

En 1972, dans un manuscrit non publié (cité dans [4]), J. Coates avait montré

comment le théoregme de Baker sur les formes linéaires de logarithmes usuels
Bl log a1+...+ B, log a (<C1.j ’ Bj algébriques)
pourrait &tre étendu aux formes linéaires de logarithmes elliptiques
R ébri s
Byuyt--tB U ( (uj) , BJ. ' By Bg algébriques)

dans le cas de multiplication complexe, 2 condition de disposer d'un théoréme
convenable sur le degré du corps des poiﬁts de division. Cette propriété du corps
de division avait en fait été démontrée par Bashmakov en 1970, et a été étendue aux
variétés abéliennes de type C. M. par K. Ribet [3] en 1975. Coates et Lang [4]
ont montré comment ces énoncés Kummeriens permettaient de simplifier et de

raffiner des résultats antérieurs de D. W. Masser.
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Ces arguments sur le degré des points de division ont été utilisés par
D. Bertrand [5,6] dans ses travaux sur les nombres transcendants p-adiques.
I1 y utilise aussi un énoncé de K. Ribet [5] (appendice) sur le corps K(P(li) , dl/&)
pour donner un analogue p-adique du résultat de Coates [1] sur g1u+ 52 log a
mentionné plus haut. I1 développe dans [6] une remarque de Cassels qui rend ef-
fectif le théoréme de Bashmakov-Ribet (voir aussi [8]). Les meilleures minora-
tions actuellement connues pour les formes linéaires de logarithmes ellintiques
sont dues a M. Anderson [7] chap. 7, pour la dépendance en la hauteur des coef-
ficients Bj , etaH. Groscot [127] qui a précisé non seulement la dépendance en
les hauteurs des P(uj) , mais aussi en celles de g, » 83, pour 1'appliquer a
1'étude des points entiers sur une courbe elliptique. G.V. Chudnovsky annonce aus-

si plusieurs résultats dans cette direction.

Les travaux récents concernent la théorie de Kummer sur des groupes algé-
briques commutatifs connexes : produit d'une courbe elliptique par le groupe mul-
tiplicatif [9], extension non triviale d'une courbe elliptique par le groupe multi-
plicatif [10], et plus généralement extension d'une variété abélienne par un pro-
duit de groupes multiplicatifs [11 ]. Ces groupes algébriques sont importants
pour 1'étude des intégrales abéliennes (travaux de M. Laurent sur la transcendance

des périodes d'intégrales elliptiques de troisieéme espeéce notamment).

§.2. - Le groupe multiplicatif

Dans toute la suite K désigne un corps de nombres, et n un entier positif

(non nécessairement premier).

a) Torsion

Soit ( une racine primitive n-iéme de 1'unité. Notons Kn= K(C) l'extension
" cyclotomique correspondante. Alors Kn est une extension galoisienne de K ;

a .
soit o eGal(Kn/K) ; il existe un entier a€Z telque 0(()= { . Cet entier est

bien déterminé modulo n , et sa classe dans Z/nZ est inversible. On obtient
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ainsi un homomorphisme injectif

GaI(Kn/K) c—= (Z/n Z)*

.

3#* . . .
Comme le sous-groupe de torsion de K est fini, il existe un entier M tel que si

n est un entier positif premier 2 M on ait : .

Gal(K_/K) ~(Z/n z)* .

b) Division
Soient q GK* , n un entier positif, |un le groupe des racines n-iémes de

1'unité, Kn= K(]un), et 8 un nombre algébrique sur K tel que en= a . La

théorie classique de Kummer a pour point de départ l'homorhorphisme injectif

Gal(Kn(e) /Kn) s Ju,

6
De maniere plus générale, si @y, ..., @ sont des éléments de K*, on a un ho-
1
momorphisme injectif du groupe de Galois H de Kn( /n ) e 1/ sur Kn

al/ﬁ )/(al/n ot

’

dans |ur, qui envoie o0 ¢H sur (gl,...,C, ), ou g—(o(

1/

désigne une racine n-iéme quelconque (ch0151e une fo1s pour toutes) de CLJ

Il est clair que si cet homomorphisme est surjectif, alors Qysees o sont mul-
tiplicativement indépendants. Nous étudions la réciproque.
PROPOSITION 1. - Soient al, cers . des éléments multiplicativement indépendants

3* . . . . - s
de K . Il existe un entier M tel que si n est un entier positif premiera M,

l1'homomorphisme

_ 1/n
H = Gal(Kn(a,1 ceees Q@

g = (Cyreeen C)

" soit un isomorphisme.




22-05

I1 est important pour les applications de préciser le nombre M . Pour cela

notons T le sous-groupe de K* engendré par a Qs et T'' le groupe de

1
division de T dans K*

T'= {aeK*; il existe m¢Z, m#0 , tel que amer} .

Alors I est d'indice fini dans T', et on peut choisir

M=2(T':T) .

Indiquons la démonstration de ce dernier noint dans le cas particulier ol
Kn= K . Remarquons d'abord que TI'®= T NK*® . En effet, soit y € rNK*® ;
comme YGK*n, il existe BGK* tel que vy = Bn . Alors geT', donc Bhe r
pour h=(T':T). Comme (n, h)=1, on en déduit BeT, donc YeI‘n. Par

conséquent :
T/T"= 1 /A(Tnk*") = Tr*?/K*™ |
L'application bilinéaire

Hx TK*? —— M

oal/n
al/n

(o,a) *~ -+

N - . %n
a un noyau a gauche trivial et un noyau a droite K .

Un théoreme de dualité des groupes abéliens (cf. par exemple S. Lang, Algebra,
chap. I, §.11, th. 10) montre que l'ordre de H est égal a 1'indice de K*" dans
TK*M | Mais (TK*? :K*) = (T : ™) =n" donc 1'homomorphisme injectif

r . . .
H C'——.p'un est aussi surjectif.

Quand on ne suppose pas “,.LnCK , tout le probléeme est de démontrer

rnK:“= " (cf. [8) chap. V, §.4, th. 4.1).

Pour utiliser la proposition 1, il reste donc a majorer le plus grand facteur
" premier de (I': T). En fait c'est 1'exposant du groupe I''/T que nous allons
majorer, en développant une remarque de Cassels. Définissons d'abord une hauteur
sur K : soit {J} l'ensemble des valeurs absolues de K normalisées de telle

maniére que
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- n
| | fu.lvv=1 pour oeK” ,
v

n_ étant le de.gré local en v . Pour a GK* on pose

HK(a)=U max {1, I(I.Ivv} .

Nous utiliserons les propriétés suivantes [8] :

HK(al... u!,)s HK(al) "’HK(Q{,)

m m
HK(a )-HK(a) pour'mez,m%O .

De plus si aeK* n'est pas une racine de l'unité, on a
HK(G)E C0>1

ol Co ne dépend que de [K:Q] (les meilleures estimations connues de Co sont
dues a2 E. Dobrowolski ; cf. 1'exposé de C. L. Stewart le 20 septembre 1978, sur le

probléeme de [ .ehmer).

PROPOSITION 2. - Soient K un corps de nomnbres, a , ar des éléments mul-

17
tiplicativement indépendants de K* » I le sous-groupe de K* engendré par

a , ar et par les racines de 1'unité de K, et T' le groupe de division de T

17
dans K :

I"={aeK* ; il existe mgZ , m #0 , tel que- c,mel"} .

Alors l'exposant N de T'/T vérifie

r
<
®(N) < Cl(h1+"'+hr) ,

ou ® estl'indicatrice d'Euler, hj= log HK(aj) , (15j<r), et C1 est une cons-

tante facilement calculable ne dépendant que du degré [K:Q].

Démonstration (cf. [8], chap. IV, §.5, th. 5.1) - Soit a¢T' et soit m le plus

. petit entier positif tel que ame T:

ot ( est une racine de l'unité. Il s'agit de majorer m .
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Gréce au principe des tiroirs, il existe un nombre q premier 2 m tel que

pour 1=j=<r on ait:
I -
quj/m = C2 ®(m) 1/x , (C2 constante absolue)

(la double barre est la distance 2 1l'entier le plus proche). On obtient ainsi des

entiers s_,...,s , tels que
r

1

/r

m cp(m)'1 , (1<j<r).

.- J=C
fqu mst >

Comme m a été choisi minimal, les nombres m, m ,.  sont premiers
r

17
entre eux dans leur ensemble, donc les entiers nj= qmj—msj , (1=j<r) ne sont

pas tous nuls, Le nombre BEK* défini par

( ¢' racine de 1'unité) n'est donc pas une racine de l'unité. Grice aux propriétés

de H_, on en déduit

K
m In|
C, = (HK(al) HK(qr))
avec 1
In| = max fn.,SCZm %(m) * ,
d'ou ISJSI'

r
P(m) <C (b +...+h )

En étant plus soigneux, on peut démontrer le résultat plus précis suivant qui
permet, pour les minorations de formes linéaires, de se ramener au cas ou les

logarithmes sont Q-linéairement indépendants,.

PROPOSITION 3. - Soient K un corps de nombres de degré D sur 0,

Ll y e Lrn des nombres complexes D-linéairemant dépendants tels que

j: e j€ K, (1=j=m). Alors il existe des entiers rationnels b_,..., bm , non tous

1
nuls, tels que :

171 m m
avec :
2.m-1 .
< - / <1 <
]bk} (9(m-1) D) Ve VIV (1<k<m) ,
ol

V.=m logH_ (a.), | 4. , 1<5j=2m) .
jsmax{logHg(a) , 41}, (=j=m)
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En appliquant ce résultat au cas m =2, Ll =log a , 1,= Ll/m , on en déduit

le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4. - Soient K un corps de nombres de degré D, «a un élément

non nul de K, log @ une détermination non nulle du logarithme de a . Soit n

un entier positif tel que le nombre

1
n 1
o = exp('r-i log a)

appartiennea K . Alors

n<9 D% max {log HK(a), |log a |} .

Plus précisément, si O estune racine de l'unité on a :

n SEIFT ¢_,(D) [log «|

cp_.l(D) =max {N=1, (N)<D} ,
2

(donc @ 1(D)-<- 2D" et @ 1(D) <4D loglog(6D)) ; si a estune unité mais pas

une racine Je l'unité on a
n < &(D) log max{f&, , l O:II 1.,

ou &(D), qui apparafit dans le probleme de Lehmer, vérifie grace a Dobrowolski
2. -1
&(D) < 6D (iog D) pour D=2,

< log D .3
®(D) =600 D(log log D) pour D=3,

et

1 log D .3
< (L _10og D
¢(D)~(2+€)D(10glogD) pour DaDO(E) .

Enfin si O n'est pas une unité on a :

1
<_——
n=< Tog 2 log[NK/Q(a den a)| .
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§.3.- Courbes elliptiques

Soient E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K,
6 = End E son anneau d'endomorphismes, et k= 6 %Q son corps d'endomorphis-
mes. Si E admet des multiplications complexes, c'est-a-dire si k#Q, alors k
est un corps quadratique imaginaire et on suppose kC K . Si P estun point
complexe sur la courbe on note K(P) le corps obtenu en adjoignant 3 K les co-

ordonnées de P . On note E(K) le groupe des points P qui sont K rationnels

sur la courbe, c'est-a-dire tels que K(P)=K .

a) Torsion

Soient n un entier positif, En le noyau de l'endomorphisme de E multipli-
cation par n, et K(En) = Kn le corps obtenu en adjoignanta K les coordonnées
des points de En . Alors l'extension Kn/K est galoisienne. Soit o© eGal(Kn/K).
et soit PeErl ; alors oOP- PEEn . On définit ainsi une opération de Gal(Kn/K)

sur En , ce qui donne un homomorphisme injectif
Gal(Kn/K) - AutE_.
Si on représente E(C) comme un quotient C/Q ou 0 = Zml+Z w, estun réseau

de C, alors En est l'image du réseau

w

oz L iz 2,
n n n
donc
1
g .n’ _Z Z
n 0 nZ*nZ%Z "’
et

AutE_ = GLZ(Z/n Z) .

Quand il y a multiplication complexe, la théorie du corps de classes (Hasse,

.Deuring) permet de préciser l'image de Gal(Kn/K) : il existe un entier M tel

que si n est un entier positif premiera M, alors

Gal(Kn/K) =~ (6 /n (9)* .
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Supposons que n est un nombre premier {4 qui ne se ramifie pas dans k ;
soit y(4)= [KL : K]. Alors

' 3*
o(F 2) = {,2-1 si 4 estpremier dans k

vy =4 *

o(F*Z) = ({,-1)2 si 4 est décomposé dans k .

Supposons maintenant que E n'admet pas de multiplication complexe : 6 =2Z .,

La structure de Gal(Kn/K) n a été déterminée qu'en 1972, par J.-P. Serre :

il existe un entier M tel que si n est un entier positif premier a M , on ait :

Gal(Kn/K) >~ GLZ(Z/nZ) ,

autrement dit tel que 1'homomorphisme précédent Gal(Kn/K) C'——,Aut(En) soit
un isomorphisme. Si n est un nombre premier {4 ne divisant pas M, et si

y(e)= [KL :K], on a alors
(L) = £(1-1)(2%-1) .

C'est ce résultat qu'utilise J. Coates dans [2]. Une autre application du travail

de J.-P. Serre a été donnée par P. Liardet dans sa the¢se (Marseille, 1975). Pour
énoncer le résultat de Liardet, notons G_ llimage de Gal(Kn/K) dans Aut(En),
et An l'image de (Z/n Z)* dans Aut(En) (le groupe (Z/nZ)* agit de maniere

évidente sur En ).

THEOREME 5 (P. Liardet). - Soit E une courbe elliptique définie sur un corps

K de type fini sur @ . Il existe un entier C=C(E, K)21 tel que pour tout entier

n2l on ait :

(A :G NA)<C.
n n n

I1 en déduit que si A est une variété abélienne isogéne a une puissance d'une
.courbe elliptique, et si V est une courbe dans A dont l'intersection avec le
sous-groupe de torsion de A est infinie, alors V est translatée d'un sous-groupe

de A . Cet énoncé résout un cas particulier d'une conjecture de Lang.
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b) Division

L'analogue elliptique de la proposition 1 est donné par le théoreme de

Bashmakov :

THEOREME 6 (Bashmakov). - Soit T un sous-groupe de E(K) libre de rang r

sur O ; il existe un entier M tel que si n est un entier positif premiera M,

on ait :
1
Gal(Kn(n T) /Kn) E
(on a noté ir - [PeE(C) , nPeT})
On en déduit, sous les hypothe¢ses du théoréme,
1 2r
[Kn(nI‘).Kn]—n .
Pour tout entier positif n on a un homomorphisme injectif du groupe de Galois

dans E de la manieére suivante : soit Pl"”'P une basede T’ sur 6 ;
r

a o¢ Gal (K (— /K ) on associe

r
(O Ql_Ql ) eeey g Qr‘Qr)e En )
ou, pour 1<j=r, Qj est un point tel que an= Pj .

On montre alors (cf. [7] appendice du chap. 7, [8] chap. V, §.5, ainsi que [3])
que cet homomorphisme est surjectif des que les conditions suivantes sont simul-
tanément réalisées : n est premier 2 2(T': T') ou TI' est le groupe de division

de T dans E(K)
= {QeE(K) ; il existe meZ , m#0 tel que mQeI'},
et de plus :
a) si E n'a pas de multiplication complexe, on suppose

Gal(Kn/K) = GLZ(Z/n Z)

b) dans le cas de multiplication complexe on suppose
f
Gal(K_/K) =(6/n 6)"
Z *
{6 === [(6/n6
/n6 == [(6/n6)

n premier au conducteur de © et au discriminant de k .
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Pour appliquer le théoréme de Bashmakov il reste alors 2 majorer l'exposant
de TI''/T en utilisant la remarque de Cassels (analogue elliptique de la proposition 2 ;
cf. [61, §.2.1, prop. 4, [8] chap. IV, §.5, prop. 5.3, et [12]). On utilise
pour cela la hauteur de Néron-Tate. L'analogue elliptique du probleme de Lehmer
a été étudié par M. Anderson dans le cas de multiplication complexe (cf. 1'exposé
de D.W. Masser aux Journées Arithmétiques de Luminy, Astérisque n° 61,
p. 145-154).

§.4.- Groupes algébriques

Le théoréme de Bashmakov a été étendu aux variétés abéliennes de type C. M.
par K. Ribet en 1975 [3], aux produits d'une courbe elliptique par le groupe mul-
tiplicatif par D. Bertrand [9], aux extensions non triviales d'une courbe elliptique
par le groupe multiplicatif par K. Ribet [10], et a une classe trés vaste d'exten-
sions de variétés abéliennes par un produit de groupes multiplicatifs (comprenant

en particulier le cas ol la variété abélienne est de type C.M.) par K. Ribet [11].

Soient V un groupe algébrique commutatif défini sur un corps de nombres K,
n un entier positif, Vn le noyau de la multiplication par n, et Pl, cees Pr des
points de V rationnels sur K ; on note Kn = K(Vn) ; on a alors comme précédem-

ment un homomorphisme injectif

1 1

4 r
Gal(K (- P, ..., =P )/K_ ) —sV’

et le probléme consiste 2 montrer que cet homomorphisme est surjectif dés que
tous les facteurs premiers de n sont suffisamment grands. Il faut évidemment
faire une hypotheése sur l'indépendance de Pl’ cees Pr . Cette hypothese [11] fait
intervenir la description de V comme extension d'une variété abélienne A par
une variété linéaire qu'on suppose déployée (c'est-a-dire isomorphe & un produit
) G:n de groupes multiplicatifs). L'extension V de A par Grsn définit s points
Q

11 Qs sur la variété A duale de A . On considére alors un quotient maximal
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1
W de V tel que W =A Grsn (avec 0<s'<s), et on considere les images de

Pl’ cees Pr par la surjection canonique V— W, et les images de Ql’ ’Qr

par l'injection A — W déduite d'une isogénie (sur K ) entre A et sa variété

abélienne duale A . On peut ainsi faire agir EndK W sur les Pi et les Qj .

L'hypotheése est alors que toute relation

‘al P1 +... +arPr = lel +...04+ bs Qs

avec a ra s b , bS € EndKW implique a

1,.-. 1,;.. 1=o.o— T

L,
= T
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