Indépendance algébrigue et exponentielles

en plusieurs variables

Michel WALDSCHMIDT

Résumé. On montre que certains corps engendrés sur @ par des nombres
de la forme exp $x,y? , avec x€c¢” et y€cC” , ont un grand degré de

transcendance.

§1. Introduction.

Soit n un entier } 1 . Quand X = le+...+zx est un sous-groupe

de type fini de ¢” , on note

d

p(X) = min(rang_, X/XN W)/dim cw
W Zz C
guand W décrit les sous-espaces vectoriels de ¢ sur € avec
W#Cn . Ainsi w#(X)€{d/n, et pour n=1 on a P-(X)=rangZX .

On considére deux sous-groupes X = le+...+zxd et

Y = zy1+...+zye de ¢ . on note ¢ , ¥ 1le produit scalaire usuel dans

c”, on désigne par K le corps obtenu en adjoignant a @ les 84
nombres

et par t le degré de transcendance de K sur @ .
On sait déja [wal 1] :

si M(XIW(Y) D w(X)+u(Y), alors t y1
si B(X)B(Y) ¥ 2(s{X)+u{Y¥}), alors t¥y2 .

11 senble raisonnable d'espérer démontrer, dans un avenir assez

proche, que 1l'hypothése w(X)u(Y) > w(X)+s(Y) implique
1 ) w(X)B(Y) /(B (X)+u(Y)) .

I1 y a encore deux obstacles pour y arriver. Le premier vient du critére
d'indépendance algébrique de [W—Z]: au lieu d'avoir 1l'exposant t+1
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gu'on attend, on a seulement un exposant qui croit exponentiellement
avec t . La solution de ce probléme pourrait venir de la voie ouverte
par Philippon {PZ].

Le deuxiéme obstacle est de nature technique. Curieusement, dans
tous les développements actuels de la méthode de Gel'fond (voir un
apergu historique dans [wal 21y, pour obtenir de grands degrés de trans-
cendance on est conduit & imposer une hypothése d'approximation diophan-
tienne. Pour simplifier nous demanderons une inégalité légérement plus

restrictive que celle dont nous avons vraiment besoin.

1.1. Pour tout € 7’0 , il existe Ho(e)> 0 tel gue si Al,...,kd ,
hl,...,h8 sont des entiers rationnels vérifiant

max(IA Lo b in b oo ding ) = B H (6)

1 a 1
et
d £
3 {Aixi , L h.y. =8 #0,
i=1 =1 174
alors

el Y exp(-H") .

Sous cette hypothése nous démontrerons

THEOREME 1.2. Si ®(X)+u(Y) # O , on a

28 Y W (X (V) /(W (X)+R(Y)) .

En utilisant des travaux récents de Zhu Yao Chen, on peut remplacer
2 par 2t_2{2+V§) gquand t ¥2 . En particulier quand n=1 cela
améliore les résultats antérieurs de Chudnovsky [C], Warkentin [Warl;
Philippon~Reyssat [Pl,R], Endell [EI,E23 et Nesterenko [N}.

t

Voici un autre corollaire qui fait intervenir plusieurs variables.
Soit K un sous-corps de € de degré de transcendance t 0 sur @ ,

et soient aij , (1€i,5¢m) m? éléments multiplicativement indépen-

dants de K" . On suppose que pour tout 20 il existe Ho(s) Y0 tel
que pour tout hij €z, (1€41, j\<m) vérifiant

Re AL EHRE LA

on ait

pour 1{i , j-énl on choisit une détermination log o,

ij
de ®,. .
i

du logarithme
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COROLLAIRE 1.3. Le rang r de la matrice (log « vérifie

150144, 3¢m
r Y m/2t+l .
Dans le cas t=0 on retrouve un résultat de [Wal l] §7. Le cas

général se démontre de la méme maniére.

Il n'y a pas de difficulté & donner des analogues p-adiques de

ces résultats.

Voici le plan de cet exposé. Au §2 on énonce un résultat plus
précis que le théoréme 1.2, en y remplagant 2t par un nombre J(K)
(vérifiant J(K)\<2t d'aprés le critére d'indépendance algébrique de
[w-z1). La définition de J(K) nous améne & choisir une base de trans-
cendance 91,...,6t de K sur @ , et & lui faire subir des petites
perturbations (§3). On montre au §4 comment intervient 1'hypothése
technique (1.1). On introduit ensuite une fonction auxiliaire (§5) pour

terminer la démonstration au §6.

Quelgues mots sur la démonstration. On ne dispose pas, actuellement,
de "lemme de petites valeurs" (analogue au théoréme de Tijdeman) pour
les polyndmes exponentiels en plusieurs variables. Pour cette raison les
méthodes développées dans [C,El,EZ,N,Pl,R,War] ne s'appliquent pas
immédiatement ici. On pourrait en revanche utiliser la méthode de Masser
et Wilstholz dans [M—W], mais le résultat serait légérement moins précis
que notre théoréme 1.2.

Nous utiliserons ici un mélange de ces différentes méthodes, faisant
intervenir & la fois un critére d'indépendance algébrique, et un lemme
de zéros sous une forme raffinée due i Masser et Wilistholz [M—W]. Notre
démonstration permet de travailler avec un groupe algébrique commutatif
G quelconque (au lieu de Gg). Nous indiquerons (sans démonstration)
un résultat dans cette direction au §7.

§2. Le critére d'indépendance algébrique et le coefficient J .

Quand PE€ ¢[X1,...,Xn] est un polyndme non nul en n variables &
coefficients complexes, on note H(P) sa hauteur (maximum des modules
de ses coefficients), d(P) 1le maximum de ses degrés partiels, et t(P)
la taille de P :

t(P) = max(log H(P),l+d(P)‘) .

Soient 91,...,6 des nombres complexes, t ¥1 . On désigne par

t
A(Gl,...,et) l'ensemble des nombres réels T 1 ayant la propriété

suivante : il existe une constante To> 0 telle que pour tout T‘)Tb
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~

et tout (6 ,...;§t)€ ¢t vérifiant

1

max |6.-8.] ¢ exp(—ZTn) ’
Wide 01

il existe un polynbme PE€ z{xl,...,xt] de taille { T avec

o £ lP(%l,...,Et)ﬂ {exp(-T") .

Si l'ensenble A(Sl,.. 1,...,9t) =1.
8'il n'est pas vide, on désigne par J(Gl,...,Gt) sa borne supérieure.

.,Gt) est vide, on pose J(8

Quand K est un sous-corps de € de degré de transcendance ty1
sur @ , on note J(K) la borne supérieure des nombres J(el""’et)'
quand (91,...,9t) décrit les bases de transcendance de K sur Q .
Du théoréme de [WwZ] on déduit

(k) {2t

Le théoréme 1.2 est donc une conséguence de 1'énoncé suivant

THEOREME 2.1. Soient Kire--sXgi¥is..2ry, des &léments de € véri-
fiant 1'hypothése (1.1), et tels gue les sous-groupes X = Zx t. . FBxy
et Y = zy1+...+zy2 satisfassent Ww(X)+w(Y) # 0 . Soit K un sous-

corps de € , de deqré de transcendance fini sur ® , contenant les £4
nombres

exp (xi,yj>, (1€i€a, 1€¢35¢2).
Alors

J(K) 2 w(X)w(Y) /(B (X)+u(Y)) .

Les méthodes développées par R. Endell dans [EZ] pourraient con-
duire & une inégalité stricte, au moins dans le cas n=1

Le théoréme 2.1 contient plus d'information que le théoréme 1.2.
Par exemple quand on suppose ®(X)w(Y) 7 w(X)+{Y) 1'inégalité
J(K) ?>1 que 1l'on déduit du théoréme 2.1 se traduit par un résultat
d'approximation simultanée des £d nombres exp (xi,yj> par des nombres
algébriques (cf. {W-Z] lemme 4.1).

§3. Petites perturbations.

On considére une extension X de @ de type fini, et une base de
transcendance 91,...,9 de K sur @ . Soit 8 €K tel que

t t+1
K= Q(el""’et+l)' et soit B€5Q(91,...,9t)[X] le polyndme irréductible
unitaire de 9t+1 sur Q(el,...,et). Quitte & multiplier 6t+1 par un



272

élément non nul de 1'anneau AO = z[al,...,et] (un "dénominateur"
commun des coefficients de B), on peut supposer de plus Bé,AO[X].
Pour utiliser la définition de J (§2), on est amené & considérer des

éléments 31,...,§ de € , proches respectivement de 91,...,6

t v F
lo.-B,1 (e .
1??22 4 ;

Pour ¢? 0 suffisamment petit (dépendant de 6,,--.46,,,), le polyndme

t+1
(avd
unitaire B(?l,...,et,x)<5¢[x} a exactement une racine §t+1 a dis-

tance minimale de et+l ¢+ Cette racine est simple, et
‘6t+1'-§t+l‘ { ce
ol ¢ ne dépend gue de 91,...,6t+1 . On peut le voir par exemple en

considérant le semi-résultant du polyndme B(@l,...,ﬁt,x) avec lui~-

méme (cf. [R] lemme 3.7). On note K 1le corps Q(El""’§t+1)‘

Prenons maintenant Xyroe-eXg o yl,...,ye dans €7 tels que les
nombres yij = exp <xi,yj) , (1€i€a, 1{j€¢) appartiennent tous &
K* . on écrit ces nombres comme des fractions rationnelles en
6.,....0

»
H

t+1
a, .

75 =g;—5]% (81, cvurBy ) (1€iga, 1¢$35¢0
ou aij et bij sont des éléments de z[xl,...,xt+1], non nuls au
point 61""'6t+1 . Pour ¢ suffisamment petit (dépendant de
91""'et+l , et des a5 et bij) les nombres aij(el,...,§t+l) et
bij(gl""'9t+1) sont tous différents de O , et on peut définir

a, .
~ i ~ ~ ~ % . R
7ij=i§§w1“.”stﬂ)€K . (1¢ifa, 1452 .
. ~ _ ~ ~ N.*d N
On pose ensuite Vj = (Vlj,...,ydj)EK , (l\<j\<2).

Quand E est un sous-ensemble fini de G*d , on note w(E) le

plus petit des degrés des polyndmes non nuls de m{xl,...,xd3 qui
s'annulent sur E (il s'agit du degré total).

Au paragraphe 6 on démontrera le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1. On suppose gqu'il existe SO> O tel que pour tout
s ZSO et pour tout (gl,...,ﬁt)e ¢t vérifiant

max 13.-—-'5.1 <eXp(~'S) R
1ide  +OE O

le sous-ensemble 1(S) de ¢ formé des &léments




n n ¢ h. ¢ h.
y 1.5 = (T %,3,.,TT %.9) , (n,....hp€2° , 0¢n,$s
1 2 . 15 .. Tdy 1 e 3
Jj=1 J=1
vérifie
(3.2) w(s)) Y (s/a)¥/d .

8i X = le+...+zxd et Y = Zy +...+2y, satisfont W(X)=4/n et
u(Y)=2/n , alors

J(8,....8) ¥ ed/n(e+a) .

1’
Au paragraphe suivant on montre que la proposition 3.1 implique le
théoréme 2.1.

§4. Utilisation de 1'hypothése technigue (1.1).

Montrons d'abord qu'il n'y a pas de restriction, pour le théoréme
2.1, & supposer u{X)=d/n et u(Y)=£/n . On se raméne déjid au cas ou
rangZX =d et rang%y = ¢ , de maniére évidente: On utilise ?nsuite le
lemme 5.2 de [Wal 1] : il existe n' Y1, X'ce® et Y'Sc", avec
rang X' = d' , rang X' = e, w(X') = da'/n' Yu(X), w(Y') = 2'/n' yu(Y),
et &',¥') ¢ &x,Y) . Alors

e'ar/mnt('+a@') ¥ w(X)H(Y)/(p(X)+u(Y)) ,

et 1'hypothése (1.1) pour X et Y implique la méme hypothése pour
X' et Y', Ainsi, quitte 3 remplacer X et Y par X' et Y', on
peut supposer W(X)=d/n et ®(Y)=2£¢/n

Pour déduire le théoréme 2.1 de la proposition 3.1, il ne reste
plus qu'd vérifier 1'hypothése (3.2) en utilisant (1.1). C'est 1'objet
du lemme suivant.

LEMME 4.1. Soient KyreverXg 0 Yyre-r¥p des éléments de @ vérifiant
la condition (1.1), avec 2d ¥n(8+d) et tels que X = Zx,+...+Zx; et
Y = Zy,+...+Zy, satisfassent p{X)=d/n et w(Y)=¢£€/n . Soit €0 .

11l existe So(s) Y0 tel que pour tout S XSO(E) et pour tout Zijé c ,
(1€i€a, 1¢3€8) avec

£
max lzij— (xi,yj>| { exp(-s) ,
i,j
1l'ensenble
2 h.z. . 14 h.z..
B={(TT 34, T 3 %)ee e, (hl,...,he)éz‘e,o\(hjés}
j=1 j=1

vérifie
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WwE) ¥ (s/a)%/

Démonstration du lemme 4.1.

Supposons que la conclusion ne soit pas vérifiée. D'un lemme de
zéros de Masser [M] on déduit qu'il existe deux entiers r et k véri-

fiant 1€r{d, 1<{k€e€ , €r+kd > 8d , il existe des é&léments
k(l),...,)\(r) de z° , linéairement indépendants sur Z , avec

A (P (Agp),...,Xé‘o)), (1{p<r), et enfin des éléments h(l),---:h(k)
de Z , linéairement indépendants sur Z , avec h(k) = (hgx),,..,héu)),

(1€{n {x), vérifiant
a o APl
et ™ ”
i=1 §=1

ij=1, (1€p<r, 1{x{x).

De plus, le raffinement de ce résultat donné par Masser et Wiistholz dans

[M-W] permet de choisir ces )\(p) et ces h(n) de telle sorte que
(p) tps/a (») tr/a
max |A:07] € (s/4) ., max |hy 'l €(s/a)
1iga * N 1$5€e 3 )

pour 1€8p&{r, 1{nfxk .

Pour l\<P\<r et 1\<K\<k, notons

d £
T (o) . (%)
X, = Zi=1: Ai X; . Y, = Zj:l: hj v

£

3
et

[T

4
- 1 (p) . (n)
Mo, w = 317 E >\i hj Zij

fury

i=
Ainsi m €7, et Im ¢

, P ! Pen
Soit s 1le rang de la matrice (mp,n)l(p{r,l\(nék . On suppose que la

2 (P) (%)

| \<52 pour S )/So(a) suffisamment grand.

numérotation des et des a été choisie de telle sorte que

le déterminant de la matrice (mp,n)l\(p,n(s

Il existe des entiers rationnels Go* Wt (0€o€s , 1{x€{x) avec
r
a #0 , (1u€k), et
[e 7% 1

ne soit pas nul.

S

o m@,n={7§=1 G‘U,u. my o e (1€p €, 1&x€x).

a

On peut choisir pour Gy " des mineurs de la matrice
L4
(T, ) 1o, 1¢ndx + donC

la 284

0. € sl $2%s ( q1 g2

pour 0€o{s, 1{u€x . Pour 0<% €k , on définit
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s
[T I—_— [ ?
Yy Yon Yy §;§ Gd,n Yg
Ainsi pour 1$p&€r et s¢x{k ona
s
(xé,y;;) =a <x§;y§) - GZﬂ} gy (xé,y&) ,

donce

L} L1} 1 E
l(xp,yn>\ 4 exp( 28 ) .
L'hypothése {1.1) implique alors (x;),y;‘;) =0, pour 1{p&r, s&ufk.
On termine la démonstration comme celle du lemme 5.4 de [Wal 1] pour
obtenir une contradiction.

§5. La_fonction auxiliaire.

Soient d et n deux entiers, d’nY1 , Xis..-1Xy des éléments
de ", ¢, un nombre réel suffisamment grand, To un nombre réel

encore plus grand. Pour chaque T‘}TO on définit N, S, D, U par

T=N , S=N

.

- +
g+a 4, p-cZt o, gt cg+2=N8d e+d

Enfin soit v)zscoT.

Pour t = (t i) €c” on note |t] = max lt.| .

yeo
1 1{idn

PROPOSITION 5.1. Il existe un polyn8me non nul FE€ z{xl,...,xa] de
deqré { D en chaque X, et de taille { c;l T , tel gue la fonction

@(zl,...,z ) =Fle “,...,e

d

vérifie la propriété suivante : pour tout =z = (zl,...,zd)é @ te1
gu'il existe t = (tl,...,tn)e ¢ avec

1t1~$co S, et max lz, - (xi,t>l & eV .
1€{ia
on a
23
-£2y
laz) | < e VUsie 24
Démongtration.

On construit le polynme F de telle sorte que la fonction
‘b(t) = @( <let>: “ ey <Xdlt>)

satisfasse
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lpe)l ¢ e™U

pour tout t€¢" vérifiant Qt}<.co S . I1 suffit d'appliquer le

théoréme 3.1 de [Wal 11 aux fonctions

d
exp . kixi,t> , (0\<>ti\<D):
i=1

avec L = ([D]+1)d P r=cy S , R=er (le paramétre noté S dans
[wal 1] §3 est ici c;1 T).
Maintenant soit t€¢" , avec |t] éco S , et soit

d
z = (zl,-.-,zd)E C-  avec

max \zi— (xi,t>| eV

1€i4a
On va vérifier
_23
foz) -w(e)l (e 2 .
On écrit
da A,
F(Xyr.--0Xg) = ;pA If_l x.t

avec A = (Al,...,k ) ,()&Xi'éD . Alors

d
WD Y
B(z) -P(t) = Zk :pl (e "—e ™)

ou
- - )
u, = A.z, , W = A.x,, t
A =7 i1 A =7 i1
Mais pour u et v dans € on a
fe-eV] { le¥ .elu-vk.gu-vl .
D'ou
23

c T -V
l@(z) - 9(t)] { Loe @ eV e 2% .

§6. Fin de la démonstration de la proposition 5.1.

On va d'abord montrer, sous les hypothéses de la proposition 3.1,
1'inégalité

(6.1) J(8 -18) Y (2a+8+d)/(n+1) (¢+d) .

170
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Comme J(Sl,...,Gt) Y1 , cela revient A choisir un nombre réel 0
vérifiant

1 {n { (2a+e+d) /{n+1} (2+d)
puis & construire, pour chague T‘)To et chaque (51,...f§t)€ @t
vérifiant

max ‘Biléi‘ { exp(—2Tn) '
1€t

un polyndme non nul PE z[xl,...,xt] de taille { T tel que

o « lp(?l,...,i )| Cexp(-T")

t

~4
Posons ¢=1/14 . On commence par choisir comme au §3 la racine 6

~ t+1
de B(El,...,et,x) qui vérifie
A 7
19t+1-9t+11 { exp(=(2-¢)T") ,
et 4 en déduire :}\;ij €K avec
N‘ _ < N _ !
ivlj yiji exp(-(2-2¢)T")
Reprenons le polyndme FE€ Z[Xl,...,xd] construit & la proposition 5.1.
L'hypothése (3.2) montre qu'il existe (hl,...,he)e Ze ’ C)(hj {8, tel
gue le nombre
h h
L RY.LY)
£ = F(y, -7, )

ne soit pas nul. On choisit zije ¢, (1€i€a, 1{5¢2) vérifiant
exp Zij = yij et

lzij-(xi,yjﬂ { exp(-(2-3e)T") .

Ainsi en posant

¢ 2
z; = %;% hyzigr  (1€44a) Lz = (2, ..zy), € = g;; nyys .

on trouve §=2&(z), et
el € s S et max |zi-<xi,t>| § exp(-(2—4e)Tn)
1$ia
La proposition 5.1, avec V = (2—45)Tn , implique

0 ¢ lgl Cexp(-(2-5¢)T")

On définit Q€ z[xl,...,xt+l] par



A, [Dl[s]~xihj

A i=1 j_—-_—l 13 lj
Aingi
Is} 2 { }
Q8 ..., 8,,,) =8 T_T Tj bijwl,...,’étﬂ) ,
i=1 3=1
et donc

@

B e € exp(-(2-6¢)T") .

D'autre part

t(Q) ¢ cé/z DS = T/cé/z .

Posons R(X) = Q(gl,.. ,Et,x). Si le polyndme R est constant, on
prend P(Xl,...,Xi) = Q(Xl,..., t’g)' Si Ndeg RY1 , on considére le
semi~résultant de R(X) et de B(Sl,...,et,x) : on trouve ainsi (cf.
(w-z] lemmes 2.3 et 2.4) un polyndme non nul P € z[xl,...,xt], vérifiant
t(P) (T et

o CIp¥,....3)1 (exp(-(2-7)T")

On en déduit (6.1).

Pour terminer la démonstration de la proposition 3.1 on utilise
l'astuce de Landau-Philippon [Pl] : on appligque (6.1) aux sous-groupes
* et Y¢ de (e™¥ pour %k entier positif. L'hypothése (3.2) étant
stable par puissance cartésienne, on trouve

T(6....,8)) Y (kfa+8+d)/(kn+l) (£+4d) ,

puis on fait tendre k wvers 1l'infini.

§7. Compléments.

La démonstration que nous venons de présenter permet d'étudier,
plus généralement, les sous-groupes a4 n paramétres de groupes algé-
brigues définis sur une extension de @ de type fini. Nous nous conten~-
terons, ici, de donner une généralisation en plusieurs variables du
théoréme principal de {MFW].

Soit P une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants
9y 1 9y s n'ayant pas de multiplication complexe, et soient
X = Zx1+...+de et Y = Zy1+...+zye deux sous-groupes de type fini de
¢” vérifiant la condition technigue (1.1). Soit K 1le sous-corps de C

obtenu en adjoignant & @ les nombres 9, v 93 ¢ et les valeurs de P
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aux points (xi,yj> , (1€i€da, 1¢(3¢2) qui ne sont pas pdles de P.
Enfin soit t 1le degré de transcendance de K sur @ .

THEOREME 7.1. S8i W(X)+k(Y) # O , alors

[c]

[E1]

[E2]
]

[M-wW]

vl

[p1]

[p2]
()]
[wa1 11
[wal 2]

(w-2]

[War]

2y ) /e (YY) .
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