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Résumé : Nous donnons un apergu historique sur le sujet, en
distinguant deux types de résultats @ d’une part ceux qui conduisent &
produire des ensembles de nombres algébriquement indépendants {dont
certains ont la puissance du continu) par des valeurs de séries

lacunaires, d’'autre part ceux qui Treposent sur des énoncés
d’approximation diophantienne, en particulier des mesures de
transcendance.

§1. Construction de nombres algébriquement indépemmitants et séries

lacunaires.

Liouville a montré qu’un nombre réel irrationnel possédant de trés
bonnes approximations rationnelles est transcendant. Plus généralement, le
procédé de Liouville permet de construire des nombres algébriquement
indépendants.

Rappelons qu’un sous—ensemble E de € est dit algébriquement libre

(sous~entendu sur @)} si pour toute partie finie {xl,....xn} de E (ou
les Xy sont deux-a-deux distincts) et tout polyndéme non nul P dans
z[xl,...,xn]. le nombre P(xl,...,xn) n'est pas nul. On dit aussi que E

est constitué d’éléments algébriquement indépendants.

Toute base de transcendance de € (ou de R} sur @ est une partie
algébriquement libre ayant la puissance du continu.

Le premier exemple explicite d'un ensemble de nombres algébriquement
indépendants ayant la puissance du continu a été donné par J. von Neumann

en 1927 : c’est 1'ensemble des nombres



226

© _[pv]_ogv®
s g2 -2 (9>0).
v=0

Une autre construction de nombres algébriquement indépendants a été
proposée par O. Perron en 1932,
Comme cas particulier d’un énoncé général, H. Kneser en 1960 déduit

1’ indépendance algébrique des nombres
© n+Tt
Z 2- [n ]

n=1

. (0<T<1).

Une autre généralisation de la construction de von Neumann, due 4 F. Kuiper
et J. Popken (1962), valable sur un corps valué complet, conduit a la

famille algébriquement libre

gi 2L“T]'mm. (1>0).
m=

La méme année, W.M. Schmidt a mis en lumiére les propriétés
spécifiques de ces ensembles qui permettent de démontrer 1’ indépendance
algébrique ; il a énoncé une condition suffisante pour 1'indépendance
algébrique de nmnombres réels faisant intervenir des approximations
simultanées. Il en déduit, par exemple, le résultat antérieur de Kneser.
Cet énoncé de Schmidt a été d’abord utilisé en 1974 par A. Durand pour
obtenir 1’indépendance algébrique des nombres

© n
Zl 2'[2T ], (1),
n=

puis raffiné par A. Durand en 1976 :

Théoréme - Soient 91....,95 des nombres réels avec s21. On suppose que

pour tout entier n2l, il existe un entier g2l tel gue

s-1 s~2 -n
0<n .qusﬂ <{n .qus_lu ... n.Hq82U< HqBIH <q
Alors 81,...,95 sont algébriquement indépendants.
On a noté |l.ll la distance a 1’entier le plus proche :

llg8ff = min |q6-m|.
m€Z
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Dans le cas s=1, un nombre 6=0, vérifiant les hypothéses du théoréme est
ce qu’'on appelle un nombre de Liouville

L'énoncé de Durand {1976, th.2) est plus général, puisqu’il remplace
les approximations rationnelles par des approximations algébriques. Par

exemple pour chaque nombre algébrique réel a, 0Kal, la famille

gg ol™ (7>0)
n2

est algébriquement libre. Il est intéressant de noter que l’énoncé de
Durand dans le cas s=1 donne alors une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un nombre complexe soit transcendant (1976, th.1).

Les travaux plus récents concernent les séries lacunaires. La
transcendance des valeurs de telles séries a fait l'objet de nombreux
travaux, notamment ceux de H. Cohn en 1946, K. Mahler en 1965, G. Baron et
E. Braune en 1970, puis P.L. Cijsouw et R. Tijdeman en 1973 ; mais ici nous
avons choisi de nous concentrer sur 1’étude de 1'indépendance algébrique.

W.W. Adams {(1978) montre que les nombres
d -,
Zp . (1<)
i=1
sont algébriquement indépendants, quand pl,...,pq sont des entiers 22

multiplicativement indépendants, et une suite croissante

(vy)45y

d’entiers vérifiant

1im vi+l/vi = o,
i — ®

Des énoncés généraux sont déduits par P. Bundschuh et F.J. Wylegala (1979)
du critére de Durand. Ils obtiennent 1'indépendance algébrique de nombres
f(al),....f(at), quand a;.....a  sont des nombres algébriques et f une

série lacunaire :
© e
f(z) = Z a, .z k
k=0
{avec des hypothéses sur aj, 2. e ;i en particulier la suite d’entiers

est croissante et vérifie lim e
k—>w

e

X = ®, ). Enfin, indépendamment,

k1% =

I. Shickawa et Zhu Yao Chen ont donné des énoncés {un peu trop techniques
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pour étre explicités ici) qui conduisent a 1’'indépendance algébrique de
nombres de la forme fu(aj) quand les fv sont différentes séries
lacunaires ; ils retrouvent ainsi certains exemples antérieurs {von
Neumann, Perron, Kneser, Schmidt, Durand, Adams}. Le dernier article de Zhu
repose sur un raffinement du critére d’'indépendance algébrique de Durand.
Aprés Kuiper et Popken, la construction de nombres p—adiques
algébriquement indépendants a été étudiée par P. Bundschuh et R. Wallisser
(1975) qui démontrent 1’analogue du critére de Schmidt pour des éléments de
Qp, et obtiennent des familles algébriquement libres d’entiers p-adiques,

par exemple
n
© T
Y o7 (1),

ainsi que les fractions continues

[ag(m).a (7). --- 1. (1),

"] .

Le critére de Durand a été traduit en p-adique par F.]J. Wylegala en 1979.

an('r) = Pp

Les méthodes p-adiques ont été utiles & Kumiko Nishicka pour 1’'étude
de 1'indépendance algébrique des valeurs de la fonction

f(z) = 2 z_k!.
k20

En 1984, elle obtient 1’indépendance algébrique de deux nombres de la forme
f(a;) et f(ay), aussi bien dans le domaine complexe que dans le cas
p-adique. Dans le cas complexe, elle utilise un argument p-adique. Elle
étend ensuite son énoncé a 1’ indépendance algébrique de trois nombres de
cette forme, avant de résoudre en 1986 le cas général, démontrant ainsi une

conjecture de D.W. Masser : si o« S0 sont des nombres algébriques

10

dans 1’ouvert O(|a|(1 de C, tels que, pour 1<i#j<n, ai/a ne soit pas

3

une racine de 1’unité, alors les nombres

f(‘)(aj), (L0, 1<j¢n)
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sont algébriquement indépendants. On a désigné par f(L) la dérivée
k!
d’ordre { de la fonction f(z) = 2 =z k'. La démonstration utilise un
k>0
théoréme d’'Evertse sur 1'équation Xptootx = 0O en S-unités, théoréme

qui repose sur les résultats d’'approximation simultanée de nombres
algébriques de W.M. Schmidt et H.P.F. Schlickewei. Enfin elle a étendu son
énoncé a des suites récurrentes linéaires plus générales.

Récemment, 1’énoncé de Durand cité plus haut sur 1'indépendance algé-

brique des nombres

[+
6, = 2 2_2 . (d entier >1),

a été complété par F. Amoroso, qui montre que si la suite d'entiers
positifs d1<d2<...<dm<... est suffisamment lacunaire, chacun des corps
Q(Gl,...,Bm) a un type de transcendance (au sens de S.Lang, dans son livre
sur les nombres transcendants) fini. C’est un des premiers exemples
explicites de corps de degré de transcendance arbitrairement grand ayant
cette propriété, avec ceux fournis par les travaux récents de P.G. Becker
et K. Nishioka sur les mesures d'indépendance algébrique pour les valeurs
de fonctions satisfaisant les équations fonctionnelles introduites par K.
Mahler.

Pour compléter cette premiére partie, citons enfin le texte de P.
Bundschuh dans ce volume, ou on trouvera de nouveaux résultats originaux

sur le sujet que nous venons de présenter.

§2. Utilisation de résultats d approximation.

La plupart des méthodes de transcendance conduisent non seulement a
des énoncés qualitatifs (transcendance, indépendance linéaire, indépendance
algébrique), mais aussi a des minorations (mesures de transcendance,

minorations de combinaisons linéaires, mesures d’'indépendance algébrique).



230

Ces raffinements quantitatifs permettent de construire des nombres
algébriquement indépendants.

Prenons un exemple. Le théoréme de Hermite-Lindemann sur la
transcendance de loga (pour a algébrique, a0, loga#O) peut étre
raffiné en une mesure de transcendance de loga, c’est-a-dire en une
minoration de |P(loga)| «quand P€Z[X] est un polyndme non nul, en
fonction du degré et de la hauteur de P (la hauteur est le maximum des
valeurs absolues des coefficients). On en déduit 1’indépendance algébrique
de loga et 7, quand 7 est un nombre transcendant admettant de trés
bonnes approximations algébriques. En effet, s’il existait un polyndme non
nul A€Z[X,Y] tel que A(loga,n)=0., en remplacant n par une
approximation algébrique §, on obtiendrait un nombre IA(loga,f)l trés
petit. On multiplie le polyndme A(X,E) par un dénominateur de § de
maniére a ce que les coefficients du produit soient entiers algébriques, on
prend la norme sur @, et on obtient un polynéme non nul P€Z[X] tel que
IP(loga)I soit petit, ce qui contredit la mesure de transcendance de
loga.

Cette remarque a été faite dés 1927 par D.D. Mordoukhay-Boltovskoy.
Son hypothése sur 7 était : pour tout entier Y1, il existe un nombre
rationnel p/q tel que

0< |n-B] ¢« 2.
R
Sous la méme hypothése, il obtient 1’indépendance algébrique des nombres

1 “n

n e, ..., e quand a TN sont des nombres algébriques

10"
linéairement indépendants sur Z. Pour cela, il raffine le théoréme de

Lindemann- Weierstrass en donnant une mesure d’'indépendance algébrique de

a a a
n S 1% . : 1 n
e ,...,e , c’est-a-dire une minoration de [P(e *.....e )] pour

P€Z[Xl,...,Xn] non nul.
Peu de temps aprés, K. Mahler obtenait, indépendamment, des énoncés

plus précis : il suppose seulement que 7 est un nombre de Liouville,
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c’est-a-dire que pour tout wv2l, il existe p/q€Q avec
o<|n—§|<—%.
q
C'est au cours de cette étude que Mahler développe sa premiére
classification des nombres transcendants. Une propriété importante de cette
classification est que deux nombres algébriquement dépendants appartiennent
a4 la méme classe (voir a ce sujet le livre de Schneider, Chap. III).

Voici quelques uns des énoncés d’indépendance algébrique qui ont été
obtenus par 1’argument précédent. On désigne par m un nombre transcendant
possédant de trés bonnes approximations algébriques. L’hypothése précise
dépend de 1’énoncé traité. Dans certains cas il suffit que mn soit un
nombre de Liouville (on peut d’ailleurs conjecturer que cela suffit

toujours). Dans tous les cas, le nombre

® .
n= 3 (-1)".272
n=0
(o le chiffre 2 figure 2n fois) convient.

En 1949, A.0. Gel’fond a montré 1'indépendance algébrique de 7 et
aB (pour a et B algébriques, a¥0. logazO, B€Q), de 7 et loga/logP
(pour a et B algébriques multiplicativement indépendants), et de m,
Jo(a), Jo(a) (pour a algébrique non nul ; Jo est la fonction de Bessel
d’indice 0). En 1963, N.I. Fel'dman démontre 1'indépendance algébrique de
n et np {(pour P algébrique irrationnel). Puis A.A. Smelev, en 1968,
montre que le nombre nzni est transcendant sur le corps Q(m,.7m,), quand
M, et 7, sont deux nombres transcendants admettant simultanément de trés
bonnes approximations algébriques. On peut par exemple construire 7, et
7. algébriquement indépendants par 1'un des procédés du 81, et alors les

M1

trois nombres my, M, N2 sont algébriquements indépendants. Ce texte de

Smelev contient de nombreux autres énoncés du méme genre. Dans un autre
travail la méme année il obtient 1’'indépendance algébrique de 7 et o

{(pour a algébrique non nul, avec logaz0).
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2
En 1976, W.D. Brownawell montre que les trois nombres mn, nﬁ. nﬁ
sont algébriquement indépendants (pour B algébrique de degré 3). Cet

énoncé a été raffiné en 1977 par M. Laurent, qui obtient aussi

d-1
1’ indépendance algébrique de 4 des d nombres n, nB,...,nB (quand

B est un nombre algébrique de degré dX7 ; on pourrait améliorer cet
énoncé maintenant et descendre a d)5 ; plus généralement, les travaux
récents de G. Diaz permettent d’obtenir 1'indépendance algébrique de k
. d+3
parmi ces d nombres, pourvu que k ¢ - | d>3).
En développant la méthode de Siegel et Shidlovskii, A.I. Galoschkin a
obtenu en 1970 l’'indépendance algébrique de 71 et e'l. Cet énoncé a été
étendu par K. Vidzninen qui obtient 1'indépendance algébrique de n; et

e’ﬂz

. et plus généralement de 7, fl(nz),...,fs(nz), quand fl""'fs sont
des E-fonctions de Siegel algébriquement indépendantes satisfaisant des
équations différentielles linéaires.

Dans sa thése en 1978, A. Bijlsma utilise la méthode de Baker pour

montrer la transcendance sur le corps Q(nl, RN .nn) du nombre alnl. . .annn
(quand les a‘j sont des nombres algébriques non nuls, logaj;éO, sous
1’hypothése, au choix, que l,nl,...,nn sont linéairement indépendants sur
Q, ou que logal,...,logazn sont linéairement indépendants sur Q). Il

obtient aussi, sous des hypothéses similaires, la transcendance sur le

B
corps Q(nl, - ,nn) de 7111- . .nnn, et la transcendance sur le corps
n n
2 2n
Q(nl. - ,n2n) de LR N

Terminons par un exemple faisant intervenir les fonctions
elliptiques : dans leurs travaux sur la fonction modulaire j, A. Faisant
et G. Philibert montrent que j(n,/m,) est transcendant sur le corps
Q(7n,,m2). Les nouvelles mesures de transcendance que vient d’obtenir N.
Hirata conduisent aussi a des résultats de méme nature pour des nombres

liés a des groupes algébriques commutatifs.
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