
CHAPITRE I 

Pr@liminaires 

Nous noterons ~ l'ensemble des entiers naturels, ~ l'anneau des entiers ra- 

tionnels, ~ le corps des nombres rationnels, ~ le corps des nombres r@els, et 

le corps des nombres complexes. 

§1.1 G@n@ralit@s sur les extensions de corps 

Soient K et L deux corps ; si K~L , on dit que 

K ; L est alors un K-espace 

de K si L est un K-espace 

note alors 

Un @l@ment 

P £ K[X] tel que 

L est une extension de 

vectoriel, et on dit que L est une extension finie 

vectoriel de dimension finie ; cette dimension se 

[L : K] . 

E L est dit alg@brique sur E s'il existe un polyn8me non nul 

P(m) = 0 , e'est-h-dire si l'homomorphisme canonique 

: ~ [ x ]  ~ ~ , 

K et envoie qui laisse invariants les 61@ments de X sur ~ , a un noyau non nul. 

Ce noyau est alors engendr@ par un polynSme irr@duotible p E K[X] , et l'image de ~ , 

o'est-~-dire le sous-anneau KIwi de L engendr4 sur K par ~ ~ est isomorI~e au 

corps K[X]/p(X). Si on impose ~ ee polynSme p d'Stre u_nitaire, alors pest 

unique ; on dit que p est l~e pol.ynSme irr4ductib!e de a s~ K . 
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Inversement, si l'homomorphisme ~ associ@ & un 414ment a de L est injectif, 

alors on dit que ~ est transcendant sur K . 

Une extension L de K est dire alg4brique (sur K) si tout 41@ment de L 

est alg4brique sur K . Par exemple une extension finie est alg@brique. 

Si E est une pattie d'une extension L d'un corps K , on note K(E) le 

sous-corps de L engendr@ par E sur K (appel@ aussi sous-corps de L obtenu en 

adjoignant k K les 414ments de E), c'est-~-dire l'intersection des sous-corps de 

L contenant K et E . De m~me on note K[E] le sous-anneau de L engendr@ par 

E sur K . Une extension L d'un corps K est dite d_.~e t.ype fini s'il existe une 

partie finie E = Ix! ..... x I de L telle que 

= ~(E) = K<xj ..... ~x) e 

En particulier une extension finie est de type fini, et toute extension alg~- 

brique de type fir/ est finie° D'ailleurs, tousles corps que nous cousid4rerons 

seront de caract4ristique nulle ; alors toute extension finie L d'un corps K est 

simDleo c'est-h-dire qu'il existe ~ £ L (alg@brique sur K) tel que L = K(~) 

[th@or~me de l'@14ment primitif~. 

si ~ est alg4brique sur K , on a 

K(~) = K[~] , 

et le degr4 du polynSme minimal de ~ slur K est 4gal ~ [K(e) = K] ; on appelle 

ce nombre de~rg de ~ sur ~ . 

Un corps o est dit al~4briquement clos si tout polynSme non constant (c'est- 

&-dire de degr4 sup@rieur on @gal & I) de Q~X] a au moins tune racine dams Q . Le 
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corps ~ des nombres complexes en fournit un exemple. Si K est un corps, il 

existe des extensions alg@briques de K qui sont alg@briquement closes ; si ~ est 

un corps alg4briquement clos contenant K , l'ensemble des 41@ments de Q alg4bri- 

ques sur K est appel4 clSture alg@brique de K dans Q , et not~ ~ . Ainsi, nous 

noterons ~ la clSture alg@brique de Q dans ~ ; c'est le sous-corps de C form4 

des nombres complexes alg@briques sur @ . 

§1.2 or~de hombres 

Un nombre complexe est dit alg4brique (resp. transcendant) s'il est alg4brique 

sur ~ [resp. transcendant sum ~). 

Soit ~ £ ~ un nombre a!g@brique, et soit p le po~yn$me irr4ductible de 

sur ~ , On peut 4crire p sous la forme 

mr~ X~I ~1'o 
p(x) -- ~ + b +"'+ %- ' 

n--1 o 

oh, pour tout i = 0,...,n-1 , a. et b+ sont deux nombres entiers rationnels pre- 
i i 

miers entre eux, avec b. > 0 + Soit c le plus petit commun multiple de 
• n 

b ,...,b I ; notons 

C 
n 

c. , pour 0 £ j 4 n-1 . 

Le polyn6me 

xn-1 ° p(X) = c f + c X ~ + +...+ c C ,[X] 
n n r,- I Cr,-1 o 

est appel4 l e Pol,7~Sme minimal de ~ sur ~ . 

pour un nombre alg@brique ~ , les trois propri@t4s suivantes sont 4quivalentes. 



(i) Le polynSme minimal de ~ sur X est umitaire, ce qui revient ~ dire que le 

polynSme irr4ductible de ~ sur Q est ~ coefficients entiers rationnels. 

(ii) Ii existe un polynSme unitaire (non nul) Q £ ~X] tel que Q(~) : 0 . 

(iii) Ii existe un sous-~-module M ~ 0 de ~ , de type fini, tel que ~McN . 

On dit alors que ~ est entier alg4brique (sur ~). La condition (iii) montre 

que l'ensemble des entiers alg4briques forme un sous-anneau de ~ . L'intersection de 

eet anneau avec une extension finie K de Q (c'est-~-dire un corps de hombres) est 

l'anneau des entiers de K . 

Soit ~ 6 ~ ; l'ensemble 

D = {k £ Z ; k~ est entier alg4brique} 

est un id4al non nul de 7 ; un 414merit positif de cet ensemble est appel4 un d4nomi- 

nateur de ~ , et le g4n4rateur positif de eet id4al est appel4 l_e_e d4nominateur de ~; 

on le note 

d(~) . 

Pour voir que l'id4al 

la forme 

D est non nul, on 6crit le polynSme minimal de SO~S 

C X n +...+ C 
n o 

et on constate que c est un d4nominateur de ~ , puisque c ~ v4rifie la condi- 
n n 

tion (ii) pr4c4dente, avec 

n 

Q(X) x n + Cn_ I X n-1 + Cn_ 2 Cn ~ X~-2 ~n -I ~-~- en-j-1 XJ ~ 
o j n " j=o 

On peut remarquer que c n'est pas obligatoirement le d4nominateur de ~ (consi- 
n 

d4rer le polyn6me 
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4X 2 + 2X + I 

par exemple). 

Soit K un sous-corps de 

notons 

, et soit un nombre complexe alg4brique sur K ; 

P(x) = x n + a x ~-I +...+ a 
n-1 o 

le polyn6me irr4ductible de ~ sur K , et 

~I ' "" " 'an 

les n racines complexes de p (avec ~I = a)" Ces racines sont deux & deux dis- 

tinctes (car, pour tout j = 1,...,n , P est le polynSme irr4ductible de a sur 

K , done ~ n'est pas racine de la d4riv4e P' de p), et on a 
3 

n 

P(x) = n (x-~j). 
j=l 

On dit que ~l,...,~n sont les conAu~u4s d__~e a su__2_r K . Ii existe alors n 

K-isomorphismes 51,...,~ n de L = K(~) dans ~ , d4termin4s par 

(/j(~z) = c~j , (1 ~< j £ n ) .  

On d4finit une application norme de L sur K par 

n 

NL/K(~)  = H d i ( # )  , pour  # £ L . A i n s i  NL /K(~ )  = ( - 1 ) n a  ( K 
i=I o 

(oh a o = P(0)). Remarqaons que la norme d'un nombre alg4brique non nul est non 

nulle, et que la norme sur ~ d'un entier alg4brique est un entier rationnel. 

Quand K = ~ et ~ £ ~ , on note 

l ~ j ~ n  

on ~ f ± n i t  Za t ~ z Z e  ( " s i ~ e " )  s (~ )  ~ e  ~ par  



(1.2.2) 

Rappelons que d(m) 

entiers rationnels 

1.6 

s(<<) : m ~ < O , o ~ l ; I ,  Lo~ <~(<,)). 

d@signe le d@nominateur de a , c'est-&-dire le plus petit des 

d > 0 tels que d.m soit entier alggbrique. 

La propri@t@ fondamentale de la taille est la su±vante 

(1.2.3) si ~ est un hombre alg@brique de de~r@ inf@rieur ou @gal~ n , on A 

- 2  ~ sC~) ~ L o g i c [  . 

Pour cela, on remarque q~e la norme 

N~(~)/~ (a(~L~) : n a(~).~ 
j=1 

sur ~ de d(a).a est un entier rationnel non nul, donc que 

n 

t 

On en d@dui~ 

( 1 .2 .4 )  - n  Log d(~)  - (~-~)  L o g l ;  1 ~ Logl~ 1 , 

d'ob la relation (1.2.3). 

Darts le calcul de la taille de certains hombres alg~briques, nous aurons & ~iliser 

les propri@t@s (@videntes) suivantes : 

d(~ m) ~ (d(~)) m 

pour ~,~ ¢ ~ , e~ a,m ¢~ . 

On en d@duit, pour ~1,...,~m E ~ , 
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s(ul---a m) ~ s(u I) +...+ s(g m) ; 

s(a1+...+Um) ~< s(ul) +...+ s(a m) + Log m . 

Si, de plus, ul,...,Um sont entiers alg6briques, on a 

s(u1+..°+am) ~ max s(u~)~, + Log m e 

l{emarque. La taille de 0 n'a pas gt6 d6finie. On laisse au lecteur le soin d'examiner 

ce que deviennent les diffgrentes relations concernant la fonction s lorsque cer- 

rains des nombres alg6briques incrimin~s s'annulent. Un abus de notation commode est 

le suivant : au lieu dt~crire 

on @crit simplemen% 

Les nombres alg~briques dont nous aurons & calculer la taille seront donn6s 

comme valeurs de polynSmes ~ coefficients entiers rationnels en des points alg6bri- 

ques. Pour cette raison nous introduisons les notions de hauteur et de taille pour 

des polynSmes. 

Soit P C C[X|_ ..... X%]_ un polyn~me non nul en q variables ~ coefficients com- 

plexes. On note 

le degr6 de P par rapport ~ X , et 
i 
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la hauteur de P , c'est-&-dire le maximum des valeurs absolues des coefficients de p. 

Maintenant, si P £ ~[X I .... ,Xq] a sos coefficients entiers alg4briques, on note 

le maximum des valeurs absolues des conjugu4s des coefficients de p , et on d6finit 

la taille de p par 

Remarquons que, pour 

t(p) : max{Log IpI , max I + degx P } . 
1~i~q 1 

P 6 ~[X I ..... Xq] , on a 

On d4duit alors facilement des propri4tis de la fonction s le r4sultat suivant. 

(1.2.5) Soient ~I .... '~q des nombres a!g6briques, et soit P £ ~[X I ..... Xq] un 

pol.ynSme, d_~e degr4 inf4rieur ou 4~al ~ r. par rapport ~ X (I ~ i 4 q). 
1 l 

Alors P(~I .... 'mq) = ~ est un nombre alg4brique, 

r r 

~(%) 1...~(h ) q 
est un d6nominateur de ~ , et on a 

q 

s(~) .< Log I{(P) + E (ri  s(%) + Log(q+1)). 
i:1 

Pour raffiner un peu quelques in4galit4s, nous utiliserons 4galement la norme 

euclidienne sum ¢[X I .... ,Xq] : 

pour 

on d4finit 

P(x I ..... ~q) 

r r 
I q k I k 

= E ]  . . -  E P(~I . . . . .  ~q)xl ""x~ q 
k 1:0 kq=0 



On a donc (Parseval) : 
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r I rq ) 1 
IIPIl = ~ ,  . - -  YC. Ip(x 1 . . . . .  Xq)l = ~- 

X i =0 Xq=0 

(~K 2i~Yl " '"  2i~y 2 )~ 
(~ .2 .6 )  l i P " =  IP(e , ,°  q ) 1 % . . . d y q  , 

q 
oh H est l'hypercube 

q 

{(Yl ..... yq) E ~q , 0 ~ yj 

On a de mani~re ~vidente 

~ : ~ ,  (~ ~ j ~: q)} . 

q (1 + degx~ )~  (1 .2 .7)  H(P) ~: IIPll ,< H(P). n 
k=l 

et 

( s . 2 . 8 )  IIPll ~ ~ IP(~I  . . . . .  Xq)l  . 
Ix I I=I  . . . . .  ]Xql =I 

§1.3 Un lemme de Siegel pour l es corps de nombres 

Les d~monstrations de transcendance que nous allons ~tudier d6butent routes par 

la construction d'une fonction auxiliaire. Cette construction repose sur la possibi- 

lit~ de r~soudre un syst~me d'~quations lin~aires homog~nes. Pour des raisons ~vi- 

dentes de dimension d'espaces vectoriels, il est imm~diat qu'un syst&me d'~quations 

lin6aires homog&ne & coefficients darts un corps K poss&de au moins une solution non 

triviale dans K , d&s que le hombre m d'~quations est inf~rieur (strictement) au 

nombre n d'inconnues. Eais, de plus, on cherche une solution qui ne soit pas trop 

grande. Ceci est permi s par un lemme de Siegel, dont la d6monstration repose sur le 

~rinci~e de__~s tiroirs de Dirichlet : si ~ : E -* F est une application d'un ensemble 

E & n ~16ments darts un ensemble F = U Fj , et si m < n , alors l'un au moins 
1~j£m 
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des e~sembles FI,...,F m contient les images par ~ de deux 416ments distincts de 

E . II revient au m@me de dire, plus simplement, qu'une application d'un ensemble 

n 414ments dans un ensemble ~ m 414ments n'est pas injective si m < n . 

Lemme 1.3.1. ~oit K un corps d_~e nombres, de degr4 6 s ur ~ . ~oient a 
l,j 

(I C i 4 n , I ~ j g m) des 414ments de K entiers sur ~ . ~oient ~I,...,~6 les ' 

diff6rents isomorDhismes de K dans ~ , et soit A un entier rationnel v4rifiant 

n 

A ~ max E I%(~i,j)I • 
1~j4m i=i 

14h46 

S_~i o_.%na n > 6m , alors le syst~me 

n 

7q.a..x.:o , (1,<j~m), 
i=I 1,3 l 

admet une solution non triviale (x I ,.o.,Xn) £ n , v4rifiant 

m& 

max Ixil 4 (~.A) n-m6 • 

I ~i&n 

Remarque. Pour r@soudre un syst~me 

n 

~ a. xi : 0 (I ~ j ~ m) 
i=I l,j ' ' 

coefficients dans K , on se ram&ne au cas oh les a. sont entiers sur 7 en 
l,j 

multipliant ~la j-i&me 6quation par un d4nominateur commun d de 
D 

al,j' n,3 

Ii suffit alors que l'on remplace A par 

A max d . 
1.<jgm D 

Avant de d4montrer le lemme 1.3.1, nous commengons par r4soudre tun syst&me d'in@qua- 

tions lin@aires. 

10 
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Lemme 1.3.2. Soient mi, j (I 4 i g v , I ~ j ~ ~) des hombres r6e~ ; ~Q~t 

nombre entier v6rifiant 

v 
U ~ max ~, Ini,jl , 

I~j4~ i=I 

et soient X e_~t ~ deux hombres entiers positifs tels que 

~ < (x+1)~ . 

U ~u 

Alors il existe des 616ments ~I,...,~ v d_.~e ~ , non tous nuls, tels que 

lqw x 
14i~ 

e_! 

V 

T] u ,j ql .< ux 
1.<j,<~ i=I ~ " 

D6monstration du lemme 1.3.2 

Consid@rons l'application ~ de l'ensemble 

~(v,X) = {(~I ..... ~v) 6 ~v ; 0 ~ ~i ~ X (I ~ i ~ v)} dane ~ , qui, ~ (~I ..... ~v )' 

fair correspondre (01 .... ,q ), avec 

V 

Oj =~= u.l,j ~i (I ~ j g ~). 

Pour I ~ j g ~ , on note -Vj (resp. Wj) la somme des @l@ments n@gatifs (resp. 

positifs) de l'ensemble 

On aura donc 

Ul,j,---,uv, j - 

V.+W.~U 
J J 

pour tout j = I,...,~ . 

11 
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On remarque que, si (51 ..... 5v) £ ~(v,X), alors l'image 

appartient & l'ensemble 

E = {(~I ..... ~) { a~ ; -vjx .< ~j ~ wjx} . 

On partage chacun des iutervalles 

ce qui fair que E est partag4 en 

tion 

, iongueur~-~), [-VjX WjX] en I intervalles (de ]IX 

I~ sous ensembles Ek (I 4 k ~ ~). La condi- 

z~ < (1+x) ~ -- c~rd ~'~(~,x) 

permet d'appliquer le principe des tiroirs : il existe deux 414ments distincts 5" 

et 5 de ~(v,X), dont les images par ~ appartiennent au mSme sous-ensemble E k 

de E . No tons  ~ l a  d i f f 6 r e n c e  ~ - ~ , e t  ~ l ' i m a g e  ~ ( 5 ) .  On a u r a  

et 

: (~1 . . . . .  ~v ) ~ 0 , avec  max [ ~ i l  £ X 
1~i(V 

UX ='Lnl . . . . .  '~) ,avec max' 'lmlo ~ 7 ,  
14j4~ 

d'oh le lemme 1.3.2 . 

Nous sommes maintenant en mesure de ddmontrer le lemme 1.3.1. 

Num@rotons les diff@rents plongements ~I,...,c6 de K darts 

que l'on air 

et 

~(K) ca pour I ~h~r , 

, de telle mani~re 

~r+s+k = ~r+k (conjugu6 complexe de ~r+k ) pour I £ k ~ s , 

oh r et s sont deux entiers v6rifiant 6 = r +2s . On ddfinit des applications 

12 



~I ' """ '~6 
de K darts 

,={ 
Choisissons deux entiers 

% 

Re 

Im % 

X et 

1.13 

pour I .gh4r ; 

pour r+1 4 h 4 r+s 

pour r+s+1 ~< h ~ 6 = r+2s . 

I : 

m6 

X : [(~ A) n-m6] , et 

-, + [~ AX] 

o~[] d4signe la pattie enti~re, de telle mani~re que l'on air 

m6 

X £ ( ' ~  A) n-m6 , 

et 

(I+X) n-m6 > (~ A) m6 , 

donc (~uisque A > I) , 

(I+X) n > (I+~ AX) m6 ~ m6 . 

Le lemme 1.3.2 (avec v = n , p = m& , U = A) montre qu'il existe des entiers ra- 

tionnels x1,...,x n , non tous nuls, v4rifiant 

m5 

Ix i l  4 ( ~  A) ~-~'~ , 
14i4n 

et 

max 
I~<h¢6 
14 j.<m 

n 

I~, ~h(ai,j)x±l -< I+[~ AX] " 
±=1 

On en d4duit 

n 
Ax 

I gh4r "= 

I gj.<m 

13 
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e t  

n ~AX 
I ~  % ( a i j ) x i l  4 ~+[~m Ax] 

r+1~h£8 "= 
1~j~m 

d' oh 

n 

I~K/~(E 
a. 2 s ~ )6 

• ,j xi)l ~ ( I÷ [~AX]  

Dans cette derni~re in@galit@, le membre de gauche est un entier rationnel, et le 

6 
membre de droite est major@ (puisque s ~< ~) par 

L 

(I TAx )~ + [ ~  AX] < I . 

D'oh 

n 

a. x. =0 
i=I l,j l 

pour I £ j -gm . 

§1.4 Extensions transcendantes 

Soient 

X~6°t~IIl 

xl,---,x n 

K un corps et A ttu anneau contenant K . On dit que des @l@ments 

de A forment une pattie d__~e A al~@briguement libre sur K (ou bien que 

sont alg@briguement ~d@Dendants sur K) si l'homomorphisme canonique 

: K[X I . . . . .  x~] ~ K[x . . . . .  ~n l 

(de l'anneau des polyn6mes sur K ~ n ind@termin~es~ sur le sous-anneau de A 

gendr@ par xl,..°,Xn) , qui est l'identit@ sur K et qui envois X i sur x i 

(I @ i ~ n), est un isomorphisme. 

Dans ces conditions, tout sous-ensemble de IXl,...,Xnl 

briquement libre de A sur K ; en particulier, chacun des @l@ments xl,...,x n 

transcendant sur K . Deux @l@ments xl,x 2 sont alg@briquement ind@pendants sur 

en- 

forme tune partie alg@- 

est 

K 

14 



si et seulement si x 

Inversement, si lthomomorphisme 

un polynSme non nul 

tel que 

1.15 

est transcendant sur K et x 2 est transcendant sur K(Xl). 

n'est pas injectif, c'est-g-dire s'il existe 

P c K[x I ..... x n] 

P(x I ..... x n) = 0 , 

alors on dit que x I ,...,x n sont alg~briquement d~pendants sur K . 

Une partie E (finie ou non) de A est alg~briquement libre sur K si toute 

partie finie de E est alg@briquement libre sur K . 

Soit L tune extension d'un corps K ; une pattie B de L est une base de 

transcendance de L Bur K si B v@rifie l'une des trois propri@t@s ~quivalentes 

suivantes. 

(i) B est tune partie maximale alg@briquement libre de L sur K . 

(ii) B est une partie alg6briquement libre de L sur K , et L est une extension 

alg~brique de K(B). 

(iii) B est une pattie minimale de L telle que L soit une extension alg~brique de 

K(B). 

Toute extension L de K admet des bases de transcendance, et deux telles 

bases sont @quipotentes ; si L admet une base de transcendance finie, le nombre 

n ~ 0 d'@l@ments de cette base est appel@ degr@ de transcendance de L sur K (ou 

dimension alg@brique d_~e L sur K) et not@ 

n = diLEL. 

15 



Ainsi une extension de type fini a un degr~ de trs~uscendance fini. On remarque que, 

si K~L c M sont trois corps, alors on a 

dim K M = dim K L + dim L M 

d~s que ltun des deux membres a un sens. 

Notons qu'une extension de K est alg~brique si et seulement si elle a un degr~ 

de transcendance nul sur K . 

Deux exemples d'extensions transcendantes seront utilis~s. Le premier est K=~, 

L=~ ; on dit que des hombres complexes sont alg~br~quement ind~pendants s'ils sont 

alg~briquement ind6pendants sur ~ (ou sur ~ , cela revient au m~me). Le deuxi~me 

exemple utilise comme corps L le corps des fonctions m~romorphes sur un ouvert con- 

nexe U de ~ ; on d~finit uue injection 

~cL 

en faisant correspondre h ~ E C l'application constante z ~ ~ de U dans C . 

Soit 

f : U ~  
O 

ltapplication identit6 : f (z) = z pour tout z E U et soit 
O 

(que l'on ~crit quelquefois K = ~(z)). On dit qu'une fonction m~romorphe f : U -~ 

est alg~brique (respo transcendante) si f est un ~l~ment de L alg~brique sur K 

(resp. ~ransoendant sur K), c'est-h-dire s'il existe (resp. s'il n'existe pas) un 

polynSme non nul P £ ~[X I ,X2~ tel que 

P(z,f(z)) = 0 pour tout z E U ° 

16 



tielle 
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Par exemple, pour des raisons @videntes de pgriodicit@, une fonction exponen- 

(o~ ~ c ~ ,  ~o) 

~emme 1.4.1. Soient 

z ~ exp(~z) 

est transcendante. Plus g@n@ralement, on ale r@sultat suivant. 

bl,...,b h des nombres complexes. Les fonctions enti&res 

b I z bhZ 
z , e ,...,e 

s on.t al~briquement ind~ndantes sur C si et settlement si les nombres 

sont ~-lin@airement ~d@~endants. 

D@monstration du lemme 1.4.1 

I1 est clair qu'une relation 

entralne 

soit 

bl,...,b h 

~ I b i  + . . . +  ~tib h = 0 , o~ Xj E 2" , ( I  ~ j ~ h )  , 

b bhZ 
(e 'z)k'...(e ) = I 

Supposons maintenant les nombres bl,...,b h 

P c c [ x  ° . . . . .  x~]  

pour tout z E C . 

~-lin@airement ind@pendants, et 

un polynSme non nul. II s'agit de d@montrer que la fonction enti~re 

b z bhZ 
F : z~P(z,e I ..... e ) 

n'est pas la fonction nulle. 

17 
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Ecrivons le polynSme p sous la forme 

6o ~ xkO 

P(Xo . . . . .  &) = Xo-~E . . .  hE__ ° pXo,... , h  o • " ' h  

ainsi 

k 
F(~) : ~  p(x) ~ o exp(X bl +. . .+  &bh) z , 

oh on a not6 (k) = (k ° . . . . .  ~ ) .  

Les hombres 

klb I +...+ ~ b  h , 0 £ kj ~ 6j (1 4 j 4 h) , 

sont deux k deux d i s t i n c t s  ; 6cr ivons les 

w 1 ,... ,Wq , 

avec q = (61+I)...(6Z+I). On peut 6crire alors la fonction F sous la forme 

w.z P q i-I j 
F(~) = ~ . E  ~- . ~ e 

i:I j=1 l,j 

oh p = 6o+I , et ai, j (I 4 i 4 P , 1 4 J 4 q) sont des nombres complexes non tous 

nuls (ear P ~ 0). Ii nous reste donc& d6montrer le r6sultat suivant 

(1.4.2) Gofient PI ..... Pq des pol.ynSmes non nuls de ¢[X] ; soient w I ..... Wq des 

hombres complexes deux & deux distincts. Alors la fonction enti&re 

q WkZ 

: ~ ~ E  Pk (~) e 
k=l 

n'est p as identiquement nulle. 

On d6montre (I,4.2) par r@currence sur q ; le cas q = I est imm6diat ; sup- 

posons q > I , et notons Pi le degr6 du polynSme Pi (I ~ i 4 q). On remarque 

qu'il existe des polyn6mes QI' .... Qq-1 de @[X] , de degr6 PI' .... Pq-1 respecti- 

vement, tels que 
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dPq +I -w z q-1 (w-w)z 
- -  e q F ( z )  e J q pq+~ = E Qj(~) 
dz j =1 

D'apr~s l'hypoth&se de r6currence, le membre de droite n'est pas identiquement nul, 

donc F ~ 0 . 

§1.5 G4n4ralit4s sur les fonctions complexes 

Soient f et g deux fonctions r6elles de variable r6elle. 0n note 

f(~) << g(~) po~ x - +~, 

f <<g, 

ou, plus simplement, 

s'il existe deux nombres r4els positifs A et C tels que 

x > A 

Soient p un r4el positif et 

cation holomorphe de C dans 

@gal "a p si 

0.5.1) 

f ( x )  4 c . g ( x )  . 

f u n e  f o n c t i o n  e n t i ~ r e  ( c ' e s t - A - d i r e  une  a p p l i -  

@). On d i r a  que f e s t  d ' o r d r e  ( s t r i c t )  i n f 6 r i e u r  ou  

Loglft~=Log sup IfCz)1 <<R p pour R~+~. 
I~I=R 

Une fonction m4romorphe est d'ordre inf6rieur o__uu@gal 

de deux fonctions enti&res d'ordre inf6rieur ou 6gal ~ p . 

p si elle est quotient 

Exemples. Une fraction rationnelle est d'ordre inf6rieur ou @gal ~ p quel que soit 

p > 0 . Les fonctions sinus, cosinus, exponentielles sent d'ordre inf6riemr ou 4gal 

I. Si n E • , n > 0 , la fonction z ~ exp(z n) est d'ordre inf4rieur ou 4gal h n. 

Si f est tuae fonction paire (f(-z) = f(z) pour tout z £ C) d'ordre inf@rieur 
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ou 4~al ~ p ,  alors f ( ~ )  est d'ordre inf4rLeu~ on 6~al ~ ~ .  ~ i n  la  fonet ion 

z ~ exp(exp z) 

n'est pas d'ordre fini. 

Princi~ dumaximum ; lemme de Schw-arz. 

Soit f une fonction holomorphe daus un ouvert contenant le disque ferm6 

{z £ ~ ; Izl 4 R1 • Le principe du maxiv1um s'4nonce alors (sons une forme faible, la 

seule que nous aurons ~ utiliser) : 

Dans chacune des d4monstrations de transcendance, nous utiliserons le principe 

du mmximum pour majorer, sur un disque Izl ~ r , une fonction f holomorphe sur un 

ouvert contenant un disque Izl ~ R , avec 0 < r < R , lorsque la fonction f pos- 

s~de de nombreux z4ros sur le disque Izl ~ r . 

Le cas le plus simple est le lem~e de Schwarz : 

(1.5.2) ~ f est tune fonction holomorphe dans un ouvert contenant un disque 

Izl ~ R , telle que f(0) : 0 , alors, ~0~ tout z E ~ , Izl ~ R , on a 

jf(z)1 I/ IfIR 
R 

La d4monstration du lemme de Schwarz est un exemple typiqne de oelles que nous 

aurons ~ effectuer. Le d@veloppement de Taylor ~ l'origine de la fonotion f s'@crit 

f(z) alz + a2z2 z n 
= +...+ a n +... , 

puisque f(0) = 0 . soit g la fonetion d4finie par 

n-1 
g(z) = a I + a2z +...+ anZ +... ; 

20 



1.21 

g est holomorphe dans ~ ouvert contenant Izl ~ R , et 

ouvert. D'apr&s le principe du maximum, on a 

donc 

f(z> : z.g(z> darts cet 

Ig(z)1 ~< IglR pour tout z ~ C , Izl ~< R , 

If(z)l : Iz.~(z)l ,< I~I • Igi~ .< I~I . II~R 

pour tout z E C , I zl ~< R . 

~6ros d_~e fonctions enti&res 

L'analyticitg des fonctions holomorphes permet de montrer facilement qu'une 

fonction holomorphe non nulle darts un ouvert connexe U ~ ses z~ros isol~s. 

En effet, soit z £ U , et soit A ttu disque ouvert de centre z 
o o 

inclus d~s 

z: 
o 

Si f 

U), f 

U .Dans A , f est 6gale ~ la somme de sa s6rie de Taylor calcul6e en 

f(z) = ~. an(Z-Zo )n . 
n~0 

n'est pas la fonction nulle dans U , alors (en vertu de la connexit6 de 

n'est pas la fonction nulle dans A , doric les hombres 

pas tous nuls. Soit 

La fonction 

est holomorphe dans 

h = inf{n > 0 ; a n ~ 0} . 

g(z) = YT ak+h(~-~o )k k~O 
A ,donc continue en z , et 

o 

: (Z-zo)h.g(z) pour f(z) tout z (A. 

a , (n) 0) ne sont 
n 
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II existe un voisinage ouvert V de z dans A tel que 
O 

I%1 
1 (z)l > 2 zcv, 

car a h = g(Zo) ~ 0 . Dans l'ouvert V , la fonction f admet au plus un z4ro (Zo). 

Notons en passant le r4sultat suivant : s_~ f est une fonction ho!omorphe non 

nulle darts un ouvert connexe U , pour tout z 6 U i l existe un entier n ~ 0 tel 
O 

que 

~n 

~--f(~o ) / o . 
dz n 

Nous aurons besoin de renseignements plus pr4cis sur les z4ros de fonctions en- 

ti~res. Nous utiliserons pour cela la formule de Jensen : soit f une fonction holo- 

morphe non nulle dans un disque ouvert de centre 0 et de rayon R > 0 . Soit r tun 

nombre r4el, 0 < r < R , soient al,...,a p les z6ros non nuls de f (compt4s avec 

leur ordre de multiplicit@) dans le disque Izl ~ r , et soit ckzk (k ~ 0 entier) 

le premier terme non nul du d@veloppement de Taylor de f & l'origine. Alors on a 

f0 (~ .5.3) 2-~ 
P 

Loglf(reie)Id8 = Loglckl + k Log r + E Log ~ . 

Pour d4montrer la relation (1.5.3), on remarque que la fonetion 

p r 2- z% 

h=1 

est holomorphe dans le disque Izl < R , et sans z6res dans le disque Izl ~ r .Donc 

par cons4quent 

= 1 fo  2w L°gl G(O) 1 ~ L°gl G(reiS) I de . 

Or 
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tG(re ie )  1 = r - k .  l f ( r e i e )  t , 0 ~ e ~ 2~ , 

P 
--r G(o) = n 

h=l  

d'oh le r4sultat. Pour plus de d4tails, voir par exemple [Rudin, th4or~me 15.18]. 

La formule de Jensen montre que, s_~. f est une fonction enti~re non nulle 

d'ordre inf4rieur ou 4gal ~ p , alors le nombre n(f,R) de z4ros de f dans le 

disque Izl < R v4rifie 

( 1 . 5 . 4 )  n ( f , R )  << R p p o u r  R ~ + 

Une cons4quence qui nous sera tr~s utile est la suivante : s_~i f 

tion m4romorphe non nulle d'ordre inf4rieur o_.&u 4gal "_a 

nombres complexes ~-lin4airement 

des nombres 

f(kix I +...+ knX n) 

est non nul. 

t nd4pendants, avec 

est tune fonc- 

9 , _~t_~i Xl,...,x n sont des 

n > p , alors l'un au moins 

k cz ki~1 (I ~<i~n) 

Nous allons d4montrer tun rgsultat plus pr4cis que (1.5.4). 

(1.5.5) Soit f 

on note n(f,R) 

darts le disque 

tune fonction enti~re non nulle, et soit k > I . Pour R > 0 r4el, 

le hombre de z4ros de f (compt@s avec leur or&re de multtplicit4) 

Izl < R . Alors on a 

<< Lo If1  po= R-+-. 

Notons a I ..... ap .... les z4ros non nuls de f , avec lapl 4 lap+11 

p ~ I . Sices z4ros sont en hombre fini, le r@sultat est trivial. 

pour tout 

23 



I .24 

8oit p ~ I un entier, tel que lapl < lap+if , et soit run nombre r6el, 

lapl < r ~< lap+if . D'apr~s la formule (I .5.3) de Jensen, on a , 

oh Ck = k! 
f(~)(o) 

P 
~.Log r if kLog ~=, F<i~o~ I~-Loglokl- r, 

est le coefficient du premier terme non nul de la s6rie de Taylor 

de f en 0 . Or on a 

P ~ h~Pl fr dx fO n(f,x)-k ~-~.Log = -- - dx 
~=' I%1 x - x • 

D'autre part, la oroissance de la fonction x ~ n(f,x) , et l'in6galit~ 

n(f,x) >p k pour tout x ~ 0 

montrent que l'on a 

On en d6duit, en choisissarlt r = kR 

ce qui ~6montre (1.5.5), ~o~o au~si (1.5.4). 

si 

si 

Enfin, nous dirons qu'un nombre complexe £ est un logarithme d'un hombre a 

e = a . En particulier, un nombre ~ est un logarithme d'un nombre alg~brique 

e 6 ~ ; ainsi, le nombre in est un logarithme d'un nombre alg6brique. 

Si x est un nombre r6el positif, on notera Log x le logarithme n~p6rien de x. 
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§I.~ R~f~rences 

Les r@sultats pr@sent@s dans ce chapitre I sont ~ peu pr&s tous tr~s classiques. 

De plus amples renseignements (avec d~monstrations) sur la th@orie des corps pour- 

ront ~tre obtenus en consultant [Lang, A. S par exemple. La notion de "taille" que 

nous avons donn@e est celle de "size" dans [Lang, T.] ; elle n'est pas universelle- 

ment adopt@e, et d'autres d@fi~litions sont l@gitimes (les exereices 1.2.a ~ 1.2.c 

proposent quelques comparaisons entre diff@rentes notations). 

I1 existe de nombreuses variantes du lemme de Siegel ; les premieres ont @t@ ob- 

tenues par Dirichlet dens l'@tude d'approximations de nombres alg~briques [Schmidt, 

1 971 ] ; mentionnons @galement un th@or&me de Kronecker sur les approximations dio- 

phantiennes [Hille, 1942, lemme 2] ; l'@nonc@ I .3.1 est dG h Naurice Mignotte. Nous 

@tablirons plus loin (lemme 4°3.@) un lemme de Siegel pour les extensions de ~ de 

type fini. 

Le lemme ~.4.1 sere consid@rablement am@lior@ au chapitre 6 ; mais, pour le d@- 

but, ce rgsultat grossier sera suffisant. 

La dgfinition de l'"ordre" d'une fonction, telle qu'elle eat donn@e au §1.5, ne 

coincide pas avec la notion classique (2.3.1) des livres de thgorie des fonctiens 

analytiques, par exemple [Rudin ] (il manque un e). Ici encore, nous avons suivi 

les notations de [Lang, T]. 

Le chapitre ~ ne pr@tend pas contenir tousles r@sultats utilis~s dans la suite, 

mais seulement les principaux ; par exemple nous n'h@siterons pas & utiliser, sans 

!es dgmontrer, lea propri@t@s du r@sultant de deux polynSmes (au chapitre 5). 
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EXERCICES 

Exercice 1.2.a 

Soit 

un polynSme en 

m m 

I q k I kq 6 C[X I , . P : E " ' "  F ,  P(X 1 . . . . .  Xq)Xl . . . X  . .  ,Xq] 
kl=0 kq=O 

q variables & coefficients complexes. On d~finit la hauteur de p par 

la longueur de P par 

H(P) = max Ip(x  1 . . . . .  X q ) l ,  

k1,---,k q 

m m 
I q 

L(P) = ~ . . .  [ Z  tP(x~ . . . . .  xq)l , 
k I --0 kq=0 

la norme euclidienne de p par 

et la mesure de p par 

m m 
1 q 

llPII : ( T V . . . .  ~ Ip(x~ . . . . .  xq)12) ~ , 
k 1 =0 kq=O 

avec 

~H 
q 

M(O) = 0 . 

2i~u I 2i~a 
LoglP(e . . . . . .  e q) l d u l . . . d u  q , 

V4rifier les in4galit4s suivantes : 

H(P) ~ L(P) ..< (1+ml ) . . . ( l+m q) H(P) 

llPll ,< L(P) 4 (~+ml) .~ . .0+~q)÷  IIPII 

H(P) ,< llPll ~< (m~+~)~-. . (%+I)~-H(P) 
m + , "l-m 

~ ( P ) ~ < L ( P ) ~ < 2  I "" q N ( P )  
-(~1+...+mcv) 

2 H(P) ~< ~(P> ~< IIPII , 

oh v est le hombre d'incornques X 1,...,Xq , qui interviennent avec un degr4 ~ I 

darts p . [I~ahler, 1961]. 

26 



Exercice 1 . 2 . b .  Soit 

mal de ~ sur ~ : 

1.27 

un no~bre alg~brique, et soit P £ ~X] 

n 

P ( x ) = T - : % x  j , n = [ ~ ( ~ ) : ~ ] .  
j=O 

le polynSme mini- 

On note ~1,...,en les racines de P , c'est-&-dire les conjugu@s de ~ sur 

(avec ~I = ~ par exemple). On d~finit la hauteur de ~ par 

la !0nA~eur de ~ par 

H(~) = H ( P )  = ~ x  la j l  , 
0~jCn 

n 

L(~) = L * )  = T--: t%t  
j = O  

p a r  

n 

114l : llPIl : ( 2 ]  th12 )  ~ , 
j---o 

la norme eublidienne de 

la m e s u r e  d e  ~ par 

: N(P) = expfj M(~) 

et la faille du PolYnSme minimal de ~ par 

Rappelons que l'on note 

I. V6rifier la relation 

2i~u d , L°~ IP(e  )1 u 

d(o~) = t ( p )  = max(LogH((z ) ,n+ l  ) .  

I~1 = ~ l ~ i l  
1~i~n 

t~1 -< H(~) + 1 pour tout e E ~ . 

1~1 >, [ H ( ~ ) + I ]  -1 

En d4duire, pour ~ ~ 0 , 
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[Cijsouw, 1972, lemmes 1.2 et 1.3]. 

2. V6rifier l'in6galit6 

pour tout nombre alg6brique 

1.28 

.(=) ~ ( 2 . d ( ~ ) . , , ~ ( ~ , l ~ l ) )  ~ 

de degr~ ~ n 

[Schneider, T., lemme 4] ; [Ramachandra, 1967, lemme I] ; [Cijsouw, 1972, lemme 1.4]. 

3. Quelles inggalitgs lient les nombres 

(Utiliser Itexeroice 1.2.a). 

4. Ecrire l'in6galit6 (1.2.3) en remplagant la fonction s successivement par les 

fonctions 

5. V6rifier l'6galit6 

[Mahler, 1960]. 

H , L , ll-II , Met ~ . 

n 

h=l 
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Exercice Io2.O 

I) Montrer que, si 

et 

I .29 

p et Q appartiennent h ~X] , on a 

L(P.Q) 4 L(P).L(Q) . 

[Mahler, 1 969]. 

2) Soien% ~ et ~ deux hombres alg@briques non nuls de degr@ n et m res- 

pectivement. V@rifier 

n m m n 
L(~ .~  - I )  < ~ • .L ( ~ ) . L  (8)  • 

[Feldmau, 1968a, lemme 3]. 

En d6duire des majorations de 

en f o n o t i o n  de f ( ~ )  , f ( # )  , n = [ Q ( ~ )  : { ]  e t  m = [ Q ( ~ )  : { ]  , p o u r  c h a c u n e  des 

fonctions f de l'exercice 1.2.b : 

H , ~ . , I I . I I ,  N ~t o .  
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Exercice 1.2.d. Soient ~1,..O,aq des nombres alg@briques de degr@ d1,...,d q res- 

pectivement. On note 

= [ ~ ( 5  . . . . .  =q ) :  ~] " 

Soit P E ~[XI,...,Xq] un polynSme de degr@ inf@rieur ou @gal h N i 

X. (I # i g q). Nontrer que, si 
i 

par rapport 

P(5 . . . . .  =q) / o , 

alors on a 
dN 

l 
q 

t:< 5 . . . . .  '~q)l ~' :L(P)I-d- n ] l~i l l  di . 
±=1 

(Utiliser l'exercice 4.2.d et consulter [Peldman, 1968b, lemme 2]). 

En d@duire une minoration de I~-~1 (q~a~d a e t  ~ sont doux nombres alg@- 

briques distincts) en fonction de 

~(~)  , H(p) , [ ~ ( ~ ) :  ~] 

[Folam~n ot S n i ~ 1 o ~ i ,  1966, ( ~ . 9 ) ] .  

~t [~(~)  :~] . 
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Exercice 1.5.a. Soient ui, j (I ~ i ~ v , I ~ j ~ ~) des nombres r4els, et soient 

UI,...,U des entiers rationnels positifs, tels que 

V 

Uj ~ E lui,jl , pour I ~< j ~< ~ . 

Soient X~,...,X v , ~i,.°.,2 des nombres entiers positifs tels que 

V 

~I""* < n (1+xi). 
i=~ 

Montrer qu'i! existe des 414ments ~I,...,~ v de ~ , non tous nuls, tels que 

[~±I -< x i pour I .< i~ v , 

et 

v U 

i=I l,J j 1~<i~v i 
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Exercice 1.3.b. Soient 

I ~ j ~ m , notons K 
J 

hombres 

ai, j (I 4 i ~ n , I ~ j ~ m) des entiers alg6briqueSo Pour 

le sous-corps de @ obtenu en adjoignant ~ ~ les n 

et 

a . ~o 1,g "''an,j ' 

!e degr4 de Kj . Soient AI,...,A m des entiers positifs v4rifiant 

oh 

n ( J ) / a  ) 
Aj  ~, max ~ ,  I~h t i , j l  pou= 1,.< j , l ~ m ,  

1~h~48j i=I 

J 

sont les diff@rents plongements de K darts C 
3 

(I 4 J ~ m). On suppose 

n > ~ = 61 +...+ 6 m . 

Montrer qu'il exiate des entiers rationnels non tous nuls 

X1~*o-~X n 

v~rifiant 

n 

~ &. x i = 0 pour I ~ j ~ m , .= l,J 

et 

I 
J~ 61 ~m)n-~ 

" ~  l~i l  ~ ( 22 A I . . .A  
1 ,.<i,<n 

Montrer ensuite qu'on peut remplacer 22 par I dana cette derni~re in~galit~, dana 

!e cas particulier oh les corps K I ..... K m sont totalement r~els (c'est~-dire 

~(J)(K~ po~ ~h~6j,1~j~). 
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Exercice 1.3.c. Soit K un corps de nombres. Montrer qu'il existe ~e constante 

C K > 0 ayant la propri@t@ suivante. Soient ai, j (I 4 i ~ n , I ~ j ~ m) des ~l@- 

ments de K entiers sur ~ , avec m > n . Pour 1 4 j K m , soit 

= max s(ai,j) . 
Aj 1~i~n 

Alors il existe des 616ments Xl,...,x n de K , entiers star 

nuls, et tels que 

n 
pour I ~ j ~ m , 

e t  

, non tous  

max s(xi) ~< ~---~ (A I +...÷ A m + mC]()° 
1~<i~n 

(Indications : utiliser le fait que l'anneau des entiers de K 

type fini et de rang [K : Q] ; @crire les inconnues x I ..... x n 

tiers de K 

est un ~-module de 

darts tune base d'en- 

w1,.--,w 6 , 

et appliquer l'exercice pr@c@dent pour calculer 

I~h~6 

C K en fonction de 6 et de 
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Exercice 1.3.d. Soient Uo,...,u m 

tif. Montrer qu'il existe des entiers rationnels 

04i~m 

et 

1.34 

des nombres r@els. Soit H un hombre entier posi- 

Go .... '~m ' non tous nuls, tels que 

lUo~ o +...+ Um~ml £ (lUo I +...+ lUml).H -m . 

(Indication : utiliser le lemme 1.3.2 avec 

= I ; v= m+1 ; ui, I = ui_ I , (I ~ i ~ m+1) , 

et choisir pour 2 le plus grand entier strictement inf@rieur 

(H+I)m+1 o 

On pourra ainsi majorer H -m). par H 

Exercice 1.3.e. Soient u tun hombre r4el, et Q > 0 tun entier rationnel. Montrer 

qu'il existe 2 £ Q tel que 
q 

0<q<Q 

(th4or~me de Dirichlet ; voir par exemple [Feldman st Shidlovskii, ~966, (1.5)]). 
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Exercice 1,3.f. Soient Uo,.°.,u m des hombres complexes. Soit H tun entier positifo 

Montrer qu'il existe des entiers rationnels ~o .... '~m ' non tous nuls, tels que 

et 

(Indication : !es cas 

lemme 1.3.2 avee 

m~x Iq l  .< ~ 
04i~<m 

si 

luo~o +...+ %~ml < ~(1%1 +-..+ I % l ) . f  4 ( ~ I )  

m = 0 et m = I sont triviaux ; si m ~ 2 , utiliser le 

= 2 ; ~ = m+1 ; ui, I = Re(ui_1) , ui, 2 =3m(ui_1) , I ( i £ v) • 

En d4duire le r4sultat suivant : si x I ,...,Xq sont des hombres complexes, et 

NI,...,N q , H sont des nombres entiers positifs, il existe tun polynSme non nul 

P £ Z[X I , .... Xq] , de degr4 inf4rieur ou 4gal k N h par rapport 

et de hauteur inf4rieure ou 4gale & H , tel que 

IP(x I . . . . .  xq)l ( ~/  H--~+I.~(NI+'' '+Nq ) 

oh 

et 

q 

M = H (I+N k) 

(Remarquer que 

les nombres x k 

Comparer le Oas 

63-76. 

e = I + L o g  max(1 , l X l l  . . . . .  {Xq l  ) . 

eN1 +.- < .+Nq). Comment peut-on am41iorer ce r4sultat quand tous 

(I ( k (r) sont r4els ? (utiliser l'exercice 1.3.d). 

q = I avec les r4sultats de K~ Mahler, Acta Arith., 18 (1971) 
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Exercice 1.3.g. Eontrer qu'un hombre complexe ~ est transcendant si et seulement si 

pour tout r@el w > 0 , il existe un entier n > 0 tel que l'in~galit~ 

o < bo ÷ ~d ÷..-÷ ~I < ( ~ bil)-~ 
04i~n 

ait une infinit6 de solutions (x ° ..... x n) E ~n+i 

(Indication : utiliser les exercioes 1.2°d et I.3.f) [Mahler, 1969]. 
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Exercice 1.4.a. Soient ~I .... '~m des fonctions elliptiques de Weierstrass ; on 

 oto ,w un couple de p@riodes fondamentales de ~j (I 4 J ~ m). 

a) Nontrer que ~'I st ~2 sont alg4briquement d4pendantes (sur @) si et 

seulement siil existe une matrice M carr4 2 x2 & coefficients rationnels telle 

, (2) (2)) (w(I),41) 
que ~w I ,w 2 : )E 

b) Montrer que les fonctions 

e , ~) , ~) 

sont alg4briquement ind4pendantes si et seulement si les deux fonctions 

le sont. 

c) si I I sont ~-lin4airement ind4pendants et engendrent un 

~-espace vectoriel de dimension I, montrer que les fonctions 

sont alg4briquement ind4pendantes 

[Ramachandra, 1967, lemme 7]. 

d) Soit 

, et soient 

fonctions 

ia fonction z@ta de Weierstrass assoei4e h une fonction elliptique 

a, b deuxnombres complexes, (a,b) ~ (0,0). Montrer que les deux 

sont alg4briquement ind4pendantes 

(Utiliser la relation de Legendre w1~ 2 - w2D I = 2i~) [Schneider, T, p.60]. 
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Exercice 1.4.b. Soient fl,...,fn 

que, si les fonctions enti&res 

1.38 

des fonctions enti~res de @ dans ~ . Montrer 

f f 
I n 

e ~..°~e 

sont alg4briquement ind6pendantes sur @(z) , alors les fonctions 

I , fl,...,fn 

sont ~-lin4airement ind6pendantes. 

(Narasimhan [1971] avait @nonc4 la r@ciproque, mais p. Bundschuh a donn4 un contre 

exemple dans son article : Ein funktionentheoretisches Analogon zum Satz yon 

Lindem~nn, ~ para~tre darts Archiv der Math. ). 

Exercice 1.4.c. Nontrer que les fonctions 

f~ -t2 
X ~  e 

et 

t 

x~ T dt 

sont des fonctions transcendautes sur ¢ . 

dt 

[Hamlning, 1970]. 
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I. 39 

Exercice 1.5.a. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de C contenant 

tun disque ferm6 Izl 4 R . On suppose que f admet les z6ros z 1,...,z n d~us le 

disque ouvert Izl < R . 

I) Etablir la majoration 

If(o)l ~ R-~.Iz~...zJ.lfl~. 

(Indication : utiliser le principe du maximum, sur le disque Izl 4 R , pour la 

fonction 

n R 2- z~ 
f(z). n J ; 

j=1 

voir [Hille, 1942, lemme 3]). 

2) Soit z E { , IZo o I < R Etablir la majoration 

n i Zo-Zil 
If(Zo)i-< l~JR" sup n 

Izl=R i:I I z-z D 

(Indication : utiliser le principe du maximum pour la fonction 

lq 

f(z). n (~-~i)-~ ; 
i=1 

voir [Waldschmidt, 1973b, lemme I]). 
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I .40 

Exercice 1.5.b. Soit f tune fonction holomorphe darts un ouvert U de ~ contenant 

un disque ferm4 Izl 4 R ; soit ~ le nombre de z4ros de f dans le disque 

Izl ~ p , avec p < R . Montrer que pour tout entier s ) 0 et pour tout r4el r 

v4rifiant 0 < r 4 R , on a 

I l,f(~)(o), ~ 7 ~-~ " " 

(Utiiiser la formule int4grale de Cauchy pour obtenir 

puis appliquer le deuxi~me r4sultat de l'exercice pr4c4dent). 

(in4galit4s de Cauchy), 

Exercice 1.5.c. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans tm ouvert (connexe) 

contenant Izl g R , soit ~ le hombre de z6ros non nuls de f dans le disque 

Izl 6 p , et soit s le plus petit entier sup~rieur ou @gal h 0 tel que f(s)(0) ~ 

Etablir la majoration 

If(~)(o)l .< s,(~-)° fl 
R-p " R 

(Utiliser le principe du maximum pour la fonction 

oh x I ,... ,x 

z~. ~ (~-h) 
i=I 

sont les z4ros non nuls de f ; voir [Waldschmidt, 1973 b, lemme I]). 
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1.41 

Exercice 1.5.d. Soit f une fonction enti~re dane ~ . Soit q E C[X] tun polynSme 

unitaire, de degr4 n. On note z ,...,z m les racines distinctes de Q dans ~ , et 

k I ~---,k m leurs ordres de multiplicit4 respectifs ; ainsi 

m k 

Q(X) -- n (X-~ b) J @ 

j=1 

Soit F un cercle dont l'int4rieur contient les points zl,...,z m ; soit z tun 

autre point de l'int4rieur de F ; on consid&re m cercles FI,...,F m , tels que 

l'int@rieur de F: J contienne z , male ne contienne pas z , ni z Z pour ~ / j 
D 

(I ~ j x< m). V@rifier la relation 

k-1 

;p ~. 1 dh f(zj) ~ r i e(~) a~ f(z) i ~ h: 

J 
[~g, T, e~ap.vz, le~me ~], ou [3~e=, 1966, Z, p.212]. 

(~-zj) h ~ 

c - z  .......... 

Exercice 1.5.e. Soient f et g deux fonctions enti~res, d'ordre inf@rieur ou 4gal 

p . On suppose que la fonction f/g est enti&re. V4rifier 

Log sup If(z)I R p 

I z l : ~  ' g - ( ' ~ '  ~ " 
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