CHAPITRE 1
m——

Préliminaires

Nous noterons @ 1'ensemble des entiers naturels, Z 1'anneau des entiers ra-
tionnels, § le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels, et ¢

le corps des nombres complexes,

§1.1 généralités sur les extensions de corps

Soient K et L deux corps ; si Ko<l , on dit que L est une extension de
K; L est alors un K-espace vectoriel, et on dit que I est une extension finie
de XK si L est un ¥-sspace vectoriel de dimension finie ; cette dimension se

note alors

[L:x].

Un élément o« € I est dit algébrigue sur KX s'il existe un polyndme non nul

P € K[X] tel que Pla) = 0 , c'est—h~dire si 1'homomorphisme canonique
g kK[x]~1,

qui laisse invariants les éléments de K et envoie X sur « , a un noyau non nul,
Ce noyau est alors engendré par un polynSme irréductible p € K[X], et l'image de g,
clest-a—~dire le sous—anneau K{a] de I engendré sur X par a , est isomorthe au

corps K[X]/p(X). 3i on impose & ce polynbéme p d'&tre unitaire, alors p est

unique ; on dit que p est le polynbme irréductible de « sur K.
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Inversement, si l'homomorphisme B associé & un élément o de I est injectif,
alors on dit que a est iranscendant sur X .

Une extension I de X est dite algébrigue (sur X) si tout élément de 1
est algébrique sur K . Par exemple une extension finie est algébrique.

31 E est une partie d'une extension I d'un corps X , on note K(E) le
sous-corps de 1 engendré par E sur X (appelé aussi sous—corps de 1 obtenu en
adjoignant & X les éléments de E), clest—b-dire 1'intersection des souswcorps de
I contenant K et E ., De méme on note K[E] le sous—anneau de 1 engendré par
E sur K . Une extension I d'un corps K est dite de type fini s'il existe une

partie finie F = {x‘,...,xn} de 1 telle gue

L = X(E) = K(xj,...,xa} .

Bn particulier une extension finie est de type fini, et toute extension algé-
brique de type fini est finie. D'ailleurs, tous les corps que nous cousidérerons
seront de caractéristique nulle ; alors toute extension finie L d'un corps K est
simple, c'est-&-dire qu'il existe o € L {algébrique sur X) tel que L = %(a)
{théorkme de 1'élément primitif),

Si a est algébrique sur K, on a
¥(a) = X[a] ,

et le degré du polyndme minimal de o« sur K est égal & [K(a) : X} ; on appelle

ce nombre degré 8¢ o sur ¥.

Un corps Q est dit algébriguement clos si tout polyndme non constant (c’est—

&-dire de degré supérieur ou égal 2 1) de Q[X] a au moins une racine dans @ . Le
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corps € des nombres complexes en fournit un exemple, Si K est un corps, il
existe des extensions algébriques de K qui sont algébriquement closes ;5 si Q est
un corps algébriquement clos contenant X , l'ensemble des éléments de Q algébri-
ques sur K est appelé clbture algébrigue de¢ X dans Q , et noté ¥ . Ainsi, pous
noterons § la clbture algébrique de § dans ¢ ; c'est le sous—corps de € formé

des nombres complexes algébriques sur @ .

§1.2 gorps de nombres

Un nombre complexe est dit algébrique (resp, transcendant) s'il est algébrigque
sur § (resp, transcendant sur q).

50it « € § un nombre algébrique, et soit p le polynSme irréductible de a

sur ¢ . On peut écrire p sous la forme

L]
p(X) = fl + bn—'l Xn" toeot T)g 5
joo | [o]

o, pour tout i = 0,...,0-1 , a; et bi sont deux nombres entiers rationnels pre—

miers entre eux, avec bi > 0, Soit c’{1 le plus petit commun multiple de

bﬁ’""bn-a s notons
°n
c.=—a., , pour 0 &£ J § n=-t1 .
J b,
J
Le polynbme
_ I Nt
°, p(x) = ¢, s R A z[x]

est appelé le polynBme minimal de o« sur 7.

Pour un nombre algébrigue « , les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) Le polyndme minimal de ¢« sur Z est unitaire, ce qui revient & dire que le
polyndme irréductible de o sur @ est & coefficients entiers rationnels,
(ii) T1 existe un polynéme unitaire {(non nul) Q € Z[X] tel gque Q(a) =0 .
(i11) 11 existe un sous—Z-module N #0 de TQ , de type fini, tel que aMC M,

On dit alors que a est entier algébrique {sur 2Z). Ia condition (iii) montre
que l'ensemble des entiers algébriques forme un sous-anneau de ﬁ . L'intersection de

cet anneau avec une extension finie X de @ (c'est—-é—dire un corps de nombres) est

1'anneau des entiers de ¥ .

g0it « € a 3 l'ensemble
Da = {n € Z; aa est entier algdbriquel

est un idéal non nul de Z ; un élément positif de cet ensemble est appeld un dénomi-
nateur de « , et le générateur positif de cet idéal est appelé le dénominateur de aj

on le note

ala) .

Pour voir gue 1'idéal Da est non nul, on écrit le polynbme minimal de o sous

la forme

n
c X + C
n tasa o ?

et on constate que e, est un dénominateur de a« , pulsque c o vérifie la condi-

tion (ii) précédente, avec

n
0 n—1 N2 n-{ New ot J
ax) =x + T S T T JZZQ °5 X .

On peut remarquer que e, n'est pas obligatoirement le dénominateur de « (consi~

dérer le polynbme
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4X2 + 2X + 1

par exemple).
80it X un sous-corps de € , et soit « un nombre complexe algébrique sur K ;

notons

n -
P(X) =X + a4 X teaot B

le polynbme irréductible de o sur X, et
@proery

les n. racines complexes de P (avec a1 = a). Ces racines sont deux & deux dig~
tinctes (car, pour tout j = 1,...,n , P est le polynbme irréductible de &j sur

K , done oy n'est pas racine de la dérivée P' de P), et on a

P(x) = T (x-a,).
j=1

On dit que @y seens@ sont les conjugués de o sur K . Il existe alors n

K~isomorphismes Greeescy de L= K(a) dans € , déterminés par
ole) =a, , (1<3¢n)
d J
Oon définit une application norme de 1L sur K par

n
NL/K(B) = iE . (B) ,.pour B €L . Ainsi NL/K(a) = (—1)nao € X

1

(ot ao = p(0)). Remarquons que la norme d'un nombre algébrique non nul est non
nulle, et que la norme sur @ d'un entier algébrique est un entier rationnel,

Quand X =@ et o €8, on note

(1.241) Ja] = max |a.]
1<3¢n

on définit la taille ("size") s(a) de « par
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(1.2.2) s(a) = max(Logla| , Log d(a)).

Rappelons que d{a) désigne le dénominateur de a , c'est-h-dire le plus petit des
entiers rationnels d > 0 tels que d.,a soit entier algébrique.

La propriété fondamentale de la taille est la suivante
(1.2.3) 8i o« est un nombre algébrique de degré inférieur ou égal 3 n , on a
-2 n s{a) ¢ Logla] .
Pour cela, on remarque que la norme
n
N da).a) = I dlaj.a.
ala)/a (a{a).a) o (a).a,
J=1
sur @ de d(a).a est un entier rationnel non nul, donc gue
n
n d(a).(cjt 3t

3=t

On en déduit
(1.2.4) -n Log d{a) - {n=1) Logla] ¢ Logla| ,

d'ol la relation (1.2.3).
Dans le calcul de la taille de certains nombres algébriques, nous aurons a ubiliser

les propriétés (évidentes) suivantes :

a(a.p) < ala).a(g) 5 |=8l < |a].]E]

.
34
.

w

-e

*

3
-+

=

a(a+p) < ala).a(p) ; $ laf + 18] s

da.a) ¢ a.d{a) H {a.a! = a'¥“! 3

=
1}
—
_ﬂ_l
=]

a(a™ ¢ (a(a))® ;

pour a,B €@, et a,mEw .,

On en déduit, pour a1,...,am € E y
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S(“V"am) < S(ai) Feuot S(am)

-r

S(a,‘+...+am) < S(a1) +eeet sla ) + Logm .

si, de plus, at""'“m sont entiers algébriques, on a

=]
.

s(a1+...+am) ¢ max sa ) + Log
t¢him

Bemargue, La taille de O n'a pas été définie. On laisse au lecteur le soin d'examiner
ce que deviennent les différentes relations concernant la fonction s lorsque cer-
tains des nombres algébriques incriminds s'asnnulent, Un abus de notation commode est

le suivant : au lieu d*écrire

a0 ou sla)¢a,

on dcrit simplement

sal <A .

-

Les nombres algébriques dent nous aurons & calculer la taille seront donnés
comme valeurs de polynSmes & coefficients entiers rationnels en des points algébri-
ques, Pour cette raison nous introduisons les notions de hauteur et de taille pour

des polyn8mes,

s,

Seit P ¢ C[X!,...,Xq} un polyn&me non nul en q variables & ccefficients com

plexes, On pote

deg P
X

le degré d¢e P par rapport i Xi , et

u(p)
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la hauteur de P , clesi~i~dire le maximum des valeurs absolues des coefficients de P,

Maintenant, si P ¢ @[X‘i"”’qu a ses coefficients entiers algébriques, on note
2l
le maximum des valeurs absolues des conjugués des coefficients de P , et on définit
la taille de P ©par

t(P) = max{Log §§1 , max 1 + degX P} .
1<iaq i

Remarquons que, pour P € Z[X1,...,Xq] sy Ona

On déduit alors facilement des propriétés de la fonction s 1le résultat suivant,,

(1.2.5) Soient @preeerty des nombres algébrigues, et soit P € Z[X1,...,Xq] un

polyndme, de degré inférieur ou ézal & r, par rapport & X5 (1 ¢i<a).

Alors P(a1,...,aq) =B est un nombre algébrique,

I'1 I'q
d .eod
(a1) (rxq)

est un dénominateur de B, et on a

2(8) < 108 B(P) + T3 (z, slay) + Tog(eye1))s
i=]

Pour raffiner un peu quelques inégalités, nous utiliserons également la norme

euclidienne sur (l?]:){‘i seen ,Xq] :

pour

R Tq NN
X ,... -
(X1, ,xq> )?:;o x};':o p(xt, ,xq)x1 X0

on définit
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lIPll=(§)... é}lmv...,an"’)?
1 q

On a donc (Parseval) :

2iny, 2imy_ 2 +

(1.2.6) el =(f ree e 9y, )
- q

q

ol Hq est lthypercube

{(y1,...,yq) ert, 0¢ yi 8, (1¢igcal.

On a de manidre évidente

(1.2.7) 1(P) < 2l ¢ B(P). 1 (1 +aoe, 2,
k==t k
et
(1.2.8) [{Pﬂ e max lP(x,,...,xq){ .

|x1[=1,...,]xq|z1

§1.3 Un lemme de Siegel pour les corps de nombres

Les démonstrations de transcendance que nous allons étudier débutent toutes par
la construction d'une fonction auxiliaire. Cette construction repose sur la possibi-
1ité de résoudre un systdme d'équations lindaires homogenes, Pour des raisons évi-
dentes de dimension d'espaces vectoriels, il est immédiat qu'un systdme d'équations
linéaires homogéne & coefficients dans un corps X posstde au moins une solubion non
triviale dans X , d&s que le nombre m d'éguations est inférieur (strictement) au
nombre n d'inconnues. Mais, de plus, on cherche une solution qui ne soit pas trop
grande, Ceci est permis par un lemme de Siegel, dont la démonstration repose sur le
principe des tiroirs de Dirichlet : si ¢ : E > F est une application d'un ensemble

B & n éléments dans un ensemble F = U P..,etsi m<n, alors 1'un au moins
1€3gm
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des epsembles F1"""Fm contient les images par ¢ de deux éléments distincts de
E . Il revient au méme de dire, plus simplement, qu'une application d'un ensemble &

tn 2

n éléments dans un ensemble & m éléments n'est pas injective si m < n,

Lemme 1,%.1., Soit X wun corps de nombres, de degré & sur @ . Soient a; 5
b

(1¢ig¢n,1¢3j<¢m) des éléments de KX entiers sur 2Z . Soient 51,.,.,% les

différents isomorphismes de X dans ¢ , et soit A un entier ratiopnel vérifiant

n
ny mx T ey
1Kjgm 1=t ’
1<hgé
Siona n>dm, alors le systéme
n
Eai,jxi=° , (1gigm),

admet une solution non triviale (x1 ,....,xn) €7 , Yérifiant

— e

mb
n-ms

max |x | < (V2.4) .
1€ign

Remargue, Pour résoudre un systime

n

Yo . x =0, (¢icn),

1.3

i=q

& coefficients dans K , on se ramdne au cas oi les a, ., sont entiers sur Z en
»

multipliant la j-iéme équation par un dénominateur commun dj de

A, sseeesd . .
1,3 n,J

I1 suffit alors que l'on remplace A par

A max d, ,
1€3<m

Avant de démontrer le lemme 1,%.1, nous commengons par résoudre un sysidme d!inéqua-

tiong linéaires,



1a11

Lemme 1.3.2. Solent w, | (1¢ig¢v,1<¢3<p) des nombres réels ; goit U m
y

nombre entier vérifiant

v
U 5 max Iu. l »
1<3<n E tad

et soient X gt £ deux pombres entiers positifs iels gue

@)
Alors il existe des élémente §1""’£v de Z, non tous nuls, tels gue

max g, | < X

1<igy
et
v
Ux
mx ) Juy s gl <T .
1¢Ggp 191

Démonstration du lemme 1,3%.2
Considérons i‘applicai;ion ¢ de l'ensemble

w(v,x) = {(g,0.0,8) €25 068, <X (1 ¢igv)}] dans B*, qui, & (£ ,.ee,8 ),
1 v i 1 Y

fait correspondre (n1,...,nu), avec

v

n3=gul,3 gi (1\<J\<p')-

Pour 1 £ j € p, on note ~V,j (resp. wj) la somme des éléments négatifs (resp.

positifs ) de l'ensemble

U, .seeesll . o

On aura donc

Vj+wj<U pour tout J = 1,...,p
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On remarque que, si (g1,...,§v) € 8(v,x), alors 1'image (n1,...,nu)==¢(§1,...,§v)

appartient & 1l'ensemble

E = {(n1,...,nu) er”; VK < ng & wjx} .

On partage chacun des intervalles {-V4X ’ij] en £ intervalles (de longueur.ggg},
i
ce qui fait que E est partagé en 2% sous ensembles Ek: (1 ¢xg 3”). La condi-

tion
¢ (14x)Y = cara w(v,X)

*
permet d'appliquer le principe des tiroirs : il existe deux éléments distincis §
**

et g de wN(v,X), dont les images par ¢ appartiennent au méme sous—ensemble Ek

* *%
de B . Notons g 1la différence g - , et 7 l1'image ¢(g). On aura

g = (51,oo-s§v) #0, avec max lgil <X,

1€igy
et
UX
n = (n1,...,n ) , avec  max Inj] <7
¥ 1<igp

d'oli le lemme 1,3,2,
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 1,3%.1.
Numérotons les différents plongements 01,...,06 de X dans € , de telle manidre

gue l'on ait

ch(K)cR pour 1 §hgr,

et

Opisik = Ok pour 1 kg s,

(congugue complexe de Gr+k)

ot r et s sont deux entiers vérifiant & = r+2s . On définit des applications



g pour t1ghgr;
T, = Re G, pour r+1 £ h £ r4+8

Im S, pour r+s4+1 { h § 6 =r+28 .

Choisissons deux entiers X et £

3

R
X=[(2 )™, et
£=1+ [V2 Ax] ,

oh [ ] désigne la partie entidre, de telle manidre que 1l'on ait

md
N=md

1< ({2 1) ,

et

(14x)"0 5 ()™,

donc (puisq_ue A3 1) ’

(0™ > (1472 a0)™0 5 /0 .

Le lemme 1.3.2 (avec =n, p=nd, U = A) montre qu'il existe des entiers ra=

tionnels x1,...,xn , non tous nuls, vérifiant

mné

P

max x| ¢ (V2 A,
1<ign

et

max ]E Th(ai,j)xil < q‘%‘m .

1¢hgd it
1<3<m
On en déduit

z AX
nax I%;; °h(ai,j>xi} ST A

1$hgr
1€3<m

13
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et
rax ‘Zn: o 9%l < 1+[%§A§x] ’
reiggs 1= &
1<J4m
dtoh

= s AX__ 18
]NK/Q(gg; 25 3 Xi)l €2 (7:TV§~IET) .

Dans cette derniére indgalité, le membre de gauche est un entier rationnel, et le

membre de droite est majord {puisque s ¢ §> par

A 3}
B <1

n
;: ai,jxi=o pour 1 £ Jj <& m.

§1.4 Extensions transcendantes

Soient K un corps et A wun anneau contenant X , On dit que des éléments
EyreeesXy de A forment une partie de A algébriguement libre sur K {ou bien que

X1""’Xn sont algébriquement indépendants sur X) si 1'homomorthisme canonique
B 3 K[X“...,Xn] - K[x1,...,xn]

DY

(de 1'anneau des polynSmes sur K & n indétermindes, sur le sousw-anneau de A en—

gendré par x ,...,xn), gui est 1*'identité sur X et quil envoie X, sur x,

1
(1 ¢i & 1), est un isomorthisme,
Dans ces conditions, tout sous-ensemble de {x1,...,xn} forme une partie algé-

briquement libre de A sur X j; en particulier, chacun des éléments x1,...,xn est

transcendant sur ¥ . Deux éléments X, 5%, sont algébriquement indépendants sur X
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si et seulement si x1 est transcendant sur X et x2 est transcendant sur K(x1).

Inversement, si 1'homomorphisme B n'est pas injectif, clest-d-dire s'il existe

un polyndme non nul
P< K[X1,...,Xn]
tel que

P(X ’---’xn) =0 ]

1
alors on dit que x1,...,xn sont algébriguement dépendants sur X,

Une partie E (finie ou non) de A est algébriquement libre sur K si toute
partie finie de E est algébriguement libre sur X .

Soit T wune extension d'un corps X ; une partie B de 1 est une base de
transcendance de L sur XK si B vérifie 1'une des trois propriétés équivalentes
suivantes,
(i) B est une partie maximale algébriquement libre de I sur X ,
(i1) B est une partie algébriquement libre de I sur K , et I est une extension
algébrique de k(B).
(iii)B est une partie minimale de I telle que L soit une extension algébrique de
x(s).

Toute extension I de K admet des bases de transcendance, et deux telles

bases sont équipotentes ; si I, admet une base de transcendance finie, le nombre

n ) 0 4d'éléments de cette base est appelé degré de frmnscendance de L sur X (ou

dimension algébrigue de I gur K) et poté

n = din
1 KL.

15
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Ainsi une extension de type fini a un degré de transcendance fini, On remargue que,

8i X< LcCH sont trois corps, alors on a

dimK M= dimK L+ dimL M,
dés que l'un des deux membres a un sens,
Notons qu'une extension de X est algébrique si et seulement si elle a un degré
de franscendance nul sur X .
Deux exemples d'extensions transcendantes seront utilisés, Le premier est X=¢,
L=¢C ; on dit que des nombres complexes sont algébriquement indépendants s'ils sont
algébriquement indépendants sur @ (ou sur § , cela revient au méme). Le deuxidme

exemple utilise comme corps I le corps des fonctions méromorphes sur un ouvert con—
nexe U de ¢ ; on définit une injection
tclL

en faisant correspondre & o € ¢ 1'application constante z+ ¢ de U dans ¢ .
Soit

f 1 U-¢

o
l'application identité : fo(z) =z pour tout 3z € ¥ , et soit

K = (i:(fo)

{que 1'on éerit quelquefois X = €(z)). On dit gqu'une fonction méromorghe f : U - ¢

est algébrigue (resp.“transcendante) si £ est un élément de I algébrigue sur K

{(resp. #ranscendant sur K), c'est-d~dire s'il existe {resp. s'il n'existe pas) wn

polynbme non nul P € ®[X1,X2] tel que

P(z,£(2)) = 0 pour tout =z €U .

16
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Par exemple, pour des raisons évidentes de périodicité, une fonction exponen—
tielle
z v exp( fz)

o 2€e¢ , 2 # 0) est transcendante, Plus généralement, on a le résultat suivant,

Lemme 1.4.1. Soient b1""’bh des nombres complexes, Les fonctions entiéres

b1z bhz
z , e 10es €

sont algébriquement indépendantes sur € si et seulement si les nombres

sont @-linéairement indépendants,
Démonstration du lemme 1,4.1

11 est clair qufune relation
Dy teaet Ab =0, ob A €7, (1¢3ign),

entraline

(eb1 Z)?H . (ebhz);\h _

1 pour . tout z €¢C .

Supposons maintenant les nombres b _,..,,b

1 W ®—-linéairement indépendants, et

soit
P ¢ C[XO,...,Xh]

un polynbme non nul. I1 s'agit de démontrer que la fonction entidre

b1z bhz
F:Z"’P(Z,e resss® )

n'est pas la fonction nulle,



Ecrivons le polyndme P sSous la forme

60 6h AO Kh
P(RyseeerXy) =£Z;%... zggép”o""’*h IR A

ainsi

A
F(Z) = %;; p(k) z ° exp()\1b1 teoat xhbh)z ,

o on a noté (\) = (ko,...,hh).
Les nombres
APy ek B, 08 (1 Cign),
sont deux & deux distincts ; écrivons les
W1,-.-9Wq ]

avec gq = (61+1)...(6z+1). On peut écrire alors la fonction P sous la forme

D q io1 wjz
F(Z) = Z:: Z:: ai,j z e ,
1=1 j=1
oh p= 50+1 , et ai 3 (1 $igp,1gIg q) sont des nombres complexes non tous
E

s,

nuls {(caTr P # 0). Il nous reste donc & démontrer le résultat suivant

{1.4.2) soient P1,...,Pq des polyndmes non nuls de €[X] ; soient LTI des

nombres complexes deux i deux distinets, Alors la fonction entiere

q sz
F :zr—»ZPk(z)e
k=1

n'est pas identiquement nulle,

on démontre (1,4,2) par récurrence sur q; le cas g =1 est immédiat ; sup-
posons g > 1 , et notons P le degré du polyndme Pi (1 ¢ 1 q). On remarque

qu'il existe des polynlmes Q1""’Qq . de G[X] , de degré p1,...,pq~ respecti-

1

vement, tels que
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dp AL q=1 {w.—w )z
e U o V.
i=t

P +1
dz 1

Dtaprés l'hypothése de récurrence, le membre de droite n'est pas identiquement mul,

donec P #£0 .

§1.5 @énéralités sur les fonctions complexes

Soient f et g deux fonctions réelles de variable réelle, On note
£(x) << glx) pour X = 4o,
ou, plus simplement,
f«sg,
s'il existe deux nombres réels positifs A et ¢ tels que
x> A == f(x) ¢ c.elx) .

Soient p un réel positif et f wune fonction entidre (c'est-i-dire une appli=

cation holomorphe de ¢ dans ). On dira que f est dlordre (strict) inférieur ou
égal 3 p si

(1.5.1) Log If!R = Log st{zp if(z)i << rP pour R - +o,
z{=R

Une fonetion méromorphe est d'ordre inférieur ou égel &8 p si elle est quotient

de deux fonctions entiéres d'ordre inférieur ou égal & p .

Exemples. Une fraction rationnelle est d'ordre inférieur ou égal & p quel que soit
p> 0 . Les fonctions sinus, cosinus, exponentielles sont d'ordre inférieur ou égal
d1.8 neZ,n>0, la fonction 3z~ exp(zn) est d'ordre inférieur ou égal & n,

8i f est une fonction paire (f(-z) = f(z) pour tout =z € ¢) d'ordre inférieur
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1.20
ou égal & p, alors f(VE) est d'ordre inférieur ou égal & g . Enfin la fonction
z v explexp z)

n'est pas d'ordre fini,

Principe du maximum ; lemme de Schwarz,

Soit f wune fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque fermé
{z EC; Iz] < R} . Le principe du meximum s'énonce alors {sous une forme faible, la
seule que nous aurons & utiliser) :

su. f(z)})| = su £(z) gii' £ .
o @] = e 2@ el

Dans chacune des démonstrations de transcendance, nous utiliserons le principe
du maximum pour majorer, sur un disque Iz{ £ v, une fonction f holomorphe sur un
ouvert contenant un disque [z[ R, avec 0<r <R, lorsque la fonction f pos-
stéde de nombreux zéros sur le disque Iz[ £r.

Le cas le plus simple est le lemme de Schwarg :

(1.5.2) Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert contenant un disque

lzl £ R, telle gue £{0) =0 , alors, pour tout =z € ¢ , |z| LR, ona
HOIRE “NER

La démonstration du lemme de Schwarz est un exemple typique de celles que nous

aurons i effectuer. Le développement de Taylor & l'origine de la fonction f st'éerit
2 n
£(z) = 8% + 8,5+t 82 tee.

puisque £{0) = 0 . Soit g 1a fonction définie par

g(z) =a, + 8.2 4ot az | 4l ;
1 2 n
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g est holomorphe dans wm ouvert contenant |z| ( R, et £(z) = z.g(z) dans cet

ouvert, D'aprés le principe du maximum, on a

Ig(z)| < Ig[R pour tout z € ¢ , lzl R,

donc

<l
B

R

[£(2)] = |z.e(2)| < 12].]e], <

R\
pour tout z € ¢, Iz] <R.
Zéros de fonctions entidres

L'analyticité des fonctions holomorphes permet de montrer facilement qu'une

fonction holomorphe non nulle dans un ouvert connexe U a ses zéros isolés,

Bn effet, soit z, €U, et solt A un disque ouvert de centre z,

inclus dans U ., Dans A , £ est égale & la somme de sa série de Taylor calculée en

£(z) =}, a (z-z .

130 °

si f n'est pas la fonection nulle dans U , alors (en vertu de la connexité de
U), f n'est pas la fonction nulle dans A , donc les nombres an R (n 3 o) ne sont

pas tous nuls, Soit
h =infi{n 3 0; a, £ 0} .

La fonction

z) = a (z-z )k
g( ) %;% kth o

est holomorphe dans A , donc continue en Z, s et

£(z) = (z—zo)h.g(z) pour tout =z € A,
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I1 existe un voisinage ouvert VvV de z, dans A tel que

{g(z)g > —i?— pour tout z €V,

car a = g(zo) #0 . Dans l'ouvert V , la fonction f admet au plus un zéro (zo).

Notons en passant le résultat suivant : gsgi f est une fonction holomorphe non

nulle dans un ouvert connexe U , pour tout 2z, €U il existe un entier n 3 0 tel

dn
——I-{ f(zo) % [
dz

Nous aurons besoin de renseignements plus précis sur les zéros de fonctions en—
titres, Nous utiliserons pour cela la formule de Jemsen : soit f wune fonction holo-
morphe non nulle dans un disque ouvert de centre 0 et de rayon R > 0 ., Seit r© un
nombre réel, 0 < r < R , soient ai,...,ap les zéros non nuls de f (Comptés avec
leur ordre de multiplicité) dans le disque lz| ¢ =, et soit ckzk (k 3 0 entier)

le premier terme non nul du développement de Taylor de f & l'origine, Alors on a

27n . D
(1.5.3) . Log|f(re™®) (46 = Tog|c, | + k Log T + Log 1= .
2m ), k )}?:_1: [, ]

Pour démontrer la relation (1.5.3), on remarque que la fonction
2 J—
r -z

r 8y

-k p
a{z) =z .£(z). O
h=1

est holomorphe dans le disque ‘z] < R, et sans zéros dans le disque fz] £ r . Donc
la fonction LogIG(z)I est harmonique dans un disque [zl < r+g (avec € > 0), et

par conséquent

2n R
Log|a(o)| = g%k[ Log[G(rele)[de .
0

Oor
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et

g(0) = ¢

[ e
I

kh1 h

dtolh le résultat, Pour plus de détails, voir par exemple [Radin, théoréme 15‘18}.

la formule de Jensen montre que, gi f est une fonchion entidre non pulle

d'ordre inférieur ou égal & p , alors le nombre n(f,R) de zéros de f dans le
disque !Zl < R yérifie
(1.5.4) n(f,R) <«« R’  pour R -+

Une conséquence qui nous sera trés utile est la suivante : si f est une fone-
ql Q! S une

tion méromorphe non nulle d'ordre inférieur ou égal

o

pygtsi XyseeesXy sont des

nombres complexes €~lindairement indépendants, avec n > p , alors 1'un au moins

des nombres
tlex, +eeer kx ), K €2,k > (1 ¢ign)
est non nul,

Nous allons démontrer un résultat plus précis que (1.5.4).

(1.5.5) soit f wune fonction entidre non nulle, et soit A > 1 . Pour R > 0 xéel,

on note n(f,R) le nombre de zéros de f (comptés avec leur ordre de multiplicité)

dans le disque iz‘ <R . Alors on a
n{f,Rr) « Log{flm pour R - +0o,

Notons a1,.,.,ap,... les zéros non nuls de f , avec Iapl e lap+1| pour tout

P »1 . 51 ces zéros sont en nombre fini, le résultat est trivial,
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Soit p 3 1 un entier, tel que Iapl < Ia } , et soit r wun nombre réel,

P+l

Iap' <rg |ap+1l . D'aprds la formule (1.5.3) de Jensen, on a g

P
Y Log I;;! ¢ Log |f| - Log |ck| -kLogr,
h=1

(x)
Lo T I;(O)

ou k est le coefficient du premier terme non nul de la série de Taylor

de f en 0O, Or on a

RV IR L - S S YCT Y
%;; T é;;‘[iahf x J; x '

D'autre part, la croissance de la fonction x - n(f,x) , et 1'inégalité
n(f,x) 3 k pour tout x ) O

montrent que lton a

AR AR
n(f,x)=k dx <‘[ n(f,x)=k ax .
X o X

(Mﬁm-wmgxsf
R

On en déduit, en choisissant r = AR

1

(1.5.6) a{f,R) ¢ ek

(Log IleR - Log |o,| - k Log R)

ce qui démontre (1.5.5), donc aussi (1.5.4),
Bnfin, nous dirons gu'un nombre complexe £ est un logarithme d'un nombre a
4

si e” = a , En particulier; un nombre £ est un logarithme d'un nombre algébrique

si ez €8 ; ainsi, le nombre in est un logarithme d'un nombre algébrique,

8i x est un nombre réel positif, on notera lLog x le logarithme népérien de x,
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§1.6 Références

Les résultats présentés dans ce chapitre 1 sont & peu prés tous trés classiques.
De plus amples renseignements (avec démonstrations) sur la théorie des corps pour-
ront 8tre obtenus en consultant [Lang, A.] par exemple, La notion de "taille" que
nous avons donnée est celle de “"size" dans [Lang, T.] ; elle n'est pas universelle~
ment adoptée, et d'autres définitions sont légitimes (les exercices 1,2.a & 1.2.C
proposent guelques comparaisons entre différentes notations),

Il existe de nombreuses variantes du lemme de Siegel ; les premiéres ont été ob-
tenues par Dirichlet dans 1'étude d'approximations de nombres algébriques [Schmidt,
1971] ; mentionnons également un théoréme de Kronecker sur les approximations dio-
phantiennes [Hille, 1942, lemme 2] ; 1'énoncé 1,3.1 est dfi & Maurice Mignotte., Nous
établirons plus loin {lemme 4.3.1) un lemme de Siegel pour les extensions de § de
type fini,

le lemme 1,4.1 sera considérablement amélioré au chapitre 6 ; mais, pour le dé-
but, ce résultat grossier sera suffisant,

La définition de 1'"ordre" d'une fonction, telle qu'elle est donnée au §1.5, ne
coincide pas avec la notion classique (2.3.1) des livres de théorie des fonctions
analytiques, par exemple [Rudin ] (i1 manque un e). Ici encore, nous avons suivi
les notations de [Lang, T].

Le chapitre t ne prétend pas contenir tous les résultats utilisés dans la suite,
mais seulement les principaux ; par exemple nous n'hésiterons pas & utiliser, sans

les démontrer, les propriétés du résultant de deux polynbmes (au chapitre 5).
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EXERCICES
Bxercice 1,2.,a
Soit
™ K NN
P= S N JCO U SLPU S | b APPORS o
— 1 a1 q 1 q
A, =0 A q:o

un polyn8me en g variables & coefficients complexes, On définit la hauteur de P pa

H(P) = max IP(X1’--01X )1 ’
q
A,sesesh
1 Q
la longueur de P par
m il
1 g
TGN M s (W
k1=0 kq=0

la norme euclidienne de P par

m1 5 1
B mi my WIS
AQ:O r =0

et la mesure de P par

2inu1 2iqu
u(p) = expf Log|P(e reess® q)|du1...duq ,

H
q

avec M(0) = 0O .

Vérifier les inédgalités suivantes :

H(p) ¢ L(P) ¢ (1+m1)...(1+mq) a(p)
Il < u(P) < (1+m1)%}.(1+mq)%llpn

B(2) ¢ 7] < (non)Ee(m ) B(e)

m1+oon+m
u(p) ¢ .(P) ¢ 2 9 u(p)

—~(m, +...5m ~y)
o 1 7’ a(e) ¢ m(e) ¢ |?] ,

ou v est le nombre d'inconnues X?""’Xq , qui interviennent avec un degré ) 1

dans P . [Manler, 1961].
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Exercice 1.2.b.,S0it a un nombre algébrique, et soit P ¢ Z[X] le polynfme mini-

mal de ¢ sur Z ¢

(%) =zn: s, x’ L n=(e(a):d] .
3=0

On note Apreee sy les racines de P , ctest-i~dire les conjugués de « sur @

(avec oz1 = g Dpar exemple). On définit la havteur de ¢« par

Ala) =85(P) = max |a.] ,

0gJgn
la longueur de o par
n
1{e) = (P} :: ia_i ’
=0 7

la norme euelidicnne de ¢ Dpar

el = el = (= 1o 1%
J=0

la mesure de o par

1 .
M(a) = u(p) = expf Log|p(e®™ ™) au ,
0
et la taille du polynSme minimal de a par

ola) = (P} = max(Togu(al,n+1).

Rappelons que lton note

1. Vérifier la relation

fa| ¢ () +1 pour tout o €@ .

Bn déduire, pour « £ O ,

lo » [H(a) 417" .
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[cijsouw, 1972, lemmes 1.2 et 1.3],
2. Vérifier 1'inégalité
#{a) ¢ (2.d(a).max(1,|a}))" ,

pour tout nombre algébrique o de degré ¢ n

[schneider, T., lemme 4] ; [Ramachandra, 1967, lemme 1] ; [Cijsouw, 1972, lemme 1.4].
3, Quelles inégalités lient les nombres

i{a) , la)lla|l » ¥(a) , ola) , Jo| , [€(a):a] 2
(Utiliser ltexercice 1.2.a).

4. Ecrire 1*'inégalité (1.2.3) en remplacgant la fonction s successivement par les

fonctions
7, L, H.[{, Met o.
5, Vérifier 1'égalité

M(a)

it

al.n max(i,|a|)
lnlhl; 1, ]|

[Mehler, 1960].
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Bxercice 1,2.,¢

1) Montrer que, si P et @ appartierment 3 2[x] , on a
u(p+Q) ¢ 1(P) + Q)
et
1{r.Q) < L(P).1(q) .

[Mehler, 1969].
2) soient « et g deux nombres algébrigues non nuls de degré n et m res-

pectivement, Vérifier

Lla ™) < 2" Mw) 1) .

{Feldman, 19682, lemme 3],

En déduire des majorations de

f(a.B) et f(a.ﬁ—1)

en fonction de £(a) , £{B) , n = [qa) : @] et m = [8(p) :q] , pour chacune des

fonctiong f de l'exercice 1.,2.b @

H, L,]|.

, M et o,
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Exercice {,2,d. Soient 31""’aq des nombres algébriques de degré d1,..,,dq res—

pectivement, On note

d = [Q(ai,...,aq) :q) .

Soit P € Z{X1,...,Xq] un polyndme de degré inférieur ou égal & N, par rapport &

Xi (1 ik Q). Montrer que, si

P(%,...,aq) £0,

alors on a
dn.
i

q _
{ed d.
[P(aysnnne )l > 1@ 1 fagll %5
i=t
(utiliser l'exercice 4.2.d et consulter [Peldman, 1968b, lemme 2]).

En déduire une minoration de Ia—BI (quand o et B sont deux nombres algé-

brigues distincts) en fonction de

(o) , H(B) , [0(a) : 0] et [afp):q].

[Feldman et shidlovskii, 1966, (1.9)].

30



131

Exercice 1,3.,a. Soient uy j (1 ¢ig¢v,1¢J¢p) des nombres réels, et soient
’

U1,...,Uu des entiers rationnels positifs, tels que

v
U, u, . our 1 £ 3 <.
3 >lE=1 l 1,3' s D &3 &
Soient Xt""’xv s 11,...,5 des nombres entiers positifs tels que
b
v
boeeot < T (14K,
i=t

Montrer qu'il existe des éléments g ,...,gv de Z , non tous nuls, tels que

1
lz;l < x; pour 1¢ig v,

et
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Bxercice 1,3%,b, Soient ai . (1 ign, 1&g m) des entiers algébriques, Pour
s

1 £J&m, notons Kﬁ le sous—corps de § obtenu en adjoignant &2 @ les n

nombres

et
6j = [Kj 1 q)

le degré de Kj . Soient A1,...,Am des entiers positifs vérifiant

I .
A w3 (g e )l pwr 1c5cn,
1~€h\<6j i=1 ’
ol
(3) (3)
1 y-..,O'éj

sont les différents plongements de Kj dans ¢ (1 £ 3 € m), On suppose
n>y-= 61 tooat ém .

Montrer qu'il existe des entiers ratiomnels non tous nuls

X1 y...,Xn
vérifiant
n
Z : ay 3 X = 0 pour 1€ jgm,
i= ’
et

max [xi] ¢ (272 1...Am ) b
1$isn u

Montrer ensuite qu'on peut remplacer 22 par 4 dans cette dernisre inégalité, dans

1

le cas particulier ol les corps X ""’K@ sont totalement réels (c'estmbmdire
c}(,a)(Kj)CR pour 1 ¢hg¢ 835, 1<3¢m.
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Bxercice 1,3,c, Soit K un corps de nombres, Montrer qu'il existe une constante

CK > 0 ayant la propriété suivante. Soient a; P (1 ¢ig¢n, 1¢3¢m) des é1é-
b4

ments de K entiers sur Z, avec m>n ., Pour 1 ¢ j & m, soit

A. = max s(ai e
Toagiem MY

Alors il existe des &1éments x1,,..,xn de X , entiers sur ¥ , non tous

nuls, et tels que

n
iz_;:ai,jxi=o pour 1 {jgm,

et

1
max. s(x.) ¢ — (A, +o.u+ A+ mC_),
k(i(n i Ti=11 1 m X

(Indications : utiliser le fait que l'anneau des entiers de X est un Z-module de

type fini et de rang [K:Q] 3 écrire les inconnues X1""’Xn dans une base d4'en-

tiers de X
W,I e ee ’Wé b4
et appliquer l'exercice précédent pour calculer CK en fonction de § et de

max s(w ).
1¢h<é
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Exercice 1,3,d. Soient uo,...,um des nombres réels, Soit H un nombre entier posi-
tif, Montrer qu'il existe des entiers rationnels go,,..,gm , non tous nuls, tels que

max g, | ¢ H

0gigm
et

lu E + + u_g I £ ([u l + + ]u l) H_m
oBo Teee ot € ° ces ol /e .

(Indication : utiliser le lemme 1,3%,2 avec

B=1g oveme = , (1 ¢igmit),

et choisir pour £ le plus grand entier strictement inférieur &

(41 )™

i . . H ~I
On pourra ainsi majorer - par X .

Exercice 1,3,e, Soient u un nombre réel, et § > 0 wun entier rationnel, Montrer

qu'il existe g €qQ tel que

1u'§!<€16 , 0<g<Q

(théoréme de Dirichlet ; voir par exemple {Feldman et Shidlovskii, 1966, (1.5)]).
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Exercice 1,%,f, Soient uo,.,,,um des nombres complexes, Soit H wun entier positif,

Montrer qu'il existe des entiers rationnels go,...,gm , non tous nuls, tels que

nax lgif < H
0gigm

et

1
|uogO teeer u B | < 2(u | +eeet fu |).H Bln-1) .

{Indication : les cas m =0 et m =1 sont triviaux 3 si my 2, utiliser le

lemme 1,%.2 avec

p=23 v=m4 3 u, =Re(ui_

i1 I L CHID I IR

1

Bn déduire le résultat suivant : si x1,...,xq sont des nombres complexes, et

si N1,...,Nq , H sont des nombres entiers positifs, il existe un polyndme non nul

P € Z[X1,...,Xq} , de degré inférieur ou égal i N, par rapport & X {1 ¢hga)
et de hauteur inférieure ou égale & H , tel que

lP(x1,...,xq)| <V H”%M+1.g(N1+...+Nq)

ou
q
M= 1 (1)
k=1
et

¢ =1+ Log max(1 ,1x11,...,{xq!) .

N1+...+N

{Remarquer que M < e 4), Comment peut—on améliorer ce résultat quand tous

les nombres (1 kg r) sont réels ? (utiliser ltexercice 1.3.d).

*x
Comparer le cas q = 1 avec les résultats de K, Mahler, Acta Arith., 18 (1971)

63-T6.
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Exzercice 1,3.g. Montrer qu'un nombre complexe ¢ est transcendant si et seulement si

pour tout réel w > 0, il existe un entier n > 0 tel que 1'inégalité

0 < fxc + X, Oty eet Xnon{ < ( max Ixil)-w

! Ogign

ait une infinité de solutions (xo,...,xn) € Zn+1 .

(Indication : utiliser les exercices 1.2.d et 1.3.5) [Mahler, 1969}.
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Exercice 1.4.a, Soient P ,...,P des fonctions elliptiques de Weilerstrass ; on

(J)

note (w (J)) un couple de périodes fondamentales de FE (1 ¢3¢ m.
a) Montrer gue fa et F% sont algébriquement dépendantes (sur ¢) si et

seulement si il existe wne matrice M carré 2 x2 & coefficients rationnels telle

que

2 2 1 1
(Wg >,W§ )) = (W§ ),Wé ))M .
b) Montrer que les fonctions

z
e, ¥(z), ¥ (2)
1 2
sont algébriquement indépendantes si et seulement si les deux fonctions

8,() , %,(2)

le sont,

c) si _€T7 sesss -i%j» sont @-linéairement indépendants et engendrent un

w, w
2 m

R-espace vectoriel de dimension 1, montrer que les fonctions

L A

1 m
sont algébriquement indépendantes
[Ramachandra, 1967, lemme 7].
d) Soit ¢ 1a fonction zéta de Weiersirass associde i une fonction elliptique
¥, et soient a, b deux nombres complexes, (a,b) # {0,0). Montrer que les deux

fonctions

¥(z) , az+vg(z)

sont algébriquement indépendantes

(utiliser la relation de Legendre w,n, = Wan = 2in) [Schneider, T, p.60}.
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Bxercice 1.4.b. Soient fi""’fn des fonctions entiéres de ¢ dans
que, si les fonctions entidres
il b

1 n
€ s eeesB

sont algébriquement indépendantes sur €(z) , alors les fonctions
1,8, ,000,f

1 n

sont @-linéairement indépendantes,

¢ . Montrer

(Narasimhan [1971] avait énoncé la réciproque, mais P, Bundschuh a donné un contre

exemple dans son article : RBin funktionentheoretisches Analogon zum Satz von

Lindemann, & parafire dans Archiv der Math.).

Bxercice 1.4.c, Montrer que les fonctions
X 2
x»-»f e_t dt
0

et

sont des fonctions transcendantes sur ¢ .

[Hamming, t970].
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Exercice 1.5,a, Soit £ une fonction holomorphe dans un ouvert U de ¢ contenant
un disque fermé Iz{ & R . On suppose que f admet les zéros zv,...,zn dans le
disque ouvert lz| <R.

1) Btablir la majoration
[£(0)] < &% COPPRE N P 4 N

(1ndication : utiliser le principe du maximum, sur le disque Izl ¢ R, pour la

fonction

n R-z7.

£(z) « 1 =g
J= 3

voir [Hille, 1942, lemme 3]).

2) soit z €T, lzoi < R . Btablir la majoration

2 =2,
1
Z=Z,
1

n
[f(z )l $ lf] » Sup n
° ) R pA { =R i=

(Indication : utiliser le principe du maximum pour la fonction
n 1
£(z). 1 (z—zi) H
i=

voir [Waldschmidt, 1973b, lemme 1]).
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Exercice {,5.,b. Soit f wune fonction holomorphe dans un ouvert U de € contenant
un disque fermé |z| & R ; soit o 1le nombre de zéros de f dans le disque
Iz' $p,avec p < R . Montrer que pour tout entier s 3 0 et pour tout réel =»

vérifiant 0 <r (R, on a

|f(s)(0)| < fé (§§£)°. £, -

(Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour obtenir

(s)
S e ()] ] (inégalités de Cauchy),

s!

puis appliquer le deuxidme résultat de 1'exercice précédent).

Exercice 1.5.c. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert (connexe)
contenant |z[ £ R, soit o 1le nombre de zéros non nuls de f dans le disque
|z] ¢ p, et soit s 1le plus petit entier supérieur ou égal & 0 tel que f(s)(O) #0,

Etablir la majoration
113 (0)] ¢ o122
s R=p’ *!7 1R

(utiliser le principe du maximum pour la fonction

f(z) ,
2 (ox))
i=t

ol x1,...,xc sont les zéros non nuls de f ; voir [waldschmidt, 1973b, lemme 1]).
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Exercice 1.5,d, Soit f 1ume fonction entidre dans ¢ , Soit q ¢ C[X] un polyndme

les racines distinctes de Q dans ¢ , et

unitaire, de degré n. On note Zyseeesly

k ,...,k leurs ordres de multiplieité respectifs ; ainsi
1 m ’

m k.
a(x) = m (x-zj) I,
J=1

Soit ' un cercle dont 1l'intérieur contient les points 21""’Zm ; soit z wn

autre point de 1'intérieur de T ; on considére m cercles P1""’Pm , tels que

ltintérieur de rj contienne zj , mais ne contiemne pas z , ni =z, pour £ £

£

(1 ¢ 3 ¢ m). Vérifier la relation

_1.f
Zlnr

[Lang, T, chap.VI, lemme 6], ou [Baker, 1966, I, p.212].
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Exercice 1,5.,e, Solent f et g deux fonctions entidres, dlordre inférieur ou égal

& p . On suppose que la fonection f/g est entitre, Vérifier

Lo su f(z) e .
g lz}iR lgr;;! KR
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