CHAPITRE 2

Le méthode de Schneider

§2.1 Ine premidre démonstration du théortme de Gel'fond Schneider sur la transcen-—

dence de o

La premidre démonstration de transcendance que nous allons étudier est une ver-
sion simplifide de celle qui permit, en 1934, & Schneider de résoudre le septidme
des problémes posés par Hilbert au congrds de Paris de 1900, Nous étudierons, dans
le chapitre suivant, la solution de Gel'fond,

Théoréme 2.1,1. Scient £ #0 gt b ¢ § deux nombres complexes, L'un au moins des

trois nombres

est transcendant,

On peut énoncer ce résultat sous la forme équivalente suivante :

{2.1.2) 81 £1,12 sont deux logarithmes de nombres algébrigues, et si 51,52 sont

O-linéairement indépendants, alors le nombre

£

4

est transcendant (ce qui revient 3 dire que £ sont @-lindairement indépen—

175
dants),

on déduit de 2,1,1 la transcendance de e (choisir £ =1igx , b =-1i),
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2.2

Pour démontrer le théordme 2,1.1, nous suivons une méthode que Lang a utilisée [Lang,
T, chap.II] pour démontrer un autre résultat de transcendance sur la fonction expo—
nentielle (2.2.%).

La démonstration steffectue par l'absurde : on suppose que les trois nombres comple—

xes

sont algébriques, avec £ % 0 et b drrationnel, On remarque gque les deux fonctions

iz
Z ., €

3,

sont algébriquement indépendantes (gréce 2 la condition £ # 0 et & (1.4.1)), et

prennent des valeurs dans le corps

k=q(,e, ™

pour z =di+3b, (i,j) € Zx7Z.

goit & [K :Q] , et soit d un dénominateur commun des trois nombres

On considdre un nombre entier N suffisamment grand (c'est-3~dire minoré par

A1
un nombre fini d'inégalités que 1l'on va écrire), On pourra supposer que N2 est

entier,

Montrons tout d'abord qu'il existe un polyndme non pul

P € z{xq,xz} ,

de degré inférieur & NB/2 par rapport A X de degré inférieur 3 261\11/2 par

B/Z.LogN , tel gue la fonction
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vérifie

FN(i+jb)=o pour i=1,,..,8 gt j=1,...,N.

Pour obtenir ce résultat, on dcrit le polynbme inconnu PN sous la forme
N3/2-1 oen! /2-1

FN(XVXz): . p)\,p.(N) X? Xg ’

A=0 =0

avec px p(N) €2, et on considére le systeéme d'équations en N u(N)
b4 b

3/2
d(46+1)N .FN(i+jb) =0 , (1 iEN,1¢€3¢ N,

clestmd-dire

3/2 1/2
N/ ~1 280 /=1 . . 3/ . .
I v, 0 (aisagn)t(ao) ™ (aePhy3u oMo A timd
=0 p=0 st
(1gigm,1¢3igN.

On obtient ainsi un systéme de N2 équations & 26N2 inconnues, & coefficients dans

X entiers sur Z ; ces coefficients ont une taille majorée par
1\'{3/2 Log N+ NB/Q((86+2)L0gti+ Log(1+’3‘) + 28 Logie£+b£’) £ g 1\13/;2 Log W ,

grice 2 (1.2.5).

Le lemme 1,3.,1 de Siegel permet de trouver des nombres entiers rationnels

n,, 0 (<A W21 0 ¢ g 2ent/2a)
>

non tous nuls, vérifiant

(2.1.3) Log max |p. (W] ¢ 2 ¥/2 1ogn ,
Asp
Asu
(remarquer que ltexposant o8, du lemme 1,%,1 est ici égal & 1), et tels que. la
~md 3 ’

fonction FN vérifie

Pp(ivgp) =0, (1g¢igN,1¢3¢W .
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2a4

Les conditions PN # 0 et 2 % 0 montrent que la fonction FN n'est pas iden
tiguement nulle ; or FN est une fonction entidre, d'ordre inférieur ou égal 3 1,

puisque
(2.1.4) Log{FNQR < 261«’/2}1}3 + N3/2LogR+ 2N3/2Log1\1+ Log(268°) << R pour R-»4ee,
Comme nous ltavons vu en (1.5.4), ceci entrafne que 1l'un des nombres

FN(kﬁkéb) R (k1,k2) €ZxZ, k 31

est non nul {on utilise ici l'hypothdse b ¢ @), Par conséquent, il existe un entier

My N tel que
(2.1.5) F(i+db) =0 powr 1¢igM,1<I<H,

et
(2.1.6) Il existe (io,jo) €ZXZ, 1 <L <M, 1< <M1, avee

Ty = FN(io+job) £0.
La suite de la démonstration consiste & majorer Ty = FN(io+job), puis & le mi-

norer, ce gui apportera la contradiction attendue,

¥érifions, pour commencer, la majoration
(2.1.7) Log|yy| < -% W Tog ¥ .

On remarque pour cela que la fonction
M M =
Flz).n 0 (z-i-jb)
N . .
i=t  J=t1

est entidre, & cause de (2,1.5). On lui applique le principe du maximum sur le dis—
que lzl R = (1+Ib|)M5/4 N

On obtient
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2.5

il = sl < lFNlR'IjlliR 51 Ea (io;-'l;i)-ji'—“{o-j)b' .
On majore, pour |[z| =R,
i -ie(3~3)p
T z-i-3p
par

(M+2){1+]b]) Ma2
R—M(1+gb|) S M5/4_M

<2 M—1/4

pour N (donc M) suffisamment grand,

Dtautre part, grice & (2,1,4), on a
zos[, | < (28] 2ls0r' /2 ¢ tes]als) (afo /4 ¢ ¥

dés que N est suffisamment grand,

On obtient ainsi
LoglyNI < on - ?11 W Logl § = -;: i Logm

ce qui démontre (2,1.7).
Pour minorer YN , il suffit de majorer la taille S(YN) , puis d'utiliser la

relation (1.2,3)
-2 6s(YN) < Loglle B
puisque 1y, € K avec [K:q] =6, et Ty #0 dlaprés (2.1.6).
Montroms gue l'on a
(2.1.8) s(yy) < 4 13/ Logl ,

done

LoegN[ » 86 w/? Log¥ ,
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ce qui contredira (2.1.7).
Le caleul de la taille est trds simple, gréce & {1.2.5) : on constate que

1
dN3/ 2 ea860 (1)
est un dénominateur de Yy et que
3/2 3/2
7l < 2N MZN W
N
ce qui démontre (2.1.8), et termine donc la démonstration du théordme 2.1.1.

On peut maintenant expliquer les raisons du choix des deux fonctions

.%W):ﬁﬁ et %W):Wﬁ exprimant le degré du polynbme % par rapport &

X1 et X2 respectivement,

Pour appliquer le lemme de Siegel, on a utilisé 1ltindgalité
R, (W&, (8) 3 268 .
La majoration de la taille de Yy fait intervenir uniquement la quantité
R, (0).Log ¥ + R, (W), .
Si les deux fonctions R1 et R2 sont monotones croissantes, on aura
S(yN) << max{R, (¥)rogw, R, (m).m} .
I1 est donc naturel de choigir R1 ’Rg de telle maniére‘que les deux quantités
R, (Mrogn et R (W)W
aient le mdme ordre de grandeur, Le choix optimum {compte tenu de 1'indégalité
R, ()R, (W) » 2 5%°)

serait
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2eT
R (1) = [(28)' /2072 (10g ) /2] 41

et
Ry(1) = [(28)/2.0' 2. (z0g ) /2] 4

o [ ] désigne la partie entidre,
Ie choix que nous avons fait n'est pas essentiellement différent, et il fournit

des fonctions plus simples,

3

Une fois choisies R1 et R2 , 11 reste & donner une valeur au paramdire R ,
rayon du disque sur lequel on utilise le principe du maximum pour majorer YN . On
va choisir R beaucoup plus grand que M et on majore

woou (3 -1)+(5 -5)b

sup II il

[z]=R i1 = z=i=jo

par
a7 Tog P% + 1 Tog2(14]0]) .
81 on vérifie 1'inégalité

M2L0g2\(1+tbl) + Log!FNlR £ MzLog% ,

1
5
on obtiendra
4 R
LogIYN! £ 5 NF LogM
(ce % est évidemment sans importance).

Dans la majoration (2.1.4) de LoglFNl le terme principal est

R’
1

261 4|7 ,

Pour oblenir le résultat, il suffit gque 1'on choisisse R ( M3/2 s un choix possible

est celui que nous avons fait :
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248
R = (14+]6] W74,

Notons gque le théortme 6,1.1 permettrait de majorer le nombre M de la démons=—

tration précédente (qui est fonction de N) par
Mg 38N

mais nous n'avions pas & utiliser cette majoration ici,

§2.2 Yaleurs algébriques de fonctions sntidres
Quand on examine la démonstration précédente, on constate que 1l'on peut se con-

tenter dtutiliser les seules propriétés suivantes,

les deux fonections f1(z) =2 et fz(z) = ezZ (oh 2€C, £# 0) sont ene

tidres, algébriquement indépendantes sur ¢ , d'ordre inférieur ou égal & Py Py
respectivement (0 < P, <1, et P, = 1}. Elles prennent des valeurs dans le corps
X = Q(ez,b,ebl) ,
(qui est un corps de nombres par hypothése), pour tout point =z de 1l'ensemble
S = {i+3b 3 (4,3) € Zx2} ;
plus préecisément, si N est un entier, pour
z€SN={i+jb;1<i<N,1<j<N}CS,
on a
s(f1(z)) € Log N + 2s(b) <« I\Ip1 ,

et

s(2,(2)) ¢ n(s(efa(e™)) <<

49



249

pours N = 4o

Enfin, on a

max |z ¢ (14]p])W << ¥,

ZESN

et

2
d =
Car SN il

(grfice » 1'irrationnalité de b).

En formalisant cette démonstration, on obtient un résultat général.

Théoréme 2.2.1. Soit ¥ un corps de nombres ; soient fg’“"fd des fonctions en—

tiéres, algébrigquement indépendantes sur § , d'ordre inférieur ou égal & PyreeerPy

respectivement, avec d 3 2 , Soit ¢ un nombre réel positif, et soit (SN) une

suite de sous—ensembles finis de ¢ , tels que

p.
£(s) e, et maxs(r(a)) ««n ™, 1¢iga;

Z€SN
card 5 >> v, et max 2] << ¥, pour ¥ -+,
2€Sy;
Alors on a
Pytesstpy
(2.2.2) 2 -

d—1 *
On obtient évidemment comme corollaire le théordme 2.%,1 de Gel'fond Schneider ;

dtautre part on déduit du théortme 2,2.1 le

Corollaire 2,2,3%, Soient 13.1,&2 {zesp. b1,b2,b3) des nombres complexes

@~lindairement indépendants, Alors l'un au moins des six nombres

est transcendant.
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2.10

Pour démontrer le corollaire 2,2.3, on peut

— 80it utiliser les deux fonctions

avec

Sy = lbfby kb, , 1IN, 1IN, 1<k}

et

“e

d=2’£=3,p1=p2:1

- so0it utiliser les trois fonctions

b .z b,z b_z
f(z):e1 ,f(z):e2 ,f(z):e3 y

avec

3 = {ia, +ja

ftIE, s 1IN, 1]

et

d=3,4=2,p =9, =

Le corollaire 2,2,3 peut s'énoncer sous la forme équivalente suivante :

(2.2.4) si ¢« , ,82 s A, Z{ , }Zé , £! sont des logarithmes non nuls de nombres algé-

1 3 3
brigues, et si
11 22 153
T Tt

alors ,61 , ,32 , £, sont @-linéairement dépendants,

3
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Démonstration du théordme 2,.2,1

Montrons déjia qu'il suffit d'établir le résultat dans le cas

p1+...+pd+£

(2.2.5) WAX P,  me
1giga * d

Supposons par exemple que l'on ait

N p1+...+pd+1
pd d 4

clestmbdire

®y

+...+pd_1+£
Py ? a1 .

Si la conclusion du théordme était fausse, on aurait

R p1+...+pd
d-1 ’
done
p1+...+pd_1 p1+...+pd_1+l
£ > d——{ + 5 >
(a-1)
dtol

[(d—1)2-1]£ > d(p1+...+pd_,) )

ce qui entrafne d > 2 et

PyFesatPy

25— .

Aingi il suffit que l'on démontre le théordme pour les fonctions f ,...,f

1 a1 * TOT

récurrence, on se raméne au cas ou 1'indgalité (2.2.5) est vérifide.

On supposera aussi

(2.2.6) max p; < £,

la conclusion du théordme étant immédiate dans le cas contraire (sous 1'hypothdése
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2.2.5). Lthypothdse

Card SN >> N‘e pour N = 4+

montre gu'il existe un réel ¢ > 0 tel que

§4
d s «N
Car )C

N
pour tout N suffisamment grand, Quitte & remplacer chaque SN par 'l'k , ol
k=1

Tk est un sous—ensemble convenable de Sk , on peut supposer

£ 2
t
Sy S8y, © oN” g Card S < {cet)m” .
Soit 6 =[K:g] ; on note
Pytesetpy

pE=—g—
et on suppose
(2.2.7) £>p+d .

Soit N un entier ; les majorations que nous écrirons seront vraies dés que N est
suffisamment grand.

Pour commencer, montrons qu'il existe un polyndme non pul

Py € z{x1,...,xd] ,
de degré inférieur ou ézal &
1 £

= Ptz P,
d d

(2.2.8) R, =B, (W) = [(26(c+1))".m 1

par rapport & X (1 ¢1¢d), gt de taille majorée par

2
o
{2.2.9) t(P ) « N ¢,
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2.13
tel gue la fonction

FN = PN(f1 yvo-,fd)

vérifie
F (z) =0 pour tout z € 5_ .
i) —— N
Pour obtenir ce résultat, on résoud le systeme

Ry
4(2) FN(z) =0 pour z €8,

R1
o,(z) ..o
1
ol ai(z) est le dénominateur de fi(z) pour 2z € SW R (1 £1ig d). On obbtient
3

ainsi un systéme de

Card s < (o1 )

équations &
(R+1)e.u (Ry#1) > 28(c+1)w?

inconnues (les inconnues étant les coefficients de PN) ;5 les coefficients de ce sys—

téme d'équations sont
a 1 kl d

n o,(z) - (o ()t (Z)) savee O ¢ A SR ,1¢igad,

de=g i=t

On peut majorer la taille de ces coefficients (qui sont des entiers de X sur

Z) par
o
max R, (vog 0, (z) + Log|T (2)]) « Z:: R, iien a
z€S i=t

Le lemme 1.3.,1 montre qu'il existe des entiers rationnels

pN(x1,...,xd) » O CR,1gigT,

non tous nuls, majorés par



2.14

prg

Log max  |p (A ,...on)| <m0 T,
N N )
greenihg
tels que la fonction
By By ( )>\1 Ay
F =Z : PAN, sesash E, T u T
a
N ve= R v WM a1

vérifie
FN(Z) =0 pour tout z £ SN -

La fonction F, ainsi construite n'est pas identiquement nulle (car Py £0,

et les fonctions f1 seeest . sont algébriquement indépendantes sur 8). Ctest une

d

fonction entiére, d'ordre inférieur ou égal B max p, . Les relations (1.5.4) et
1€i€4
(2.2.6) montrent que les nombres

(z) , (z ¢ ),
x r%}Jo S

ne sont pas tous nuls,

Soit M le plus grand entier tel gue tous les nombres

F(z),(zesmm U s )

N

soient nuls. On a donc M 3 N, et il existe z, €8 tel que
Ty = Fylsg) A0
Vérifions maintenant la majoration
£
(2.2.10) Log|yy| < -1 .
Utilisons le principe du maximum, sur le disque
|z} ¢ R=M1og ¥,

pour la fonetion
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2.15

F(z), T (z=t]';

N
‘tGSM
On obtient
zo—t
Il = Iryla)l ¢ oyl sme 1 2]
N N o N'R |Z|=R tes z=1
M
On majore IFNIR par
piZep. p
Log|Fy |, << max ¥ tHgt
1¢igd
<K Ml ’
gréce & l'hypothtse
(2.2.7) p+-§ <&,
et on majore
zo—t
Log sup i |
o] = tes, wt

(2 yCard 5y (3 )C.M'e
R-M Log M ¢
8i N est suffisamment grand, on a

¢ u¥ 1og 3 + T0g [Pyl < g ¥ Log Log M ,

donce

Cc .4 £
Log|YN| -3 M LoglogMg-M ,

ce qui démontre (2.2.10).
Majorons maintenant la taille de Yy -

On remarque que

R R
1 d
01(20) n04(z.)
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2.16
est un dénominateur de Yy ¢ avec
Py
Log d,(z ) «cM™, 1¢igd.

D'autre part on a (soit directement, soit en utilisant 1.2.5) @

- t(py) 4 R,
lYNl < (R1+1)...(Rd+1)e .i§1 max(1vlfi(zo§[ ),
done
d P o1
i d
(2.2.11) s(yy) « E Ry MM

Les inégalités (2.2.7), (2.2.10) et (2.2.11) montrent que la relation

-2[x: Q].S(YN) N LoleNl

n'est pas vérifiée, bien que Ty € K so0it non nul, Cette contradiction termine la
démonstration,

Précisons comment ont €té choisies les fonctions R,,...,R Oon a cherché a

1 d

satisfaire 1l'inégalité

)’
RyseeBy 3 25(c+1)8" ,

en rendant la quantité

d P

) RN

2 i
i=1

minimum, On a donc imposé
P P
1 d
R1 N =..= Ry N,

ce qui donne immédiatement R1""’Rd .
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§2.3 Références

La démonstration, par Schneider, du théordme sur la transcendance de ab date
du 28 mai 1934 [Schneider, 1934]. On la trouvera également exposée dans [Siegel, T
chap,I1I §1]. Le différence essentielle avec celle présentée ici [Waldschmidt, 1973b,
chap.I] réside dans la construction d'un nombre Yy # 0 , que l'on devra ensuite ma-
jorer et minorer, Dans la démonstration originale de Schneider, ce nombre apparalt
non pas comme une valeur de la fonction FN , mais comme un déterminant dont on doit
montrer qu'il est non nul (exercice 6.1.b).

Le théoréme 2,2.1 est une généralisation dtun résultat de Lang [Lang, Tey
chap,1I, §2, ™,2] et d'un résultat de Ramachandra [Remachandra, 1967, Th.1]. Le ré=-
sultat de Lang correspond & d =2 , P, =P, ; onne peut pas en déduire le théoréme
2.1.,1 de Gel'fond Schneider, L'énoncé de Ramachandra contient 1l'hypothése supplémenw

taire

+eeatpy

P

max p, & H
. d=
1¢iga i 1

de plus, les notations de Ramachandra sont beaucoup moins agréables que celles de
Lang (gque nous avons adoptées ieci).

On peut étendre le théoréme 2,2,1 aux valeurs de fonctions méromorphes dans ¢
[Waldschmidt, 1972&] ;3 il permet alors dtobtenir des résultats de transcendance de
valeurs de fonctions elliptiques, et m8me, plus généralement, de majorer la dimen—
sion algébrique de sous—groupes & un paramttre de certaines variétés de groupe, en
fonction du nombre de points @-linéairement indépendants que ces sous—-groupes con—

tiemnent [Lang, T, chap,II §3 et 4] et [Waldschmidt, 1973a].
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2.18
La premidre démonsiration du corollaire 2,2,% a été publide par Lang, bien que
le résultat semble avoir été connu avant par Siegel., Ce résultat ne paratt pas le

meilleur possible, Lang conjecture que, si a a. (resp. b1 , b2) sont des hom—

172
bres complexes @~lindairement indépendants, alors 1l'un au moins des quatre nombres

a.b,
e ol s (i=1y2 H 3:192) ’

est transcendant. [Lang, T., chap,IT §1].

Avec les notations 2,2.4, ceci revient & montrer que si des logarithmes non nuls

21 ' 4, ,l",zé de nombres algébriques vérifient
,81 !2
TR E
1 2
'31
alors — €@ [Schneider, T., probléme 1, chap.,V].
2

Pour obtenir cet énoncé, il suffirait que 1l'on puisse remplacer, dans la conclu—
sion (2.2,2) du théoréme 2.2,1, 1'inégalité large par une indgalité stricte.

Dang le cas des fonctions
7 z 3
Z,2 !3 ;5 sees s

ona =1, et cette indgalité stricte serait la meilleure possible,
Puisque 1'indgalité (2,2,2) est large (() , la conclusion du théordme 2,2,1
resterait inchangée si on remplagait la définition (1.5.1) de l'ordre d'une fonction

entidére P par celle, plus classique :
LogLogIFlR

(2.3.1) p = lim sup ————————
R - 400 Log R
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2.19

EXERCICES

Exercice 2.1.a. On sait que le groupe additif du corps $0R des nombres réels al-

- * 7 1 z
gébriques est isomorphe au groupe multiplicatif Ql‘\R+ des nombres algébriques réels
positifs, Montrer qulaucun de ces isomorphismes n'est localement croissant,

[Diendonné, p. 1 64].

Exercice 2,1,b, Soit P ¢ 2Z[X,Y] un polynéme irréductible, tel que
Py #0; PL#0; (0,00 #035 P(1,1) £0.

Soit o wun nombre algébrique irrationnel,

Montrer que l'éguation en 2z 3
P(z,2%) =0

n'a pas de racines dans @ .

[Feltdman, 1964].
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2,20

Exercice 2,1,c, On note Mn(K) ltarmeau des matrices carrées nxn & coefficients

dans un corps X , et GLn(K) le groupe lindaire des matrices carrées nxn inver-

sibles,

Soit M € Mn(c) une matrice qui n'est pas nilpotente, et soient a, , &, deux

1 2

nombres algébriques, tels que les deux matrices

exp(Ma1) . exp(MaZ)

appartiennent & GLn(§>.

Montrer que a, , ¢, sont &-lindairement dépendants, (Indications : la ma—

1772
trice M posséde au moins une valeur propre non nulle A ; la fonction 1w exp(xt)
prend des valeurs dans @ pour + = a, et t = @, . le résultat demandé est donc

équivalent au théordme 2,1,1 de Geltfond Schneider).

[waldschmidt, 1973, a].
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2421
Exerciee 2.2,a, S0it M ¢ Mn(c) ; on note 4 la dimension du sous—f-espace vectoriel
de € engendré par les valeurs propres de M . Soient t1,,,.,tm des nombres com-
plexes §-lindairement indépendants tels que les matrices
eXP(Mtj) » (1 ¢i¢m)
appartiennent toutes & GLn(EZ}.
1) Montrer que l'on a

md ¢ m+d ,

clest-a-dire m » 3 = d <1 et m»2 = dg2.
(soit u1,...,ud une base du sous-Z-module de € engendré par les valeurs propres
de M ; 1l'hypothdse entraine

exp(u;v.) €8 pour 1¢jem, 1¢igd;

Le résultat demandé est donc équivasrent & 2.2.3),
2) Montrer que, si la matrice M n'est pas diagonalisable, ni nilpotente, on a m=1.

(c'est le théordme de gel'fond Schneider).

62



2.22

Exercice 2,2,b, 81 f _,...,f sont des fonetions méromorphes, on note

1 a

)

a(f1,...,fd

le nombre maximum de nombres complexes VW , @~linéairement indépendants, distincis

des pbles de f1”"’fd , et tels que
£.(W) €8 pour 1¢igd.
Avec cette notation, le théoreéme 2,1,1 s'énonce
8z, e™) ¢ 1

pour £ €€, L#£0, et (2.2.3) peut stécrire

s(e?,e™) ¢2 i bee,bfa,
ou encore
6(eh1z ’ ebzz ’eb3z) .
si b1,b2,b3 sont trois nombres complexes @-lindairement indépendants,

on désigne var ¥ et f# deux fonctions elliptiques de Welerstrass, algébri-
*
quement indépendantes, dont les invariants modulaires j et J sont algébriques,

et par ¢ 1la fonction z8ta de Weilerstrass associée & ¥ . Nontrer que 1'on a

8(z ,¥(z)) ¢ 2

s(e”, ¥(z)) < 3

e

50¢(2), ¥ (2)) ¢ 4 ;

8(0(z) ,bz+2{z)) ¢4 pour tout b £ ¢ .,

{Ramachandra, 1967] et [waeldschmidt, 1972a, (5.1)].
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Exercice 2,2,¢, Soit £ une fonction entidre transcendante, dlordre inférieur ou

égal & p ; soient u un nombre réel positif, et (ak) une suite de nombres ra-
k k3

»

tionnels, deux A& deux distincts, tels que

. 1
l;m sup g max [voelp, | » vogfa [l < u -
—)+w
On suppose que
Px
f(a—) € 2 pour tout k)1,

k

En déduire
[T 2 I
(supposer pp < 1 ; soit g > 0 tel que
(meﬂm£)<1.
D'aprés l'hypothése, pour k suffisamment grand, on a
fo | « &5, et o | < &€

8i N est un entier positif, considérer

D » L

k N
s = {_’““,a_} , ou k= [wW*e],
et appliquer le théordme 2,2,1, avec

f1(Z)=Z;f2(Z)=f(Z);d=2;p1=a;pz=p,

et
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Exercice 2.,2,d, Sous les hypoth®ses du théoréme 2,2.1, on suppose que les fonctions

f1""’fd ont une périocde w % 0 commune, Etablir 1t'indgalité

p1+...+pd~1
d=-1

£<

(Quitte a4 remplacer chaque sN par un sous-ensemble de € le contenant, on peut

supposer

z € SN == Z2+Jw £ SN ; pour tout J €Z,-NgJjgN.

Construire une suite (TN) de sous—ensembles de ¢ , vérifiant

TN c SN pour tout N 3 O ;

1
Card TN < i Card SN H

pour tout zesm,ilexiste JEZ,=NgjEN, tel que z+jw€TN.

Reprendre la démonstration du théordme 2,2.1 ; la fonction auxiliaire

Fy = PN(f1,...,fd) étant périodique, de période w , il suffit gqu'elle vérifie
FN(z) = 0 pour tout =z € TN

pour que 1l'on ait

FN(z) =0 pour tout z € SN)'

[Ramachandra, 1967, Th.1] et [Waldschmidt, 1972 a].
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Exercice 2,2.e, Les hypoth&ses sont celles du théoréme 2,.2.1, mais on suppose seule-

ment gue les fonctions f1,...,f sont méromorphes dans € . Montrer que, pour que

d
1tinégalité (2.2.2) soit encore valide, il suffit que 1'on ajoute 1'hypothése sui-
vante,

Pour tout i =1,...,4 , il existe une fonction entidtre hi , dtordre inférieur

ou égal & p; > telle que la fonction hifi soit entitre (et d'ordre inférieur ou

égal & pi), et telle gque

hi(z) #0 pour tout z € {y S

Ny ©

et

R
1 i
maxy Log! ! <K N pour N - 4+
hisz

Z€SN

(1a seule modification & apporter & la démonstration du théoreme 2.2.1 réside dans
la vérification de 2.2.10.
On utilisera le principe du maximum, sur le disque {z{ R =MILlog M, pour la

fonction entidre

a R. i
Po(e). 1 n(z) Yoo (s-t). ).

i=1 1 tGSM

(Voir [Lang, T,, chap.II, Th.2] pour le cas particulier
p1:pz’d=2;

comparez avec (4,5.1)).
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Exercice 2,2,f. Soient f1""’fd des fonctions entiéres, algébriquement indépen—
dantes sur @ . Soit (Zn)n)1 une suite de nombres complexes, deux & deux distincts,

tels que

Card n 1 Iz l g

lim
R—=+oo

= o0 ,

max Log T,
= AR

On suppose que pour tout i =1,,..,d et tout n ) 1, le nombre fi(zn) est algé-

brique. On note
= [Q(f1(Zn),...,fd(zn)) ;@) pour n Y1,

Soient R1,...,R des applications de N dans N , telles que

d

R1(n)...Rd(n) )2(61+...+6n) pour tout n y 1 .

Montrer que, pour tout n suffisamment grand, il existe un entier m » nt1 tel qus,

pour tout R > 0, on ait

(31 108 5 ¢ z ) (a8, (1 + s aley (0] + 2oslr+ 2] )

1¢hgm
Indications, Utiliser l'exercice 1,3,b pour construire, pour n suffisamment grand,

un polyndme non nul
P € z[x1,...,xd]
de degré inférieur ou égal a Ri(n) par rapport & X s et tel que la fonction

)

P = Pn(f1,...,fd

vérifie

F, (zh)=o pour 1

~
=3
"~
=

On majorera, de plus, la taille de Pn par
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&

n 4
8(p,) < Tog V2 + g ENCY R VS T E By(n) x

a
x Log| T (7, 1) (7| + L;} Log(Ry (n)+1) ;
en particulier

).

-d
t(e) ¢ 2 7 R(n).(1+ max s(f (=
in

1<hen b

1a fonction Fn étant entidre non nulle, la relation 1.5.5 (avec A = 2) et

les hypothéses faites montrent que les nombres
Flz), byt

ne sont pas tous nuls, Soit m le plus petit entier tel que
L Fn(zm) £0.

Bn wtilisant le principe du maximum sur le disque de rayon R , avec

R >3 max Iz | (puisque le résultat est trivial dans le cas contraire), majorer
1¢hgm
Y, Per
d m=1 z =%,
Longni < t(Pn) + Z:: Ri(n)Log max({fifﬁ,1) > Log(Ri+1) + sup Log z:: }15:5.} ;
=1 [t 1= h
On majorera ensuite, pour Itl =R , la quantité
2 =%
t—zh
par

3 mex |z |
1¢h¢m
R

Majorer ensuite la taille de Y, Dar
a

slyy) < #(2)) + T 5;(n)s(£, (2 )) + vog(r.+1) ,
i=t

et le dénominateur de Y, bar

68



2.28

d
aly) < 1o R mlale (2 ),

i
L=

gréce & 1,2.5, Utiliser enfin (1.2.4) pour obtenir la conclusion,
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Bxercice 2.2,g. Déduire le théordme 2,2,1 de 1l'exercice précédent, Plus générale-

ment, montrer que si les constantes 6 , C1 , C qui interviennent dans les re-

reee
2

lations << des hypothéses du théoréme 2.2.1 satisfont une certaine inégalité, alors

on peut remplacer la conclusion (2.2.2) par 1'inégalité stricte

.« PytesatPy
d—1 °
(Indications. Se ramener au cas
£
max pi\<p+-a et max p. < £
1<id 1gigd
choisir
: P+£‘P P, teeetp
d d i !
R, () = [(28(c,+1))".x 1, p="—75—,

et R=1Mr, (A>1 réel indépendant de N et M). Ordonner: les éléments de

S=y SN en une suite (z_) de telle manidre que

50 K K31
Card SN
I (%-z) = 1. (X—zK) .
a€s, K=t

On remarquera que l'on a
0/
max 8(f (z)) <<k F
1<HCK

et

max |z | <« &'/%).
1<HCK
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