
CHAPITRE 2 

La m4thode de Schneider 

§2.1 Une premiere d4monstration du th4or6me de Gel'fond ~£hneider sur la transcen- 

b 
dance de a 

La premi&re d4monstration de transcendance que nous allons 4tudier est tune ver- 

sion simplifi4e de celle qui permit, en 1934, ~ Schneider de r4soudre le septi&me 

des probl&mes pos4s par Hilbert au congr~s de Paris de 1900. Nous 4tudierons, dans 

le chapitre suivant, la solution de Gel'fond. 

Th4or~me 2.1.1. ~q!ent I ~ 0 et b / ~ deux nombres qom~lexes. L'un au moins des 

trois nombres 

b bl 
a=e ,b,a =e 

11,22 sont 

11,~2 sont ~-lin4airement ind4pen- 

est transcendant. 

On peut @noncer ce r4sultat sous la forme 4quivalente suivante : 

(2.1.2) Si ~I,22 sont deux logarithmes de hombres alg4briques, e ts_~i 

~-lin4airement ind4pendants, alors le hombre 

12 

21 

est transcendant (ce qui revient ~ dire que 

dants). 

On d@duit de 2.1.1 la transcendance de e ~ (choisir I = i~ , b =-i). 
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2.2 

po~ur d@montrer le th@or~me 2.1.1, nous suivons true m@thode que Lang a utilis@e [Lang, 

T., chap.II] pour d@montrer un autre r@sultat de transcendance sur la fonction expo- 

nentielle (2.2.3). 

La d@monstration s'effectue par l'absurde : on suppose que les trois hombres comple- 

xes 

b~ 
b , e , e 

sont alg@briques, avec £ ~ 0 et b irrationnel. On remarque que les deux fonctiors 

~z 
z , e 

sont alg4briquement ind4pendantes (grace & la condition 

prennent des valeurs dans le corps 

K = ~(b , e I , ebI) 

~ 0 et & (~.4.1)), et 

pollr 

Soit 

z = i+jb , (i,j) E ~xZ. 

6 = [K:Q] , et soit d tun d~nominateur oommun des trois nombres 

£ b~ 
b , e , e o 

On consid~re un nombre entier N 

un nombre fini d'in@galit@s que l'on va @crire). On pourra supposer que 

entier. 

Montrons tout d'abord qu'il existe tun Dol,ynSme non nul 

suffisa~nent grand (c'est-~-dire minor@ par 

± 
N 2 est 

PN c ~[x~,x 2] 

d~ede~r6 inf@rieur ~ N 3/2 P~r rapDort ~ X I , d_~edegr@ inf6rieur & 28N I/2 oar 

r~pport ~ X 2 , et de taille inf@rieure o u @gale ~ 2N3/2.LogN , tel que la fonction 
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v4rifie 

2.3 

~(±+jb) = 0 pour i=I ..... ~ e_!t j=~ ..... ~ . 

avee 

Pour obtenir ce r4sultat, on 4crit le polynSme inconnu PN sous la forms 

~/~_~ 2~/2_~ 
X ~ 

= T- :  T 2  x i 
k=0 ~=0 

pk, (N) £ ~ , et on consid~re le syst&me d'4quations en pk, (N) : 

d(46+1)N3/2.FN(i+jb) = 0 , (I ~ i ~ N, I ~ j ~ N) , 

c'est-&-dire 

~/~_~ 2~/~_~ 
k=0 ~--0 

(~ ~i4~,~ ~ j~) . 

On obtient ainsi un syst~me de N 2 4quations h 26N 2 inconnues, ~ coefficients dans 

K entiers sur ~ ; ces coefficients ont une taille major4e par 

3 N3/2 Logan , ~3/2 ~ogN+ N3/2 ( (86+2)~og~+ ~o~(~+l~ I )  + 2s ~ o g l J + b ~ l )  ~ 

grace ~ (1.2.5). 

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de trouver des nombres entiers rationnels 

p~, (~) , (0 .< ~ .< N3/2-1 , 0 .< ~ ..< 26~1/2-~)  , 

non tous nuls, v4rifiant 

( 2 . 1 . 3 )  

(remarquer que l'exposant 

Log max I P~, (N)I ~ 2 N3/2 Log N 

m6 
du lemme 1.3.1 est ici 4gal ~ I ), et tels que la 

n-m6 

fonction F N v4rifie 

FN(i+jb) = 0 , (I ~ i ~ N, I ~ j ~ N) . 
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Les conditions 

tiquement nulle ; or 

puisque 

(2 .1.4)  

2.4 

PN ~ 0 et ~ / 0 montrent que la fonction F N n'est pas ider~- 

F N est une fonction enti~re, d'ordre ini~rieur ou 6gal & I, 

~glF~l~ ,< 26N1/21 elR + N3/2LogR+ 2N3/2~<N+ Lo~(26N 2) << R pour R o + ~ . ~  

Comme nous l'avonsvu en (1.5.4), ceci entra~ne que l'un des nombres 

FN(ki+k2b) , ( k l , k  2) E Z x Z  , k i ~ 

est non nul (on utilise ici l'hypoth&se b ~ ~). Par consequent, il existe un entier 

M >~ N tel que 

(2.1.5)  

e...£ 

(2.1.6)  I.~_l exis~e 

FN(i+jb) = 0 PO~ I ~< i ~< M , I ~< j ~< N , 

(io,J O) g ~×Z , I K io ~ M+1 , I ~< Jo K M+I , avec 

~N = FN(io+Jo b) ~ 0 . 

La suite de la dgmonstration consiste h majorer ~N = FN(io+Job)' puis h le mi- 

norer, ce qui apportera la contradiction attendue. 

V~rifions, pour commencer, la maj oration 

I 
~ Log M . (2.1.7) ~o~I~I ,<-~ 

On remarque pour cela que la fonction 

M M 
FN(Z). n n (7~i-jb) -I 

i=I j:~ 

est enti~re, & cause de (2.1.5). On lui applique le principe du maximum sur le dis- 

que Izl ,< R = (1+IbllM 5/~ 

On obtient 
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On majore, pour 

par 

2.5 

M 

I~1 = ~ , 

io-i+(jo-J)b 

z-i-jb 

R-MU+Ibl ~ ~ .5- '~-M< 

pour N (donc M) suffisamment grand. 

D'autre part, grace h (2.1o4), on a 

~ l ( io-~)~ . jo- j )b  1 
n 1 ~ : i - j b  t "  

j=t 

2 M -~/4 

~oglF. l~ ,< (261~1+~)~1/2 ,< (26 I~1+~) (~+ Ib l ) .  7/4 ,< 

d~s que N est suffisamment grand. 

On obtient ainsi 

I ~ogM<_1 ~ogM ~ogl~ l  < 2. 2 - ~ 

ce qui d~montre (2.1.7). 

Pour minorer YN ' il suffit de majorer la taille 

relation (1.2.3) 

-2 ~ ( ~ )  ~ ~ o g l ~ l ,  

S(YN) , puis d'utiliser la 

puisque TN E K avec [K:Q] : 6 , et YN ~ 0 d'apr~s (2.1.6). 

Montrons q,ue l'on a 

(2.1.8) S(~N) 4 4 M3/2LogM , 

donc 

~ogl~,~l ~, -86. 3/2 ~ogM , 
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2.6 

ce qui contredira (2.1.7). 

Le calcul de la taille est tr&s simple, grace h (I .2.5) : on constate que 

dN3/2+46~(,+~) 

est un d4nominateur de TN , et que 

2N3/2 ~N3/2 M4N3/2 
ITNI  -< N . r  ,< , 

ce qui d4montre (2.1.8), et termine doric la d4monstration du th4or~me 2.1.1. 

On peut maintenant expliquer les raisons du choix des deux fonctions 

R I (N) = N 3/2 et R2(N ) = N I/2 exprimant le degr@ du polynSme PN par rapport 

X I et X 2 respectivement. 

Pour appliquer le lemme de Siegel, on a utilis@ l'in6galit4 

R I(N)R2(N) >, 2 6N 2 

La majoration de la faille de YN fair intervenir uniquement la quantit4 

R I(N),Lo~M + ~2(~).M . 

Si les deux fonctions R 1 et R 2 sont monotones croissantes, on aura 

s(,%) << _,~x{R I (M)Log M, R2(M).~,I } . 

II est donc naturel de choisir R I , R 2 

RI (N)Log N 

de telle mani~re que les deux quantit@s 

et R2(N)N 

aient le m@me ordre de grandeur. Le choix optimum (compte tenu de l'in6galit4 

RI(N)R2(N) ~ 2 6N 2) 

serait 
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et 

oh 

R I 

2.7 

(N) : [(26)I/<N 3/2. (SogN) -~/2] + I 

R2(N)  = [ ( 2 6 ) 1 / 2 . N 1 / 2 . ( L o g N ) 1 / 2 ] +  1 , 

[ ] d6signe la pattie enti~re. 

Le choix que nous avons fait n'est pas essentiellement diff@rent, et il fournit 

des fonctions plus simples. 

Une fois choisies R I et R 2 , il reste A donner une valeur au param~tre 

rayon du disque sur lequel on utilise le principe du maximum pour majorer 

va choisir R beaucoup plus grand que M et on majore 

M M l(io-i)+(jo-J)b 
sup H H ~ . 

lzl=~ i=, j:~ 

I?So~2(~+lbl)  • - M  2 L o g  ~ + 

par 

Si on v4rifie l'in4galit@ 

I ~?LogR , sog2(,+lbl)  + sOdFld:~ .< 

on obtiendra 

6 ~ Log R 

4 (ce ~ est 6videmment sans importance). 

Dans la majoration (2.1.4) de LogIFNI R , le terme principal est 

I 

2 6~1~1~ 

Pour obtenir le r@sultat, il suLfit que l'on choisisse 

est celui que nous avons fair : 

R 

~N" On 

R ~< N 3/2 ; un choix possible 
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2.8 

R = (1+Ibl)N 5/4. 

Notons que le th4or~me 6.1.1 permettrait de majorer le hombre 

tration pr~cgdente (qui est fonotion de N) par 

M 4 3 6 N 

ms_is nous n'avions pas ~ utiliser cette majoration ici. 

M de la d~mons- 

§2.2 Valeurs al~4briques de fonctions enti~res 

Quand on examine la d4monstration pr4c4dente, on constate que l'on peut se con- 

tenter d'utiliser les seules propri4t~s suivantes. 

Les dsux fonctions f1(z) = z et f2(z) = e ~z (oh 2 6 ~ , ~ ~ 0) sont en- 

fibres, alg4briquement ind4pendantes sum C , d'ordre inf4rieur ou 4gal ~ Pl ' P2 

respectivement (0 < Pl < I , et P2 = I). Elles prennent des valeurs dans le corps 

K = Q(eI,b,e b~) , 

(qui est un corps de nombres par hypoth~se), pour tout point z de l'ensemble 

S = {i+jb ; (i,j) £ ~x~} ; 

plus pr4cis~ment, si N 

on a 

z £ S N 

et 

est un entier, pour 

= {i+jb ; 1 4 i ~ N , I £ j ~ N} c S , 

s(f2(z)) ~ N(s(eI)+s(eb2)) << N 
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pour, N -~ +co . 

Enfin, on a 

e t  

2 .9  

Izl < ( +lbl)N << N 
z ES N 

Card S N = N 2 

(grace ~ l'irrationnalit4 de b). 

En formalisant cette d4monstration, on obtient un r4sultat g4n4ral. 

Th@or&me 2o2.1o Soit K un cords de nombres; seient fl .... 'fd des fonctions en- 

ti~res, alg@briquement ind4pendantes sur Q , d'ordre inf4rieur o__~u4gal~ PI'''''Pd 

respectivement, avec d ~ 2 . So it I un nombre r4el posit if, et soit (SN) true 

suite de sous~ensembles finis de C , tel s que 

NPi f i ( S N )  c K ,  e t max s ( q G ) )  << , 1 ~ i 4 d 
zES N 

card S N >> N ~ et max Izl << N pour N~+~ 

z£S N 

Alors on a 

P l+ - . - +Pd  
( 2 . 2 . 2 )  ~ ~ d-1 

On obtient 4videmment comme corollaire le th4or~me 2.%.I de Geltfond Schneider ; 

d'autre part on d4duit du th4or~me 2.2.1 le 

Corollaire 2.2.3. Soient al,a 2 (resp. bl,b2,b3) des hombres complexes 

~l!n4airement ind@pendants. Alors l'un au moins des six hombres 

exp(aib j) , ( i  = 1,2 ; j = 1 , 2 , 3 )  , 

est transcendan%. 
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2.10 

Pour d~montrer le corollaire 2.2.3, on peut 

- soit utiliser les deux fonctions 

a z 

f l  (z) = s I 

avec 

e t  

a z 
2 

• f 2 ( z )  = e , 

S N = { i b l + J b 2 + k b  3 , 1 ~< i ~< N , 1 ~< j ~< N , 1 ~< k ~ N} 

d = 2 , ~ = 3 , Pl = P 2 = 1  ; 

- soit utiliser les trois fonctions 

bz bz bz 

f l ( z ] . .  = e 1 f2 (z ] . .  : e 2 f3 (z ] , ,  : e 3 

avec 

et 

S N = {ia I +ja 2 , I ~< i ~< N , I ~< j ~< N} 

d = 3 , 2 = 2 , Pl = P2 = P3 = I " 

Le corollaire 2.2.3 peut s'4noncer sous la forme @quivalente suivante : 

s I I ! ( 2 . 2 . 4 )  s i  ~1 ' ~2 ' ~3 £I ' ~2 ' ~3 

briques, et si 

alors ~1 ' ~2 ' ~3 sont 

sont des logarithmes non nuls de nombres alg@- 

~I ~2 ~3 

~1 ~2 3 

Q - l i n ~ a i r e m e n t  d 6 p e n d a n t s  o 
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2.11 

D4monstration du th@or~me 2.2.1 

Montrons d@j& qu'il suffit d'4tablir le r4sultat darts le cas 

(2.2.5) max Pi < d 
1 £i~d 

P1+...+Pd +~ 

Supposons par exemple que l'on s_it 

PI+...+Pd +~ 
Pd ~ d ' 

c' est-~-dire 

Pl+-.-+Pd_I +~ 
Pd ~ d-1 " 

Si la conclusion du th@or&me @tait fausse, on aurait 

PI+...+Pd 
e >  d-1 

donc 

> P1+- • .+Pd_1 PI+- • -+Pd_1 +£ 
d-1 + (~- I )2  

d'oh 

[(d-1)2-1],e > ~ ( ~ 1 + . . . + ~ 1 )  , 

ce qui entralne d > 2 et 

Pl +" "" +Pd-1 

d-2 

Ainsi il suffit que l'on d@montre le th@or~me pour les fonctions fl '''''fd-1 " Par 

r@currence, on se ram&ne au cas oh l'in@galit@ (2.2.5) est v@rifi@e. 

On supposera aussi 

(2.2.6) max Pi < ~ ' 

la conclusion du th6or&me @rant imm@diate darts le cas contraire (sous l'hypoth&se 
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2.2.5). L'hypoth~se 

montre qu'il existe un r4el 

2,12 

Card S N >> N % pour 

C > 0 tel que 

Card S N ) C.N 2 

N -, +oo 

pour tout N suffisamment grand. Quitte ~ remplacer chaque S N par 

T k est un sous-ensemble convenable de S k , on pout supposer 

S N c SN+ I et CN ~ ~ Card S N ~< (C+I)N I . 

N 

U T k , Oh 
k=1 

Soit 6 = [K: ~] ; on note 

Pl +" "" +Pd 
P= d ' 

et on suppose 

(2.2.7) Z> p+~. 

Soit N un entier ; les majorations que nous 4crirons seront vraies d~s que N 

suf fisamment grand. 

Pour commencer, montrons qu'il existe un polynSme non nul 

P~ c ~[x I . . . . .  x d]  , 

de degr4 inf4rieur o_~u 4Ea! "_a 

I 

(2.2.8) Ri = Ri(N) = [(26(C+I))~.N ~ ' ° i ]  

.p.ar. rapport ~ X i (I ~< i ~< d) , et de taille major4e par 

(2.2.9) t(P N) << N , 

e s t  
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2.13  

tel q.v_% la fonction 

v4rifie 

FN = P~(f l  . . . . .  ~d ) 

FN(Z) : 0 pour tout z £ S N . 

Pour obtenir ce r4sultat, on r4soud le syst~me 

R 1 R d 
~ l ( z )  . . . ~ d ( Z )  FN(Z) : 0 pour z C SN , 

oh 6i(z) est le d4nominateur de fi(z) pour z 6 S N , (I ~ i ~ d). On obtient 

ainsi un syst~me de 

Card S N ~ (C+I)N £ 

4quations 

(RI+I)...(Rd+I)) 26(C+I)N £ 

inconnues (les inconnues @tant les coefficients de pN) ; les coeffici~ts de ce sys- 

t&me d'4quations sont : 

d R.-k d k 

i=I i=I 
, avec 0 ~< ki ~ R i , I ~< i £ d . 

On peut majorer la taille de ces coefficients (qui sont des entiers de K sur 

z) par 

d d 
N @i << N ~ 

Le lemme 1.3.1 montre qu'il existe des entders rationnels 

PN(kl ..... k d) , 0 ~< k i ~< R i , I ~< i £ d , 

non tous nuls, major4s par 
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tels que la fonction 

v4rifie 

2.14 

~4 
~og ~ Ip~(x 1 . . . . .  x~)l <<N~, 

X 1 ,... ,k d 

R I R d k I k d 

F~ = T :  . . .  T'2, pN(~,I . . . . .  x~ )L  " " L  
k I =0 Xd=O 

FN(Z) = 0 pour tout z £ S N . 

La fonction F N ainsi construite n'est pas identiquement nulle (car PN ~ 0 , 

et lea fonctions fl .... 'fd sont alg4briquement ind6pendantes sur ~). C'est une 

fonction enti~re, d'ordre inf4rieur ou 6gal & max Pi " Les relations (1.5.4) et 
1£i~d 

(2.2.6) montrent que les nombres 

~(z) , (~ c U sM) , 
M~O 

ne sont pas tous nuls. 

soit M l_~e plus grand entier tel que tous lea nombres 

O~H~M 

soient nuls. On a donc M ) N , et il existe z ° £ SM+ I 

~ = ~(%) / o . 

V4rifions maintenant la majoration 

(2 .2 .1o)  Logical ~ -M ~ . 

Utilisons le principe du maximum, sur le diaque 

tel que 

Izl ~< R = M Log M , 

pour la fonetion 
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On obtient 

On majore IFN[ R par 

2.15 

F~(z). n (~ - t ) - I  ; 
tES 

E 

I  (zo)l IF l -iz [ 

LogIFNI R << max 
I ~i~d 

<< M ~ , 

Zo-t 
H ~ . 

t 6S M 

P%'h Pi 
N .R 

grace h l'hypoth~se 

(2.2.~) ~+~ < ~ , 

et on majore 

par 

Si N 

donc 

Zo-t 
Log sup H --~ 

Izl=R tES M 

2M+1]Card S M (~]C.M ~ 

est suffisamment grand, on a 

C M~ c ~ Log 3 + I~g IFNI ~ 4 ~ Log Lo~ M , 

C M~ M ~ ~o~l~Nl ~ - ~ Log Log M ~ - , 

ce qui d@montre (2.2.10). 

Najorons maintenant la taille de YN " 

On remarque que 

R I R d 
~1(Zo) ...%(%) 
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2.16 

est un d4nominateur de ~N ' avec 

Log ~i(Zo) << M pi 1 ~ i 4 d 

D'autre part on a (soit directement, soit en utilisant 1.2.5) : 

I~NI ~ (Rl+l)...(Rd+l)e t(PN), nd ~(I ' IZ~--~ VIii) , 
i=1 

dono 

(2.2.11) 
1=1 

Les in4galit~s (2 .2 .7 ) ,  (2.2.10)  et (2.2.11)  montrent que la r e l a t i o n  

n'est pas vgrifi4e, bien que 

d4monstration. 

-2[~: ~].~(~) ~ ~ogl~l 

~N E K soit non nul. Cette contradiction termine la 

prgcisons comment ont 4tg chdisies les fonctions 

satisfaire l'in4galit4 

en rendant la quantit6 

~ I . . . R ~  ~ 26(0+1)~ ~ , 

d 
7-~. Ri N pi 
i=I 

Pl Pd 
R I N -...- R d N , 

minimum. On a doric impos4 

RI,...,R d . On a cherch6 & 

ce qui donne imm$diatement RI,...,R d . 
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2.17 

§2.3 A~f6rences 

La d~mons~ration, par schneider, du th~orbme sur la tranecendanoe de a b date 

du 28 mai 1934 [Schneider, 1934]. On la trouvera ~galement expos6e dans [Siegel, T 

chapoIII §I]. La diff6rence eseentielle avec celle pr~sent~e ici [Waldschmidt, 1973 b, 

chap. I] r~side dane la construction d'un nombre ~N ~ 0 , que l'on devra ensuite ma- 

jorer et minorer. Dans la d~monstration originale de Schneider, ce nombre appara~t 

non pae comme une valeur de la fonction F N ,mais comme un d~terminant dont on doit 

montrer qu'il est non nul ~exercice 6.1.b). 

Le th~orbme 2.2.1 est une g~n~ralisation d~un r6sultat de Lang [Lang, T., 

chap.II, §2, Th.2] et d'un r~sultat de Ramachandra [Ramachandra, 1967, Th.1]. Le r~- 

sultat de Lang correspond h d = 2 , Pl = P2 ; on ne peut pas en d6duire le th~orbme 

2.1 .I de Gel'fond Schneider. L'~nonc~ de Ramachandra contient l'hypoth~se suppl~men- 

taire 

Pl +" " "+Pd  
n~x Pi £ d-1 ; 
1,<iCd 

de plus, les notations de Ramachandra sont beaucoup moins agr~ables que celles de 

Lang (que nous avons adopt~es ici). 

On peut ~tendre le th@or&me 2.2.1 aux valeurs de fonctions m@romorphes darts 

[Waldschmidt, 1972a] ; il permet alors d'obtenir des r~sultats de transcendance de 

vaIeurs de fonctions elliptiques, et m@me, plus g~n@ralement, de majorer la dimen- 

sion alg6brique de sous-groupes hun param~tre de certaines vari~t@s de groupe, en 

fonction du nombre de points Q-lin~airement ind6pendants que ces sous-groupes con- 

tiennent [Lang, T, chap.ll §3 et 4] et [Waldschmidt, 1973a]. 
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2.18 

La premiere d@monstration du corollaire 2.2.3 a @t@ publi@e par Lsaug, bien que 

le r@sultat semble avoir @t6 connu avant par Siegel. Ce r@sultat ne para~t pas le 

meilleur possible, Lang conjecture que, si a I , a 2 (resp. b I , b2) sont des hom- 

bres complexes ~-lin@airement ind@pendants, alors l'un au moins des quatre hombres 

a.b 
J ( i  1 ,2 ; j = 1 , 2 )  , e , 

es t  t r a n s c e n a a n t .  [Lan~,  T . ,  c h a p . I I  §1 ] .  

Avec les notations 2.2.4, ceci revient ~ montrer que si des logarithmes non nuls 

t ! ~I ~ ~2 ' ~I ' ~ de nombres alg@briques v6rifient 

,e 1 ,e 2 , -  , ~ ,  
,e 1 ,e 2 

£I 
alors ~2 E ~ [Schneider, T., probl~me 1, chap.V]. 

pour obtenir cet @nonc6, il suffirait que l'on puisse remplacer, dans la conclu- 

sion (2.2.2) du th@or~me 2.2.1, l'in@galit@ large par une in@galit@ stricte. 

Dans le cas des fonctions 

z,2Z,3Z,5 z ,... , 

on a ~ = I , et cette in~galit~ stricte serait la meilleure possible. 

Puisque l'in@gali%@ (2.2.2) est large ({) , la conclusion du th@or&me 2.2.1 

resterait inchang@e si on remplagait la d@finition (1.5.1) de l'ordre d'une fonction 

enti&re F par celle, plus classique : 

LogLogIFIR 
(2.3.1) p = lim sup Log R " 

R~+oo 
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2.19 

EXERCICES 

Exercice 2.1.a. On sait que le groupe additif du corps ~n ~ des nombres r4els al- 

g@briques est isomorphe au groupe multiplicatif ~n E + 
des nombres alg@briques r4els 

positifs. Montrer qu'aucu~l de ces isomorphismes n'est localement croissant. 

[Dieudonn@, p. 164]. 

Exercice 2.1.b. Soit P ( Z[X,Y] tun polynSme irr4ductible, tel que 

P~/o; P½~o; P(o,o) io; P(~,1)~o. 

soit = un nombre alg4brique irrationnel. 

Montrer que l'4quation en z : 

F(z , z ~) = o 

n'a pas de racines dans ~ . 

[Fel' dman, 1964]. 
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2.20 

l'anneau des matrices carries n xn ~ coefficients 

le gToupe lingaire des matrices carries n xn ±river- 

Nxercice 2.1.c. On note Mn(K ) 

dans un corps K , et GLn(K ) 

sibles. 

Soit M E Mn(C) une matrice qui n'est pas nilpotente, et soient ~I ' ~2 deux 

nombres alg6briques, tels que les deux matrices 

exp(M~ I) , exp(M%) 

appartiennent & GLn(~)o 

Montrer que ~I ' ~2 scnt ~-lingairement d~pendants. (Indications = la ma- 

trice M poss~dc au moins tune valeur propre non nulle k ; la fonction t ~ exp(kt) 

prend des valeurs dans ~ pour t = ~I et t = e2 " Le r~sultat demandg est donc 

6quivalent au th~or&me 2.1.1 de Gel'fond Schneider). 

[Waldschmidt, 1973, a]. 
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2.21 

Exercice 2.2.a. Soit M ~ Mn(¢) ; on note d la dimension du sous-~-espace vectoriel 

de ~ engendr@ par les valeurs propres de M . Soient tl,...,t m des hombres com- 

plexes ~-lin6airement ind6pendants tels que les matrices 

exp (Mt j )  , (1 ~< j ~< m) 

appartiennent routes & GLn(~). 

I) Montrer que l'on a 

md@ m+d , 

c'est-~-dire m ~ 3 ~ d ~ I et m ~ 2 ~ d £ 2 . 

(Soit u I ,...,u d une base du sous-~-module de C engendr@ par les valeurs propres 

de M ; l'hypoth&se entra~ne 

exp(uitj) £ ~ pour I ~ j £ m , I ~ i ~ d ; 

Le r@sultat demand@ est donc @quiva±ent h 2.2.3). 

2) Montrer que, si la matrice M n'est pas diagonalisable, ni nilpotente, on a m=1. 

(c'est le th6orbme de Gel'fond Schneider). 
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Exercice 2.2.b. Si fl,...,fd 

2.22 

le nombre maximum de nombres complexes 

des pSles de fl,...,fd , et tels que 

f.(W) 6 
l 

Avec cette notation, le th4or~me 2.1.1 s'4nonoe 

s(z, e ~z) ~ I 

pour £ E 8 , ~ ~ 0 , et (2.2.3) peut s'4crire 

6(e z , e bs) @ 2 

sont des fonctions m4romorphes, on note 

W , ~--lin@airement ind4pendants, distincts 

pour 1 ~< i .< d . 

si b £ C , b ~ Q , 

ou encore 

bz bz 
6(e I 2 

, e 

b z 
3 ,e . < 1  

si bl,b2,b 3 sont trois hombres complexes ~-lin4airement ind4pendants. 

On d4signe par ~ et ~ deux fonctions elliptiques de Weierstrass, alg4bri- 

quement ind4pendantes, dont les invariants modulaires j et j* sont alg@briques, 

et par C la fonction z~ta de Weierstrass associ@e & 

8(e z , ~(z)) ~ 3 ; 

6(~(z),{(z)) ~ 4 

~(~(~), b~ +~(~)) ~ 4 

[Ramachandra, 1967] et [Waldschmidt, 1972a, (5.1)]. 

. Montrer que l'on a 

pour tout b £ ~ . 
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2.23 

Exercice 2.2.c. Soit f tune fonction enti&re transcen'dante, d'ordre inf4rieur ou 

Pk 
4gal ~ p ; soient ~ un hombre r@el positif, et (T-) tune suite de nombres ra- 

~k k~1 

tionnels, deux ~ deux distinets, tels que 

lim sup 1 
k~+® Log k max [L°glPk I ' L°glqk I] ~ ~ " 

On suppose que 

f ( - - : )  c ~  ~o~tout ~>I . 
qk 

En d4duire 

p~ ~ I . 

(Supposer pp 4 1 ; soit ~ > 0 tel que 

( ~ ) G + ~ )  < ~ • 

D'apr&s l'hypoth&se, pour k 

lPk l  -< k~+~ , 

Si N es t  u~a e n t i e r  p o s ± t i f ,  oons±d@rer 

et appiiquer le thgor~me 2.2.1, avec 

suffisamment grand, on a 

e t  ,,lqkl ~ k #+C 

1 

ob k = [ ~ + ~ ]  , 

e t  

~ =_t ). 
~+~ 
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2.24 

Exercice 2.2.d. Sous les hypoth&ses du th4or~me 2.2.1, on suppose que les fonctions 

fl .... 'fd ont une p6riode w ~ O commune. Etablir l'in4galit6 

Pl+-..+Pd-1 
~ d-1 " 

S N par un sous-ensemble de C le contenant, on peut (Quitte h remplacer chaque 

supposer 

Construireune suite 

z £ S N ~ z+jw £ S N , pour tout j £ ~ , -N £ j ~ N . 

(TN) de sous-ensembles de ~ , v6rifiant 

TNC S N pour tout N ~ 0 ; 

I 
Card T N ~ ~ Card S N ; 

F N = PN(fl .... ,fd ) 

pour tout z £ S N , il existe j £ ~ , -N ~ j ~ N , tel que z+jw £ T N . 

Reprendre la d~monstration du th~or~me 2.2.1 ; la fonction auxiliaire 

~tant p~riodique, de p~riode w , il suffit qu'elle v~rifie 

pour que l'on air 

FN(Z) = 0 pour tout z g T N 

FN(Z) = 0 pour tout z £ SN)- 

[Ramaehandra, 1967, Th.1] et [Waldsohmidt, 1972 a]. 
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2.25 

Exercice 2.2.e, Les hypoth&ses sont celles du th4or~me 2.2.1, mais on suppose seule- 

merit que les fonctions fl,...,fd sont m4romorphes dans C . Nontrer que, pour que 

l'in6galit@ (2.2.2) soit encore valide, ±l suffit que l'on ajoute l'hypoth&se sui- 

vante° 

Pour tout i : 1,...,d , ±! existe une fonction enti6re h. , d'ordre inf4rie~r 
l 

ou 6gal h Pi ' telle que la fonction 

4gal ~ pi), et telle que 

hi(~) ~ o 

et 

h f soit enti6re (et d'ordre inf4rieur ou 
1 1 

pour tout z £ U S N , 
N~ 

max Log I lh-~-~l << N pi pour N -~ +~ . 

z £S N i 

(La seule modification ~ apporter h la dimonstration du th4or&me 2.2.1 r6side darts 

la v6rification de 2.2.10. 

On utilisera le princi~e du maximum, sur le disque 

fonction enti~re 

d R 
FN(Z)..H hi(z)1, n (~-t)79. 

i=I t£s M 

Izl ~ R = N Log N , pour la 

(Voir [Lang, T., chap. ll, Th.2] pour le cas particulier 

comparez ave° (4.5.1)). 

Pl = P2 ' d =.2 ; 
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2.26 

Exercice 2.2.f. Soient fl,...,fd des fonctions enti&res, alg6briquement ind6pen- 

dantes sur ~ . Soit (Zn)n~ I une suite de nombres complexes, deux h deux distincts, 

tels que 

On suppose que pour tout 

Card{n ) , ; I znl ~ ~I 
lira 

R~+~ max L0glfil R 
1<i~d 

=+co 

i = I ..... d et tout n ) I , le hombre fi(Zn) est alg4- 

brique. On note 

6 n = [@(f1(Zn) ..... fd(Zn)) : ~] pour n >, I . 

Soient R I,...,R d des applications de [ dans ~ , telles que 

R1(n)...Rd(n))2(61+...+6n) pour tout n ) ~ . 

Montrer que, pour tout n suffisamment grand, il existe un entier m ~ n+1 tel que, 

pour tout R > 0 , on air 

(m-1) Log 
d 

3- max IZhl ~ Ri(n)(46m(1 + max s(fi(zh))) + Log(1 + [filR )) . 
• = I £h4m 

I £h~<m 

Indications. Utiliser l'exercice 1.3.b pour construire, pour n suffisamment grand, 

un polynSme non nul 

de degr4 inf4rieur ou 6gal 

v4rifie 

Pn ~ ~[xl ..... xj , 

Ri(n ) par rapport ~ X i , et tel que la fonction 

F n = Pn(f~ ..... fd ) 

F n (z h) = 0 pour 

On majorera, de plus, la taille de P par 
n 

IChCn. 
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2.27 

t(Pn) ~< Log ~'~ + h=l ~ "  Rl (n) ' ' 'Rd[n)- (61+" '+6n)  x ~ . i  Ri(n) X 

d 
X L o g l < % ( Z h ) ) . % % )  I + F .  L o g ( R i ( n ) + l )  ; 

i=1 

en particulier 

d 

t(P n) ~ 2 ~ Ri(n).(1 + max s(fi(zh))) . 
i=1 14hgn 

La fonction F @taut enti~re non nulle, la relation 1.5.5 (avec k = 2) et 
n 

les hypotheses faites montrent que les hombres 

Fn(Zh) , h ~ 1 

ne sont pas tous nuls. Soit m le plus petit entier tel que 

~n : Fn(Zm) ~ 0 . 

En utilisant le principe du maximum sur le disque de rayon R , avec 

R > 3 max IZhl (puisque le r6sultat est trivial darts le cas eontraire), majorer 
14h~m 

Tn par 

d m--1 Zm-Z h 

: Itt:  

Zm-Z h 

t-z h 

par 

3 max IZhl 
14h~m 

Majerer ensuite la faille de Yn par 

d 

S(Y n) £ t(Pn ) + ~. Ri(n)s(fi(Zm)) + Log(Ri+1) , 
i=I 

et le d@nomina~e~, de Yn par 
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d 
d(¥ n) ~< ~ Ri(n)d(fi(Zm)) , 

i=I 

grace & 1.2.5. Utiliser enfin (1.2.4) pour obtenir la conclusion. 
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2.29 

Exercice 2.2.g. D4duire le th4or&me 2.2.1 de l'exercice pr4c4dent. Plus g4n4rale- 

ment, montrer que si les constantes 6 , C I , C2,... qui interviennent dans les re- 

lations << des hypoth&ses du th4or&me 2 . 2 . 1  satisfont une certaine in4galit4, alors 

on peut remplacer la conclusion (2.2.2) par l'in@galit4 stricte 

01+"" "+Pd 
< 

d-1 

(Indications. Se ramener au cas 

choisir 

,e 
max Pi x< p+~ et max Pi x< ~ ; 
I ~ i~d 14 i~d 

) ~ . N ~ - P i ]  P l + ' ' ' + ~ d  R i (N)  = [ ( 2 6 ( 0 1 + 1 )  ' P = d ' 

et R = N.k , (k > I r4el ind4pendant de N et M). 0rdonner les 414ments de 

S = U s N en une suite (ZK)K> I de telle mani~re que 
N>O 

On remarquera que l'on a 

Card S N 
n (X-z) = n (X-z K) . 

z6S N K=I 

max 

1 ~<H~K 

KPi/£ 
s(fi(zH)) << 

et 

I~HI << KI/~ ). 
14H4K 
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