CHAPITRE 4

Type de transcendance

Dans les deux méthodes de transcendance étudides précédemment, la conclusion
s'obtenait toujours en utilisant, pour un corps de nombres, 1'inégalité fondamentale

(1.2.3) =
-2[x:0l.s(a) < Logla] ,

pour tout « € K, a % 0 .
Pour obtenir des résultats d'indépendance algébrique, nous considérerons des
extensions de @ de type fini, et nous supposerons gu'elles vérifient une indgalité

du méme genre,

§4.1 Définition du t de transcendance, et énoncé c¢'un premier résultat
Lerinition du type de s EL esultat

Rappelons que, si P € foi""’xq} est un polyndme non nul de degré

deg 'P =T,

X
i

par rapport & Xi (1 ¢1ig q) , et de hauteur H(P) (1a hauteur de P est le maxi-

mum des valeurs absolues des coefficients de P), on définit la taille de P par

£(P) = max{Log 4(P) ; 1 FTeeest +rq}

(voir §1.2).
Seient K wun sous—corps de ¢ , et ¢ > 1 un nombre réel, On dit que X &

un tyve de franscendance inférieur ou égal & 1 sur § si X a un degré de transe
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4.2

cendance sur § fini, et s'il existe une base de transcendance (x1,...,xq} de X

sur @ telle que, pour tout o € Z[x1,...,xq] , a #0 , on ait
(4.1.1) - (#{a))" << 1oglaf .

(1a constante << dépend de X, x1,...,xq, T , mais non de o).
81 X a un type de transcendance inférieur ou égal & 5 sur @ et un degré

de transcendance g sur § , alors om a

T > a+l .

Ceci se voit en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet {voir exercice 1.3.f).
3i ¢ est un nombre réel, 1 { T < 2 , alors un corps K a un type de transe
cendance sur & inférieur ou égal & +t si et seulement si K est une extension
algébrique de § .
Nous démontrerons, pour commencer, un premier résultat d'indépendance algébri-
que concernant les valeurs de la fonction exponentielle, en utilisant une extension
de la méthode de Schneider,

Théoréme 4,1.2, Soient + > 1 un nombre réel et K un sous—corps de € , de itype de

transcendance inférieur ou égal 3 < sur § . Soient Wopeens {resp. v1,,..,vm)

des nombres complexes f=linéairement indépendants.

si
m » simén) ,
alors l'un au moins des nombres

explu, v.) (lgign,1¢i¢m)

est transcendant sur X .
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Quand X est le corps § des nombres rationnels {ou le corps a des nombres

algébriques), 1thypothése
il existe 1 >t tel que mn ) t{mn)
stéerit simplement
mn > men ,

ctest-a~dire (m >3, 0% 2), {ou m y2 ,n 33} (on peut choisir par exemple

) ; on obtient alors (2,2.3) comme corollaire,

)
i
(%11 Jo)

La démonstration du théoréme 4.1,2 est particulidrement facile dans le cas ou
on ne congidére que des extensions transcendantes pures Q(x1,...,xq) de @ , ou
x1,...,xq vérifient 4.1.1 (voir par exemple [Lang, T., chap.V §1] pour le cas q=1)

Pour démontrer le cas général, il est utile de définir une fonction taille pour
des extensions de € de type fini, Pour étudier les propridtés de cette taille, nous

établirons quelques lemmes auxiliaires qui seront utiles dans les chapitres suivants,
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4.4

§4.2 Taille sur une extension de & de type find
Soit K wune extension de @ de type fini § soit ¢ 3 0 le degré de transcen~
dance de X sur § , Soit (x1,...,xq) une base de franscendasnce de X sur @,
Dlaprés le théordme de 1'élément primitif, il existe y1 € K tel que
K = Q(x1,...,xq,y1). Le nombre v, est algébrique sur Q(x1,...,xq) ; il est donec
racine d'un polynSme P irréductible (mais pas forcément unitaire) sur
Z[x1,...,xq]. soit 1 € z{x1,...,xq] le coefficient du terme de plus haut degré de
P; alors y = n.Y, est entier sur z[x1,...,xq] clest-a~dire racine d'un polynSme
unitaire irréductible i coefficients dans z[x1,...,xq] ,etona K= Q(X1,...,xq,yi
On voit ainsi que l'anneau Z[x1,...,xq] joue par rapport & K 1le rdle de
1ltanneau des entiers rationnels par rapport & un corps de nombres (mais
Z[x1,...,xq] ne se définit pas de fagon intrinsdque),

On introduit la définition suivante :

{4.2.1) systbmes générateurs, Soit K wun sous—corps de € de type fini sur Q.

Nous dirons que des éléments X1”“’Xq’y forment un systéeme générateur de X sur
4§ si

1) K':Q(X1aoo-$xqu) ;

2) x1,...,xq sont algébriquement indépendants sur @ ;

3) v est entier sur Z[x1,...,Xq] .

Alors un élément a de ¥ s'éerit de manidre unique (& des facteurs 4 pres)

sous la forme

(4.2.2) a=)_ = v,
[ R,

S Q.
=1 1

ol 8 = [X :Q(x1,...,xq)] est le degré de y sur z[x1,,,.,xq] , et, pour tout
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4.5

i=1,...,6,0 et R sont deux éléments de z[x1,...,xq] sans facteurs communs,
(L7annesau z[x1,...,xq] est, rappelons le, factoriel [Lang, A., chap.V §6]). on ap-
pelle dénominateur de a (par rapport au systéme générateur (x1,...,xq,y)) le plus

petit commun multiple de R, ,...,R

; 5’ dans z[x?,...,qu.

Nous pouvons maintenant définir la taille sur une extension K de § de type
fini, Soit x1,...,xq,y un systdme générateur de X sur § . Soit a € X, et soit
P le dénominateur de a (relatif au systeme générateur x1,...,xq,y). Alors

Pa € Z{Xj,...,xq,y} stéerit
5 i1
P.a = 12_1 -Pi y ’

o P, € z'[x1,...,xq} (1 ¢1igé)

(Avec les notations (4.2.2), on a P, = (gi)’Qi)‘ On définit la taille de a (rela-
i

tive au sysidme générateur xi,...,xq,y) par

t(a) = max{t(p); t(P,);...;t(Pé)} .

51 X est un corps de nombres, un systéme générateur est formé par un élément
¥y € X, entier sur Z , tel que X = Q(y) ; on a défini deux applications de
K* = K-{O} dans l'ensemble R+ des nombres réels x ) 0 : la fonction s ("size",
introduite au §1.2), et la fonetion t (taille par rapport au systéme générateur y).
On voit facilement qu'il existe deux constantes c1 , €. , ne dépendant que de

2

y , telles que, pour tout a € X, a % 0, on ait
(4.2.3) s{a) = c, < tla) ¢ 2 sla) + c, {cf. exercice 4.2.a).
Ia relation 1.2,3 montre qu'il existe une constante cK > 0 telle que

(4.2.4) —cp tla) < Logla| pour tout « €K, @ £0 .
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Nous allons généraliser cette relation aux extensions de § de type fini et
de type de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur § ., Nous montrerons que, si K
a un type de transcendance inférieur ou égal & 4 sur @ , et si L est un sous-
corps de K de type fini sur ¢ , alors il existe une constante CL >0 (ne dépen—

dant que d'un systéme générateur de L sur § , permettant de définir une taille

tL sur L) , telle que

-CL(tL{a))r < Logia[ pour fout a €L, a £0 .

On en déduit que X a un type de transcendance inférieur ou égal & <1 par rapport
& toute base de transcendance, et que tout sous-~corps de K a un type de transcenm
dance inférieur ou égal & =< .,

Nous commengons par le

Lemme (4.2.5). Soit K une extension de 6 de type fini, Soit (x

ses X un
1 s ’ q_’y)
Sgstéme génera teu,z‘ de X sur Q -

1, 81 « L sont des éldments de Z[x1,...,xq,y] , alors
(4.2.6) t(a1+...+am) & max t(ai)+Log m,
1igm

2, 11 existe une constante C > 0, ne dépendant gue de x ,...,xq,y , telle gue,

1

pour tout (a1,...,am) e , on ait

(4.2.7) t(a1+...+am) < c(t(a1)+...+t(am))
{4.2.8)] t(a1...am) < C(t(a1)+...+t(am))

3.§j_-_ a€Z[X1,..-,Xq,.Y] _63 ﬁez[X‘,s--o’Xq] ) [374() s o0 a

(4.2.9) t(-‘g) < ¢ max(t{a),t(p)) .
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(comme au §1.2, on laisse le soin au lecteur d'étudier ce qui se passe lorsque cer—
tains des nombres concernés s'annulent),

Démonstration du lemme(4,2,5)

1. Soient Uysennstly des éléments de z{x1,...,xq,y] . T1 existe des polyndmes

P, . € z[x1,...,xq]

Js
tels que
5 i
o, = P, . 1 £,
5 g 587 ;1€
Oon a
m & 1
Il =70 0y,
— J comrilicmy Jrd
3= i=1 J=1
donc

#] a.) = max t(fl‘ Pj,i) .

=Y s 3=

Or, trivialement, on a

Fi
H(z:: Pj i) & m, sup H(P. .},
=t 1<3cm ’

et

m
deg (Z:: P. .) ¢ sup deg {P. .) .
Xh Eo) APEN 1¢i¢m BEES

On en déduit trds facilement (4.2.6).

2. Remarquons déji que, si P1 ,P2 sont des éléments de c[x1,_..,xq] , on a

q
(4.2.10) H(Pi.PZ) < H(P1).H(P2).£g1 (1 +degleﬂ1) ,

done, par récurrence, si P ,...,B  sont des é1léments non nuls de G[X1,...,xq] ,
q =1

m
W P)¢ moH(P), m T (1+deg_ P.) .
Y R ¥

(4.2.11) H(P1



4.8

Considérons maintenant deux éléments a, 8, de Q[x1,...,xq,y} . On peut

éerire
& im
a1 = g;; Pi y N

et

.
=

ol P, et Qj (1 ¢ 1,3 ¢ 8) appartiennent 1 Q[x1,...,xq], Le produit a,a, ap

partient & Q{X1,...,Xq,y} ;5 i1 s'écrit donc sous la forme

Pour expliciter R,,...,R. , soient g € %, ,0005x ] (W30, £=1,...,8) tels
1 [ U, £ 1 q

que
&+u 6 1
J = lz _1: 'mu s 2 y .

Alors

DR
k= iegoker ¢ 9

5 G2
k1 S+u
. & i %) . & 3
k=1 d4i=k# U=0 i4j=8+u+2
Done
=2
Ry = Z:: L Qj + Z:: . _Z:: Py Qj M,k
ivj=k+1 =0 1+j=8+us2

pour tout entier k=1,.,..,5 .

on déduit de (4.2.6) et (4.2.11)

9
t{a,.a ) = max (R ) ¢ t(a.) + t(a ) + ] tog(1+ max (deg. P.)) + ¢
A 2= 1igs 4t !
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4.9

ol c, se calcule facilement en fonction de 6 et t(uu k) (0 gug 62,1kg8).
9

Par récurrence, on obtient

m
{4.2.12) t(a1...am) & (a+1) Z;; t(ai) + e,

si 8y reensty sont des éléments de Q(x?,...,xq,y] , et e, = c1(q+1) .

Enfin, si ai,...,am sont des éléments de XK , notons Pi le dénominateur de

a; , et a, =aP, {1 ¢ ig o).

il
On a
m
z a. e
m - 1 J
i=1 J#FL
E a, = ’
i=1 = m
I P.
= 7
et
m
T a.
m . i
i=1
I a, = .
=1 i m
o P,
=1

Dtapres (4.2.6) et {4.2.12), on a
m
I e 1 Pj) ¢ max tla; 0 P.)+ Log m
=1 34 1gigm i

< {g+1) max [t(ai) + Z;; P, )] + Log m + c,
1¢igm A d

m
< le+1) g;; t(ai) +Logm + o, ;

de méme
m m
(1 «) ¢ (a+1) t(a.) + ¢,
. 3 [ 4 2
J=1 =1
et
m m
s{m )¢ (ar1) ) tla) v e .
joq 9 = 1 2

Les relations (4.2,7) et (4.2.8) seront done des conséquences de (4.2.9).
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4.10

%, Pour démontrer (4,2,9), on considire deux éléments g € Z[X1”"’Xq’y] et

B € Z[x1,...,xq] . Soit P ¢ Z[X1,...,Xq] le dénominateur de % ; on a

o) .
a =E n yl"1 , avec m € Z[x1,...,xq] , (1 ¢igs),
i=t
et 5 i 5 -
For T Ty
g _ 1= - i=1
B P B ’

avec Pi € Z[x1,...,xq] (1 ¢ig¢6). On en ddduit
nP=P8 , (1¢igs),

donec P divise B et Pi divise ni (dans z[x1,...,xq]): il existe

Q € z[x1,...,xq] tel que

B=PQ, et m =P0Q, (1<igo).

I1 suffit donc que 1'on établisse le résultat suivant :
si P et @ sont deux éléments non nuls de Z[x1,..,,xq] , on a
q
(4.2.13) t(p) ¢ () + 7.deg, (Pa) .

1=1 1

Cette inégalité fait l'objet du lemme suivant

Lemme (4.2.14). Soient P ""’Pm des &léments de C[X1,...,Xq] , et soit nj le

)

degré de P P par rapport & X, (1 ¢3¢ q). on suppose n, » 1 pour fout
L d

J=1,00e59 &

Alors on a

q
R

||P1...PmH 2 SJrf.diedl o

aVeC N =N 4...40
1 q

Les inégalités
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4.11
1
&y (-}-{;—1)75.2X pour x y 1
et {1.2.7) :

q [
(») <H(P). 1 (1+deg, P)?
a1(p) ¢ 7|l < u(p 2 1 gxk

montrent que lton a, & plus forte raison, (et sans supposer =n. 3 1 pour

J= 1,...,q) :

1)...H(Pm) ,

-1
H(P1...Pm) ye WH(P
atoh on déduit (4.2.13).

Notons que, dans 1'autre sens, on obtient facilement (voir 4,2,10)

(P, ...p ) ¢ B(P,) () % (deg, (P,...p )™
yemo Py £ 1 ool " .121 egXi RS .

Démonstration du lemme (4,2.14)

L'inégalité & démontrer s'édcrit, en utilisant (1.2.6)

21111;.‘I 2ima 5 —on m 2inu1 2im 5
[t e T > 2w [ e e ) Pauge.an,
H L 1 ke g K o

Examinons pour commencer le cas ¢ = 1t ,
Quitte & diviser chaque Pj par une pulssance convenable de lt'inconnue X , on peut
supposer, sans perte de généralité, P(0) #0.

On remarque que, si 2z, q, pf sont des nombres complexes vérifiant

a

|zl =1, a#0,et p= Tol
alors on a

(6.2.15) |ama] > (ela]).l5EL .
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4.12

(Le cas 3z = iﬁ est trivial ; sinon, notons t 1la projection orthogonale de « sur

la droite (~B,z) ; on constate que l'on a :

lz=a| 3 |t~
t=

larel =% =8
iﬁ+a} = 14—{&!).

D'autre part, si R € ¢[X] vérifie R(0) £ 0 , on peut dcrire R sous la

forme

r k r
R(X) = Z:: ay X = ar I (X—m.) »
k=0 j= J

avec
r=degR, a 40, et o £0 (1 ¢3¢z

a.
Dlaprés {4,2.15), si on note 53 = TE?T (1<jgzr), ona, pour |z| =1,

R = lagle T foma] > lale B Grela ) 1 2
Rzl = ja_j. 0 |z2-a.] 3 (8 . I (1+ja.j}e I —m——
= J R B T gy 2
r |ap,l
(4.2.16) [r(z)| » sup |RG)|. T —5 .
y|=1 J=1
Utilisons (4.2,16) pour P1,...,Pm successivement ; en notant v1,...,vn les
racines de P , on obtient, pour lz[ =1 :
i1} n n Vj m
p(z)} = 1w |p(2)| 327, 0 |z-=%l 0 max [P (¥v)|.
k=t % = Tl fyl=  E
Ie polyndme
n Vj n k
ax) = W (X-T—-}-)— b X
3= Y3 g x

vérifie

1M



4413

llell> 2,

car lbo}: bn =1,8t n%1 . Dok, en utilisant {1.2.6) :

j1 o 21iqx v,j ‘2
i e - dx » 2 .
0 3=t [,

on obtient ainsi

i . m
(4.2,17) ||PH2=I [P(e® ™))% 5 2" 1 max |2 ()]°
0 k=1 |y|=t

D'aprés (1.2.8), on a
iz ll < max |2 ()]
[y]=1
done 1'indgalité (4.2.14) est démontrde dans le cas q=1 .
Le cas général va se démontrer par récurrence, Soient P‘;""’Pm des éléments de

u:[x1,...,xq] » et 803t P =P L.

Remarquons déja que, si X1,...,XS 1 x 1,..,,Xq sont des nombres complexes, on a,
o +

dtaprds (4.2.17)

1 .
(4.2.18) f FCRRNES ™ ez )| Pau s
O - q

1 s+1
1-20 m 1 :
s 2imu 2
32 .in; jo lPk(X1""’XS—1’e ,xSﬂ,...,xq)l du ,

avec nS = degXSP .

Lthypothése de récurrence est la sulvante : il existe un entier s ,

1 s & g1, tel que 1lton ait, pour tout CX?”"’KS) € {ES .

2im1$+1 2ima . o
R T R K
" e
as 2v~s+1 v 2:’.mzsH 2in:uq 2
»2 .kz;f N C I veses® ) aue.du .
= H
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4.14

Cette relation est vraie au rang s = g-1 , dlapres (4,2.18) s supposons la vraie au
rang s (avec 2 ¢ s { g~1) et démontrons la au rang s—1 , On intdgre les deux
2imu

membres de (4.2.19) sur le cercle unité x =e s y 0 ¢ u <1 On obtient,

gréce b {4.2.18) :

ziwus 2ima 2
f f iP(x NN S yeense B Gug du .e.du >

5+1

q--s-zv_ESHE1 2im 2im, 2

> 2 .f f ;P (X sesssX ~1,e seees8 )1 dus,,,duq
0 k_1
qms_2v_s+1 voimeng Bt 2im 2inuq 2
&
»2 .2 kl;f f B IR reeest )| au ... u,
G5

ce qui établit la formule de récurrence (4.2,19) au rang s-t .
La démonstration du lemme {4,2,14) est donc berminde {donc aussi celle du

lemme 4.2.5).

Nous poursulvons maintenant notre étude des propriétés de la taille ; le lemme
suivant nous permetira de ramener certains probldmes au cas dlextensions transcen—
dantes pures,

Lemme 4.2,20. 8oit X un sous—corps de € , de type fini sur @ , S0it

(x ,.u.,x ,y) un systeme générateur de K sur @ . Il existe une constante C > 0,

ne dépendant gue de x1,...,xq,y , ayant la propriété suivante,

Soit a €K, a# 0, Soit P le dénominateur de a (par rapport su systdme

générateur X1 susn qu,y)'

Soit 1§ € z{xi,.,.,xo] is norme (de X sur Q(x1,...,xq)) de P.a .

L

[
o0

t{n) ¢ c.t{a) et LOgiﬂl £ Logfai + ctla) .
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{pans 1les applications de ce lemme, ]al sera trés petit, et t(a) ne sera pas trop

grand, disons t{a) ¢ - E% togla] ; ainmsi {n] sera trés petit : Log|m| ¢ % Logzlal).

Démonstration
Soit & = [K : Q(}:1 saae ,xq)] ; notons y1 sees ,yé les différents conjugués de

y sur Q(XT’."’Xq) (avec ¥, =¥ par exemple), On peut dcrire

8 .
i1
Pa=) P Y
1=
ol P1"'°’P6 appartiennent & Z[x1,...,xq] . Alors
8 9 51 & 5 -1
LA Qe vy )=ra. m QP v ).

i=1 =t i=2  J=1

La majoration de t(x) se déduit alors du lemme 4.2,5, et la relation

n € Z[x1,...,xq]
provient du fait que 1'anneau z[x1 ,...,xq] est intégralement clos, [Lang, A,
chap,IX, Prop.6].

Enfin la majoration de Loglnl est une conséquence de 1'inégalité triviale

(4.2.21) Log!a! & c.t{a) pour tout o € Z[x1,...,xq,y] , a#£0.

Nous montrons maintenant que la taille ne dépend pas (& une constante prés) du
systéme générateur choisi,
Lemme 4.2.22, Soient K1 < K2 deux extensions de @ de type fini, (Xt""’xq ,¥)
1

(zesp. (g,5...sE, sn)) un systime générateur de K, (zesp. X)) sur @, et
2

{zesp. t2) la itaille sur K1 (zesp. K2) définie & partir de ce systéme générateur.

Il existe une constante ¢ > 0 telle gue, pour itout élément non nul a de Kf

on ait
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%t#@gtéwgct#@-

Démonstration

1) on démontre 1tinégalité t2 << t1 d'abord pour un mondme p.xT (pez,
D#0, T 3»0), puls pour tout polyndme non nul P € z[x1,‘..,xq] (en utilisant le
lemme 4.2.5), enfin pour tout élément non nul de K1 . Les détails, faciles, sont

laissés au lecteur ; of, [Waldschmidt, 1972, a, lemme 2,3].

2) Dlaprds la relation tZ << t1 , 1l suffit, pour démontrer que t1 <K t2 ,

d'étudier le cas

xz = gx pour 14 £¢ q1 .

Soit
4] i
a= Z:: Ry ¥ €K , R € Q(x1,...,xq )
i—9 1

on a

t,(r,) = t1(Ri) ,»141g 6,
done

t1(a) << max t (Ri) .
1416

soient 61""’66 les différents Q(x1,..,,xq)—isomorphismes de K1 dans une ¢l

ture algébrique Q de (gréce 4 la relation t_ << t, , il n'y a pas de res—
q K 2 1

triction & supposer oj(K1) K, pour 1¢J< &) ; comme la matrice

J=1
(o™ )i, i¢s
est inversible, on a

max t(R;) << max t (c.(a)) .
1€i46 1435¢8
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4.17

Pour tout j =1,...,6, Gj se prolonge en un homomorphisme 05 de K2 dans Q ;

on a alors

t,(a) «« max t_(o.,(a)) = max t {o'(a)) << t.(a) ,
s 2 1Ki<s 2 2

ce qui démontre le lemme 4.2,22,

On déduit des lemmes 4,2,20 et 4,2,22 le

Lemme 4,2,23, Soit X un sous—corps de ¢ , de type de iranscendance inférieur ou

.,

gl a2 1 sur @ f{avec < ) 1). Scit L un sous-corps de X , de type fini sur

® ; soit (x1,...,xq,y) un systéme générateur de I sur § ; on note tL la

taille définie sur I A partir de ce systéme générateur, Il existe une constante

CL , ne dépendant gue de XT"“’Xq’y , telle gue, pour tout €lément non nui a de

L, on ait
T
-CL.(‘GL(a)) < Loglal .

Toutes les propriétés que nous avions annoncées concernant le type de transcen—

dance sont maintenant démontrées,
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§4.3 Un lemme de Siegel pour les extensions de fype fini

Nous aurons besoin d'une variante du lemme de Siegel, concernant les exten—

sions de § de type fini,

Lemme 4.3,1. S0it K une sxfension de § de type fini, Soit (x1,...,xq,y) un
systéme générateur de K sur § . Il existe une constante € » 0 ayant la proprié-

té suivante,

Scient n ef r deux entiers ratiomnels, n y27r > 0 st a; 3 (1gig¢n,
k4

1< J<r) des éléments de 1'anneau A = z[x1,,.,,xq,y].

Il existe des éléments & vesesEy de A, pon tous nuls, tels gue

1

n

g;; ai,j gi =0 POUE J = 1500457 3

max t(E,.i) < C [mex t(ai .) + Log n] .
1¢i¢n 1, &

Démonstration

Commengons par nous ramensr au cas ol
vyEA = Z[X1""’Xq] .
Pour cela, notons
5 = [K:Q(x1,...,xq)] .

Bn écrivant Eirenerly dans A = Ao[y} , nous introduisons les nouvelles ine-

connues

avec
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et ni,l € Ao . De méme écrivons les coefficients ai,' sous la forme
& h=1 . .
ai,j=§;bi,j,h3’ ,hgign,1¢igr),
avec bi,j,h € AO .
Pour u ) 0 entier et k =1,...,6, on définit des éléments Tk de Ao

par les relations
le systéme d'équations
stécrit alors

avec

&2
b, . .
h ni,l + Z:: z:: nu,k i,j.h nl,z

L, .,.= J_ b .
1,4,k hefoker 797 u=0 h+f=8+u+2

(voir la démonstration de 4.2,12).

Les Li 5,k (1¢ign,1¢jgr, 1<kgs) sont des formes lindaires en
2J2

Ny (1¢ig¢n,1¢£g6), dcoefficients dans Ao , ces coefficients ayant une
b

taille majorée par

¢ max tla, ).
iy MY

11 suffit donc gue l'on démontre le lemme 4,3.1 dans lecas 6 =1 ef A =4 .

— o)

Les coefficients ai 3 appartiennent & Ao = z[x1,...,xq] ; écrivons les
4
d - d -
1 q ! Z1 lq
a, ., = e a. . ces i n j
i, g:;o Lo o5, % xo, Gicign,1¢3¢T),
1 q
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on (&) = (11,...,zq) , et 85 5 () €7,

Soit c2 un entier vérifiant
)
2.4
e, » (5 -1)7" .

Introduisons les nouvelles inconnues

gi,(x)ez,(1\<isn,o\<xh\<c2dh-1,1<h<q),

définies par
c.d~1 c.d -t

21 2 g X1 Kq
g = e T B () %y ey (1¢igmn).
)\'120 )\q:O

Le systéme devient alors

n

D 2 NNV . =0

T51 A +A.=A, A +E=A %1,3,(2) 51,(0) ’
11 Qg q

pour 0""1;<(°2“’)dk“ ,{ligkga),1¢i4mn

Oon obtient un systéme de
q
c +1)d,..d 1
( 2 ) 1 g9
équations &
9
¢ d ...dn
21 q

inconnues, & coefficients dans Z . Remarquons que

q 4 q
d, ...4 = d,se.d T,
c2 10 qn by 3 (02+1) 4 qr

Le lemme 1,3,1 (avec X = @ y 6 = 1) montre qu'il existe une solution gi () non
’

triviale vérifiant
Log max Igi (h)‘ £ 3.10g cgd1...d + 3 max tla, .) .
i, ¢

i,5 Y

On en déduit le lemme 4,3.1,

118



4.21

§4.4 Démonstration du théordme 4,1,2

Soient T > 1 un nombre réel, et u1,...,un {resyp. v1,...,vm) des nombres
complexes @®-linéairement indépendants, Soit ¥ le corps obtenu en adjoignant & @

les mn nombres
exp(uivj),(1\<i\<n,1\<j<m)o
D'aprés le lemme 4,2,2%, il suffit que l'on montre que, si X a un type de trans—

cendance inférieur ou égal & 1 sur § , alors

mn < r(m+n) .

N

Comme < > 1 , il n'y a pas de restriction & supposer
(4.4.1) m > mn

Soit (x1,...,xq,Y) un systéme générateur de K sur @ . On note A l'anneau

z{x1,.,.,xq,y} . Soit N un entier suffisamment grand.

Montrons qu'il existe un polyndme pon nul

Py € A[x 0T,

de degré inférieur & on® par rappert & X (1 ¢ i ¢ n), et dont les coefficients
ont une taille majorée par
(4.4.2) t(coefficients) << N y

tel gue la fonction

vérifie
= = y < »
(4,4.3) FN(k1V1 teat K vm) = 0 pour kj Theeer W (1 ¢ 3¢ m)
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Notons o le produit des dénominateurs - par rapport & (x1,...,xq,y) - des

é1lénments
u.v

et d,(1¢i¢n, 1¢igm

z 53 + : m
de X . Considérons le systdme d'équations en pN(z1”"’£n) €A, (0g zi <28,
1&4i¢mn)

WD

- £ ks n .
4 J} =0, pour kj =1l (1 g3gnm) .,

n m uiv. zik, N
%:; pN(z) n 0 [(se™ ) 9,0
7

i=t j=1

m, XL N

C'est un systéme de X équations & (2Nm)n inconnues, & coefficients dans A ,

la taille de ces coefficients étant majorée par
t{coefficients) << ¥,

gréce au lemme 4,2.5,

On a supposé n Y 2 (4.4.1), Le lemme 4.3.1 montre qu'il existe une solution

pN(z1,...,zn) €n,

non triviale, telle gue

max £(p () <« AR
(£)

Le polynbme

21 Zn
Py = % 2, (£) K, eenX]
£
fournit le résultat annoncé,
La fonction FN ainsi construite n'est pas nulle {grfce & 1l'indépendance liné—
aire de u1,...,un). Cette fonction est entitre, d'ordre inférieur ou égal & 1 ; la

condition m » 2 {qui résulte de 1'hypothdse 4.4.1) montre que l'un des nombres

FN(h1v1 teeat Bv ), B, €7, 031 (1 ¢3¢m)
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est non nul (ef (1.5.4)).

Nous noterons M le plus grand entier tel aue

(4.2.4) FN(k1v1 teuet kmvm) =0 pour 1 ¢ kj < M (1 £ dgm;

grice & (4.4.3), on aura M 3 N ; de plus il existe des entiers ratiommels h?"“’hm

avec 1 ¢ hj < (M+1)n , {1 £ j§m), tels gue

{4.4.5) = FN(h1v1 feeet BV ) 40

Tn

Pour majorer lyN] , notons w,,,..,w  les nombres

1 Q

L1k (M (1 ¢igm) .,

kv, +...+ kv
1 mom 3

1

A cause de 1l'indépendance linéaire de ViseessVy s oM

Notons d'autre part

w, = h1v1 tonat hmvm ,

de telle manidére que (4.4.5) s'éerive

Ui FN(WO) ;

grice & (4,4.4), la fonction
(). 1 (omw)"!
P lz). T Tl
" i 1

est entidre dans ¢ , On lul applique le principe du maximum sur le disque de centre

0 et de rayon

Lthypothése 4.4.1 entraine R > Mn . On obtient
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Q
Or on a d'une part (en utilisant 4.4.2)

411

ToglF |, <« ¥ 4 wR < W = q,

et, d'autre part, pour {t}

1
=Y

Log

Wo_wh T =1L
1<— >— Log M , (1 ¢nga.

Done

Q (W =W _
Log sup 1 l 2_th < - —
[$]=2 h=t1 h

et, pour N suffisamment grand,

MT1i

LoghNi $-=—5— Qlogu.
On utilisera cette indgalité sous la forme
(4.4.5) Tog|y,| << - " 1og M .

Pour majorer la taille de Yy » 00 Temarque déja que

2mn™, (141 )™
=0 ° oYN EZ[X1,...,Xq,Y] .

On utilise (4.2.6) pour majorer la taille de My :
m n n V.
) < Tos(a™)® & max (g (D220 o (019 ),
N R
(2) i=
Maintenant, d'aprds (4.2.8), on a

m n n m u.v, "i’J
‘c(pN(l).GZmnN ()™ 5 g (e ™9) ) ™.

i=t =t

D'ol

) « U
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comme on a également

m n
t(a2mnN (3+1) ) < W

k4
on déduit de (4.2.9) la majoration attendue
(4.4.7) t(y,) <« e,

81 K a un type de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur @ , le lemme 4,2,2%
montre que l'on a
_t(yN)T << Logly | pour N 4w,
done
(4.4.8) ) g pour 1 e

(3 cause de 4.4.6, 4.4,7 et de 1'inégalité M N). On en ddduit

m < ¢{men) .
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84.5 Indépendance algébrigue des valeurs de fonctions méromorthes

On peut étendre le théortme 4,1.2 en un critére de dépendance algébrique de
fonctions méromorphes, qui généralise 2,2.1.
Théordme 4,5,1. Soient 1 > 1 gt £ > 0 gdeux poubres réels, et K un sous—corps

de ¢, de type fini sur € et de type de transcendance inférieur ou égal & T sur

§ . Scient f1""’fd des fonetions méromorphes, algébriguement indépendantes sur

K . Soit (SN>N>O une suite de sous—ensembles finis de € , tels gue
7

CardSN>>N£,_t_ max |z{ <KW pour N - +e .,
2€Sy

On suppose que, pour tout i = 4,...,d4 , il exigte une fonction hi entidre, d'ordre

inférieur ou égal 3 p; » Sams zéros dansg

U 5y
¥ N

telle gue hf, soit entidre dlordre inférieur ou égal & Py s et gue 1'on ait

p.
£.sy) ek 5 max t(r,(2)) << T, et
z€SN

p.
nex Log Yo (1¢iga).

z €3,

1
mg{«l\]

kS

Alors

I3
®

(a=7)e < t(p1+...+pd) .

On obtient comme corollaire le théoréme 4.1,2, en choisissant

fi(z) eXD U % (1¢iga), Py Teee=pg =13 d=nmn;

Sy

Il

vty | =gk gn, (1 ¢s¢m).

Dlautre part, quand K est un corps de nombres, le théoréme 4,5.1 est dquivalent

au théordme 2,2.1, grice aux indgaliiés (4.2.3) entre s et +t .
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Démonstration du théortme 4.5.1

Supposons les hypothéses du théoréme 4,%,1 vérifides, et soit N un entier suf-

fisamment grand, On définit s

£
d
rR=[n1,
£
aree; .
et Ri=[N T,1¢igd,
ol
p1+...+pd
p=———73g -
On remarque tout d'abord qu'on peut supposer d > ¢ et
(4.5.2) nax <o
*0e Py S gtps

1gigd

(si on avait, par exemple, > §4»p , il suffirait que 1'on démontre 1'inégalité

Pa
(a=1-2)2 < olp +euerpy ) s

en utilisant f , pour en déduire

f
preee ot
(-1)2 < tlp, +euutp,) W
1 d
Quitte & remplacer chaque SN par un de ses sous—-ensembles, on peut supposer
£

4
Car SN KR,

Enfin, comme on a suppesé ¢ > 1 , il n'y a pas de restriction & ajouter 1'hypothdse

PyteeetPy

S =

Soit (x1,...,xq,y) un systéme générateur de K sur @ , et soit
A= Z{X19---9Xq9y} -

Montrons qu'il existe un polynfme non nul
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By € A[X1,...,Xd] ,
de 'degré par rapport & X vérifiant

degXiPN«Ri,(‘léi&d),

et dont les coefficients ont wne taille << R.NP , tel que la fonction

)

= PN(f1,.--7f

FN a

vérifie

FN(t) =0 pour tout t € S

v
C.R1 C.Rd
On résoud pour cela le systdme d(f1(t)) ,,.d(fd(t)) ,FN(t) = 0 pour tout
t € SN . Le lemme 4,%.1 permet de trouver un entier ¢ > 0 {indépendant de N) et

des éléments

pN(x1,...,xd) €A, (0¢A CCR, 1¢iK )

non tous nuls, vérifiant

a 0.
i p
nax t(pN(x)) ST RN T < RaP
(n) i=1

et tels que le polynbme

I
Py =)(_5,' PN(}\) S

possede la propriété désirée,

Draprés {1.5.4), il existe un plus grand entier N ¥y N tel que

t) = tout 1t .
FN( ) ¢} pour tou € SM

Done il existe L € SM+ , tel gue

1

Ty = FN(WO) £0 .
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Pour majorer YN ,» on utilise le principe du maximum sur un disque [ti =R, oh
RxMa’
avec
..d'g
o = Zadp °

On a ainsi ¢ > 1 et, & cause de (4,5,2),
£, - $ 4 our tout i =1 d
d+p Pi+api\ P u = 1yeensd o

On obtient facilement

LogIFNIR «ut,

et

w ~t
|

|YNI é IFNIR’ sup i

z=t
|z|=R =,

dtolr
£
Log|y,| << - 1 Logm .
Dlautre part la taille de Yy vérifie, dlaprés le lemme 4,2.5 :
4
d P TP
i a
t(yN) IR ¥«
ing
Enfin, le lemme 4,2,23 montre que
"‘t(YN)T << Loglle pour N = 400
done

£
r(a+p) > £,

ce qui démontre le théordme 4,.5.1.
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§4.6 Références

La notion de "type de transcendance" est due & lang ; de mfme la définition de
la taille sur une extension X = Q(x1,.,.,xq,y) de § de type fini est essentiel-
lement celle de [Lang, T., chap,V §2], avec cependant une différence importante 3
apres avoir défini la taille sur z{x1,...,xq,y] , Lang dit qu'un €lément y de X

a une taille inférieure ou égale & B si y peut s'écrire comme un quotient
o
T=3 avec a € Z[x1,...,xq,Y] » B € z[x1,,..,xq]
et tla) ¢B, t(B) < B .

Dlaprés cette définition, si P et @ sont deux é1léments non nuls de Z[x1,...,qu

on devrait pouvoir écrire, en utilisant «=PQ , B =Q et y=P,
t(p) ¢ max(t(rQ),t(qQ)) ,

ce qui ntest pas vral en général, Mals 1'indgalité (4.2.13) nous a permis de remédier
& cet inconvénient et de donner une définition cohérente,

Cette indgalité (4.2.13), et la démonstration du lemme (4,2.14), sont dues 2
Gel'fond [gel'fond, T,, chap.III §4 lemme II}, qui améliorait ainsi, et généralisait,

un résultat de Popken et Xoksma :

n(p,...p) > ()7 (e ). (e

1
ob P ,...,B sont des éléments de ¢{x] [schneider, T., lemme 161,
Il existe une autre démonstration trdés intéressante de ce lemme, par Mahler.

[Mahler, 1961] ; le principe en est le suivant : pour P € @[X1,...,Xq] , notons

Zinu1 2imu
n(p) = exp(f Log |P(e yeeesC lau, .. .du
" 1 q

4
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(avec M(P) =0 si P =0). On a évidemment

u(P,...2 ) = u(p

, ).l )

1
donc le problime revient b trouver des inégalités liant les fonctions M(P) et ||Ff;

on a dans un sens, grfce & Hardy, Littlewocod et Polya :

u(e) < llzl} .

Dtautre part, en utilisant la formule (1.5.3) de Jensen [Mahler, 1960], on constate

que, pour
Il1 nq k1 kq
P=) . ...} T AR A
k =0 k =0 1 q
1 q
on a

f(l1 Ilq
o ok b (e (1) ml) o
1 a 1 q

On en déduit des indgalités entre

[EPOS:A | I (F:0 | PR 16| I

ou bien entre

H(PX...Pm) et H(P J),....H5(p) .

1

Notons dlautre part une démonsiration trés simple de 1l'inégalité

#p) ¢ 3 tleQ),

pour tout P et @ dans Z[X] [Leng, T., chap.vI §2].
Le théordme 4.5.1 correspond i [Lang, T, chap. V §3 th, 2] , avec les corrections
nécessaires, Pour l'utiliser, il faut pouvoir déterminer le type de transcendance de

certains corps, et ce probldme est plus difficile que celui de la détermination du
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degré de transcendance d'un corps, Les mesures d'indépendance algébrique actuelle-
ment connues ne donnent pas de type de transcendance pour des corps de degré de
transcendance supérieur ou égal & 2[lang, T., p. 99]., Néanmoins, dans le cas de di-
mension algébrique 1, les mesures de transcendance donnent déja certains résultats,

Ainsi, A.0. Gel'fond a moniré que Q(ab) avait wn type € 4, et que §f

og « .
vait
Log B) ¢

un type ¢ 4+¢ pour tout & > 0 (of, [Gel'fond, T, chap. III §3 Th, 111]) ; puis

N.I, Fel'dman a obtenu t = 2+¢ pour @O(m) , et =1 = 3+ pour Q(Log «) [Fel'dman,

1959}, Plus récemment, P.L. Cijsouw a amélioré plusieurs de ces résultats, et a dé-
a

7 N ki
montré de nouvelles mesures de itranscendance pour e et e ., Les résultats ac-

tuellement connus s'énoncent ainsi, Les corps K suivants ont un type de iranscen—

dance inférieur ou égal & 1 , dés gue 1l'on choisit

t>2 pour K=a{x) ; >3 pour X=a(Loga);

>3 pour K=g(e%*) ; ©3>4 pour K:M%—g),
k) b
t 33 pour K=0(e") 5 ©34 pour K=gla) .

(1ei a, B, a et b sont algébriques). (Voir [cijsouw, 1972]).

Nous n'avons parléd que de llextension des résultats du chapitre 2, aux exten~
sions de @ de type de transcendance ¢ 1 . On peut effectuer une généralisation
semblable des résultats du chapitre 3 ; le seul probleéme consiste a établir 1'ana-
logue du lemme 3%,3,2 (ol on remplace s par t , et X par une extension de @ de
type fini), On peut démontrer par exemple que, sous les hypoth®ses du théordme
4.5.1, si on suppose, de plus que la dérivation é% opére sur une extension finie

du corps K(f1,...,f ), alors on a

d

(ae)e < o5 (p o vpy) 5
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si, de plus, la dérivation opére sur le K-espace vectoriel
K-x»Kf1 teeat de ,
alors

af < {v=1)d + t2 .

Nous étudierons, au chapiire 7, le cas particulier de la fonction exponentielle,

Le cas général est exposé dans [Waldschmidt, 1972, a, §4].
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EXERCICES

Exercice 4.1.a. Soient <t 3 2 wun nombre réel, et =x un nombre complexe transcen-
dant, S0it K une extension algébrique de (x), Montrer que les trois propriétés
suivantes sont équivalentes,

(i) X a un type de transcendance inférieur ou égal 3 =t sur q .

(ii) Pour tout polynfme irréductible non mul P € Z[x] , on &
~((P))" << Log|p(x)] .

(iii) pour tout noumbre algébrique « , on a
-(a(e))® << voglx=a] ,

oh o{a) désigne la taille du polyndme minimal de o sur % .

(Indications, Pour démontrer 1'équivalence entre (i) et (ii), utiliser le lemme
5.%.5 , pour 1'implication {iii) === (ii), utiliser 1l'exercice 4,1.b ; l'implication
(i1) ==p (iii) est facile. Voir [Lang, T., chap., VI §2 th.2], ou [cijsouw, 1972,

lemmes 2,15 et 4.3]).
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Exercice 4.1.b. Soit &(n,s) une fonction réelle positive, définie pour n ) 0 et

s » 1 entiers, telle que, pour tout n,s , on ait

. 1 1 .
o(n,s) » n,s 3 @(n,s1) e @(n,sz) si s, <8, E; @(n1,s) <= @(nz,s) si

n1 < n2 "
Soit x wun nombre complexe transcendant tel que, pour tout nombre algébrique « de
degré N et de haunteur H , on ait Log[x—a! > -o{N,s8) , aveec 8§ = [N-+L0g 2] .
Montrer que, pour tout polyndme non constant P € 2[X] , de degré N et de hauteur

H, ona Log}P(x)I > —3@(N,2S) , avec 8 = [N-+Log H].

(si P est irrdéductible, l'exercice 4.2.f domme
Log|p(x)| > -3 o(x,s) ;

sinon, on utilise 4.2,13),
Ce résultat a été obtenu, par Cijsouw, & partir de la démonstration du théordme

2 de [Fel'dman, 1951],

Exercice 4.1.c. Soit Q wun sous-corps algébriquement clos de € , de type de trans—

cendance inférieur ou égal & 1 sur § . Soit ¥ € Mn(®) ; on note & la dimension

du sous-Q@~espace vectoriel de ¢ engendré par les valeurs propres de M . Soient
t1,...,tm

des nombres complexes, @-linéairement indépendants, tels que les matrices
exp(ut,) , (1< J<m),
appartiennent toutes & Mn(Q).
Montrer que 1'on a
od ¢ z(med) .

En déduire le premier résultat de l'exercice 2.2.a.
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Exercice 4,2.,a. Démontrer les inégalités (4.2.3).

(Si C,ore0e30

1 5 désignent les différents plongements de X dans ¢ , choisir

4] .
c1=ma.x{0; max Logz_jicjyl1”.
1€J<6 FE

En considérant le produit des dénominateurs par rapport & y des éléments d'une
base sur Z de llanneau des entiers A de K , montrer qu'il existe un entier ra-

tionnel f 3 1 tel que f.A < Z[y] ; définir

c, = max{Log £ , Log sfe_ 11,

ol o est le maximum des valeurs absolues des coefficients de la matrice inverse de

ie1
Lo Tigs, 58

En déduire une valeur de la constante CK de (4.2.4}.
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Bxercice 4.2.,b, Soit K une extension de § de type fini, Montrer qu'il existe des
constantes, ne dépendant que d'un systéme générateur (xi,...,xq,y) de X sur §
(permettant de définir une taille + sur k), et notées << , telles que les pro—
priétés suivantes soient vérifides

1) t(%) << max(t(a),t(v)) pour tout 2 €K, b €K, b #£0 .

8 P, .
. i . o
2) si a=z Q—ly ! , ou, pour tout i =1,...,5, Pi et Qi sont deux é1é-
i=q i

ments de Z[x1,...,xq] preniers entre eux, alors

t(a) <« max {t(p,),5(a,)} << t(a) .
1€1¢6

3) Soit o :K-K un homomorphisme ; on a

t{sla)) << t(a) .

[waldschmidt, 1972a §2].
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Bxercice 4,2.,c, Soient P € Z[Xt""’xq] ,et m€Z, my 1, Vérifier 1'indgalité

sup [PCe,, ek )22 ¢ 1572 T (142" dog, 7).
ENEPRNERE V=t v
En déduire
q
m(e") 3 sup [B(x, e W m (142" deg )t
ENERRAENE g v
et

B > ()%, M (1+2m aeg_ o)
v=1 v

{Geltfond, T, Chap.IIT §4 lemme TI'].
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a .
Exercice 4,2.d, Soit P =] ,aX c¢[x],a, #0.
i=c

Soient =z les racines de P dans € ; on note

1""’2(3.
lzi|* = max(lzi|,1) .
1) Vérifier 1'inégalité

d d d e
)= lo1 > radﬁ.g 2,17 + |a, |7 a1l 2

en particulier

.

da
*
2l > lagl. 1 2]
1=9

[Mignotte, 1973].

2) Bn déduire que, =i Q}""’Qm’R sont des polyndmes unitaires de z[x} , on a

(avec les notations de l'exercice 1.2.,a)

t deg Qj
53=1

mn
n ilg.) <

My log.qrll .

J
De plus, sl Q =Db  + DX +...t blxl , on a

oyl < (D o ...orll » ocigz.
[Mignotte, 1973].

%) En déduire aussi 1'inégalité

n
1 (]2 ]) ¢ (o) 4 |ad|—1.H(P)
v=1

[Feltdman, 19511,
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4.40

N

. N
Exercice 4.2.e. Soit Q =) inl =qy T (X—ai) ¢ #Z{x] wuwn polyndme non nul

i=0 i=1

de degré N » 1 et de hauteur H , ayant ses racines deux & deux distinctes,

Soit £ un sous-—ensemble de

{(4,3) 51 ¢igN, 1 ¢3¢V, i<},
Vérifier

.

0 |a-a.] 3 ,—Hn (1) (941 )-'%(N—ﬂ H—(N—-1) ,0ard @
P . . .

(Indications : utiliser 1'exercice 4.2.d , et consulter [Cijsouw, 1972, lemme 2,8],

ou [Giting, 1960], ou [Fel'dman, 1951, lemme 5]).

Bxercice 4,2.fF.

Soit
= i
P=Z :aiX € 2{x]
1=0
un polyndme de degré m , dont les racines

A, seaesl

sont deux & deux distinctes,
Vérifier 1'indgalité

o o 28 BB o (e | ¢ [a(e)] ¢ (e (e). (olel®). min ey .

1€igm 1<iKm

[Feldman, 1951, lemme 5],
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4.44

Bxercice 4.5.a. Sous les hypothéses du théoréme 4.5.1, on suppose que les fonctions

.

. a ont une période w £ 0 commune non nulle, Etablir 1'inégalité

(d=1) 2 < r(p +...+pd—1) .

1

En déduire le résultat de l'exercice 2.2.d.
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4.42

Exercice 4.5,b, Toutes les inégalités qui interviennent dans les démonstrations que

nous étudions sont du type
a b
« ¥ (Log M) pour N = +o

oi a0 et b sont deux réels (b > 0 si a =0).

Remplacer, dans les hypoth&ses du théoréme 4,5.1, toutes les inédgalités du type

<< Na pour N — oo

»

par des inégalités du type précédent, Par exemple, au lieu de supposer que

K = Q(x1,...,Xq,Y) a un type de transcendance ¢ 1 , on suppose qu'il existe deux

réels 1 31 et ' tels que

- £(P)" 1og(+(P))" << Log IP(X1,...,xq

pour tout P ¢ Z{X1,...,Xq], P % ¢ .

(Remarque : d'aprdés [Feltdman, 1960], on peut choisir

T =2 , 5t =2 quand g =1 , X, =
et, d'aprds [Cijsouw, 1972}, on peut choisir

t=3%,1"'=2 quand g =1, X, =

Montrer que la conclusion du théoréme 4,5.1 devient :

si (d=c)er > r(p;+...+pé) + als'=1)

alors

{a-t)2 < v(p1+...+pd) .
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4.43

Exercice 4,6.a. Soient P1,...,Pm des polynbmes de C{X1,...,Xq] ; on note

m
m =) ,deg P, (tghga).
=M
So0it v le nombre d'entiers h tels que mo>1. Vérifier
m m m1+...+m
w(mop)¢ mon(e)ce ou(m e
i= i=t i=1
-(m1+...+m ) n I ta. 4 =y n n
2 Yr(e) ¢ W oule) <2 4 BICRE DN RN (I R

i=1 i=1
(Utiliser 1'exercice 1.2.a et les remarques du $4,6, ou bien appliquer directement

le lemme 4.2,14) [Manhler, 1961].

Exercice 4.6.b, Généraliser le lemme 3,3,2 aux extensions de € de type fini,
En déduire une extension des résultats du chapitre 3 (méthode de gel'fond) aux
corps de type de transcendance inférieur ou égal & <t sur @ [Waldschmidt, 19722,

lemme 3,1 et théordmes 1b et 2b],
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