
CHAPITRE 5 

Un crit~re de transcendance 

Pour utiliser les r@sultats du chapitre pr@c@dent, ±l faut pouvoir majorer le 

type de transcendance de certains corps, et c'est lh un probl~me difficile. 

Cette difficult@ peut ~tre contourn@e en ce qui concerne la fonction exponen- 

tielle, et pour le cas de degr@ de transcendance I. 

Soit ~ £ C ; au lieu de chercher ~ minorer chacun des hombres p(~) , 

(P E ~X] , P(~) ~ 0), on consid~re une suite (Pn)n~ I d'@l@ments de 7Ix] , et on 

montre que les hombres Ipn(~)l ne peuvent pas @tre tous trop petits ; ainsi, pour 

£ ~ , il n'existe pas de suite (Pn)n~no de polynSmes de Z[X] v@rifiant 

0 < IPn(~)I £ e "6n2 , deg Pn ~ n ~ Log H(Pn) ~ n , 

pour tout n ~ n 
o 
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§5.1Enqnc@s des r@sultats 

Th@or~me 5.1.1. ~oient c > I e_~t d > I 

5.2 

........... (~n e_A deux nombres r@els ; soient )n~u ° 

(6n)n~no deux su i tes  c ro issantes  (ausens large) d eno,mbres r@els, tendant vers  

avec n , et telles que 

(5.1.2) Yn+1 ~ c Tn , e_~t 6n+ 1 4 d 6 n , pour tout n ~ n o . 

Soit a £ @ . O_~n suppose qu'il existe une suite de pol.ynSmes non nuls 

(Pn)n~n d__~ ~IX] , v@rifiant 
o 

beg Pn ~ 6n ; Log H(P n) £ 7n ' 

e_At 

(5.1.3) ~< - 6n((C+d+1 )Yn + (2d+I)6 n) , 

pour tout n ~ n o . 

Alors ~ est al~@brique. 

On montrera de plus que Pn(~) = 0 pour tout n suffisamment grand. 

On utilisera essentiellement ce r@sultat sous la forme plus faible suivante. 

Corollaire 5.1.4. $oit K un sous-corps d_~e ~ de tape fini sur Q ; so it t tune 

taille s~ ,  K (d@finie h partir d'un syst~me g6n@rateur d_~e K sur ~). I1 existe 

une constante C > 0 aymut l_~a propri@t@ suivante. 

soit (tn)n~no tune suite croissante d enombres r~els, telle que 

lim t = +~ , et tn+ I £ 2t n pour tout n ~ n ~ o 
n~+~ 

On suppose qu'il existe une suite ([n)n~no d'@l@ments non nuls de K tels que 

T,O  I nl "<- Ct , 
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e_!t 

5.5 

t(~ n) 4 t n , 

pour tout entier n ~ n o . 

Alors l_.~e degr4 de transcendance de K sur Q 

~4monstration d__&ucorollaire 5.1-4 

Soit (Xl,...,Xq,y) le syst&me g4n4rateur de K sur ~ permettant de d@finir 

la taille t . Pour n ~ n o ,soit ~n = d(~n) le d4nominateur de ~n ~ et ~n la 

norme (de K sur ~(x I ..... Xq)) de 6n~ n . D'apr~s 4.2.8 et 4.2.20, il existe~eux 

, telles que constantes positives C I et c 2 ne d4pendant que de xl,...,Xq,y , 

t(~ n) ~ clt(6n~ n) ~ c2t(~ n) i c2t n , 

et 

Lo l l  oglOn l + olt(6n , n)  ogl l + o2t n 

On choisit 

soit n I ~ no tel que t n 
I 

C =I0c~ + I . 

c 2 ; pour n >I n I , on a 

t ( ~  n )  # c 2 t n , 

Logl~nl 4 -I0C22 t2 n " 

est sup4riettr ou 4~al ~2. 

e t  

Or ~n est tun 61@merit non nul de Z[x I ..... Xq] ; on a @videmment q ~ 0 (puisque 

= =ct c=d=2) l~n l  < 1 , done ~n ~ ~ ) '  et l e  th@or~me 5.1 .1  (avec Yn 8n 2 n ' 

montre que l'on a aussi q ~ I . D'oh q > 2 . 
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5.4 

§5.2 principe de la d4monstration du critbre 

soit P £ ~X] un polynSme non nul ; notons ~1 ..... ah les racines distinctes 

de P , et rl,...,r h leur ordre de multiplicit6 : 

h r. 

P = an •~ (x-s±) ~ 
1=I 

On constate d@jA que les raeJnes ~I' .... ~h sont suffisamment @loigTt&es les unes 

des autres (le nombre ~-~ est alg@brique non nul pour i / j , et on utilise 
l 3 

1.2.3). Soit ~ ( C tel que 

h r. 

P(~) = a n . H (~-~i) l 
i=I 

soit tr&s petit. Alors ~ est proche d'une des racines de p (soit ~1 cette ra- 

cine), donc assez loin des autres racines. On peut @crire le polynSme minimal de ~I 

sur ~ sous la forme 

k 

Q=b~ .n(x-~ i) , 
m=1 

r r 
avec k ~ h .Donc q I divise p , et on constate que Q(~) 1 est ~ peu pr&s 

aussi petit que P(~). 

Ainsi, h partir d'un polynSme p £ 2Ix] non nul,  tel que p(~) soit petit, on 

r 
peut construire un polynSme irr@ductible Q tel que Q I divise P , et que 

r 

Q I(~) soit petit. Dans l'4nonc6 du th@or~me 5.1,1, on est ramen@ au cas oh chaque 

r 
n 

polynSme Pn est une puissance d'un polynSme irr4ductible ~ , soit Pn = 

On consid~re alors le r@sultant de Pn et Pn+1 ; c'est un entier rationnel 

dont on peut majorer la valeur absolue par I (grace aux majorations 5.1.3 et aux 

conditions 5.1.2). On en d@duit 

= ~+I pour tout n suffisamment grand. 
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5.5 

Donc tousles polynSmes p sont des puissances d'un m@me polynSme irr@ductible Q. 
n 

II est alors facile de d6duire des hypoth&ses la relation 

Q(:)  = o , 

~ui montre que ~ est alg@brique. 

§5.3 ~emmes auxiliaires 

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant. 

L emme 5.3.1. ~oient p e t Q deux polynSmes non constants d_.~e ~[X] , de degr@ 

et q respectivement. 

Alors p e_tt Q 

tout nombre c Q~!plexe 

(5.3.2) 

D~pnstration 

Si P et 

sont premiers entre eux dans ~[X] si et seulement si pour 

o..~n A 

(p+q) l l P I I q . l l Q I I P o  ~ ( I P ( ~ ) I , I Q ( ~ ) I )  > ~ • 

Q ne sont pas premiers entre eux, ils ont une racine commune ~ , 

et l'in@galit@ (5.3.2) n'est pas v6rifi@e au point ~ . 

Pour d@montrer la r@ciproque, on consid&re le resultant 

P et Q : si 

R est le d@terminant 

P i q 
P = ~ a i X et Q = ~. bj X j , 

i=o  j =o 

R des deux polynSmes 
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R = 

5 . 6  

q P 

a b 
P q a b 

a p b q 
1o-1 ( : I -1 b 
• ap-1 q - 1  

a 
o 

a 

P b" 
ap_ I o b: 

O 

a 
o 

a ° 

o 

"b 
q 

"b : q-~ 

b" 
o 

La valeur de R ne change pas si on remplace la derni&re ligne par 

(~q-,p(~) , q-2p(~) . . . . .  p(~) , ~Iq(~) , ~2Q(~) . . . . .  Q(~)) , 

comme on peut le constater en multipliant la i~me ligne de R par p+q-i et en 

ajoutant ~ la derni~re ligne la somme des autres. De m@me, la valeur de R n'est 

pas modifi@e si on remplace la premiere ligne par 

(-pp(~) , -P-Ip(~) ..... -l>-q+Ip(a) , -qQ(~) ..... -p-q+Iq(~)) , 

si ~ / 0 (ajouter h la premiere ligne la i&me ligne multipli4e par a-i). On uti- 

lise la premiere transformation si l~I ~< I , et la deuxi~me si I~l > I . 0n d4ve- 

loppe alors R par rapport ~ la ligne ainsi modifi4e ; pour majorer les cofacteurs, 

on utilise l'in4galit4 de Cauchy Schwarz : 

I E ]  ui vil 2 ~ L-- / lu i l2 -T- :  Ivj l  2 , 
~- m j 

qui montre que la valeur absolue d'un d~terminant est major@e par le produit des 

normes euclidiennes de ses colonnes (in4galit4 de Hadamard). 

Ainsi 

IRI ,< ~ °  IP(~, l l .  IIPI1 q-1 ° Ilqll p ÷ p.  tQ(( , ) I .  IIPll q IIQII ~1 < (~ql. IIPIl q.  IIQII p 
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5.7 

Les polynSmes p et Q sent premiers entre eux si et seulement si R ~ 0 

[Lang, A., ehap.V §10], done si et seulement si IRI ~ I (puisque R (~). 

D'oh le lemme 5.3.1. 

Une application int6ressante du lemme 5.3.1 est la suivante 

Lemme 5.3.3.  ~oit ~ £ ~ . soit P E ~[X] un po~.ynSme de degr6 d 

H(P) = e h Soient F et 

Alors on a 

(5.~.4) 

Dgmonstration. On peut supposer F 

max( IF(~) l , IC(~)  I )~ 1 > e-d(h+d)).  

D'apr~s le lemme 5.3.1, on a 

oh f 

done 

On majore alors 

G deux diviseurs de 

et de hauteur 

p , non nuls et premiers entre eux~ 

~ ( I F ( = ) I , I ~ ( = ) I )  > e -~ (h+d)  • 

et G non constants (sinon on a t r i v i a lemen t  

1 < (~+g) I IF I Ig l IG I I  f . ~ ( l ~ ( = ) l , l c ( ~ ) l )  

est le degr6 de F , et g celui de G . Or on a, d'apr~s le lemme 4.2.14 : 

IIFII. IIGII 4 2 ~-~. IIPII 

I tFllgllcll  ~ 4 (IlFII.JIGI1) ~-1 4 2 ( d - ~ ) ( d - 1 )  . llPll ~-1 

llpII par (d+1) ~ e h , grace ~ (1.2.7). On remarque ensuite que 

I 

f+g ~ 2 entraSne (I+d)2 < (~)d~ , d'oh le lemme. d 

Le lemme suivant montrera que, si P E ~[X] prend une valeur tr~s petite en 

un point ~ E ¢ , alors il existe un facteur Q de p , puissance d'un polyn6me 

irr@ductible, qui prend @galement une valeur petite en ¢ . 
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5.8 

~e~ime 5.3.5. Soit ~ £ C ; soit P £ ~X] un pol,ynSme de degr@ d > 1 et de hau- 

teur H(P) = e h . ~oient k I ~ 3 __et k 2 ~ 3 deux nombres r4els tels que 

Alors il existe un pol,yr~Sme 

t i b l e  darts ~ X ]  , ,re,1 que 

(5,3.6) 

D4monstration. Le cas 

D4composons 

Lo~ IP (=) l  4 - d ( x ~ + x 2 d )  . 

Q , divisant P , e_!t puissance d'un pol,ynSme irr4duc- 

Lo~ IQ(=) I  4 - d ( ( X l - ' ) h  + (X2-1)d)  - 

d = I grant trivial, supposons d ~ 2 . 

p en produit de puissances de polynSmes irr4ductibles de 

P =aP1...P m , (oh a c ~) , 

ordonn4s de telle mani~re que 

IP~(~) l  ,< . . .4  IPm(~)l • 

i , 0 ~< i ~< m , comparons les deux nombres 

i m 

I ~ 1 .  n IP~(~) l  et H I P h ( ~ ) l  , 
2=1 h=i+l 

Pour chaque entier 

(tun produit vide est 4gal & I ). 

pour i = m , on a 

donc 

Pour i = 0 , on a 

~[x]: 

tP(~) l  < I , 

m 

l a l .  n IP~(~) I  <I . 
1=I 
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5.9 

donc 

m 

lal > n IPh(~)l  • 
h=l 

II existe donc un entier i , I ~< i £ m , tel que 

i-I m 

I~1. H IP2(~)l  >~ n IP~(=)l  , 
2=1 h =i 

et 

i m 

I~1 n IP2(~) l  < n I P h ( ~ ) l .  
2=1 h=i+1 

Utilisons maintenant le lemme 5.3.3, avec 

i-I m 

F = a. I-[ P2 et G = H Ph 
2:1 h=i 

puis avec 

i m 

F = a. H P2 et G = H Ph " 
2=I h=i+1 

On trouve : 

i-1 e_~(h+d) 
I~1 n IP2(~)l  > 

2=1 

et 

m 

n 

h=i+1 

IPh(~)l > e - d ( h + d )  , 

donc 

i-I m 

IP(~) l  = I~1 .  ~ I P 2 ( ~ ) l .  I P i ( = ) l -  n 
2=I h=i+1 

IP~(~)l > IP~(~)l. e-2d[h+d)  , 

et par consgquent 

-(xl-2)~-(x2-2)d2 
IP i (~ ) l  < e 

Mais, si i ~ 1 , le lemme 5.3.3 et l'in4galit4 
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entralneraient 

ce qui est impossible 

Donc i = I , et 

5. t0  

IPI (~) I  ,,< IP i (~ ) l  

- d(h+d) < ~o~ Ipi<~)l <- (xl-2)h~-(x2-2)~2 , 

(x~ ~} , x2 ~3)" 

m 

t a l .  IP,(=)l < n tP.(~)t o 
h=2 

Utilisons encore le lemme 5.3.3 : 

m 

Log H 

h=2 

d'oh 

IP(~ll > IP1 

ce qui d@montre (5 .3 .6 ) ,  avec Q = P1 

Iph(=)1 > - d(.+~) , 

(~)I-e-~(h+d) , 
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5.11 

§5.4 Dgmonstration du crit~re 

Supposons les hypoth&ses du th@or~me 5.~.I vgrifi6es. Le lemme 5.3.5, avec 

6n ¥n 6 n 2 
kt = deg'-~n" Log H(Pn)  ° (c+d+l )  , e t  k 2 = ( ~ )  . (2d+1) , 

montre que, pour tout entier n > n o , il existe un polynSme irrgductible ~ E ~X], 

r 
Qn n divise P , avec etun entier rationnel r n ~ I , tels que le polynSme Rn = n 

(5.4.~) ~od&(~)l ~ - 6((o+d)~ + 2d 6 )  . 

Comme R divise 
n 

2 . l l P n l l ~ ° "  

Pn ' l e  lemme 4 . 2 . 1 4  permet de majorer  11%tl par 

llPntl ~ ( 1%)  { • e ~ ,  

et 

6 1 6 
2 n. (I+8n)~- < e n , 

dbs que 8 n ~ 2 (donc d~s que n est suffisam~ent grand, disons n ~ nl). 

par cons4quent 

tlRJ! < @.  e 'n+% . 

Nous allons utiliser le lemme 5.3.1 pour les deux polynSmes R 
n 

n ~ n . On a d'une part, grace ~ la non d4croissance des suites 
I 

et Rn+ I , avec 

(Sn) et (yn) , 

ma~Gogl~n(~ ) l ,~og l~+ l (~ )  I) ~ - 8 ( ( o + d ) ~  n + 2~ 6 n) ; 

d'autre part 

(6~+8n+1). II ~11 
6 6n+Bn+1 exp( 6n+1" II&+lll ~ < " 

1/ 8n+6n+1 (Yn+Sn) 8n+I 

(~+6n)~6 ~ + (oy~+a6~)6 n 
g e  

+ (Xn+1+Sn+1)8 n) 
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5.12 

La relation 5.3.2 n'4tant pas v4rifi4e, les deux polynSmes 

r 
_ n+~ 

= ~n+1 ne sont pas premiers entre eux, donc 

Rn=< n et 

= ~+I pour tout n > n I 

Ainsi, pour n ~ n I , tousles polynSmes ~ sont 4gaux & un m~me polynSme irr4duc- 

tible Q 6 ~[X] . Soit q = deg Q . 

r 

Comme Q n(~) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, on a 

or 6 n ~ qr n et 

d'oh 

ou bien Q(~) = 0 , ou bien lim r = +~ . 
n 

n~+c~ 

Yn > 0 ;donc, grace h (5.4.1), 

r 
LogIQ n(~) I = r n LoglQ(~)I ~< -2d q2 r 2 , 

2 
LoglQ(~) I ~ - 2d q r n , 

ce qui montre que Q(~) = 0 ,donc que ~ est alg6brique, et que Pn(~) = 0 

tout n ~ n 
I 

pour 
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5.13 

§5.5 ~@f@rencies 

Le premier crit~re de ce type a 4t4 obtenu par Gel'fond en 1949 [Gel'fond, T., 

chap.III §4 lemme 7]. I1 a 4t4 repris par Lang en 1965 [Lang, 1965, @6], puis par 

Tijdeman en 1970 [Tijdeman, 1970b, lemmes 6 et 6']. Ces @nonc4s ne concernaient que 

le cas Yn = 6n ; nous verrons au §7 qu'il peut @tre utile de dissocier ces deux 

fonctions. La possibilit4 de s4parer Yn et 6 n est expos4e darts [Brownawell, 

19710], et [Waldschmidt, 1971a, §3]. La pr4sentation adopt@e iciest essentiellement 

celle de Brownawell. 

Le lemme 5.3.1 est classique ; on en trouvera diff4rentes versions dans 

[Gel ' fond,  T. ,  chap. ZZI §4 le~rme V],  [Lang, T.,  ohap.V §2], [Tijderm~n, 1970b, 

lemme 4], et [Brownawell, 19710, lemme I]. On peut trouver des variantes du lemme 

5.3.5 dans [Gel'fond, T., chap.III §5 lewes VI et VI'], [Lang, T., chap.Vl, §2, 

lemme 3], [Tijdeman, 1970b, lemme 5], [Brownawell, 1971c, lemme 3], et [Cijsouw, 

1972, lemme 2.14]. 

I1 serait tr~s utile d'4tendre le th4or~me 5.1.I en un crit~re d'ind4pendance 

alg4brique. On sotthaiterait par exemple remplacer, dane les hypotheses de 5.1.4, la 

majoration 

par 

- o t 2 
n 

 ,og , < -  t q c n ' 

et en d4duire que le degr@ de transeendance de K sur ~ est sup4rieur ou 4gai 

q . ~ais cette conjecture, due ~ La~ug, est fausse [Lang, 1965], [Lang, 1971, §I0]. 
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5.14 

EXERCICES 

Exercice 5.1.a. On peut d4montrer, en utilisant le th4or~me de Roth, que le nombre 

E 2- a , 
k=1 

(a entier > 2) est transcendant. En d4duire que la constante c ne peut pas ~tre 

remplacge par c(1-E) , pour E > 0 , dans  5.1.~.  [Br~w_uawell, 1971c]. 

Exercice 5.1.b. soit ~ E C . Soient (Yn)n>~1 et (6n)n~ I deux suites croissantes 

(au sens large) de nombres r4els, telles que ~n6n tende vers +co avec n . Soient 

(On)n> I et (dn)n~ I deux suites de nombres r&els, c n ~ I , d n ) I , end n > I pour 

tout n ) I , avec 

Tn+1 ~ °nYn ' et 6n+ I ~< dn6 n , pour tout n ~ I . 

On suppose qutil existe une suite (~n)n~ I de hombres alg@briques satisfaisant : 

L o g l ~ - q l  ~ - 6 n [ ( e n + % + l ) ~ n + 2 % % + L o g  3] 

pour tout entier n ~ I . Nontrer que ~ est alg@brique, et que ~ = ~ pour tout 

n>1 . 

( U t i l i s e r  l ' e x e r c i c e  4 .2 . f  et  consul ter  [Brownawell, 1971c]). 
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5.15 

Exercice 5.1.c. Soit ~ un U-nombre au sens de la classification de Nahler 

[Schneider, T., chap.Ill], On sait qu'il existe une suite de polynSmes non nuls deux 

deux distincts Pn C ~X] tels que les quotients 

- Lo~l~(~)I 

Lo~ IIPnlt 

tendent vers +~ aveo n . Montrer que l'on a 

Lo~ lI ~+ I l l  
lim sup Log IIPnl I =+co 

Etablir un r@sultat analogue pour les U -nombres de la classification de 

Koksma (utiliser l'exercice 5.1.b) [Bro~awell, 1971c, §II ] .  

Exercice 5.1.d. Enoncer et d@montrer l'analogue du th@or~me 5.1.1 pour les fonctions 

rationnelles, ou pour les fonctions alg@briques, h la place des polynSmes 

[Lan~, 1965, p. 191 ]. 
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5.16 

Exercice 5.4.a. Soit ~ tun hOmbre complexe. Soient (Yn)n~1 et (6n)n~ I deux 

suites croissantes de hombres r@els, telles que YnSn tende vers +co avec n . 

Soient (Cn)n~ I et (dn)n~ I deux suites de hombres r@els, telles que, pour tout 

n ~ I , on air 

Cn ~ I , dn ~ I , c dn n > I ; 

Yn+1 £ CnYn ; &n+1 4 dSn 

On suppose qu'il existe une suite 

fiant 

et 

pour tout n > I . 

Montrer que 

(Pn)n~ I de polynSmes non nuls de 

Log H(Pn ) ~ Xn ; ~°g  Pn ~ ~ ' 

z[x] , v~ri- 

Lo~IPn(~)I ~ - 6n((Cn+dn+1)Yn + (2dn+I)6 n) , 

est alg@brique, et que 

Pn(~) = 0 pour tout 

(Pour montrer que, si 6 n < 2 , Rrl divise Rn+ I 

pourra consulter [Brownawell, 1971c]). 

n ~ I . 

- avec les notations du §5.4 -, on 
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Exercice 5.4.b. 

I) Soit 

non nuls de 

et 

5.17 

£ ~ ; montrer qu'il n'existe pas de suite 

• [X] v4rifiant 

0 < ..IPn(e) I £ exp(-6 n 2) , 

(Pn)n>no de polyn6mes 

max(deg Pn ' Log H(Pn)) £ n , pour tout n >i n o 

(voir la d4monstration de [Tijdeman, 19YOb, le~une 6]). 

2) Montrer que, si ~ est un hombre tr~ulscendant de Liouville, il existe une 

suite (Pn)n~ n de polynSmes de ~[X] telle que les in4galit4s 
o 

0 < IPn(~)I < e -6n2 , deg Pn ~< n , Log H(Pn) ~ n , 

soient v4rifi4es pour une infinit4 d'entiers n ~ n 
o 

En d4duire que le th4or~me 5.1.1 serait faux sans les hypotheses 5.1.2. 
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5.18 

Exercice 5o4.C. Soient ~I "'" '~q des nombres complexes alg@briquement ind@pendants; 

on suppose que le corps ~(~I .... '~q) a un type de transcendauce 4 • sum 9 . 

Soient (6n)n) I et (~n)n)1 deux suites monotones croissantes de nombres positifs, 

tels que ~ 6 tends vers +~ avec n , et soit a > I tel que 
n n 

~n+1 ~< a~n ' 6n+ 1 4 a6 n pour tout n ~ I . 

Montrer qu'il existe tme constante c = c(a,~1,...,~q) tel que le r@sultat suivant 

soit vrai : soit ~ E $ ; on suppose qu'il existe une suite (Pn)n) I de polynSmes 

.... Xq+ I] et de taille 4 ~n ' (n) 1) 2[XI, de degr@ total £ 6 n non nuls de 

telle que 

.sod . . . . .  l -Co (6n 1) ''r ; 

alors ~ est alg6brique sur ~(~I ..... ~q), et 

Pn(~,~ I .... ,~q) = 0 pour tout n ) I . 

(Ce r6sultat est dG ~ Brow~awell ;voir @galement [Smelev, 1971] . La d@monstration 

de Brownawell paraStra - probablement dans les Transactions of the A.N.S. - darts son 

article "Gel'fond's method for algebraic independence" ; on y trouvera @galement les 

d@monstrations des r@sultats annonc6s dans [Brownawell, 1971 a et b] ; cf. exercices 

7.1.C, 7.2.d et 7.3.b). 
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5.19 

Exercice 5.4.d. Soient • > I et ~' deux nombres r4els, et K un sous-corps de 

C de degr@ de transoendance fini sur ~ . On dit que K a un type de transcendance 

inf4rieur ou 4gal ~ (~,~') sur Q s'il existe tune base de transoendanoe 

(x I .... ,Xq) de K sur ~ telle que pour tout polynSme non nul P E Z[X I ..... Xq], 

on ait 

- t (p)~(Log t (p ) )  ~' << LoglP(x I . . . . .  Xq)l 

(cf. exercice 4.5.b). 

I) G4n4raliser l'exercice 5.4.c aux extensions de Q de type de transeendance 

inf@rieur ou 4gal ~ (~,~) (on remplacera l'in4galit4 

~oglP~(~,~ I . . . . .  ~q)l ~ - ° (6n%)  ~ 

par 

~ ° ~ I ~ ( = , =  I . . . . .  =q)l ~ -o(<~%)~(~og %)~ ' )  . 

2) En d4duire le r4sultat suivant, soit K un sous-corps de ~ de type de 

transcendance inf4rieur ou 4gal h (~,T') sur Q , et de type fini sur @ . Soit L 

rule extension de K de type fini. soit t ~mue taille sur L . I1 existe uric cons- 

tante c > 0 ayant la propri4t4 suivante, soit (tn)n>no une suite croissante de 

nombres r4els telle que 

lim tn = +co , et tn+ I ~ 2t n pour tout n > no " 
n-~ 

(~) d'414ments non nuls de On suppose qu'il existe tune suite n)no 

et t(~n ) ~ tn , 

L tels que 
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pour tout entier n ~ n 
o 

Alors le degr@ de transcendance de L sur K est sup@rieur ou @gal h 2. 
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