CHAPITRE 5

Un critdre de transcendance

Pour utiliser les résultats du chapitre précédent, il faut pouvoir majorer le
type de transcendance de certains corps, et c'est 1% un problime difficile,

Cette difficulté peut &tre contournde en ce qui concerne la fonction exponen—
tielle, et pour le cas de degré de transcendance 1,

Soit a € € ; au lieu de chercher & minorer chacun des nombres P(a) ,
(P ¢ 2[x] , Pla) #0), on considdre une suite (Pn)n>1 d'é1éments de Z[X] , et on

montre que les nombres [Pn(a)| ne peuvent pas &tre tous trop petits ; ainsi, pour

a € ¢, 11 n'existe pas de suite (Pn) de polynbmes de Z[X] vérifiant

n)no

2
0<|p(a)] ¢, g r ¢n, LogE(R) <N,

pour tout n no.
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5.2

§5.1 Enoncés des résultats

Théoréme 5,1.1., Soient ¢ > 1 et 4 > 1 deux pombres réels ; soient (Yn)n)n et
o
(6n)n>n deux suites croigsantes (g_g sens large) de pombres réels, tendant vers 4oo
7
[

avec n , et telles que

(5.1.2) Yo €T, » &8 &, <46 , pourtout ndn .

+1 n n+1

Soit o € € . On suppose gu'il existe une suite de polvnlSmes non nulg

(Pn)n>no de Z[X] , vérifiant
deg P <6 3 Log (R ) <y,
gt
(5.1.3) rog|? ()| ¢ = & _((crast)y +(2ar1)s ) ,

pour tout =n 3 no N

Alors o est algébrigue,

On montrera de plus gque Pn(a) = 0 pour tout n suffisamment grand,
On utilisera essentiellement ce résultat sous la forme plus faible suivante,
Gorollaire 5.1.4, S0it K un sous-corps de € de type fini sur € 5 soit t une

taille sur X (définie 3 partir d'un systdme générateur de X gur @), Il existe

uvne constante € > O ayant la propriété suivante,

Soit (tn)n>n une suite croigsante de nombres réegls, telle gque

lim § = 4+ , gt th < 2’cn pour tout n > no .
I «» 4 0O

On suppose au'il existe une suite (§n>n)n 4'éléments non nuls de X tels gue
°

Log [z | < - ct’,
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5‘3

tlg ) <t s

pour tout entier =n ) no .

Alors le degré de transcendance de K sur @ est supérieur ou ézal 3 2.

Démonstration du corollaire 5.1.4

Soit (x1,...,xq,y) le systéme générateur de K sur § permettant de définir
la taille t ., Pour n ) n , soit o = a(gn) le dénominateur de f , et w la

norme (de X sur Q(x1,...,xq)) de angn . D'aprés 4.2.8 et 4,2.20, il existe “deux

constantes positives c1 et 02 , ne dépendant gque de x1,...,:x:q,y , telles que

tln) < e slog ) <ol ) ¢ et

et

LOg|nn| < Logléni;nl + c1t(©n5.n) < Loglinl + C2tn .

On choisit

2
C—1002+1 .

Soit n1>,no tel que ’cn )02;pour nyn, , ona

1

t(ﬁn) < 02 tn ’

et

Log|m | < -1002 i .

or est un é1ément non nul de z[x1 ,..,,Xq] ; on a évidemment g # 0 {(puisque
[nnl ¢ 1 , donc ., ﬁ Z), et le théortme 5,1.1 (avec Y, = § =c¢t ,c=4= 2)

n 2 n

montre que 1l'on a aussi g # 1 . D'ox g P2 .
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§5.2 Principe de la démonstyation du critire

soit P € Z[X} un polyndme non nul ; notons g ,...,o les racines distinctes

1 h
de P, et r1,...,rh leur ordre de multiplicité :
h ri
P=a 1 (X—ai) .
1=t

On constate déja que les racines Gyrennoy sont suffisamment éloignées les unes
des autres (le nombre ai-aj est algébrique non nul pour i % j , et on utilise

1.2.3). Soit o € € tel que
h ri
P(a) = an>..H (a—ai)
1=1

soit trds petit. Alors « est proche d'une des racines de P {soit o, cette ra-

cine), donc assez loin des autres racines., On peut écrire le polynbme minimal de a,

sur Z sous la forme
k
Q= bS H (X‘Cﬂl) ]
i=t
r, r1
avec k¢ h , Donc Q divise P , et on constate que Q(a) est & peu pres

aussi petit que P(a).
Ainsi, & partir d'un polynbme P ¢ z{x] non nul, tel que P(a) soit petit, on
r

peut construire un polyndme irréductible § tel que Q ! divise P , et que

r
Q 1(@) 801t petit. Dans 1'énoncé du théordme 5,1,1, on est ramené au cas ou chaque

r
polynfume Pn est une puissance d'un polynbme irréductible Qn , soit Pn = an .

On considére alors le résultant de Pn et Pn+1 ; ctest un entier rationnel

dont on peut majorer la valeur absclue par 1 (grlce aux majorations $,1,3% et aux

conditions 5.1.2). On en déduit

Qn = Qn+1 pour tout n suffisamment grand,
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5‘5

Donc tous les polynbmes Pn sont des puissances d'un méme polyndme irréductible Q.

11 est alors facile de déduire des hypothéses la relation

ole) =0,

dui montre que a est algébrique,

§5.3 Lemmes auxiliaires

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant,
Lemme 5.3,1, Soient P et @ deux polyndmes non constants de 2Z{X] , de degré
et o respectivement,

Alors P et Q sont premiers entre eux dans z{x] si et seulement si pour

tout nombre complexe a on a

(5.3.2) (pra) 12)1% flall® . max(]2(a)f, Jalad]) > 1 .

Démonstration

Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, ils ont une racine commne o ,
et 1'indgalité (5.%.2) nlest pas vérifide au point o« ,

Pour démontrer la réciproque, on considére le résultant R des deux polyndmes

P et Q : si

i % . b J
P = z:: ai X e Q= %;g P X,

R est le déterminant
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5.6

q P
A A
¥ A r Y
aP q
a p b q
-1 a1 .
. a .
: -1 . -1 2
R = . . a : . b .
a- : . p b' : - q
o a o 2 1 o b : bq_1
o ?h 0 T
a’ b*°
o]

La valeur de R ne change pas si on remplace la dernitre ligne par

(«T'2(0) , «T22(a),ens,B(a) 5 o lala) 5 ¥ 20(a))enssa(a)) ,

comme on peut le constater en multipliant la itme ligne de R par ap+q—1 et en
ajoutant & la dernidre ligne la somme des autres., De méme, la valeur de R n'est

pas modifide si on remplace la premidre ligne par
- -_— 1 - - -
{a pP(a) s o s Pla)y.e.sa qu*1P(a) s qQ(a),...,a p-qﬂ';l(cc)) y

si « #0 (ajouter & la premidre ligne la idme ligne multiplide par a—l). on uti-
lise la premiére transformation si Ial 1, et la deuxiéme si ‘ai > 1, On déve-
loppe alors R par rapport & la ligne ainsi modifide ; pour majorer les cofacteurs,

on utilise 1'inégalité de Cauchy Schwarz :

2 2 2
DR A RS 2 1 0 il LA
1 i J
qui montre que la valeur absolue d'un déterminant est majorde par le produit des
normes euclidiennes de ses colonnes (indgalité de Hadamard),
Ainsi
] (O B4 R 1Y R G- D I £ 1 L 1

max(|2(a)|, fa(a)]) .

[R] < a.|P(a)] .|
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5.7

Les polynémes P et § sont premiers entre eux si et seulement si R #£ 0
[1Lang, A., chap.V §10], donc si et seulement si |R] » 1 (puisque R € Z).

D'oh le lemme 5,3.1.

Une application intéressante du lemme 5,%,1 est la suivante
Lemme 5.3.3. Soit « € € . Soit P ¢ 2[x] un polyndme de dezré 4 gt de hauteur

a{p) = eh . Scient P et G deux diviseurs de P , non nuls et premiers entre sux,

Alors on a

(5.3.4) nex([#(a)|, [6(a)]) > o-20o+d)

Démonstration. On peut supposer F et (¢ non constants (sinon on a trivialement
~d (h+d
nax([P(a) |, |6(a)]) > 1 > 6740400y,

D'aprss le lemme 5,3,1, ou a

1< (eeg) NPUE NC)T . nax([F(a)], |e(a)])
ou f est le degré de F , et g celui de G, Or on a, d'apres le lemme 4,2,14 :

el . flell < 2%,

[2f .
done

epdT ¢ QL) et

I=lelell’ < (I

[

On majore alors “PH par (d+1 )Jf eh , gréce & (1.2.7), On remarque ensuite que
d )y fsg 3 2 entratne (1+d)j§ < <§)d , dtoh le lemme,

Le lemme suivant montrera que, si P € 2{X] prend une valeur trds petite en
un point « € € , alors il existe un facteur Q de P , puissance d'un polyndme

irréductible, qui prend également une valeur petite en « .
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5.8

Lemme 5.3.5. Soit o € € ; soit P ¢ 2[X] un polyndme de degré 4 » 1 et de hau-

teur H(P) = ot . Scient A>3 et A, 33 deux nombres réels lels gue
Log |P(a)| ¢ = d(l1h-+x2d) .
Alors il existe un polynbme @ , divisant P , et puissance d'un polynbme irréduc—
tible dans 2Z[X] , tel gue
(5.3.6) Log |ala)] ¢ = dl(x~1)n+(r,~1)d) .
Démonstration. Le cas d =1 étant trivial, supposons 4 3 2 .
Décomposons P en produit de puissances de polyndmes irréductibles de Z[X] :
P=aP ...P , {oh a2 €z,

ordonnés de telle manidre que

2, (@] <.nt [2,(a)]

Pour chaque entier i , 0 (i ¢ m , comparons les deux nombres

i m
|a|. I lPl(a)| et n |Ph(a)| s
£=1 h=141
(un produit vide est égal & 1).
Pour i=m, ona
fp(ad] <1,

done

m
lal . m [p,(a)] <1
£=1

Pour 1 =0, on a

[al » 1> ()],

150



donc

m
lal > 0 Ip
ny 0

(a)]
I1 existe donc un entier i, {1 ¢ 1 ¢ m, tel que
) 1[5,
|a| . I |P (a)| > I [P (a
= A T R
et
i m
Ia] I |Pl(a)| < I |Ph(a)| .
£=1 h=i+41

Utilisons maintenant le lemme 5,3,3, avec

i1 m
F=a, I P et G= 1 P
= F p=i M
puis avec
1 m
F=a., Il Pl et G = I P .
£=1 h=is1
On trouve :
i-1
la| m [p,(a)] > -dln+d)
£=1
et
m
1 |p(a)] > o)
h=i+1
donc
i1 - -2d(h+d
P@] = lal. 1 |2l 5@ . 1 (5] > [rla)] . 220
=1 h=i+1
et par conséquent
—(x1—2)dh—(x2—2)d2
IPi(a)I <e .

Mais, si 1 #1 , le lemme 5.3,3 et 1'inégalité
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5.10
e, ()] ¢ {p, (o)
entraineraient
- a(ma) < 1og [P, ()] < - (n=2)na- (n,-2)d%
ce qui est impossible (K1 >3, XZ > 3).
Donec 1 =1, et
m
lal clp ()] < 1 fp {a)] .

h=2

Utilisons encore le lemme 5.3,3 3

m
tog 1 [P (a)| >~ dlnsd) ,
h=2
dtol

2] > [, ()] .72

ce qui démontre (5.3.6), avec q = P1 .

152



§5.4 Démonstration du critdre
Supposons les hypothéses du théordme 5,1,1 vérifides, Le lemme 5,%,5, avec

by Ty

2
= . Y . (2d41) ,
1 deg P, " Log H(Pn

A

n
. d S (S
) (cvdst) , ot A (deg P

montre que, pour tout entier =n ) no o il existe un polyndme irréductible Qn € Z[X],

T
et un entier rationnel T, 3> 1, tels que le polyndme Rn = an divise Pn , avec

(5.4.1) Log|R (a)] < = & ((exd)y +2d ) .

Comme Rn divise Pn s le lemme 4,.,2.14 permet de majorer HRnt} par
5,k
2™ " lpl 5 or

2l < (res ). 0™

et
n 1 %
2 7. (148 )2 ce ™,
n
dés que én » 2 (donc dés que n est suffisamment grand, disons n 3 nq).

Par conséquent

yn+6n

ol < e

Nous allons utiliser le lemme 5,3,1 pour les deux polyndmes Rn et Rn+1 , aveg

n 3y n1 . On a d'une part, grice 4 la non décroissance des suites (6n) et (yn) ,
maX(Logan(a)l,Log[Rn+1(a)l) <=6 ((cad)y +2d8);
dtautre part

Yol ™ 1m0 s (e )6)
1y * n+4 < & +6& . 8XP Tn*oy T+ + Yn+1+ n+t1 ' n

(6n+6n+
n n+t

1

. e(yn+6n)d6n + (Cyn+d6n)6n
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5.12

La relation 5,3%,2 n'étant pas vérifide, les deux polyn8mes Rn = 0m et

n4d

T
Rn+1 = Qn+1 ne sont pas premiers entre eux, donc

Qn = Q‘n+1 pour tout n n1 .
Ainsi, pour n 3 n o, tous les polynbmes Qn sont égaux & un méme polynbme irréduce
tible Q € Z[X] . Soit q = deg q .

r
Comme @ “(a) tend vers 0 quand n tend vers 1'infini, on a

ou bien Q(a) =0 , ou bien 1im rn w400
7 > 400

or & »ar, et y >0 ; done, gréce & (5.4.1),
*n 2 2
togfa “(a)f = r_zoglala)] ¢ -2d ¢ =,
dtonr

toglafa)| ¢ - 24 o° =,

ce qui montre que Q{a) = 0 , donc que a est algébrigue, et que Pn(a) = 0 pour

tout n ) n1 .
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§5.5 Références

Le premier critére de ce type a été obtenu par Gel'fond en 1949 [Gel'fond, T.,
chap.III §4 lemme 7]. I1 a été repris par Lang en 1965 [lang, 1965, §6], puis par
Tijdeman en 1970 [Tijdeman, 1970b, lemmes 6 et 6']. Ces énoncés ne concernaient que
le cas Y, én ; nous verrons au §7 qu'il peut &tre utile de dissocier ces deux
fonctions, La possibilité de séparer Y, et 6n est exposée dans [Brownawell,
1971c], et [waldschmidt, 1971a, §3]. la présentation adoptée ici est essentiellement
celle de Brownawell,

Le lemme 5.3.1 est classique ; on en trouvera différentes versions dans
[cel'fond, T., chap,IIT §4 lemme V], [Lang, T., chap.V §2], [Tijdeman, 1970b,
lemme 4], et [Brownawell, 1971c, lemme 1], On peut trouver des variantes du lemme
5.3.5 dans [gel'fond, T., chap,IIT §5 lemmes VI et VI'], [Lang, T., chap.VI, §2,
lemme 3], [Tijdeman, 1970b, lemme 5], [Brownawell, 1971c, lemme 3], et [Cijsouw,
1972, lemme 2,14],

I1 serait tres utile d'étendre le théoréme 5,1.1 en un critére d'indépendance
algébrigue, On souhaiterait par exemple remplacer, dans les hypothéses de 5,1.4, la

majoration

Log lgn] {=c ti
par

Log |§n| {~-¢ tg ,

et en déduire que le degré de transcendance de K sur § est supérieur ou égal a

q . Mais cette conjecture, due & Lang, est fausse [Lang, 1965], [Lang, 1971, $10].
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EXERCICES

Exercice 5.1,a, On peut démontrer, en utilisant le théordme de Roth, que le nombre
oo k
R
k=1

(a entier > 2} est transcendant, Bn déduire que la constante ¢ ne peut pas &tre

remplacée par c(1-g) , pour e > 0 , dans 5,1.3. [Brownawell, 1971c].

Bxercice 5,1.b, Soit o € € . Soient (Yn)n>1 et (6n)n>1 deux suites croissantes
7

(au sens large) de nombres réels, telles que Ynén tende vers 4o avec n , Solent

(e )

5 . )
n/n31 e (dh)n>1 deux suites de nombres réels, cn »>1 dn »1, cndn > 1 pour

tout n » 1, avec

{c , et § < dnén , pour tout n 3 1 .

Tner ¢ p'y N1

On suppose qutil existe une suite (gn)n)1 de nombres algébriques satisfaisant :
Log!a-gn] < - 6n[(cn+dn+1)yn-FZdnﬁni+Log 3]

pour tout entier n ) 1 ., Montrer que o« est algébrique, et que o = gn pour tout
o331,

(Utiliser llexercice 4.2.f et consulter [Brownawell, 1971c]).
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Exercice 5,1.,c, Soit @ un U-nombre au sens de la classification de Mahler
[Schneider, T., chap.III]. On sait qu*il existe une suite de polyndmes non nuls deux

& deux distincts P € 2[x] tels que les quotients

- Log|p_(a)]

Log HPn”

tendent vers 400 avec n , Montrer que 1l'on a

rog |7, I
lim sup Tos Pn+1 = 400
n

*
Btablir un résultat analogue pour les U -nombres de la classification de

Koksma (utiliser 1l'exercice 5.1.b) [Brownawell, 1971c, $II].

Exercice 5.1.d. Enoncer et démontrer l'analogue du théordme 5,1.,1 pour les fonctions
rationnelles, ou pour les fonetions algébriques, & la place des polyndmes

[Lang, 1965, p. 191].
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Bxercice 5,4,8, S0it @ un nombre complexe, Soient (yn)n>1 et (5n)n}1 deux
suites croissantes de nombres réels, telles que Ynén tende vers 40 avec n ,
Soient (cn)n)1 et (dn)n>1 deux suites de nombres réels, telles que, pour tout
nyi1, onait

c, >1, dn >1, cndn > 1 ;

Yn+1 <e
On suppose qu'il existe une suite (Pn)n>1 de polynSmes non nuls de 2Z[X] , véri-

fiant
Log H(P ) < v, 5 deg B < & »
et
Log|? (a)| < = 8 ({c +a +1)y, + (2d +1)8 ) ,

pour tout n 3y { .,

Montrer que o est algébrique, et que

Pn(a) = 0 pour tout =n > 1 .

(Pour montrer que, si 6n <2, Rn divise Rn+1 - avec les notations du §5.4 -, on

pourra consulter [Brownawell, 1971c]).
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Exercice 5,4.b,
1) Soit « € € ; montrer qu'il n'existe pas de suite (P ) de polyndmes

nngn
>0

non muls de 2[X] vérifiant
0 < [p (a)] ¢ exp(~6 =),
et
nax(deg P, Tog H(P )) < n , pour tout n yn .

(voir la démonstration de [Tijdeman, 1970b, lemme 6]).
2) Montrer que, si « est un nombre transcendant de Liouville, il existe une

suite (Pn)n>n de polynbmes de Z[X] telle que les inégalités
)

2
-6n
0<|p(a)] <e »deg B <0, Tog H(P ) <1,

soient vérifiées pour une infinité dtentiers n ) no .

En déduire que le théorgme 5,1.1 serait faux sans les hypothdses 5.1.2.
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Exercice 5,4,c, Soient a1""’aq des nombres complexes algébriquement indépendants;

on suppose que le corps Q(a1,...,aq) a un type de transcendance { ¢ sur § .
Soient (6 ) et (cn)n>1 deux suites monotones croissantes de nombres positifs,

n'nyl

tels que Gnén tende vers 4o avec n , et soit a > 1 tel que

£ aco

n ?

éaén pour tout n y 1 .,

Gn+1 6n+1

Montrer qu'il existe une constante c¢ = c(a,a ""’aq) tel que le résultat suivant

1
soit vrai : soit a € € ; on suppose qu'il existe une suite (Pn)n>1 de polyndmes

non nuls de Z[X1,...,Xq+1] de degré total ¢ 6 et de taille ¢ o , (ny1),

telle que

LOgIPn(a,a ,...,aq)l 'S -C.(éncxn)T H

1

alors o est algébrique sur Q(a?,...,aq), et

Pn(a,a ,...,aq) =0 pour tout =n 3 1 .

1
{ce résultat est df & Brownawell ; voir également [smelev, 1971] , La démonstration
de Brownawell paraftra - probablement dans les Transactions of the A.M.S. -~ dans son
article "Gel'fond's method for algebraic independence™ ; on y trouvera également les
démonstrations des résultats annoncés dans [Brownawell, 1971 a et b] ; cf. exercices

7.1.¢, 7.2.4 et 7,3.0).
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Exercice 5,4,d., Soient ¢ > 1 et ' deux nombres réels, et ¥ wun sous-corps de
¢ de degré de transcendance fini sur § . On dit que X a un type de transcendance
inférieur ou égal & (7,7') sur § s'il existe une base de transcendance

(x1,...,xq) de K sur & telle que pour tout polyndme non nul P € Z[X1,...,Xq],

on ait

3
-(P) " (10g t(P))" <« LoglP(x1,.-.,xq>l
(ef. exercice 4.5.b),

1) Généraliser l'exercice 5.4.cC aux extensions de § de iype de transcendance

inférieur ou égal & (t,7') (on remplacera 1'inégalité

LOgan(a,a1,...,aq)| < "C(éncn)T

1
Log}Pn(a,a ,...,aq)f < -C(énan)m(LOg Gﬁ)T ).

1
2) Bn déduire le résultat suivant., Soit K un sous-corps de ¢ de type de
transcendance inférieur ou égal & (7,¢') sur 0 , et de type fini sur @ . Soit I
une extension de K de type fini, Soit t une taille sur L . Il existe unc cons-

tante ¢ > 0 ayant la propriété suivante, Soit (tn>n)n une suite croissante de
)

nombres réels telle que

1lim tn =40 , et tn+1 £ 2tn pour tout n noo.
N-apo0

On suppose qu'il existe une suite (gn)n>n dtéléments non nuls de L tels que
o

)

13

Loglgnl £ —¢ tiT(Log tn

et t(g )<t
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pour tout entier n ) n .

Alors le degré de transcendance de L sur X est supérieur ou égal & 2,
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