CHAPITRE 6

7Zéros de polyndmes exponentiels

Nous avons vu apparaftre, dans chacune des démonstrations de transcendance con-

cernant la fonction exponentielle, des fonctions du type :
W, Z

4 h
#(z) = z:: Ph(z)e ,

h=1

ol P1""’Pl sont des polynbmes de C[X] , et W1”"’Wl sont des nombres com—

plexes, Pour qu'une telle fonction ¥ ne soit pas identiquement nulle, il suffit,

dtapres (1.4.2), que les polyndmes P1""’Pl ne soient pas tous nuls, et que les

nombres wa,...,wz soient deux & deux distincts, Nous allons majorer, dans ce cas,

le nombre de zéros de F dans un disque |z| £ p . I1 est clair que ce nombre
u(f,p) doit dépendre
1) de p (comme le montrent les fonctions sin z et cos z) H

2) de Q = max lw | (considérer, par exemple, les zdéros de sin Az , A > 0 wéel,
1<hg L

dans le disque lz] <1)

£
3) de n = Z::1.+degfh(étudier le cas de la fonction

h=1 2

~ . -
(em-1) , m> 0 entier ),
Nous verrons que ces troils quantités

£
p, Q= max lwhl » 0= z:: deg Py
1¢hg h=1

suffisent pour majorer n(F,p).
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6.2

§6.1 Bnongé du théordme, et principes de la démonstration

Théoréme 6.1.1. Soient p1,,.,,p£ des pombres entiers positifs, bk 5
*

(1 I & pk , 1 € kg £) des pombres complexes non tous nuls, W1""’W,€ des nombres

complexes deux & deux distineds, et p > 0 un nombre réel, Om note
4
Q = max lwkl , et n= z:: P -
1<kg k=1

Alors le nombre n{F,p) de zéros, dens le disque |z| < p , de la fonchion

£ pk 51 wkz
(6.1.2) z > F{z) =Z z: bk,j z e
k=t =1
est majoré par
(6.1.3) n{F,p) ¢ 2{n-1)+5p0 .

I1 est facile, en utilisant la formule (1,5.3) de Jensen, de majorer (1emme
6.2.1) le nombre de zéros, dans un disque tz} & p » d'une fonction entiere non

nulle f , en fonction du quotient

ol R2 > R1 >0, et R2 > p . Le probléme est donc de majorer

Iy,

F!R

1
pour la fonction F définie par (6.1.2). On utilisera les propriétés particulidres
de la fonction exponentielle sous la forme suivante : pour 1 £ j < pk , 1 <kg 2,

1{i{n,ona

(6.1.4)

les deux membres étant égaux 3
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6.3

(i)t i-j

mk , si 135,
0 , si 1<}

On en déduit aisément (6.4.2) que, pour tout u €€ , on a

'~1

r(o) ,

F(u) -Z: a

i=q

ol a1,...,an sont les nombres complexes tels que le polynéme

)-—}::a

i=1
vérifie

J-1 g3
L) = ™), 1< kD).
3 f dZJ'“1 Z:Wk
On obtient l'existence de P , ainsi qu'une majoration des a »en utilisant
une formule d'interpolation (6.3.1). Il ne reste plus qu'h utiliser les indgalités de

Cauchy

(6.1.5)

F(O)i < el

1<ign 1

pour en déduire la majoration voulue de

!FIR2
Tl -

4
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6.4

§6.2 Majoration du nombre de zéros d'une fonection holomorphe

Lemme 6,2.1. Soient R1 , R2 , p trois nombres réels, yérifiant

R, >R, >0 , et R, 3p>0.

Soit f une fonchtion holomorphe dans un ouvert contenmant le disque fermé Iz{ Y R2.

Si T n'est pas identiguement nulle dans le disgue |z| £ R2, alors le nombre

n(f,p) de zéros de f dans 1e disque lz! & p vérifie
BN

BymRy0 2
n(f,p) Log(w) £ Log 'rfT; .
1
Démonstration
Notons Byrenesd les zéros de f dans le disque |z] ¢ p (avec o =n(f,p)).

La fonction

Ro-27 .

a1
2 3

glz) =£(z). @
=1 R2(z st

est holomorphe dans un ouvert eontenant |z| ¢ R, , donc

igiR1 < !g!RZ ;

or
lel, = If]
R2 R, ’
et
R;—R [

il
el > 191, ey

1 1

d'oh le résultat,
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645

§6.3 Une formule d'interpolation
Nous voulons montrer, avec les notations du théoreéme 6.1,1, que pour tout

u € ¢, il existe un polyndme P ¢ ¢[x] , vérifiant

J=1 .. W

4 - k .
T_TP(WK)=UJ1€ ,1\<J\<Pk(14k\<£)-
dz

De plus, nous voulons majorer les coefficients de P .

lemme 6.3.1, Sgdent P ,...,P

1 f des nombres entiers positifs, Wt""’wﬁ des nombres

complexes deux & deux distincts, et uw un nombre complexe. On note

D=DP+e..+p, et Q= max v | .

11 existe un polynbme et un seul

o
It

n i
2oe X eex],

i=1

de degré infériecur 3 n , vérifiant les n conditions

- =1
4 d Z .
(6.3.2) —m P == (M) L, (i< 1<k d) .
dz dz k

De plus, on a

(6.3.3) 7 (e | ¢ SIl) g g
i= ‘

1=
Démonstration

L'unicité est évidente, Pour démontrer 1'existence de P , on note

(2, 5een )

la suite

(W1"“’W1’W2’°“’W2"‘"’w,e""’wz) ,

ol chaque W est répété P fois (1 ¢ k¢ £).
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6.6

30it T un cercle dont 1t'intérieur D contient tous les points a1”"’an .

Soient t €D, et z € T, En éorivant 1'identité

Heor,
N S
=t zma, | 7-a, ' =%
i i
pour {1 ¢ 1 ¢n , on obtient :
1 2 sI<Ti (t-as) sgn (t—as)
(6.3.4) p=A DA o) © o) 1 (o)
osd s{n

o un produit vide est, comme d'habitude, égal & 1. On multiplie (6.3.4) par

zu Lo
, et on intégre sur T

2.
2iq

n

t

e v :: Ci i {*G-o:s) + Rn(t} s
1=y s<i

Zu
dz
(6¢305) C.:"!.-‘f ° y 1<l(n,
i 2igm T H' {z—asy

s¢i

et

1 ™4z
Rp(t) = (I (t-“s”-mfrm‘z;r

sgn aqn

Comme R, est une fonction entidre qui admet les zéros Xyrener@y s le polyndme

n

(6.3.6) P(t) =) e, 0 (t-a )

i=1 s<i

vérifie (6.3.2).

Une majoration grossigre des coefficients c1,.,.,cn pourrait &tre obtenue en choi~
sissant pour I le cercle de centre O et de rayon Q41 ; alors la représentation
intégrale (6.3,5) donnerait

lu! (Q+1)

feil < (@r1) e (1¢ign).

Mais on peut montrer un peu mieux :
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6.7

im1
(6.3.7) lesl < ?_1 ] elule , (1g¢ign).

Pour cela, on développe en série
i -
n (z=a_)
s
EES |

sous la forme

‘ (i) i
r,i
Yo=Q

olt Ar 3 est la somme de tous les (r+;f1) produits

r T,
1 i B .
A (r1+...+ri ST, T Ty entiers 3 0) .
On aura donc
T4lemiy T .
lAr,ilé( 08, (x>0, 1¢ign).

Dlautre part on déduit de (6.3.5)

9

oo ur+i—1
e = %;g (rsi-1)1 Ar,i ’

ce qui démontre (6.3.7).
I1 ne reste plus qu'a majorer les coefficients a1,...,an de P; ona
1 i-1 d1—1

n
_ a o :
i =yl Il cor) D INE b = LRSS NS

€ 4z s4g

or
i-1 i-1
d d
—( 1 (z~a_)) { ——(n(z+0)) __,
azi? s<e 8’ 3=0 anim s<g Z=0
dtol

. lale ¢ je-1 &5
(l-‘l)!lai! g e .g lu[ w .

g g-i
. o Q Q N .
On majore enfin E —~7 bPar e , d'ol la relation (6.3.3).
Epar (EXH
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6.8

§6.4 Démonstration du théordme 6,1,1

Les hypothéses étant celles du théoréme £.1.1, on note

By
J=1
Ph(z):%;bh,jz , (1¢nga).

Soit u € ¢ , et soit

le polyndme, défini au §6.3, vérifiant

-1 dj-1 uz J=1 wku
Pw ) =——(e) _ =ule , (1gagp, , 1¢kg ).
k azg—1 z:wk k

d
(6.4.1) ——=
dz?

Nous allons démontrer la relation

n di—1
(6.4.2) Flu) =77 a, ——= ¥(0) .
1=1 dz
En effet, on a
. 1Y . P, .
=1 £ k i-t . W 3% 2 £ 3-1 .
d d -1k d iet
= o) =07 b, e et ) =3 b ——(zT)
az™"! g BRSNS R v S ver S SRR "

gréece 2 (6.1.4).

D'autre part, en utilisant (6.4.1), on obtien.

- n

b
£ k J £ .
d i=1 .
Flu) = Ek=1 21 bk,j dz—J:T P(Wk) :Z &5 Z: : bk,j dzj-—1(z )z_—w H

j= i=1 k=1 j=1

on déduit facilement (6.4.2) de ces deux relations, La majoration (6.3.3) conduit

alors & 1'inégalité

n . g1
- d
(Guas) fr] ¢ BRI e L | o)
1= 1<e¢n Y lag
Soit R1 > 0 ; la fonetion
£ WkR1Z
a(z) =Y Pk(zR1) e
=

est un polynlme exponentiel, et on a
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6.9
glu) = F(R1u) pour tout w € ¢ ,

donec

IGI = 8up |G(u)[ =

; Pl .

ul=1 1
Utilisons 1'inégalité (6.4.3) pour la fonction ¢ :

o) < eR1sz(|u[+1)

n .
S T el
1=1

grice aux inégalités (6.1.5) de Cauchy.

Done

!F(R u)l < eR1Q(|u|+1) E §uii—1 i pour tout u € ¢
1 ¥ 4 R .

i=1 1

On obtient ainsi, pour tout R1 > 0 et tout R2 >0,

lFle erl_RT
Log.}_.l_g(g +R)Q+Log._._.__~‘
F 1 2 n=1
R, R, {32 Rj)

On choisit R2 > R, , et on majore

1

Rn_ Rn

2 1

Log.?;3~____3
R, (32.—31

par
R R R R
(nt)iog 2+ Tos = < (nmt)108 7+
1 2 1 21
On utilise ensuite 6.2,1 :
Rz—R‘!p R2 R1
(6.4.5) n(F,p) LOQ(W} < (p-1)L0g ﬁ';' + (R1+32)9 * RR, 4
pour tout R, > 0, R, > R, (avec R, > p).
1 2 1 2
En posant
R, KR, p
= = t =
L TR, )
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6.10

on a

1+
R:'Tlp_)
17 PG
et on obtient finalement le résultat suivant, beaucoup plus précis que (6.1.3) :

pour tous réels vy et p vérifiant y> u>0C gt y>1 ,0na

(6.4.6) a(®,p) € L01g - ((n=1)108 v + { ;1\(}“(;1) 09 + -—;—1) .

Pour obtenir {6.1.3), on choisit par exemple

et on majore

4 1
L_og_p(l’og y+7~1) par 2 ,
et
Cypr1 ) (y+1) ——
yly=p/log p

On remarque enfin que, pour n =1 , on a n(F,p) =0 ,
L'inégalité (6.4.6) montre également que le nombre de zéros de F dans un carré

du plan complexe de ¢8té L > 0 (et de centre quelconque) est majoré par
2(n-1) + 3LQ .

Enfin, si on applique cetie majoration au polyndme exponentiel F(z)—zo s By
étant un nombre complexe, on en déduit une majoration du nombre de solutions z de

1téquation F(z) = g dans un carré ou dans un disque de € .
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§6.5 Références

D&s 1873, Hermite, pour démontrer la franscendance du nombre e , étudiait
l'ordre du zérc z = 0 d'un polynSme exponentiel (voir & ce sujet [Siegel, T.]). En
liaison avec des probldmes d*indépendance algébrique, Gel'fond, en 1949 [Gel'fond,
T., chap,III §4 lemme III] puls Mahler en 1965 obtenaient des majorations du nombre

de zéros de fonctions du type (6.1.2), en fonction des quatre quantités
p,»Q,n et A=nmnin lwi-wj]

On peut voir trés simplement pourquoi une telle majoration existe, On peut évidem—

ment supposer

Comme le déterminant de la matrice

i-1 . Wz
d =1 'k
M= - % . .
(dzl-1 (a7 )Z=o)(l),(a,k) ’
(avec 1 {ign,et 1 ¢kg£,1K3K pk), est non nul, les n relations
i—1 -1 w2
F(o)—Z:Z — (z7'e 7 ) , (hgigm),
= 55 k,g azt 1 2=0
forment un systéme de Cramer, ce qui permet d'exprimer les nombres bk 5 comme
b
. &t
fonctions lindaires de F(O) ,F(O),...,——Z:?F(O)

dz

n
(i-1) :
=‘i£_:1>»k,j,iF (0 » (ckgu,1¢ic<n).

Le calcul des cofacteurs du déterminant de M permettent de majorsr les nombres

complexes A , en fonction de Q , n et A, et le principe du maximum fournit

k,j,1
g1
1-1F(O) , (1 ¢1¢n), en fonction du nombre n(F,p)
dz

une minoration des nombres -

de zéros de F dans un disque lzi $ p . On obtient ainsi, & partir de la relation
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6.12
i

-
~maXEl>»le = r(o)] ,

k,j i=1

une majoration de n(F,p).

De nouveaux outils ont été développés par Turan en 1953, puis raffinds par Dancs
et Turan, Coates, Van der Poorten., En 1959, Turan posa le probldme de 1l'existence
d*une telle majoration indépendante de A , Cette conjecture a été résolue par
Tijdeman dans sa thése en 1969 [Tijdeman, 1969, chap.VI, VII} (une gutre majoration,
obtenue indépendamment, se trouve dans le lemme 3 de [Waldschmidt, 19712]). la dé-
monstration présentée ici est celle de Tijdeman [Tijdeman, 19702] et [Tijdeman
Balkema 1970] {avec une 1égdre amélioration au lemme 6.2,1, ol Tijdeman obtient seu—
lement

1y,

¢ Lo TT"

n(f,p)Log(

[Tijdeman, 1970a, lemme 1]).
On trouvera, dans les articles de Tijdeman, une bibliographie plus compléte,
I1 serait trés intéressant d'étendre les résultats de ce chapitre & d'autres
fonctions que la fonction exponentielle, par exemple les fonctions elliptiques
{comme ce sont des fonctions d'ordre £ 2, il faudrait remplacer R au moins par R2l

Un tel résultat n'est pas encore connu, mais il aurait d'intéressantes applications,
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6.13

EXERCICES

Exercice 6,1.a. Soient bk 3 (1 $kgt,1€3< pk) des nombres réels non tous
?

nuls, et w1,...,W' des nombres réels deux & deux distincts, Montrer que le nombre

£

de zéros réels de la fonction

£ Pk -1 sz
Z z Z bk,j z e
k= Jj=1
est inférieur ou égal & n—-1 {oh n = p1+.,.+pz). {Reprendre la démonstration de
1.4.2, et faire la démonstration par récurrence sur [ , en utilisant le théerdme

de Rolle sous la forme suivante : gi une fonction définie et indéfiniment dérivable

sur un intervalle ouvert I de R , possdéde au moins n zéros sur I, et si m

m
. . d | . ‘
est un entier, 0 ¢ m ¢ n=1 , la fonetion ——ﬁf possede au moins n-m 2ZE€ros sur 1)

[Gel'fond Linnik, 1962].

En déduire gue, si X1”"’Xr (resp. W1,,,.,Wq) sont des nombres réels deux

4 deux distincts, et s 7eeesS. 5 D

1,...,pq sont des nombres entiers positifs ou

nuls, le déterminant de la matrice

s=1 W.X

a
(—S_1 e * Dy
dx i (s,3),(p,1)

(avee (1 ¢ s ¢ 55, 1< 3¢ r), (1<pep , 1€1<a), s 4euss, = p1+...+pq)

1

est non nul,
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6.14

Bxercice 6,1.b. Soient P1,...,P£ des polyndmes non nuls, de degré strictement infé-

rieur & p1 sese, P, respectivement, On note

£
n = p1+...+ip2 .
Soient W1,...,WZ , xo,...,xn+1 des nombres complexes tels que
X, # xj pour 1 i < J ¢ n+t,
et
"0 # ewk?l pour 1 (¢ h<kgm et 0¢ignst,

Soit ¥ 1la fonction

z

i3 N
Z E Ph(z) e .
h=1
Montrer que l'un au moins des nombres
Plr,+dx ) , 1¢igna , 1K< 4,

est non nul,

(Schneider a utilisé ce résultat, dans le cas ol les nombres W, sont des multiples
entiers de £ = Log a , et ol les nombres X, sont de la forme A+pb , A et 4
entiers, pour démontrer que ab est transcendant ; voir [sahneider, 1934] et [siegél,
T., chap,IIT §1].

Indication : considérer le terme de plus haut degré du déterminant
Whho
B, (Xeiex Je Lo i) € o[x] 5

oW 1¢h< L, 1<kg L)
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6.15

Exercice 6,1,c, Soient w_,.,,,w

’ 1 des nombres complexes deux & deux distincts,

1) Soient P1""’Pl des nombres entiers positifs, et soit A le déterminant

de la matrice

(e )
(o¢xgn=1); (1< 2, 1<i¢m, )

aVet I = Pote..tP, .

Vérifier 1'égalité
£ fwp (p-1) £ k=t w W Do

¥4
p= (0 F GDD.(1 e (T T (e e
k=1 =1 h=y k=2 A=1

M
{voir [Peldman, 1968a, lemme 5]),

2) soient u1,...,np des polyndmes de ¢[X] , C-linéairement indépendants, de

degré ¢ p-1 . Soit T €C , T £ 0 , Montrer que le déterminant de la matrice

ka
(my(1x)e ™ ) (omemam s (1¢icp, 1 € K < £) 7

est non nul
[Peldman, 1968b, lemme 7],

3) En déduire que, si l],...,ﬁh sont des nombres complexes tels que

2im, 31,...,£h
soient ®&-linéairement indépendants, et si

Peefx,....x]

est un polynbme non nul de degré g pi—1 par rapport & Xi (0 g i¢n), alors L'un

des nombres

£1X th
Px,e ' il ), (XZO”""’Po"‘ph“’) "

est non nul,
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6416

BExercice 6,1,d, Avec les notations du théoréme 6,1.1, construire une fonction F du

type (6.1.2), non polynomiale, et admettant les zéros

| PTIS E

avec

wow foinZ (1 <k £,1<hg 2, kiR,

{Uytiliser l'exercice 6.1.c).
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Bxercice 6.1.e
Soient bk n {1 §kgp,1&h( £) des nombres complexes
¥
1) Soit a wun nombre complexe irrationnel,

Bxprimer les coefficients bk p comme combinaisons linéaires des pf{ nombres
b

=

Y
T Xob, , expl(kha)(ud)oin] , (0 ¢ug #1,0¢v ¢ 1) .
h=1 k=1 ’ b

[Feldman, 1964, lemme 1],

2) soit F la fonction définie par
£ D
k-1 _(n-1)z
F(z) = Z: z__: bk,h z e .
h=1 k=1

Exprimer les coefficients bk L comme combinaisons linéaires des nombres
b

F(Z—”%’f) s (x=0,1,0.0,00-1) ,

puis comme combinaisons linéaires des nombres

Fal

o= Flemi) , (0¢xg¢pt,1¢s¢4).
dz

[Feldman, 1960 , lemme 3] et [Feldman, 1951, lemme 6],
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6.18

Exercice 6,2.a., Soient R1 , R

o P trois nombres réels, 0 < R1 < R2 y 0 < p <R

5 .
Soit f wune fonction holomorphe non constante dans le disque |z| ¢ R, « En utili-

sant successivement les exercices 1,5.a, 1.5.b et 1.5.c, donner plusieurs majorations

de

n{f,p)
*fi
R,
Lo T
R

1

en fonction de R1 , R2 et p.

Exercice 6,%.,a, Soit f une fonction holomorphe dans un disque D . Soient

y

W,,.0.,W, des points de D , deux & deux distincts, et p1,...,p des nombres en-

1 £ £

tiers positifs,

Montrer qu'il existe un polyndme et un seul

o

P=Fa x ' cefx],

=

de degré inférieur (strictement) &

D= PytesstD,

vérifiant les n conditions

j-] j_1
d d

- P(W ) = -
g9 k az9™!

flwm) » (gi¢n , 1¢k<a).

Majorer ensuite les coefficients aq,...,an de P [Balkema Tijdeman, 1970,1emme2].

{on pourra utiliser l'exercice 1.5.4).
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6.19

Exercice 6.4,a, Soient b1 ""’bn des nombres complexes, et g1 - des fonc~-

tions analytiques dans un domaine U du plan complexe, Soit

n

F(z) =) b, g.(z) .

=1

Soient ZyrenesBy des éléments de U , SyreeesSy des nombres entiers positifs

ou nuls, et Aij {1 ¢ig¢n, 1¢3g¢n) le cofacteur de
b4
53
d

S,
1

gj(zi)
dz
dans le déterminant

S.
1
A=

54 gj(zi) i,j¢n
@ 1<, 3¢

Montrer que, pour tout u € U, on a

n

o

i=4

max
1<ign

i
d
—; *lzy)
az *

> ol fr()] .

n
: £ (u)a,
= k ik

[van der Poorten, 1969, p. 186].
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6.20
Exercice 6,5,a, Montrer que le déterminant de la matrice

-1 "n” (im1)1 =
2 (277 ) o) = ( 1-11 AR

ot i est 1'indice de ligne (1 < igmn), et (j,h) 1'indice de colonne

(1¢igm »1<¢hL) estigaln
B
£ “h 1SN
; k
(n m@G0). 1 (wmw) <0
h=1 j=1 1¢h<kg e

{considérer ce déterminant comme un polyndme en T = LA et calculer les dérivées

dtordre ¢ p,p

(P, % point T = WZ)'

Calculer aussi les cofacteurs de ce déterminant (utiliser par exemple la méthode

de [Van der Poorten, 1969]).
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