
CHAPITRE 6 

Z@ros de polynSmes exponentiels 

Nous avons ~-u appara~tre, dans chacune des d6monstrations de transcendance con- 

cernant la fonction exponentielle, des fonctions du type : 

Z F(z) = ~ Ph(z)~ wh 
h=1 

oh PI ..... P~ sont des polynSmes de C[X] , et w I ..... w sont des nombres com- 

plexes, pour qu'une telle fonction F ne soit pas identiquement nulle, il suffit, 

d'apr~s (1.4.2), que les polynSmes PI,...,p~ ne soient pas tous nuls, et que les 

nombres Wl,...,w £ soient deux & deux distincts. Nous allons majorer, dans ce cas, 

le nombre de z@ros de F dans un disque Izl K p . I1 est clair que ce hombre 

~(f,p) dolt d@pendre 

I) de p (comme le montrent les fonctions sin z et cos z) ; 

2) de ~ = max [Whl (consid@rer, par exemple, les z6ros de 

14h4 

dans le disque I zl 4 I) ; 

3) de n = ~-~.I + deg Ph (@tudier le cas de la fonction 
h=1 

Z 

(e m- 1)m , m > 0 entier ). 

sin kz , k > 0 r4el, 

Nous verrons que ces trois quantit@s 

p , Q = m ax  [Whl 
1~h~Z 

suffisent pour majorer n(F,p). 

, n =~-~, deg P h 
h=1 
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6.2 

§6.1Enonc@ du th@or&me, e_~t principes de la dSmonstration 

Th@or~me 6.1.1. ~pient pl,...,p £ des nombres entiers posit ifs, bk, j , 

(I ~ j 4 Pk ' I ~ k ~ I) des nombres complexes non tous nuls, Wl,...,w £ des nombres 

complexes deux & deux distinct#, e_~t p > 0 un nombre r@el. 0n note 

= m a x  _ . I w k l  , et n = _ _  Pk Q 

1~<k~ k=1 

Alors le no.ore n(F,p) d_~e zSros, dans l_%e disque {z I @ p , de la fonction 

(6.1.2) 
I Pk WkZ 

z ~ F(~) =T': y-:.b~,j ~-~ 
k=l j=1 

est major@ par 

(6.1.3) n(F,p) ,,< 2(n-1)+5p~ . 

II est facile, en utilisant la formule (1.5.3) de Jensen, de majorer (lemme 

6.2.1) le nombre de z@ros, dams un disque Izl ~ p , d'une fonction enti~re non 

nulle f , en fonction du quotient 

I~IR 2 
' 

1 

oh R 2 > R I > 0 , et R 2 > p . Le probl~me est donc de majorer 

pour la fonction F d@finie par (6.1.2). On utilisera les propri@tSs particuli~res 

de la fonction exponentielle sous la forme suivante : pour I < j < Pk ' I ~ k < £ , 

1~<i<n , ona 

(6.1.4) dzi_ Idi-1 (z j-1 eWkZ)z=o : 7dJ-1 (zi-1)z--~Vk 

les deux membres 4tamt @gaux 
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6.3 

{ (i-,)! 
0 

Wk-3 , si i > j , 

, si i<j 

On en dgduit ais@ment (6.4.2) que, pour tout u £ @ , on a 

n di-1 

F(u) : ~ ,  a i F(0) 
±=1 ~ ' 

ob a I ..... a n sont les hombres complexes tels que le polynSme 

m 

P(Z) = E a i zl-1 
±=1 

v@rifie 

d j-1 d j-1 ( zu~ (I k ~) 
dzj_ I P(Wk) : dz-~_1~e ~_Wk , I ~ j ~ Pk ~ ~ " 

On obtient l'existence de P , ainsi qu'une majoration des a h , en utilisant 

une formule d'interpolation (6.3.1). Ii ne reste plus qu'h utiliser les inggalit6s de 

Cauchy 

I 
(6.1.5) 1<i~n Idz I-I 

pour en d@duire la majoration voulue de 

IFI~ 2 

IFI~ I 
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6.4 

§6.2 ~ajoration du nombre de z6ros d'une fonction holomorphe 

Lemme 6.2.1. $oient R I , R 2 , p trois nombres r@els, v@rifiar~t 

R 2 > R I > 0 , et R 2 >, p > 0 . 

$oit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque ferm6 

s_if 

n(f,p) 

n'est pas identiquement nulle dans le disque Izl ~ R2, 

de z6ros de f darts le disque Izl ~ p v6rifie 

2 

n(f,p) L o g ( ~ )  4 IftR2 
L°g~R1 " 

D@monstration 

Izl ~ R 2- 

N o t o n s  z 1 . . . . .  z l e s  z6ros de f dans le  d isque l z ]  g p (avec 

La fonction 

~(~) = ~(z). 

2 - 
R -zz 
2 j 

H 
j=1 

est holomorphe dans un ouvert ¢entenant ]z I ( R 2 ,donc 

lglR 1 ~ 1~1% 

or 

et 

d'oh le r@sultat. 

----- 9 IglR2 1~'1% 

R~-R p g 
I~IR 1 ~ I f l ~ . ( ~ )  

alors le nombre 
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6.5 

§6.3 ~e formule d'interpolation 

Nous voulons montrer, avec les notations du th4or~me 6.1.1, que pour tout 

u £ ~ , il existe un polynSme P £ C[X] , v4rifiant 

dJ-1 wku 
dzj_ I P(w k) = uJ-le , 1% j ~ Pk (I % k ~ g) . 

De plus, nous voulons majorer les coefficients de P . 

Lemme 6.3.1. ~oient pl,...,p I des nombres entiers positifs , wl,...,w I des hombres 

complexes deux h deux distincts, e_~_t u un nombre cgmplexe. ~note 

n = p l + . . . + p 2  e~t Q = max lWhl 
14h4~ 

l_.~lexiste un polynSme et un seul 

Ii 
xi-1 

P = ~ a i £ C[X] , 
i=1 

d__~e degr4 inf4rieur h n , v4rifiant les n conditions 

dJ-I dJ-1 
( 6 . 3 . 2 )  dz j_  I P(w k) = d z j ,  ~ (eUZ)z=wk (I -<J~Pk' i ,<k,< ~) . 

D__~eplus, o_%n~ 

(6.3.3) 
n n 

E (i--~)[lail ~< eQ(IUI+I)"E I uli-1 
i=I i=1 

D~mpnstration 

L'unicit@ est 4vidente. Pour d4montrer l'existence de P , on note 

la suite 

(%,...,%) 

oh chaque w k 

(Wl,...,Wl,W2,...,W2,o..,wl,-..,w ~) , 

est r4p4t4 Pk fois (1 ~< k ~ I). 
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6.6 

soit F un cercle dont l'intgrieur D contient tousles points ml,...,m n . 

Soient t 6 D , et z 6 U • En 4crivant l'identit4 

I I 3. I 
z-t Z,--~. Z--~. 

l l 

pour I ~ i ~< n , on obtient : 

n n (t-%) ~ (t-%) 
(6.3.4) I s<i s4n 

z-t ~ n ( z -%)  + (z-t) n (z-%) ' 
i=I 

s4i s4n 

oh un produit vide est, comme d'habituds, @gal & I. On multiplie (6.3.4) par 

I Z U  
2i--~ e , et on int&gre sur r : 

n 
tu 

e = i ~  I= c.l s<iH (t-m s ) + Rn(t)  , 

oh 

~r zu 
I e dz 

(6.3.5) o± = T~ n (~%) ' ~ ~ ± ~ n , 

s<i 

et 

Comme R 
n 

1 F e Zu dz 
Rn(t)  = ( n ( t - % ) ) . ~ - T ~ j r  (z-t) n [zli s) " s4n s~n 

est true fonction enti~re qui admet les s@ros m1,...,~ n , le polynSme 

n 
(6.3.6) p(t) =F_] % n (t-%) 

i=I s<i 

v4rifie (6.3.2). 

Une majoration grossi~re des coefficients cl,...,o n pourrait @tre obtenue en choi- 

sissant pour F le cercle de centre 0 et de rayon fl+1 ; alors la repr@sentation 

int@grale (6.3.5) donnerait 

Ic±l ~ ( Q + I )  e l u l ( ~ + l )  (1 4 i 4 n )  

Mais on peut montrer tun peu mieux : 
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6.7 

(6.3.~) 

Pour cela, on d6veloppe en s~rie 

i 
n ( z - % )  -1 

s-1 

sous la forme 

oh A 
r,i 

" -(r+i) 
~Ar, i 
r=o 

r+i-1 
est la somme de tousles ( r ) produits 

1 z ( 
~I "''~i ' rl +...+r i = r , r1,...,r i entiers ~ 0) . 

On aura donc 

r+i-1 
--IAr,il ~ ( r )~r ' (r > 0 , I < i ~ n) @ 

D'autre part on d6duit de (6.3.5) : 

~. r+i-1 
U 

c i = ~ Ar,i , 
r=O 

ce qui d~montre (6.3.7). 

Iine reste plus qu'h majorer les coefficients al,...,a n de 

1 d ~-1 1 ~ ~ - 1  
2(o) 

ai = ~  dz I-I g=1 dz - s<g 

P; ona 

Or 

i-I I di-1 

dz s<g s<g 

d' oh 

n 

( i -1) ! l~ i l  ~ olul~ T-: I~1 g-1 ~g-~ 
g=i 

On majore enfin ~.= par e ~ , d'oh la relation (6.3.3). 
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6.8 

§6.4 D@,monstration du th4or&me 6.1.1 

Les hypoth&ses 4tant celles du thgor~me 6.1.1, on note 

& 
zJ-~ (~ 4 h ,~ ~) . %(~) = TU b~,j 

j=1 

Soit u 6 ~ , et soit 

n 

P(~) E a  z ~-I c~[~] 
1 

i = 1  

le polynSme, d4fini au §6.3, v4rifiant 

dJ-1 "~ w u 
(6.4.1) ~ P(Wk) = (eUZ)z ~ =uJ-1 e k , (I ~ j ,< Pk ' ~ ~ ~ ~< ~) @ 

dz ~' dz k 

Nous allons d4montrer la relation 

(6~2)  n dZ-1 
F(~) =7-~ h -- F(o) 

i=I dz I-I " 

En effet, on a 

• £ Pk ~i-I w z 
d~-I F(o) = F .  ~ %=,j ~ W  -~e ~ )~ o 
dz z- I k=1 j =I dz - = 

Pa dj-1 
= ZZ ~ b~,j ~j_l(~i-~)z_~k , 

k=1 j=1 

grace h (6.1.4). 

D'autre part, en utilisant (6.4.1), on obtien. 

Pk dJ-1 n 

F(U) = ~ ~ bk, j dzj_ I P(Wk)= i~__I D a i 
k=1 j =I = 

Pk dJ-1 

j = l  - 

on d48nit facilement (6.4.2) de ces deux relations. La majoration (6.3.3) conduit 

alors h l'in4galit4 

n 

(6.4.3) IF(u)l ,< e~(lul+l). E 1~I~-1o ~x 
i=I I ~<g~n 

I d g-1 

I'EzDT. ~ ~(°)t " 

soit R I > 0 ; la fonction 

k=1 

est un polynOme exponentiel, et on a 
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6.9 

donc 

G(u) = F (R lU)  pour tout u E $ , 

Utilisons l'in4galit4 (6.4.3) pour la fonction G : 

Rl~(lul+~) 
IG(u)l ,< 

n 

• T ' :  lul i-1 • Icl  1 , 
i=1 

grace aux in4galit@s (6.1.5) de Cauchy. 

Donc 

IF(~u) l  ,< R ,~ ( lu l+ , )  n 

• Y-:i=, I~1i-1 IFIRt pour tout 

On obtient ainsi, pour tout R I > 0 et tout R 2 > 0 , 

2 < 
Log ~ < (R 1 + R2)a + ~o~ ~_, 

/R , %  R ) 
R 1 k 2-  1 

On choisit 

par 

R 2 > R I , et on majore 

n n 
R 2 - R I 

Log 

R~ -~ (R2-R1) 

R 2 R 2 R 2 R I 
(n-1)Log ~I + Log ~ ~ (n-1)Log ~ + R2_R I . 

On utilise ensuite 6.2.1 : 

R~-R p R 2 
(6.4.5) n(F,p) Log(~) ~ (n-1)Log ~ 

pour tout R I > 0 , R 2 > R I (avec R 2 > p). 

+ (~I +R2 )~ + 

En posant 

R 2 
~=~- 

I 

et 
R22-R I P 

~ = ~ '  

ug¢. 

R I 

R2-R 1 ' 
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on a 

6.10 

RI=P. ~ , 

et on obtient finalement le r@sultat suivant, beaucoup plus pr@cis que (6.1.3) : 

~our tous r@els X e_~t ~ v@rifiant X > ~ > 0 et y > I , o_.&n 

1 ((n-I)Log (~'F+I) (~'+1) _1__) (6 .4 .6)  n(F,p)  4~ ~ Y + Y(7-~3 P~ + 7-1 " 

pour obtenir (6.1.3), on choisit par exemple 

y = 1 8  , ~ = 2  ~ , 

et on majore 

et 

+~__) (Log ~ par 2 
Log ~ T-1 ' 

(rF+l)(r+l  ) 
y(7-~)Log ~ par 5 • 

On remarque enfin que, pour n = I , on a n(F,p) = 0 . 

L'in6galit6 (6.4.6) montre @galement que le hombre de z@ros de F darts un cart@ 

du plan complexe de cSt@ L > 0 (et de centre quelconque) est major@ par 

2(n-I + 3L~ • 

Enfin, s± on applique cette majoration au polynSme exponentiel F(z)-z ° , z ° 

@tant un nombre complexe, on en d6duit une majoration du nombre de solutions z de 

l'@quation F(z) = z ° , dans un cart@ ou darts tun disque de g . 

172 



6.11 

§6.5 $4f4rences 

D~s 1873, Hermite, pour d4montrer la transcendance du nombre e , 4tudiait 

l'ordre du z4ro z = 0 d'un polynSme exponentiel (voir Ace sujet [Siegel, T.]). En 

liaison avec des probl~mes d'ind4pendance alg4brique, Gel'fond, en 1949 [Gel'fond, 

T., chap.III §4 lemme III] puis Nahler en 1965 obtenaient des majorations du hombre 

de z4ros de fonctions du type (6.1.2), en fonction des quatre quantit4s 

p , ~ , n et A = min lw-w I . 
i~j ~ 

On peut voir tr~s simplemsnt pourquoi une tells majoration existe. On peut 4videm- 

ment supposer 

6 

k , j  

Comme le d4terminant de la matrice 

d i -1  (zj-1 wkz 
M=(~ e )z=o)(O(j~) 

(avec I £ i ~ n , et I ~< k ~ 2 , I ~< j ~< pk ), est non nul, les n relations 

di-1 I Pk " . w z 
d I-I (zJ-le k )z o (1 ~< i ~< n) 

- - - - .  F(o) : Tq E b~, j  
dz I-I k=-1 j=1 dz I-I = ' 

forment tun syst~me de Cramer, ce qui permet d'exprimer les nombres bk, j comme 

d n-1 . , 
~o.ct ions l in~ai res  de F ( O ) ,  F'(O) . . . . .  - - j ~F<O~  " 

n F(i-1)(O) , (1.<k.< ~. I~ j,< pk). bk, j : ~ ~,j,i 

Le calcul des cofacteurs du d4terminant de M permettent de majorer les nombres 

complexes kk, j, i , en fonction de ~ , n et A , et le principe du maximum fournit 

d i-I , 
tme minoration des nombres-~F~0) , (I ~ i ~ n), en fonction du hombre n(F,p) 

de z4ros de F darts un disque Izl ~ p . On obtient ainsi, ~ partir de la relation 
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6.12 

I ~ max ~. Ikk, j,il di~ I p(o)1 
k,j i=I "'dz I-I ' 

une majoration de n(F,p). 

De nouveaux outils ont @t4 d@velopp4s par Turan en 1953, puis raffin@s par Dancs 

et Turan, Coates, Van der Poorten. En 1959, Turan posa le probl&me de l'existence 

d'une telle ~joration ind4pendante de A . Cette conjecture a @t@ r4solue par 

Tijdeman dans sa th~se en 1969 [Tijdeman, 1969, chap.Vl, VIII (une autre majoration, 

obtenue ind@pendamment, se trouve darts le lemme 3 de [Waldschmidt, 1971a]). La d6- 

monstration pr4sent4e iciest celle de Tijdeman [Tijde~, 1970a] et [Tijde~e~u 

Balkema 1970] (avec une 14g&re am41ioration au lemme 6.2.1, oh Tijdeman obtient seu- 

lement 

R2-R I 

[Tij~e~, 1970a, le~me I]). 

I f l~ 2 
Log ~ , 

On trouvera, dans les articles de Tijdeman, une bibliographie plus compl~te. 

Ii serait tr~s int4ressant d'4tendre les r4sultats de ce chapitre ~ d'autres 

fonctions que la fonetion exponentielle, par exemple les fonctions elliptiques 

(cemme ce sent des fonctions d'ordre £ 2, il faudrait remplacer R au moins par R2~ 

Un tel r4sultat n'est pas encore connu, mais il aurait d'int4ressantes applications. 
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6.13 

EXERCICES 

Exercice 6.1.a. Soient bk, j (I ~< k ~< ~ , I ~< j ~ pk ) des nombres r@els non tons 

nuls, et w I ,...,w~ des hombres r6els deux ~ deux distincts. Nontrer que le nombre 

de z@ros r@els de la fonction 

~ z j_ I WkZ 
z ~ T~, ~-~, bk, j e 

k=1 j=1 

est inf@rieur ou ggal h n-1 (oh n = p1+...+p~). (Reprendre la d@monstration de 

1.4.2, et faire la d@monstration par r@currence sur ~ , en utilisant le th@er~me 

de Rolle sous la forme suivante : si une fonction d@finie et ind~finiment d6rivable 

sur un intervalle ouvert I de I~ , poss&de au moins n z6ros sur I , et si m 

d m 
est un entier, 0 ~< m ~ n-1 , la fonction ~ f poss~de au moins n-m z~ros sur I) 

dx m 

[Gel'fond Linnik, 1962]. 

En d@duire que, si Xl,...,x r (resp. Wl,...,Wq) sont des hombres r@els deux 

deux distincts, et s 1,...,s r ' PI'"''Pq sont des hombres entiers positifs ou 

nuls, le d@termins_nt de la matrice 

d s-1 I w x 

j (~,j),(p,i) 

(avec (I ~< s £ sj , I ~< j ~< r) , (I C p ~< Pi ' I ~< i ~ q) , S1+o..+s r = p1+..o+Pq) 

est non nul. 
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6.14 

Exercice 6.1.b. Soient p1,...,p~ des polynSmes non nuls, de degr6strictement inf6- 

rieur& pl,...,p ~ respectivement. On note 

n = p1+...+p~ . 

Soient Wl,...,w ~ , Xo,...,Xn+ I des nombres complexes tels que 

x i ~ xj pour 1% i < j ~ n+1 , 

WhX i WkX i 
e ~ e pour 1 4 h < k 4 m et 0 4 i 4 n+1 . 

e t  

WhZ 
Z ~ ~ ph(Z) e 

h : l  

Soit F la fonction 

Montrer que l'un au moins des nombres 

est non nul. 

F(x i+jx o) , 1 4 i 4 n+1 , I 4 J 4 ~ , 

(Schneider a utilis6 ce r6sultat, darts le cas oh les hombres w h sont des multiples 

entiers de ~ = Log a , et oh les nombres x sont de la forme k+~b , X et 
1 

b 
entiers, pour d6montrer que a est transcendant ; voir [Schneider, 1934] et [Siegel, 

T . ,  chap. III §I]. 

Indication : consid6rer le terme de plus haut degr@ du d6terminant 

oh 1 4 h 4 ,~ , 1 4 k 4  e) .  

IPh(X+mo)eV'h~°l (h,k) ( C[X] 
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6.15 

Exercice 6.1.c. Soient 

I) soient 

de la matrice 

w1,...,w ~ des nombres complexes deux ~ deux distincts. 

p1,...,p 2 des nombres entiers positifs, et soit A le d4terminant 

w Z 
(xJ - le  

J(o~x,<n-~ ); (~,<k~, ~ j~pk  ) ' 

avec n = p1+...+p/ . 

V4rifier i' 4galit@ 

P~ 2 

k=1 J=1 h=1 

(vo~ [ F e 1 ~ ,  1 9 ~ ,  l e~e  5] ) .  

2) Soient ~1'''''~p des polynSmes de 

degr4 ~ P-I . Seit 

~hPh(Ph -1 ) ~ k-i w k 
e ). ( 11 11 (e - eWk) pkpK) 

k=2 k=1 

@[X] , @-lin@airement ind4pendants, de 

T £ ~ , T ~ 0 . Nontrer que le d4termimant de la matrice 

(~j(Tx)eWkX)(o~x~P/'-');(14J4P, I ~ k ~ ~) ' 

est non nul 

[Feldman, 1968b, lemme 7]. 

5) En d4duire que, si 

soient ~:-lin4airement 

£1,...,lh sent des nombres complexes tels que 

2i~, ~i,...,2h 

ind4pendants, et si 

P c ~[x ° . . . . .  ~ ]  

est un polynSme non nul de degr4 ~ Pi-1 par rapport ~ X i (0 ~ i ~ h), alors l'un 

des nombres 

~I x ~h x 
F ( x , e  . . . . .  e ) , ( x = 0 , 1  . . . . .  p o . . . ~ - , )  , 

est non nul. 
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6.16 

Exercice 6.1.d. Avec les notations du th4or&me 6.1.1, construire une fonction F du 

type (6.1.2), non polynomiale, et admettant les z4ros 

~...~ nw~ 

avec 

Wk-W hf '2±~z (I ;k~ z,1 .<h..<.~,k/h). 

(Utiliser I' exercice 6. I. c). 
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6.17 

Exercice 6°I.e 

Soient bk, h (I $ k 4 p , I 4 h 4 ~) des hombres complexes 

I) Soit ~ un nombre eomplexe irrationnel. 

Exprimer les coefficients bk, h 

P 
T~. T~. bk, h exp[(k+h~)(u~)2i~] 
h=1 k=1 

[Feldman, 1964, lemme I]. 

2) Soit F la fonction d@finie par 

P k-1 
~(z) = F-: E bk, h z 

h=1 k=1 

Exprimer les coefficients 

comme combinaisons lingaires des p~ nombres 

, (o.< u ~ ~-I ,o~v4 ~-I) . 

e (h-1)z . 

bk, h comme combinaisons lingaires des nombres 

Fi2~ix~ ~--y--), (x=0,1 ..... p~-1) , 

puis comme combinaisons fin@aires des nombres 

dS-1 
F(2~xi) , (o~<x~< ~-~,I ~< s.< ~) . 

dzS-1 

[Feldman, 1960 , lemme 3] et [Feld~n, 1951, lemme 6]. 
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6.18 

Exercice 6.2.a. Soient R I , R 2 , p trois nombres r4els, 0 < R I < R 2 , 0 < p < R 2 . 

Soit f une fonction holomorphe non constante dans le disque Izl ~ R 2 . En utili- 

sant successivement les exercices 1.5.a, 1.5.b et 1.5.c, donner plusieurs majorations 

de 

.... n(f,p) Ill% 
L°g~7~R 

I 

en fonction de R I , R 2 et p . 

Exercice 6.3.a. Soit f tune fonction holomorphe dans un disque D . Soient 

Wl,...,w ~ des points de D , deux & deux distincts, et PI' .... P£ des nombres en- 

tiers positifs. 

Montrer qu'il existe un polyn$me et un seul 

n 
i-I 

P=Eai X 
i=I 

£ ~[X] , 

de degr4 inf4rieur (strictement) & 

v4rifiant les 

n = p1+...+p/ , 

n conditions 

dJ-1 dJ-1 

dzj_---- 7 P(Wk) ~zj-1 f(wk ) , 

Majorer ensuite les coefficients al,...,a n 

(On pourra utiliser l'exercise 1.5.d). 

(I ~ j .< Pk ' I ~ k~ 2) . 

de p [Balkema Tijdeman, 1970, lemme 2]. 
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6.19 

Exercice 6.4.a. Soient bl,...,b n des nombres complexes, et gl,...,g n des fonc- 

tions analytiques dans un domaine U du plan complexe, soit 

n 

F(z) : E h gi (z) " 
k : l  

Soient 

ou nuls, et 

zl,...,z n des 614ments de U , sl,...,s n des nombres entiers positifs 

Ai, j (I ~ i £ n , I ~ j 4 n) le cofacteur de 

s. ! 
d 

s .  gj(zi) 
l 

dz 

dans le d@terminant 

A = 

S. 

gj(z i) 
dz i 14i, j4n 

Nontrer que, pour tout u £ U , on a 

S. 

max F(zi) .~ fk(u)Ai,k 
1~i~n i:I 

[Van der Poorten, 1969, P. 186]. 

IAl.JF(u)l • 
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6.20 

Exercice 6.5.a. Montrer que le d4terminant de la matrice 

(d~ -I (zj-1WhZ 
e )Z 0 ) = ~ W h ( ( i ' 1 ) !  i-I) 

"dzl-1 ~ ' 

Oh i est l'indice de ligne (I £ i g n), et (j,h) l'indice de colonne 

(1 ( j ~ Ph ' I ~ h ~ I) est 4gal 

Ph 
( n n ( j - 1 ) ~ ) .  n 
h=l  j=1 1~h<k~2 

(Consid@rer ce d@terminant comme un polynSme en 

d'ordre ~< plP2 au point T = w2). 

Pk& (w~-w~) . 

T = w I , et calculer les d4riv6es 

Calculer aussi les cofacteurs de ce d~terminant (utiliser par exemple la m4thode 

de [Va~ der Poorten, t 9 6 9 ] ) .  
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