CHAPITRE 7

Propriétés dtindépendance algébrique

de la fonction exponentielle

Gréce aux résultats des chapitre 5 et 6, on peut obtenir des énoncés d'indépen—
dance algébrigue concernant les valeurs de la fonction exponentielle, sans utiliser
de ftype de transcendance ; on remplace cette notion par le critdre 5,1.,1, et on uti-
lise le théordme 6,1.1 pour vérifier les conditions (5.1.2).

Nous étudierons les analogues des résultats de transcendance des chapitres 2 et
3, oh nous remplagcons partout le corps & des nombres algébriques par une extension

de § de degré de transcendance 1,

§7.1 Complément & un théordme de lang
On sait déja, grice au théoréme 2.2,3, que, si u1,...,un (resp. v1,...,vm)
sont des nombres complexes @-linéairement indépendants, et si mn > m4n (crest—d~
dire m3% et n»2 ,0u my 2 et n 3y 3), alors L'un des nombres
u.v

e, (1gign,1¢3¢m

est transcendant, Plus généralement, le théoréme 4,1.2 montre que, si mn 3 z(mn),
(r > 1), alors ces nombres n'appartiennent pas tous & une extension ¥ de @q de
type de transcendance inférieur ou égal & <+ . Rappelons que, si K a un degré de
transcendance ¢ sur § , alors < 3 g+1 . Nous allons voir que, dans le cas q=1 ,

on peut remplacer ¢ par 2 et supprimer l'hypoth®se sur le type de franscendance de
X .
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Théoréme 7.1.1. Soient Uiseeest des nombres complexes ®&-lindaivement indépen~

dants, Soient v1,...,vm des nombres complexes, §-lindairement indépendants., Si

m 3 2(mm) ,
alors deux des nombres
exp(uivj) , (1gign,1¢jgm,

sont algébriquement indépendants (sur @),

La condition mn 2(m+n) apparaitra de fagon naturelle, mais compte tenu de
la symétrie entre m et n , on peut noter que les seuls cas intéressants sont
(n=n=4) et (m=3, n=5¢),

Indiquons quelques corollaires du théoréme 7.1.1. D'abord, dans le cas

m=n =4, si on choisit

v, =4,V _=al,v_=bL, Vv =abi,

on obtient le

Corollaire 7.1.2. Sodent a,b, £ Irois nombres complexzes ; On Suppose gue 1es nome

bres
1,a,b,ab
sont @~lindairement indépendants, et gue £ # O . Alors deux des Q nombres
2 2
£ at bz abg a" £ b a bl eab £ a"p ¢

e , @ s € y € s © y © s © ’ s © P

sont algébriquement indépendants sur @ .

En particulier, deux des 3 nombres



1.3

PACINPAERPA L

’

sont algébriquement indépendants sur @ ; de méme, le degré de transcendance sur @

du corps

ole™ enN? , ein13>
est supérieur ou égal & 2,
Choisissons maintenant
u1 =1 , u2 =a . u3 =5b , u4 =ab 3
v, = 11 'V, = bz1 , v3 = 32 ' V4 = blz .

gorollaire 7.1.3. Soit b un nombre irrationnel guadratique (c'est-d~dire tel gue

[Q(b) :Q] = 2), Soient £1 R 22 , & trois nombres complexes, On suppose gue

a £ g(p), et gue

bi

1 1 2’ T
sont Q~linéairement indépendants,
Alors deux des huit nombres
li azi bzi abli

e y © s € y © a(i=172)

sont algébriguement indépendants.
Enfin, si on choisit
2 3
= =% =% s =%
u1 1, u2 , u3 u4 y
v1 =a , v2 =at , v3 = at? N v4 = at? R

on déduit du théordme 7.1.1 le
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Corollaire 7.,1.4. Soient % up nombre complexe transcendant, et a wun nombre com-

plexe non nul, Deux des sept nombres
i .
exp(at™) , (0g¢ig6)

sont algébriguement indépendants,

Choisissons maintenant m =3 , n =6 , avec

1
u1 = 1og 2 , u2 =1t Log 2, u3 =1 Log 2 ,
1
u, = Log 3, v = t Log 3, u, =3 Log 3,
v, =1 v, =1 v, = 1
,z'_ ’2—‘ 93h‘t0

Corolisire 7,1,5., Soit + un nombre complexe transcendant tel gque les 6 nombres

Log 2 , t Log 2 , t° Log 2 , Log 3 , t Log 3 , t° Log 3

soient @-lindairement indépendants. Alors deux des huit nombres

1o, 1 > 4
t t % 2 t t
R A - Ll LA L L 1

o

sont algébriguement indépendants,

Pour démontrer le théordme 7,1.1, on reprend la démonstration du théordme 4,1.2;
avec les notations du §4,4, les relations (4.4.4) montrent que la fonction FN a.dm

. hitia} .
met au moins W zéros dans le disque

utilisons le théordme 6,1.1, avec

P +eetp, = (20)%, ot a= 20 (fu, [+eetfu, |)
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On obtient :
pitieh n _mn m . .n n i
mogc2 v wanw (G [N }vj]) ,
i= 3=
dtol
Mg N,

quand N est suffisamment grand, Compte tenu de cette indgalité, le résultat démon-
tré au §4.4 s'énonce alors :

Théordme 7.1.6. Soient m et n deux nombres entiers tels gue mn > myn . Soient

u.1 seeesly (resp, v} sess ,vm) des nombres complexes ®-lindairement indépendants,

Soit K1 le sous—corps de ¢ obtenu en adjoignant & § les mn pnombres

exp(uivj) , (1¢ign,1¢i<m).

Soit t wune taille sur K1 . Alors il existe une suite <§N)N>N d'éléments
o

non nuls de K vérifiant

Loglg | << -¥" Log W

t(g) « y

pour N - 40,
On en déduit immédiatement le théordme 4.1.2 (gréce au lemme 4.2.23) et le thé-

Y

oréme 7.1.1 (gréce & 5,1.4).
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7.2 Complément au théoréme de Gel'fond Schneider
Complement au theoreme de Gel'fond Schneider

Aprés avoir étudié l'indépendance algébrique de nombres
exs(u;v.)
nous allons étudier 1!'indépendance de
u exp(uivj) .

Le théordme 2.1.1 de Gel'fond Schneider montre que, si u1 U, sont deux nombres

complexes @®-lindairement indépendants, et si v est un nowbre complexe non nul,

les nombres

ne sont pas tous algébriques,
Théoréme 7.2.1. Soient u1,...,un (resg. vx,,..,vm) des nombres complexes
f~linéairement indépendants. gi

mn 3 2m+ 1 ,

alors deux des nombres

u exp(uivj) , (1¢gign,1¢3¢m)

sont algébriguement indépendants,
Les cas intéressants sont {m=n = 3) et m=2,n=4),

Voici quelgues corollaires du théoréme 7,2.1.

Choisissons d'abord m=n = 3 , puls
2
= =t =t ’
u1 1,112 9u3
Vo= 4, v, =L, v, =t
| - T3 )
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Corollaire 7,2,2. Solent t un nombre complexe iranscendant, et £ # 0 un loga-
rithme d'un nombre algzébrique, Alors le corps

2 3 4
+ t
Q(t , el , elt , ez , elt )

& un degré de franscendance sur @ supérieur ou égal & 2.

on peut remarquer que l'un des trois nombres

Y
e’ , e , e

est transcendant, grice & (2.2.3),

Corollaire 7.2,%, Soit b wun nombre algébrigue, de degré sur € supérieur ou égal

k3, Soit a un pombre algébrigue, a #0 , a £ 1 . Alors deux des 4 nombres

sont algébriquement indépendants,
Ce résultat, df & gel'fond, admet pour conséquence 1'indépendance algébrique des

deux nombres

quand a # 0,1 est algébrique, et b est irrationnel cubique ([q(b) :q@] = 3).

Par exemple

2 3
dimQ Q(Z—V? ,zﬂ) =2,
Dans le cas
u1 =1, u, = bi , u3 = b2 ,
V. = £, , v v = £

on obtient le
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Corollaire 7.2.4. Soient b1 B b2 deux nombres algébrigues, tels gue 1 , b, , b

1 2

soient @-linédairement Iindépendants, Scient z’ s £ 33 trois logarithmes

2 k4
@-linéairement indépendants de nombres algébrigues. Deux des six pombres

ER . .
ed T, (i=1,253=1,2,3)

sont algébriquement indépendants sur ¢ .

On peut démontrer une variante de ce résultat, en prenant n =4, m =2, et

Corollaire 7,2,5. Soient b?’bZ’bS’ des nombres algébrigues, tels gue

soient ®@-lindairement indépendants. Soient £1 y 22 deux logarithmes

©-lindairement indévendants de nombres algébrigues. Deux des six nombres

1 . .
€ J ’ (1:172;‘]:112’3)

sont algdébriquement indépendants,

Considérons maintenant les nombres

£ £

1 1
1’_95’6""5

£2 Z2

32 s B 32 .

Corollaire 7.2.6, S0it B wun nombre algébrigque irrationnel, Soient 11 , 12 deux

logarithmes &-lindairement indépendants de nombres algébriques. Alors

£ LB 1P z132 28
dim = (- ; e , © , © , © Yye .
LI

C'est ainsi que deux des 3 nomdbres
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Log 2 i i
Tes’® 07

sont algébriquement indépendants sur @ .

Enfin, le choix

conduit & 1'énoncé suivant :

Corollaire 7.2.7. Soient b et ¢ deux nombres algébrigues, fels que

soient @-lindairement indépendants. Soit £ un pombre complexe non nul. Le degré
de iranscendance, sur § , du corps

2 2
b be c be
Q(e'g s e ,e b4 eC£ > e z b e 'e k4 e ’g)

On retrouve par exemple un résultat du §7.1 :
dimQ Q(Zﬂ , 3 , 2%) >2 .

Pour démontrer le théordéme 7,2,%, on établit le résultat suivant :

Théoréme 7.2,8, Scient m 1 et n » 2 deux nombres entiers. Soient Upreeesly

(resp. \4 ,...,vm) des nombres complexes ®&-linéairement indépendants, Soit KZ le

1

sous—corps de € obtenu en adjoignant & 4 1les (m+1)n  pombres

uiv.
u o, et ? , (I¢ig¢n,1¢igm).

Soit t une faille sur K2 . Alors il existe une suite (gN)N>N d'éléments non
)

nuls de K2 , vérifiant
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Logle, | << - Log ¥ ,

et
41 1
m4 1 o+1

ALog W ,

t(aN) N

pour N - 40 ,

On en dédult, en utilisant 5.1.4, le théorgme 7.2.1. D'autre part le lemme
4,2.2% conduit & la généralisation suivante du théoréme de Gel'fond Schneider,
Théordme 7,2.9. Soient ¢ > 1 un nombre réel, et K un sous-corps de € de type de

transcendance inférieur ou égal & +© sur § . Soient Uppenartly (resp. v1,...,vm)

des nombres complexes G~lindairement indépendants, Si

m y g+ (-1)n ,

alors 1l'un au moins des nombres

u exp(uivj> , (1gign,1¢igm,

ept transcendant sur X .
Comme pour le théordme de Gel'fond Schneider, il y a deux démonstrations pos—
sibles de 7.2.8, correspondant & une extension de la méthode de Schneider et de celle

de Gel'fond respectivement,

Premiére démonstration du théordme 7.2.8

Soit (xq,...,xq,y) le systéme générateur de Ké sur @ permettant de défi-
nir la taille t , et soit A 1'anneaun z[x1,...,xq,y] .

So0it N un entier suffisamment grand, On définit

m+n m
+1
?

(7.2.10) B = ™! (rog w) ™
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7.1
et
o1 2
(7.2.11) R, = [Nm” (Log N)m‘“'] .
e lemme 4,%,1 permet de montrer 1'existence d'un polynbme non nul
Py €A[X ,..ox ],

avec

degXoPN < 2R dengPN <Ry, (1 gi¢m

et

t(coefficients de PN) < RN+ R Log W,

1

tel que la fonction

V1Z VmZ
F (Z) = PN<Z,e seees® )

N
vérifie

FN(k1u1+“’+knun) =0 ypour k =1,...,0, (1 ¢ig¢n).

D'aprés le théoréme 6,1.1, le nombre n(FN,p) de zéros de la fonction Fy dans

le disque

|2} ¢ p = 3.8 |uy])
=

est majoré par

2(2R +1 )(RTH) + 5p0

avec

Pour N suffisamment grand, on a
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E&B P— n m
500 ¢ 30 ¥ (1og N)m“.(g |ui1)(§__j1 AAPES G

donc
n
n(Fy.e) < (30)° .
Par conséquent 1'un des nombres
Folwrocmu ), (1 ¢ <30, 1 ¢i¢n)

est non nul, Notons EN 1l'un de ces nombres non nuls, Alors EN appartient & Ké y

et il est facile de majorer sa taille par
t o
() <CRN + R, Log N,

donc

m+n 1

6(g,) « ™ (1og W)™ .

Pour majorer EN , on utilise le principe du maximum sur le disque

1

o
lz] ¢m =3 ™

pour la fonction entidre

(). 1. T y
rlz). T ... I{za-ku -...~ku .
N k1:1 kn:1 11 nn

On majore [F par

NlR
1

n )
Log|F |, <CRR + R Log R << N (Log N)"' ,

car m+n+1 n(m+1),

D'autre part 1'inégalité

n

312 oyl

dzxd
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permet de majorer

N N (h -k Ju +...+(hn kh)un
sup on... o ku T
|z}=x k=1 k =1 Uy meeem KU

par

(+>N = exp(- 7 ¥ Tog 1) ;
2
on en déduit
Log{gN{ < - -—3 ¥ Log N,

ce qui démontre le théordme 7,2.8.

Deuxiéme démonstration du théordme 7.2.8
On conserve les mémes valeurs (7.2;10) et (7,2.11) de Ro et R1 en fonction

de N . Le lemme 4.%,1 permet de construire, pour N suffisamment grand, un poly-

ndme non nul

P, € A[X1,...,Xn] )

de degré inférieur ou égal & 2N par rapport & Xi (1 ¢ i ¢ n) et dont les coef-

ficients ont une taille majorée par
t(coefficients) << R1N + RO log N ,

tel que la fonection

u 2z unZ
FN(Z) Ple ' e ™)
vérifie
s
L F (kv 4etk v ) =0 pour k., = 1,...,R (1 ¢3¢m) et s =0,..,R=1.
5 ey S seeesR, < 5

Le théoréme 6,1.1 montre qu'il existe des entiers h}""’hm , o, vérifiant
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R
0
1 ¢ nj < 2“*2R1 (1gigm et 0gog -1
et tels que
a
= — h sesth .
Y?N dz° FN( pUgteeet mvm) #0

On utilise le principe du maximum, sur le disque lz[ § R, avec

n_1
R=w 7,
pour la fonction entitre
ac R? R1 —[R—;}
(d—zc FN(Z)).k:; .ve kH=1 (z—k1v1 —eem kmvm} .
m

On remarque que, pour N suffisamment grand, on a

o3

Log sup .._C}_FN(Z) <,
lz‘:R dZG
et
R R,
h -k eeotlh —
v 0 ey
IZI=R k1=1 km=1 Z-k1v1 =eeom kv 3m+d T

On en déduit

Log[&;N[ § - T]éx-n ¥ Log N .

Dfautre part on peut majorer la taille de };N :

mno 1
6(g) <C RN+ R Log N« ¥ (zog W)™,

ce qui démontre de nouveau le théordme 7.2.8.
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§7.3 Complément au théordme de Hermite Iindemann

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous étudions 1'indépendance algébrique

de nombres

ui s Vj s eXP(uivj) .

Le théoréme %,1,1 de Hermite Lindemann montre que 1l'un des trois nombres

u,v

u1,v1,e11

est transcendant, si v, #£0 et v, #0 .
Théoréme 7.3.%1. Soient Woyennsly (zesp. v1,,.,,vm) des nombres complexes
O-linéairement indépendants, Si

mno> m4n o,

alors deux des nombres

uianyexp(uiVj)g(1<i<n,1<j<m)

sont algébriguement indépendants,
Le cas intéressant (remarquer la symétrie entre m et n)est m=2 ,n=3,

Le principal corollaire du théordme 7,%.,1 s'obtient en choisissant

Corollaire 7,3.2, Soient % un nombre complexe transcendant, et a pn nombre com-

plexe non nul, Deux des 6 nombres

sont algébriquement indépendants,
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Bn particulier, soit r wun nombre rationnel non nul ; on a

er ezr e3r
dimQQ(e,e e ,e )32,

et, si £ # 0 est un logarithme d'un nombre algébrique, on a

lr+1 ﬁ2r+1 £3r+1
aimgau,e , e , e Y2,

Le cas t algébrique conduit au
gorollaire 7,.%,3. S0it £ # 0 un logarithme d'un nombre algébrigue, Soit b un

nombre algébrigue de degré supérieur ou égal 2 3, Deux des nombres

Y
L, e s € s €

sont algébriquement indépendants.

Pour démontrer le théordme 7.3.1, il suffit, gréce & 5.1.4, gue l'on établisse
le résultat suivant,
Théoréme 7.3.4, Soient m et n deux nombres entiers positifs, et u1,...,un

(resg. vj,...,vm) des nombres complexes O-lindairement indépendants. Soit Kg le

corps obtenu en adjoignant & & les m4+myn nombres

u vj , exp(uivj) , (1gign,1¢3ig m) .
Soit t une taille sur . Il existe une suite (&) 4'é1éments non puls de
Ké gN N}No N —— ==
Kf vérifiant
I
Loglg | <c- W,

t(g) « .

198



717
En utilisant le lemme 4.2.23, on en déduit également la généralisation suivante
du théoréme de Hermite Lindemann,

Théordme 7.3.5. Soient < » 1 un nombre réel, et X un sous—corps de ¢ de type de

transcendance inférieur ou égal & 1 gur € . Soient u1,...,un (resp. v1,...,vm)

des nombres complexes ®O~linéairement indépendants. 8i
m > (v=1){mn) ,
alors 1'un au moins des nombres
ug s vy explugv) o, (1gign, 1¢ign)

est transcendant sur X .

Démonstration du théoréme 7,3.4

Notons A 1l'anneau 2{x1,...,x ,y] , ou {x},...,xq,y) est le systéme généra—

g

teur de Ké sur @ permettant de définir la taille +t ,

Soit N un entier suffisamment grand, On définit :
m41 -1
R =[N0 (reg W) '],

et

On peut construire, en utilisant le lemme 4,%,1, un polyndme non nul
P € A[xo,...,xn] ,

de degré 2R0 par rapport & X s de degré g 31 par rapport & X,,...,Xn , et

dont les coefficients ont une taille majorée par

t(coefficients) << Nm+n y
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tel que la fonction
1 n
Fy=Pylzae e ™)
vérifie

Pl

dz

n .
e FN(k1V1+"'+kmvm) =0, Pour s =1,...,R , et kj = 1,008 (1 ¢35 ¢m) .

Le théordme 6,1.,1 prouve l'existence d'entiers hi"“’hm’ ¢ , vérifiant

R
n . [o]
tghygar , (hgigm, 1¢og5,
tels que
do—1
= — h ceeth .
£y = FN( Iy +mvm);éo

Alors EN est un élément non nul de Kg , dont la taille est majorée par
t(g) <« N,

Le principe du maximum, sur le disque

|| ¢ R =¥""2
appliqué & la fonction entitre
n By
d&% 3 N ( i
—_— z}j. cen -k ~eae= k&
<dza-‘l Byl kn_1 kn_1 TEY N
1 m
conduit & la majoration
1 mn4m4n
Loglgy| < - 2N )

ce qui démontre le théordme 7.%.4.
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§7.4 Le huitidme probldme de Schneider

Dans les théordmes 7,1.1 et 7.2.1, les hypothéses sur n et n (mn ) 2 (myn)
et mn ) 2men) étaient des inégalités larges, alors que l'hypothdse m > men  du
théoréme 7.3.1 est une inégalité stricte, Nous allons étudier ce qui se passe quand
m = m+n , c¢'est-d~dire m=1n =2 , On conmait actuellement le résultat partiel
suivant,

Théoréme 7.4.1., Soient u1 ,u2 (ggggh v1 ,v2) deux nombres complexes

@-linéairement indépendants, Si les deux nombres

sont algébrigues, alors deux des nombres

u, , u

1 + v

2 17 27

sont algébriquement indépendants,

On déduit de ce théoréme la transcendance du nombre

2
e e
e + ie
{(ef. [gchneider, 7, Probldme 8]).
Plus généralement le choix
u, =v, =1 u, =V, = =
1 2 R B

donne le

Corcllaire 7.4.2. S0it r # 0 un pombre rationnel, L'un des deux nombres

r 2r

est transcendant,
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D'autre part, en choisissant

on obtient le

corollaire 7.4.3. 80it £ # O un nombre complexe. Soit x un poumbre complexe, algé-

brique sur ©(¢£), et irrationnel. Alors un des nombres

egt transcendant,
Par exemple, si £ % 0 est un logarithme d'un nombre algébrique, et si r # 0

est un nombre rationnel, les nombres

£r+1 2r+1

o

ne sont pas tous deux algébriques, Pour x =1 + —2 y £ o= z1 , le corollaire 7.4.3
1
montre que, si 11 , zz sont deux logarithmes g-linéairement indépendants de nom—

bres algébriques, alors l'une au moins des deux propriétés suivantes est vraie :

(1) Lo 4, sont algébriquement indépendants
32
(ii) le nombye exp(zl) est transcondant,
2
On peut obtenir un résultat du méme genre sur e et g (avec u1 = v1 =iq ,
2
u, =V, = 1) : 8i le nombre e" est algébrique, alors les deux nombres e et g

sont algébriquement indépendants, Il revient au méme de dire que le nombre
2
£

€ + 1 P(e,'m)

est transcendant, si P € Q[X,Y] est un polyndme non constant,

Enfin le théordme 7,4,1 contient la transcendance des nombres
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e +ie" , (reaq)
et

. 7

Log n+lexp(LOg =) 3

(choisir u =nr,u =ig , v, =1, Vv :in1_r,puis u, =ig, v, =log xw,
1 2 1 2 1 2
ig

v = =
AR vl

Il y a deux méthodes pour démontrer 7,4,1. La premidre, qui est exposée en détail
dans [Brownawell, 1971 d] et [Waldschmidt, 1971 b], consiste & étudier les valeurs

des fonctions

aux points

k1v1 +k2v2 y (k1,k2) € ZxZ.

La deuxiéme méthode, suggérée dans [Waldschmidt, 1972a §7], utilise les fonctions

et les points k1u1 +k2u2 R (k1,k2) € ZxZ . Nous allons préciser ici cette deuxitme

néthode, Considérons les deux corps

u,v u. v
L=gle ' ',e°")

et

v, , V

20 Yy © r ©

K=L(u1;u o ?

Le théoréme de Hermite Lindemann montre que le degré de transcendance de X sur Q

est supérieur ou égal & 1, Supposons que ce degré de transcendance soit égal & 1. I1
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existe w € K , transcendant sur § , et w, € K, entier sur 2Z[w] , tel que
K = Q(w,w1) ; done K = L(W,W1). Soient 5, = [x:elw)] le degré de w, sur Z{w]

et &, = [L:q]. soit W un entier suffisamment grand, On définit des fonctions de

N par :

W (Log ¥) 4 ;
1

¥ (Log )°

Y]
1

<]
l

e

S I

R. =2 62 N(Log N) H

s = (rog m)" 1.

2
Remarquons que ROR1R2 = 262 NS,

Le lemme 1,%,1 de Siegel permet de montrer qu'il existe un polyméme non nul

RO R‘l R2 ?\O }\1 kz
DI ENND NS NN V0) die S i
A =0 A,=0 X, =0
(¢} 1 2
4 coefficients pN(AO,M,)\Z) dans z[w,w1] :
8,-1 R
! 2 k h
PN()\-O!}\,Iy)\Z) =h:_o g QN()\.OQ)\-17}\2’h,k>W W,' )

avec qN()\or7\1y)\2,hyk) €Z ’ et

Ry << (g M) *
1

Log maquN(}\o,M,?\ k)] << W (1og W)°

tel que 1la fonction

v, Z V2Z
FN(z)=PN(z,e , e <)
vérifie
8
—(}-—F(,zua—ﬁu):() pour PRSI DURN
PEC IS D B B2 ’ 1 ? [
“ 4, =1 ¥
> sees y
8 = 0y40s,31 .
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Grice au théordme 6,1.1, on sait qu'il existe des entiers j1,j2,so , tels que

i . S
?\<31\<3N,1432<362N»0\<So<{§],

et
s
5N=d T (3.u +3,u ) #0.
5 N1 22
o
dz
Le principe du maximum, sur le disque |z| ¢ R = G , pour la fonction
o
d -1
S0 Py o &
dz
ol

- -
o = 1 I (X—Z1u1~}52u2) ,
2= 4=

permet de majorer gN H

Log|g, | << - v,

(on utilise les majorations

s 1

Log P | <« W(1og 1)°

l
dz 0 ! R

et

1(:’11\I(Wo)| 2 4

Log—!-—r——«-NSLogN«-N
QNR

On majore la taille de E"N :

)

1
t(gN) <« ¥ {1og 1) .

Ces majorations ne sont pas assez fines pour utiliser 5.1.4. Soit ﬂN la norme (de
K sur Q(w)) de éNgN , ol aN est un dénominateur de ;N (par rapport au sys—
teme générateur {w,w1) de X sur 2). Alors T est un polyndme non nul de

Z[w] , vérifiant
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1
t(nN) <« ¥ (nog w)°

(grice 2 4.2.20) et
) 3
deg m << ¥ (Log @) * ,

avec

LoglﬂNl L= N4 .

le théoréme 5.1.1 montre que le nombre w est algébrique, ce qui contredit le résul-

tat de Hermite Lindemann, Le théoreme 7.4.1 est donc démontré,

§7.5 Références, conijectures
Ie plus ancien résultat dtindépendance algébrique concernant les valeurs de la
fonction exponentielle est le théoréme de Lindemann Weiersirass (1885).

Théoréme 7.5.%1. Soient o« seees des nombres algébriques ®&~lindairement indépen—

1

dants, Alors les nombres
€ ;.e04€

sont algébriguement indépendants.

Les démonstrations de ce résultat se font par une extension des méthodes de
Hermite et Lindemann (cof, §%.4), Comme ces méthodes sont d'un type différent de
celles que nous avons présentées, nous ne les développerons pas ici,

Pendant plus d'un demim~si®cle, il n'y eut plus de nouveaux énoncés dtindépendance
algébrique ~ & 1l'exception de quelques résultats 1iés & la classification de Mahler

(ainsi, soit § un U nombre - par exemple un nombre de ILiouville -, et soient
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a1,..‘,an des nombres algébriques, f-lindairement indépendants, Alors les nombres

o 24
1 n
£ 5 € sesey ©

sont algébriquement indépendants [Mehler, 19%1]),

Les premiers résultats d'indépendance algébrique obtenus par les méthodes que
nous avons étudides datent de 1949 [Gel'fond, T, chap.IIT §4] ; Gel'fond démontrait
alors deux théoremes, correspondant aux théordmes 7,2.1 (dans le cas m =n = 3) et
7.3.1 ; mais ces énoncés comportaient des hypothéses supplémentaires, dues au fait
que les seules majorations connues du nombre n{f,R)} de zéros d'un polyndme expo-

nentiel

W, 2

4 h
f(z) = z:: Ph(z) e

h=1

dépendaient alors du nombre

A = min !wi—w,!
i#j J

(cf. §6.5). Puis, en 1967 et 1968, Smelev obtenait le théordme 7.2.1 (dans le cas
m=2 ,n=4), avec toujours une hypothése supplémentaire.

11 était facile de voir qulune majoration convenable de n(f,R), indépendante
de A, permetitrait de supprimer ces hypothéses superflues, Les théordmes 7.2.1 et
7.%.1 sont exposés dans [Tijdeman, 1970b] et [waldschmidt, 1971a] (pour le théordme
7.3.1, voir aussi [smelev, 1968]), tandis que le théordme 7.1.1 se trouve dans
[Brownawell, 1971b] et [Waldschmidt, 1971a] ; il a aussi été obtenu, indépendamment,
par R, Wallisser (non publid), Les théordmes 7.2.9 et 7.%.5 sont énoncés sans dé-

monstration dans [Brownawell, 1971a],
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Pour trouver les résultats du §7.4, il était indispensable de montrer que 1l'on
pouvait dissocier les deux fonctions Y et 6n du critére 5.1,1 de transcendance
(cf, 85.5). Le théordme 7.4.1 a ¢été démontréd, indépendamment, dans [Brownawell, 19714
d] et [waldschmidt, 1971 b], On trouvera dans ces articles de nombreux autres corol-
laires,

Aucun de ces résultats ne semble le meilleur possible, La conjecture la plus
générale concernant les propriétés de transcendance de la fonction exponentielle a
été énoncée par S. Schanuel (ef, [Lang, 7, p.30]).

Conjecture 7.5.2. 3i X1""’Xn sont des nombres complexes @-linéairement indé-

pendants, alors le degré de iranscendance sur § du corps

X X

1 n
Q(X17---yxnve 3e003€ )

est supérieur ou égal & n ,

Cette conjecture contient toutes les propriétés connues sur la nature arithmé-
tigque des valeurs de la fonction exponentielle (mises & part, évidemment, les propri-
étés lides aux approximations diophantiennes) ; elle est dgalement réputée contenir
toutes les conjectures raisonnables que l'on peut énoncer sur ces valeurs,

Voici quelques conséquences de la conjecture de Schanuel, Elle contient 1'indé-
pendance algébrigue de e et 5 , ainsi gque 1'indépendance algébrique de logarithmes
G~lindairement indépendants de nombres algébriques, Plus généralement, elle contient
la conjecture suivante de Gel'fond,

Conjecture 7.5.%3, Soient Gproser0y des pombres algébriques ®-lindairement indé—
pendants, soient 31,...,£m des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres

algébriques, Alors les nombres
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o 04
1 n
€ 4eee3B s 11,...,Zm

sont algébriguement indépendants,
Dtautre pari, 7.5.2 permetirait de résoudre le probldme de 1t'indépendance algé-

brigue de nombres de la forme aB [Schneider, T, Probléme 7} :

Conjecture 7.5.4. S1 £ # 0 est up logarithme d'un nombre algébrique a , et Si

1 ,51,...,Bn sont des nombres algzébrigues ®-lindairement indépendants, alors les

nombres

sont algébriquement indépendants,
On déduit de 7.5.4 une conjecture de Gel'fond : si £ % 0 est un logarithme

dtun nombre algébrique o , et si B est un nombre algébrique de degré

fa(g):g]l =da 2,

alors le degré de transcendance sur @ du corps

d=~1
Q(aﬁyn-nyaﬁ )

est égal & d=1 ., Le théordme de Gel'fond Schneider résout le cas d =2 , et
Gel'fond a résolu le cas 4 =3 (cf, 7,2,3),
Enfin, un cas particulier de la conjecture de Schanuel est la

Conjecture 7.5.5. Scient u1""’un des nombres complexes @ -lindairement indépen—

dants ; goit v un nombre complexe franscendant, Alors le degré de transcendance

sur § du corps

u.1 uI'L Vu1 n
gle ',eoue T, e aie )
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est supérieur ou égal n-1 .

{w-

Cet énoneé permettrait de résoudre une conjecture de Lang et Schneider
(cf. §2.3).

Comme toutes ces conjectures semblent inaccessibles & ltheure actuelle, en voi-
ci une derniére qui pourrait 8tre plus facile,
Conjecture 7.5.6. Soit £ #£0 un logarithme d'un nombre algébrique, et B8 un nom-

bre irrationnel guadratique. Les deux nombres

£z, etB

sont algébriguement indépendants (exemple : g et eﬂ).
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EXBRCICES
Exercice 7.,1.a. Soit M € Mn(c) ; soit d la dimension du sous—@-espace vectoriel

de § engendré par les valeurs propres de M ., Soient t1,...,tm des nombres com—
plexes @§-lindairement indépendants, Soit X wun sous—corps de ¢ , de degré de
transcendance { 1 sur § .

On suppose
exp(m’sj) €L (k) pour 1g¢jgm.

Montrer que l'on a

md < 2(m+d) R

Exercice 7.1.,b, Soient ¢ > 1 et ' deux nombres réels ; soient m et n deux
nombres entiers, vérifiant l'une au moins des deux propriétés (i) et (ii) suivantes :
(1) ' <1 et m 3y g(mm)
(ii) ' 31 et mn > g(mm) .
Montrer que le corps K1 du théoréme 7,1.6 n'a pas un type de transcendance infé-
rieur ou égal b (r,x') sur @ (avec la notation de 1l'exercice 5.4,d),

Indications, On utilisera soit le théoréme 7,1.6, soit l'exercice 4,5.b.
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Exercice 7.,1,c¢, On suppose que le corps K1 du théoréme 7,1.6 est une extension de
degré de transcendance { d'un corps L , oh L est une extension de § de type de
transcendance { 1 .

Montrer que
m < 2¢{mn).

(Utiliser ltexercice 5.4.3).

[Brownawell, 1971a, th.5].

Bxercice 7,1.,d., Soient m et n deux nombres entiers positifs, et t, £ deux nom
bres complexes, £ £ O et t ¢ § . On suppose qu'il existe un sous—corps 1. de
m4N=2

t t
Kr‘Q(ez!el "..’el ) ,

qui a un type de transcendance inférieur ou égal & 1 sur @ .,
Montrer que, si mn 2m(m+n), alors
dim .
LK 32

Bn déduire que trois des 23 nombres

+ t22
€, € ,4..,8

sont algébriguement indépendants,
{utiliser l'exercice Te1.¢, et 1le fait que le corps gle) awm type de transcen—

dance { 3 sur Q).
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BExercice 7.,1,e, On suppose que le corps K1 du théoréme 7,1,6 est une extension de

degré de transcendance ¢ 1 d'un corps L , et que L a un Type de franscendance

< (z,7') sur © , Montrer que, si ' < 1 , alors mn < 2¢{mn),

(Utiliser 1'exercice 5,4.d).
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Exercice 7.2.a., Soient Pi ,P2 deux polyn8mes de Z[X1,X2,X3] , non nuls et premiers
entre eux, So0it o un nombre algébrique de degré 3 (irrationnel cubique), Montrer

que le systéme d'équations

li
[

1f
o

n'a pas de solution x #0 dans ¢ .

(comparer avec [gel’fond, T, chap,IIT §4 cor.3 du th,I]).

Exercice 7,2.b
1) Sous les hypothéses de l'exercice 7.1.a, on suppose que les nombres tj ap~

partiennent & X , Monirer que
nd < 2{m+d-1) ,

2) sous les hypotheses de ltexercice 7.1.,a, on suppcse que la matrice M ap-

partient & Mn(K). Montrer que

md < 2ms+d ,
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Exercice 7.,2,¢, Soient 1 > 1 et ' deux nombres réels, On suppose que le corps
K, du théoréme 7,2.8 a un type de transcendance ¢ (g,7') sur Q ., Montrer que, si

' - i
Tt <1 il

alors

m < g+ (e1)n
En déduire que, quel que soit ', on a

m § Tm 4+ (1—1)n .

(on pourra utiliser, au choix, le théoréme 7.2.8 ou Ll'exercice 4.5.b).

Bxercice 7.,2,d, On suppose que Ré est une extension de degré de transcendance 1
d'un corps L , o I a un type de transcendance T sur @ .

Montrer que

m < 2t + (2r1)n .

[Brownawell, 19712, th.3].
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Exercice 7,2,e. Solent i1,...,£h

dants de nombres algébrigues, On note

> 8~+h

Montrer que trois des nombres

sont algébriquement indépendants,

T7.34

{h 1) des logarithmes f-linéairement indépen-

£
J

=e . Soit n le plus petlt entier

Q.
J

, et soit B wun nombre algébrique de degré y n .

(3 =1,u0es0 5 XK =1,...,0)

(Indications, On utiliseras l'exercice 7.2.,d, avec le fait que le corps Q(a,B,aB) a

un type de transcendance ¢ 4 sur

Baker pour montrer que les nombres

o (cf. §4.6). On utilisera le théordme 8.1.1 de

£

1,...,zh sont lindairement indépendants sur

Q(S)). En déduire les résultats suivanis

1. 81 « £ 0,1

14 nombres

sont algébriquement indépendants

2. 81 «a, , sont deux nombres

1%
@-linéairement indépendants, et

trois des 22 nombres

sont algébriquement indépendants,

%. 831 Log a

1 , Log 052 y Log (ZB

de nombres algébriques, et si

B

nombres

est algébrique, et si

est algébrique de degré 1%, alors trois des

8

sur § .

algébriques possédant des logarithmes

si B est un nombre algébrique de degré 12, alors
k
ag E (k:i,Z,..,,1‘E)

sont trois logarithmes @-lindairement indépendants

est un nombre algébrique de degré 11, trois des 30
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6 g ,ag , (k=1,...,10)
sont algébriquement indépendants,

4 Si « y &,

1 5 a, a4 sont quatre nombres algébriques dont les logarithmes sont

3
g~linéairement indépendants, et si B est un nombre algébrique de degré 10, alors

trois des 36 nombres

sont algébriquement indépendants,

5. Si Ryresesly sont hult nombres algébriques dont les logarithmes sont
Q~linéairement indépendants, et si B est un nombre algébrique de degré 9, alors 3

des 64 nombres

k

&, (k=185 1=1,...,8)

sont algébriquement indépendants,

Comparer ces résultats avec ceux de [Smelev, 1971].
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Bxercice 7.2,f, On suppose que le corps Ké est une extension de degré de transcen—
dance 1 d'un corps I , et que I a un type de transcendance (1,¢') sur @ , avec

27T
t -
ot <1 T

Montrer que

m < 2¢m + (27=1)n .

(Utiliser 1'exercice 5.4.d et le théordme 7.2.8).
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Exercice 7.3.a. On suppose que le corps Ké du théortme 7,%.4 a un type de trans-

cendance ¢ (T,t') sur & f{¢>1 s 1! € R). Montrer que, si ' <0, on a
m ¢ {v=1)(mn),

En déduire que, si <' 3 0 , alors

m  (v=1)(men),

Bxercice 7,3.b, On suppose qu'il existe un sous-corps 1 de K3 , de type de trans-

cendance { ¢t sur § , Monitrer gue, si

m > (20~1)(mn) ,

alors le degré de transcendance de K3 sur L est supérieur ou égal & 2,

[Brownawell, 1971a, th.4].
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Bxercice 7,3,¢, Soit $ un nombre complexe itranscendant, On suppose que le corps
0(t) a un type de transcendance ( ¢ sur § . (1 3 2). Soit a €€, a # 0 . Montrer
que, si mn » (21—1)(m+n), alors trois des nombres

MfTime P

a at at
a, t,e ,e ,...,e

sont algébriquement indépendants,
(Appliquer 1'exercice 7.3.b)
Quelles sont les valeurs intéressantes de m et n quand 1t est égal successive~

ment &

m,e,Log2,e", 2 ,igzi?
(Utiliser les résultats cités am § 4.6).
En déduire que % des nombres
2 19

e
e , € s € $aees®

sont algébriguement indépendants sur @ .
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Exercice 7,3.d, Soit B wun nombre algébrique de degré 3 11, Soit £ # 0 un loga—
rithme d'un nombre algébrique o ., Montrer que 3 des 20 nombres

B2 _ 8'% 5

£, e 0 yeses€ =a

sont algébriquement indépendanis,
(Utiliser 1'exercice Te3,b avec le fait que le corps Q(aﬁ) a un type de transcen-

dance ¢ 4 sur §). En déduire que, si [g{g):¢] =11 , alors

10
dimQQ(,B,aB,...,ocB )3 3.

Exercice 7,3.,e. On suppose qu'il existe un sous-corps 1 de Ks , de type de trans—

cendance (m,m') sur @ , tel que dimL Ks £ 1 . Montrer que, si ' < 0, alors
m < (20-1)(men) .

En déduire le résultat de 1l'exercice 7.3.b.

(Utiliser 1'exercice 5.4.d et le théordme Ta%.4).
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Exercice 7,4,a, Soit B # 0 un nombre algébrique ; soit £ £ 0 un logarithme d'un
nombre algébrique ; soit r % 0 wun nombre rationnel, Montrer que l'un des deux

nombres

41 2141

B B

est transcendant,
En déduire que, si a et b sont deux nombres algébrigues, b # 0 , alors les trois

nombres

ne sont pas tous algébriques,

Exercice T7.4.b. Soient x et y deux nombres complexes, x #0 et y £ § . On sup-

pose e et &Y algébriques, Montrer que deux des trois nombres

X, 5, ¢

sont algébriquement indépendants,

En déduire que, si o # 0 est algébrique, alors 1l'un au moins des deux nombres
a 2a
explae”) , exp(ae“®)

est transcendant,
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Exercice 7,4.c¢. Solent o« et B deux nombres algébriques non nuls ; montrer que les

nombres
a 2 2a
exp(pe®) , exp(%; e“%)

ne sont pas tous deux algébrigues,
En déduire que, si a« #1 , 1'un des deux nombres

2
Log ng CCB s €XPp Mé

Log Log a

est transcendant.

Bxercice 7,4,d, Soient 31 ,32, 23 des logarithmes de nombres algébriques ; on sup-

pose que 11 et % ainsi que £ et 13 , sont @-lindairement indépendants,

37 2

Montrer gue
2, Z

,exp(jTg)) y2 .

dim, Q(£1 by o -

3

Bn déduire, pour =T # 1 rationnel, la transcendance de 1'un au moins des deux

nombres
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BExercice 7.4,e, Soient o et $ deux nombres algébriques non nuls j; soit £ % 0

un logarithme de B , On suppose que le nombre
£
s w——
xp(=)

est algébrique, Montrer que les deux nombres

sont algébriquement indépendants,
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Exercice 7.,5,a. Donner un exemple de nombres algébriques 31,.,,,3n , irrationnels
et @-lindairement indépendants, et d'un logarithme £ £ 0 d'un nombre algébrique,

tels que les nombres

331 £B

4 reses€

soient algébriquement dépendants,

(comparer avec le septidme probldme de [schneider, T] et la conjecture Te5e4).

Exercice 7.5,b. Démontrer que la conjecture 7,5.5 est une conséquence de celle de
Schanuel,
(Indications, Soit nsz (0 £ £ < 1) la dimension du §-espace vectoriel engendré

par les nombres
Uysonesh s vuf,...,Vun H
montrer que

dimQ Q(v ,ui,...,un) Y £+1) .

L'hypothése v transcendant est-elle nécessaire pour que la conjecture 7.5.5 soit

raisonnable - ctest-i~dire conséquence de 7,5,2 9 (considérez les nombres

v=Y2,u =Iog2,u, =2 Lg2,u =Lg3,u =213 ).

3

En déduire que la conjecture 1 de [Waldschmidt, 1971 a] est fausse, Donner wn contre

exemple semblable & une conjecture de [Ramachandra, 1967, p. 87~88].
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Exercice 7,5.,c, Dédulre de la conjecture 7.5,2 de Schanuel

1) 1'indépendance algébrique des 16 nombres

T e e T T i i
e, x,e ,logx,e , = ,x% ,L082,2 ,2 ,2 ,¢e ,n ,Log3,

Lo
(rog 2)2°8 3, 22,
2) la transcendance de 1l'un des deux nombres
X7X *

pour x £€C , X #0,x4£1.

2) la transcendance de 1'un au moins des nombres

pour x €C,x £ Q.

Bxercice 7,5,d, On définit par récurrence une sulte croissante (Kh) de sous—corps

de ¢ de la maniére suivante

.

K, =03 X =K _ Texplx _7) ;

] n T |

autrement dit Kn est la c¢l8ture algébrique dans ¢ du corps obtenu en adjoignant

4 K les nombres
n—4

expt , t € Kﬁ—i

Déduire de 7.5,2 la conjecture suivante :

nf U K, .

nyo

{1ang, 1971, p. 639].
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