
CHAPITRE 7 

Propri@tgs d'ind@pendance alg@brique 

de la fonction exponentielle 

Grace aux r@sultats des chapitre 5 et 6, on peut obtenir des @nonc@s d'ind@pen- 

dance alg@brique concernant les valeurs de la fonction exponentielle, sans utiliser 

de type de transcendance ; on remplace cette notion par le crit~re 5.1.1, et on uti- 

lise le th@or&me 6.1.1 pour v@rifier les conditions (5.1.2). 

Nous @tudierons les analogues des r@sultats de transcendance des chapitres 2 et 

3, oh nous remplagons partout le corps ~ des nombres alg6briques par une extension 

de ~ de degr@ de transcendance I. 

§7.1 Com~l@ment hun th@or~me de Lang 

On salt dgj&, grace au th@or&me 2.2.3, que, si Ul,...,u n 

sont des nombres complexes ~-lin@airement ind@pendants, et si 

(resp. vl,...,v m) 

mn > m+n (c'est-&- 

dire m ~ 3 et n ~ 2 , ou m ~ 2 et n ~ 3), alors l'un des nombres 

u.v. 

~J (1.~i~n, I 4j4m) e 

est transcendant. Plus g4n4ralement, le th4or~me #.1.2 montre que, si mn > ~(m+n), 

(~ > I), alors ces nombres n'appartiennent pas tous & une extension K de ~ de 

type de transcendance inf@rieur ou 4gal h ~ . Rappelons que, si K a un degr6 de 

transcendance q sur ~ , alors • ) q+1 . Nous allons voir que, dans le cas q =I , 

on peut remplacer ~ par 2 et supprimer l'hypoth~se sur le type de transcendance de 

K . 
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7.2 

Th4or&me 7.1.1. Soient u I .... "~u des nombres complexes ~-lin4airement ind4~n- 

dants. ~oient vl,...,v m des hombres complexes, ~-lin@airement ind@pendants. Si 

mn ~ 2(m+n) , 

alors deux des nombres 

exp(uiv j) , (I ~ ±~n, I ~ j ~m) , 

sont alg4briquement ind4pendants (sur ~). 

La condition mn ~ 2(m+n) apparaXtra de fagon naturelle, mais compte tenu de 

la sym~trie entre m st n , on peut noter que les seuls cas int4ressants sont 

(m = n = 4) et (m = 3 , n = 6). 

Indiquons quelques corollaires du th@or&me 7.1.1. D'abord, dans le cas 

m = n = 4 , si on choisit 

on obtient le 

Corollaire 7.1.2. Soient 

bres 

u I = I , u 2 = a , u 3 = b , u 4 = ab , 

v I = ~ , v 2 = a~ , v 3 = bl , V 4 = ab2 , 

a , b , ~ trois hombres complexes ; o~n suppose que les nom- 

I ,a,b,ab 

sont ~-lin4airement ind4pendants, e_~t que ~ # 0 . Alors deux des 9 nombres 

ea~ eb2 ab~ a2~ b21 a2b2 ab2~ a2b22 
e , , , e , e , e , e , e , e , 

sont alg4briquement ind4pendants sur ~ . 

En particulier, deux des 3 nombres 
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7.3 

2 " ~  , 2 "~f~ , 2 Y'6 

sont alg4briquement ind4pendants sur ~ ; de m@me, le degr4 de transcendance sur 

du corps 

Q(e ~ , e ~-~ , e i~) 

est sup@rieur ou 4gal & 2. 

Choisissons maintenant 

u I = I , u 2 = a , u 3 = b , u 4 = ab ; 

Vl = 21 ' v2 = b21 ' v3 = ~2 ' v4 = bI2 " 

Corollaire 7.1.3. soit b un nombre irrationnel quadratique (c'est-&-dire tel que 

[Q(b) :~] = 2). Soient £1 ' 22 ' a trois nombres complexes. O__n_n suppose ~ue 

21 ' b21 ' £2 ' b22 

sont Q-lin@airement ind4pendants. 

Alors deux des huit hombres 

2 a2. b2 abe. 
l 1 1 l 

e , e , e , e , (i = 1,2) 

sont alg4briquement ind4pendants. 

Enfin, si on cho~sit 

u I = I , u 2 = t , u 3 = t 2 , u 4 

v I = a , v 2 = at , v 3 = at 2 , v 4 

on d4duit du th@or&me 7.1.1 le 

= t 3 

= at 3 , 
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7.  

Corollaire 7.1.4. Soient t un nombre complexe transcendant, e_~t 

plexe non nul. Deux de p sept hombres 

e x p ( a t  i )  , (0  ~ i g 6)  

a un nombre com- 

sont alg4briquement ind4pendants. 

Choisissons maintenant m = 3 , n = 6 , aveo 

I 
u I = Log 2 , u 2 = t Log 2 , u 3 = ~ Log 2 , 

I 
u~ = Log 3 , uD = t Log 3 , u~o = ~ Log 3 , 

I 
v I = I , v 2 = t , v 3 = ~ . 

Corollaire 7.1.5. ~oit t un nombre complexe tr~Isoendant tel que les 6 hombres 

Log 2 , t Log 2 , 5 2 Log 2 , Log 3 , t Log 3 , t2 Log 3 

soient ~-lin4%irement ind6pendants. A lo<s deux des huit nombres 

1 1 1 1 
t 2 ~ 2 t2 -- t ~ t 2 t-~ 

2 , , , 2 t2 , 3 , 3 , 3 , 3 

sont alg4briqueMgnt ind4pendants. 

Pour d4montrer le th4or~me 7.1.1, on reprend la d4monstration du th4or&me 4.1.2; 

aveo les notations du §4.4, les relations (4.4.4) montrent que la fonction F N ad~ 

met au moins M ~ z@ros dans le disque 

4 = ; 

utilisons le th4or~me 6.1.1, avec 

p l + . . . + p e  = (2N=) n , e t  e = 2 N m ( I , ~ l l + . . . + l u J )  . 

t 8 6  



On obtient : 

d'oh 

7.5 

n El 

~ ~ 2 n N mn+ 2N m M n ( E  l u i l ) ( ~ ,  ILl) , 
i=I j =I 

M~<2N , 

quand N est suffisamment grand. Compte tenu de cette in4galit4, le r4sultat d@mon- 

tr~ au §4.4 s'4nonce alors : 

Th4qr~me 7.1.6. #oient m e_~_t n deux hombres entiers tels que mn > m+n . Soient 

u I , ... ,u n (resD. v I ..... Vm) des hombres complexes ~-lin4airement ind4pendants. 

Soit K I l_.~e SOUS-corps d__~e ~ obtenu en adjoignant "_a Q les mu hombres 

exp(uiv j) , (I ~ i ~< n , I ~< j .~ m) . 

~oit t ~ne taille sur K I . Alors il existe ~.e suite (~)N~No 

non nuls de K v4rifiant 

e_A 

d'414ments 

Lo~J~. I  << -N  ' ~  Log N 

t(~ N) << N m+n 

pour N ~+~. 

On en d4duit imm4diatement le th4or~me 4.1.2 (grace au lemme 4.2.23) et le th4- 

or~me 7.1.1 (grace & 5.1.4). 
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7.6 

§7.2 Compl@ment au th4or~me de ~el'fqnd Schneider 

Apr~e avoir @tudi4 l'ind@pendance alg4brique de nombres 

exp(uiv j ) , 

nous allons 4tudier l'ind4pendance de 

u i , exp(uiv j) • 

Le th@or~me 2.1.1 de Gel'fond Schneider montre que, si 

complexes ~-lin4airement 

les hombres 

ne sont pas tous alg4briques. 

ind4pendants, et si 

U V U V 
S 2 

u I , u2, e , e 

rest. ,Vm) Th4or~me 7.2.1. $oient ul,...,u n vl,... 

Q-lin4airement ind4pendants. Si 

mn ~ 2m+n , 

u 1 , u 2 sont deuxnombres 

v est un nombre complexe non nul, 

des nombres complexes 

alors deux des nombres 

u i , exp(%vj) , (I ~ i~ n , I ~ j ~ m) 

s ont alg@briquempnt ind4pendants. 

Lee cas int4ressants sont (m = n = 3) et (m = 2 , n = 4). 

Voici quelques corollaires du th4orSme 7.2.1. 

Choisissons d'abord m = n = 5 ,puis 

= t 2 
u I = I , u 2 = t , u 3 

= i , v 2 = t2 , v = t22 . Vl 3 
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7.? 

Corollaire 7.2.2. Soient 

rithme d'un nombre alg@brique. &lors l e cprps 

~(t , e ~t ~t2 ~t3 
, e , e 

a un degr@ de transcendance sur Q 

t un nombre complexe transcendant, e_~t 

, e ~t¢) 

sup@rieur o_~u 4~a! ~ 2. 

On peut remarquer que l'un des trois hombres 

~t 
e 

est transcendant, grace ~ (2.2.3). 

Corollaire 7.2.3. ~oit 

"_a 3. ~oit a 

~t 2 ~t 3 
~e ~e 

~ 0 tun IQ~a-- 

b un nombre al~brique , de degr@ sur Q sup@rieur o~u @gal 

un nombre a!~6brique , a ~ 0 , a ~ I . A~ors deux des 4 nombres 

b b 2 b 3 b 4 
a , a ~ a ~ a 

sont alg@briquement indgpend~ts. 

Ce r@sultat, dR & Gel'fond, admet pour cons@quence l'ind@pendance alg@bria~ue des 

deuxnombres 

quand a ~ 0,1 

par exemple 

Darts le cas 

b b 2 
a ~ a 

est alg@brique, et best irrationnel cubique ([Q(b) : Q] = 3). 

3 

dim ~(2  ~ , 2 ) = 2 . 

u 2 b I = b 2 u I = I , = , u 3 , 

Vl = ~I ' v2 = ~2 ' v3 = ~3 ' 

on obtient le 

189 



7.8 

Corollaire 7.2.4° Soient b I , b 2 deux nombres alg@br±queso tels ~ue I , b I , b 2 

soient ~-lin@airement ind@pendants. Soient ~1 ' ~2 ' ~3 trois logarithmes 

~-lin@airement ind@pendants de nombres alg@briques. Deux~es six nombres 

e J 3.. , (i = 1,2 ; j = 1 , 2 , 3 )  

sont alg@briquement ind~pendants sur Q . 

On peut d@montrer une variante de ce r@sultat, en prenant n = 4 , m = 2 , et 

u I = I , u 2 = b I , u 3 = b 2 , u 4 = b 3 , 

vl = £I" v2 = ~2 " 

Corollaire 7.2.5. Soient bl,b2,b3, des nombres al~@briques, tels que 

I , b I , b 2 , b 3 

soient ~-lin6airement ind@pendants. Soient ~I ' ~2 deux loga_rithmes 

~-lin@airement ind@pemdants d enombres alg@briques. Deux des six nombres 

,~,b, 
:z .J (i 1,2 ; j 1 , 2 , 3 )  e ~ ~ 

sont al~@briquement ind@pendants. 

Consid@rons maintenant les hombres 

Corollaire 7.2.6. Soit 

logarithmes Q-lin@ffirement 

$2 ' ~ ~2 " 

un nombre alg@brique irrationnel. ~oient 

ind@pendants de nombres alg@briques. Alors 

e£113 £2!B £1132 /~2132 
; , e , e , e ) ~2 . 

C'est ainsi que deux des 3 hombres 

,e 1 , ,e 2 
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7.9 

Log 2 2 i 3 i 
Log 3 ' 

sont alg@briquement ind@pendants sur Q . 

Enfin, le choix 

u I = I , u 2 = b , u 3 = c , u 4 = bc 

v I = ~ , v 2 = c~ 

conduit h l'@nonc@ suivant : 

Corollaire 7.2.7. ~oient b et c deux nombres alg@briques, tels que 

I , b, c , bc 

ind@pendants. Soit ~ un nombre complexe non nul. ~degr@ soient Q-lin@airement 

d_~e t ranscendance, s,ur Q , d__uu corps 

~(e ~ eb£ c~ bc~ c2£ ebC2~ 
~ e ~ e ~ 8 ~ ) 

est sup@rzeur o_~u @gal "a 2. 

On retrouve par exemple un r@sultat du §7.1 : 

d i m  ~(2 ~ , 2 ~ ,, 2 ~ )  ) 2  . 

Pour d@montrer le th&or~me 7.2.1, on @tablit le r~sultat suivant : 

Th@or~me 7.2.8. ~oient m >i I et n >t 2 deux hombres entiers. Soient 

(resp. v I ,... ,vm) des nombres complexes ~-lin@airement 

sous~corps de ~ obtenu en ad.i0i~nant ~ Q les (m+1)n 

U.V. 

u , e I g , (I ( i ~< n , I ~< j ~ m) 
1 

~oit t une taille sur K 2 . Alors il existe une suite (~)N~No 

nuls de ~ , v@rifiant 

ind@pendants. Sp,%~, 

Hombres 

ul,..-,u n 

d'@l@ments non 
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et 

7.10 

n 

Lo~t~Nl <<-N Log N , 

m+n 1 

t(~ N) << Nm+S.(Log N) m+1 , 

~ o u r  N ~ + c o  . 

On en d@duit, en utilisant 5.1.4, le th@or~me 7.2.1. D'autre part le lemme 

4.2.23 conduit & la g@n@ralisation suivante du th@or&me de Gel'fond schneider. 

Th@or~me 7.2.9. ~oient ~ > 1 un nombre r@el, e_~t K un sous-corDs de ¢ d_~e t~pe d_~e 

. . . . . . .  (resp. v I .,Vm) transcendance inf@rieur ou @gal ~ ~ sur Q . ~oient u I .,u n ,.. 

des hombres complexes Q-lin@airement ind@pendants. Si 

mn ~ ~m+(~-1)n , 

alors l'un au moins des hombres 

exp(uiv j) , (I ~ i~n , I ~ j ~ m) u i 

est transcendant sur K . 

Comme pour le th@or&me de Gel'fond schneider, il y a deux d@monstrations pos- 

sibles de 7.2.8, correspondant & une extension de la m@thode de Schneider et de celle 

de Gel'fond respectivement. 

premiere d@monstration du th@or&me 7.2.8 

Soit (x I ..... xq,y) le syst&me g@n@rateur de ~ sur Q permettant de d@fi- 

nit la taille t , et soit A l'anneau 2[x I ..... Xq,y] @ 

Soit N un entier suffisamment grand. On d@finit 

Nm+n m] 
(Log N) m~1" (7.2.1o) R ° = , 
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7.11 

et 

in-1 1 ] 
(7.2.11) R I = N ~+I (Log N) m+--~ . 

Le lemme 4.3.1 permet de montrer l'existence d'un polynSme non nul 

PN C A[x ° ..... x] , 

avec 

e t  

de~ x P~ ~ 2~ o , ~egx.P~ ~, 
o 

, (1 ~ j 4~ m) 

tel que la fonction 

v@rifie 

t(coefficients de pN) << RIN + n ° 

V Z V Z 

FN(Z ) PN(Z, e 1 m 

Log N , 

F N ~ k l u l + . . . + & % ~  = 0 pour 

D'apr~s le th@or~me 6,1.1,  le  nombre 

le disque 

est major6 p a r  

avec 

k = I  . . . . .  N , (1 .< i ~ n )  . 
l 

n(FN,P) de z4ros de la fonction F N dans 

n 

Izl .< ~ = 3 . ~ ( 7 - ~  l u i l )  
i = t  

2(2Ro+I )(R1+1 ) + 5p£] 

m 

Pour N suffisamment grand, on a 
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do nc 

7.12 

m+n I 
- -  - -  n m 

5pQ £ 30 Nm+1(Log N)m+1.(~'-'~, luil)O-7 Ivjl) ~ ~ • 
i=i j=1 

Par cons4quent l'un des hombres 

~(F~,p) < (3~) ~ . 

FN(hiu1+...+hnu n) , (I ~ h i ~ 3N , 1 4 i ~ n) 

est non nul. Notons ~ l'un de ces hombres non nuls. Alors 

et il est facile de majorer sa taille par 

appartient 

doric 

pour majorer 

t(~) << ~1 N + R ° ~o~ N 

m+n 

t(c N) << Nm+1(Log N) m+1 

, on utilise le principe du maximum sur le disque 

I 
'm~ 

pour la fonction enti~re 

On majore IFNI R 

N N 
F~(~). n ... H (~-k~u I 

k I =I kn =I 

par 

Lo~IF~IR << RI~ + Ro 

-...- ~)-' 

I 

Log R << Nn(Log N) m+1 , 

car m+n+1 $ n(m+1). 

D'autre part l'in4galit4 

n 

i=I 

I 

> N m+2 
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7.13 

permet de majorer 

par 

on en d~duit 

n . . .  1 
I ~' I=~ z1=I  ~n ='  

1 N n ( 1--7-)Nn = exp(- ~ Log N) 

Nm+2 

1 N n Log, ,'oJ - 

ce qui d4montre le th4or~me 7.2.8. 

Log N , 

Deuxi~me d4monstration du th6or~me 7.2.8 

on conserve les m~mes valets (7.f. I0) et (7.2.11) ~e ~o et ~I en robot±on 

de N . Le lemme 4.3.1 permet de construire, pour N suffisamment grand, an poly- 

nSme non nul 

PN c A[x, ..... x] 

de degr/ inf@rieur ou @gal h 2N par rapport & X 
l 

ficients ont une taille major@e par 

(~ ~< i ,< n) et dont les coef- 

t(coefficients) << RIN + R ° Log N , 

tel que la fonction 

U Z U Z 

F~(z) = PN(e I , . . ° , e  ~ ) 

v4rifie 

d S 

FN(klv1+'"+kVm)m = 0 pour k = I ..... R I (I ~ j £ m) et s = 0 Ro-1 
dz s J 

Q 

Le th4or6me 6.1.1 montre qu'il existe des entiers hl,...,h m , ~ , v4rifiant 
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7.14 

2n+2R1 Ro I ~ hj ~ (I ~ j ~ m) et 0 ~ ~ -~-I 

et tels que 

d ~ =~FN(hlv~+ +hmV m) io 
dz ~ 

On utilise le principe du maximum, sur le disque 

n I 

R = N 2 3 
7 

Izl ~ R , avec 

pour la fonction enti&re 

R 1 R I _ [-~-£] 
( d~ FN(Z)) n . . .  n ( z - k  v - . -  ~mVm ) 
dz ~ "ki=I km=1 I I "" 

On remarque que, pour N suffisamment grated, on a 

16 F Log sup FN(Z) < N , 
Iz1=R 

et 

R1 ~1 (hl-k 1)~l+...+(hm-km)v ~ 
sup H . . .  H t " ~ - - k ~  1 - ~  k-~m ( exp(- ~ 1  Rlm Log N) " 

I zl=~ ~1=1 ~=1 
On en d~duit 

I N n ~ o ~ l q T I  '~ - ~ _  ~,o~ ~ . 

D'autre part on peut majorer la taille de ~ : 

m+n I 

t ( ~ )  << R,N + R ° ~o~ ~ << ~m+l.(~o~ N) ~+1 

ce qui d@montre de nouveau le th@or~me 7.2.8. 
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7.15 

§7.3 Compl~ment au th~or~me d_£eHermiteL%ndemann 

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous ~tudions l'ind6pendance alg~brique 

de hombres 

U i , Vj , exp(uivj) . 

Le th6or~me 3".I.1 de Hermite Lindemann montre que l'un des trois hombres 

est transcendant, si u I ~ 0 

Th6orbme 7.3.1. Soient ul,...,u n 

Q-lin@airement ind@~endants. Si 

alors deux des nombres 

U V 
I I 

u I , v I , e 

et v I ~ 0 . 

(resp. v I ..... Vm) des nombres complexes 

mn > m+n , 

u i , vj , exp(uivj) , (I ~ ± ~ n , I ~ j ~ m) 

sont al~briquement ind6pendants. 

Le cas int~ressant (remarquer la sym~trie entre m et n) est 

Le principal corollaire du thgorbme 7.3.1 s'obtient en choisissaut 

Corollaire 7.3.2. Soient t 

plexe non nul. Deux des 6 nombres 

a 
a , t , e 

u I = a , u 2 = at , u 3 = at 2 , 

v I = I , v 2 = t . 

unnombre q omplexe transcendant, e_~t a 

at at 2 at 3 
, e , e , e 

m=2 , n= 3 . 

un nombre oom- 

sont alg~briquement ind@pendants. 
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7.16 

En particulier, soit r un hombre rationnel non nul ; on a 

r 2r e3r e e ) 
dimQ Q(e , e , e , e ~ 2 , 

et, si I ~ 0 est un logarithme d'un nombre alg4brique, on a 

ir+1 ~2r+I z3r+1 
dimQ ~(I , e , e , e ) > 2 . 

Le cas t alg4brique conduit au 

Corollaire 7.3.3. ~oit I ~ 0 un logarithme d'un hombre alg@brique. Soit 

nombre alg4brique d_~edegr4 sup4rieur o_.%u4gal ~ 3. Deux des hombres 

bun 

2b £b 2 Ib 3 
2 , e , e , e 

son,t alg4briquement ind4pendants. 

Pour d4montrer le th4or&me 7.3.1, il suffit, grace h 5.1.4, que l'on 4tablisse 

le r4sultat suivant. 

Th4Qr~me 7.3.4. Spient m e t n deux hombres entiers positifs, e_~t u1,...,u n 

(resp- v I .... ,v m) des nombres complexes Q-lin4airement ind4pendants. Soit Y~ l_2e 

corps obtenu en adjoignant ~ ~ les mn+m+n nombres 

u i , vj , exp(uiv j) , (I ~ ±~ n , I ~ j ~ m) . 

Soit t une taille sum ~ . II existe une suite (~N)N~No d'414ments non nuls de 

v4rifiant 

e_At 

<<  - , 

t (~ i )  << N m+n 

pour N -~ -w~ . 
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7.17 

En utilisant le lemme 4.2.23, on en d6duit 6galement la g6n6ralisation suivante 

du th4or&me de Hermite Lindemann. 

Th4or~me 7.3.5. ~oient ~ ~ I un nombre r4el, et K un sous-corps d.~e @ d_~e type de 

. . . . . . .  ( r e s p .  v 1 . . , V m )  transcendance inf6rieur ou 4~al ~ ~ sum Q . Soient u S ..,u n ,. 

des nombres complexes ~-lin4airement ind69endants. Si 

mn > (T-1)(m+n) , 

alors l'un au moins des nombres 

u i , vj , exp(uivj) 

est transcendant sur K . 

, (1 ~< i 4 n , 1 £ j 4 m) 

D4monstration du th4or&me 7.3.4 

Notons A 

teur de 

Soit N 

l ' ~ n ~ e a ~  ~ . . . . .  x q , y ]  , o~ (~1 . . . . .  xq,y) 

sur ~ permettant de d4finir la taille t . 

un entier suffisamment grand. On d4finit : 

R o = [Nm+n(Log N) -~] , 

est le syst~me g6n4ra- 

et 

m 

R I =N 

On peut construire, en utilisant le lemme 4.3.1, un polynSme non nul 

PN c A[x  ° . . . . .  x n] , 

, de degr4 ~ R I par rapport h X I ...,X n , et de degr@ ~ 2R ° par rapport ~ X ° 

dont les coefficients ont une taille major4e par 

t(coefficients) << N m+n , 
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7.18  

tel que la fonction 

U Z U Z 

P N = pN(Z , e I ,...,e n ) 

v4rifie 

dS-1 FN(k lV1+o. .+kmVm) = 0 pour  s = I . . . . .  R ° e t  k = I . . . . .  N n ( I  ~ j £ m) 
dzS-1 ' , j " 

Le th4or&me 6.1.1 prouve l'existence d'entiers hl,...,h m, ~ , v4rifiant 

R 
O 

I ~< hj ~< 8N n (I ~< j ~< m) I £ ~ ~< "T 

tels que 

~N dzO-1 FN(hlv1+"'+hmVm) / 0 . 

Alors ~ est un @14ment non nul de 5 ' dont la taille est major4e par 

t(h) << N m+~ 

Le principe du maximum, sur le disque 

I~I ~R:~+} 

appliqu4 h la fonction enti&re 

de-1 N n 

( ? z - ~ - T F N ( z ) ) .  n 
k I =I 

conduit h la majoration 

(z zlvl- &vm)[ ~] 

LogI~l ~< - 5 ~nm+m+n 

ce qui d4montre le th6or&me 7.3.4. 

200 



7.19 

§7.4 L__~ehuiti~me 9rpbl~me d_~eSchneider 

Darts les th4or&mes 7.1.1 et 7.2.1, les hypotheses sur m et n 

et mn ~ 2m+n) 4talent des in6galit4s larges, alors que l'hypoth&se 

(mn } 2(m+n) 

mn > m+n du 

th4or&me 7.3.1 est une in6galit4 stricte. Nous allons 4tudier ce qui se passe quand 

mn = m+n , o'est-~-dire 

suivant. 

Th@or~me 7.4.1. $oient 

~--lin@airemgn ~ 

m = n = 2 . On co~uait actuellement le r4sultat partiel 

u I , u 2 (resp. V I ,v2) deux hombres complexes 

ind4pendants. S_~ les deux nombres 

UlV I u v 
e , e 2 1 

sont alg4briques, alors deux des nombres 

ulv 2 u2v 2 
ul ' u2 ' Vl , v 2 , e , e 

sont alg@briquement ind4pendants. 

On d4duit de ce th4or&me la transcendance du nombre 

2 
e . e 

e + le 

(of .  [Schneider,  T, Problbme 8] ) .  

Plus g4n4ralement le choix 

u I = v 2 = 1 , u 2 = v I 
r 

= e 

donne le 

Corollaire 7.4.2. ~oit r ~ 0 un nombre rationnel. ~'un des deux hombres 

r 2r 
e e 

e ~ e 

e s t  t ranscendant .  
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D'autre part, en choisissant 

u I = I , u 2 = x , u 3 = I , u 4 = Ix , 

on obtient le 

Corollaire 7.4.3. ~o%t I ~ 0 un hombre complexe. $oit x un nombre complexe, al~ 

brique sur ~(~), et i rrationnel. Alors un des nombres 

I x£ x21 
8 ~ e ~ e 

est transcendamt ° 

Par exemple, si I ~ 0 est un logarithme d'un nombre alg4brique, et si r ~ 0 

est un nombre rationnel, les nombres 

ir+1 12r+1 
e ~e 

12 
ne sont pas tous deux alg4briques. Pour x = I + ~- , £ = ~I , le corollaire 7.4.3 

I 

montre que, si 21 ' ~2 sont deux logarithmes Q-lin4airement ind4pendants de nom- 

bres alg4briques, alors l'une au moins des deux propri4t4s suivantes est vraie : 

(i) 11 , 22 sont alg4briquementind4pendants 
~2 

(ii) le hombre exp(~) est transcond~t. 

On peut obtenir ~ r4sultat du m@me genre s~_r 

2 
u 2 = v 2 = I) : si le nombre e ~ 

e et ~ (avec u = v 
I 

est alg@brique, alors les deux nombres e 

=iz , 

et 

sont alg@briquement ind4pendants. II revient au m@me de dire que le hombre 

2 
e ~ + i p(e,~) 

est transcendant, si P £ Q[X,Y] est un polynSme non constant. 

Enfin le th4or&me 7.4.1 contient la tra~scendance des nombres 
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2 - r  
+ie g , ( ~  c e) 

et 

2 
Log ~ + i exp(~ ~-~r--) ; 

~og ~ 

r = , = i% , u 2 = Log ~ , (choisir u I = ~ , u 2 = in , v I = I , v 2 i% 1-r puis u I 

in ). 
v I = I ' v2 = Log 

Ii y a deux m@thodes pour d6montrer 7 .4 .1 .  La premiere, qui est expos@e en d@tail 

darts [Brownawell, 1971 d]et [Waldschmidt, 1971 b], consiste A 4tudier les valeurs 

des fonctions 

u I z u2z 
z , e  , e  

aux points 

klV 1 +k2v 2 , ( k l , k  2) E ~ x Z .  

La deuxi&me m@thode, sugg@r@e dans [Waldschmidt, 1972a §7], utilise les fonctions 

V Z V z 
I 2 

Z , e , e , 

et les points klU I +k2u 2 , (k 1,k 2) E 7×3 . Nous allons pr4ciser ici cette deuxi&me 

m@thode. Consid@rons les deux corps 

Ii V Ii V 

% = ~(e 1 1 , e 2 1) 

e t  

u I v 2 u2v 2 
K = L(u I , u 2 , v I , v 2 , e 

Le th@or~me de Hermite Lindemann montre que le degr@ de transcendance de K sur Q 

est sup@rieur ou @gal ~ I. Supposcns que ce degr@ de transcendance soit @gal & I. II 
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existe w 6 K , transcendaut sur Q , et w I £ K , entier sur ~w] , tel que 

K = ~ ( w , w  1 ) ; d o n c  K = L ( w , w t ) .  Soient 61 = [ K :  { ( w ) ]  l e  d e g r 4  de w 1 s u r  :~[w] 

et 8 2 = [L : Q]. Soit N tun entier suffisamment grand. On d4finit des fonctions de 

N par : 

R = N2 (Log  N) 4 
O I 

_2 
a2 = 2 6 2 ~ ( L o g ~ )  4 ; 

s = N2(~og N)-1 

Remarquons que RoRIR 2 = 262 N2S . 

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de montrer qu'il existe un polynSme non nul 

R RI R2 k k k 
o o 1 2 

P~ = 7U ~q 7q pN(~o,~1,~2)x o x I x 2 , 
ko=O k1=o k2=o 

& coefficients pN(ko,k1,k2) dans ~W,Wl] : 

61 -I R 3 

p~(~,O,Xl ,~,2 ) = )--:, ~ ~(~'o,X~ ,~ ,2 ,h,~)w~ , 
h=o k=o 

avec qN(ko,k1,k2,h,k) £ ~ , et 

R 3 << ~2(nog N) 4 , 

] 

~og ~ 1 % ( ~ o , ~ t , ~ 2 , h , ~ ) I  << ~2(~og N) 2 

tel que la fonotion 

VlZ v2z 
FN(Z )  = PN(Z , e , e ) 

v4rifie 

d S 

- -  FN(~IUl + 12u2 ) = 0 , 
dz  s 

pour 
i ~I = I,...,N , 

22 = I,...,N , 

s = 0,...,S-I . 
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Grace au th@or~me 6 .1 .1 ,  on sait qu'il existe des entiers 

I ~ Jl ~ 3N , 1 g J2 ~ 3 62N , 0 6 s o 

J1'J2'So ' tels que 

et 

S 
O 

d 

0 
dz 

Le principe du maximum, sur le disque 

S 
O 

d 
S 
O 

dz 

N N 

ON= ~ H 

,e 1 =1 ,e2-1 

oh 

permet de majorer 

F N ( J ] u  1 +J2u2 ) ~ 0 . 

Izl ~ R = N 2 , pour la fonction 

F N • O~ 1 , 

(x -~1~-~p2) [~ ]  -1 

=ogla.I << - .4 . 

(On utilise les majorations 

et  

s I 
d o 

~o~l-yj  ° F . I  << .3(~og .)2 
dz 

I%(Wo)I 
zO~-T~ R <<-N2szo~N<<-;~ ). 

On majore la taille de ~ : 

I 

Ces ~jorations ne sont ~s assez fines pour utiliser 5.1.4. soit ~ la norme (de 

t~me g4n@rateur (W,Wl) de K sur ~). Alors ~ est u~ polynSme non nul de 

~[w] , v@rifiant 
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I 

t(~) << N2(Lo~ ~)2 

_3 
degw% << N2(Log },~) 4 

Lo l l' ' 

Le thEor&me 5.1.1 montre que le nombre w est alg6brique, ce qui contredit le rgsul- 

tat de Hermite Lindemann. Le th@or&me 7.4.1 est donc dEmontr@. 

§7.5 ~@f@rencgs, conjegtures 

Le plus ancien r@sultat d'indEpendance alg@brique concernant les valeurs de la 

fonction exponentielle est le thEor~me de Lindemann Weierstrass (1885). 

Th@or&me 7.5.1. Soient ~1,...,~n 

dants. Alors les nombres 

sont algEbriquement ind4pendants. 

des nombres alg@briques ~-lin6airement ind6pen- 

al an 

Les d@monstrations de ce r@sultat se font par tune extension des m6thodes de 

Hermite et Lindemarm (of. §3.4). Connie ces m6thodes sont d'un type diff@rent de 

celles que nous avons pr6sent6es, nous ne les dEvelopperons pas ici. 

pendant plus d'un demi-si~cle, il n'y eut plus de nouveaux EnoncEs d'indEpendance 

algEbrique - h l'exception de quelques r6sultats lies h la classification de Mahler 

(ainsi, soit ~ un U nombre - par exemple u~ nombre de Liouville -, et soient 
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~1,...,~n des hombres alg@briques, Q-lin@airement ind@pendants. Alors les hombres 

I n 
, e ,..., e 

sont alggbriquement ind@pendants [Mahler, 1931]). 

Les premiers r@sul~ats d'ind@pendance alg@brique obtenus par les m@thodes que 

nous avons @tudi@es datent de 1949 [Gel'fond, T, chap.III §4] ; Gel'fond d$montrait 

alors deux th@or&mes, correspondant aux th@or~mes 7.2.1 (darts le cas m = n = 3) st 

7.3.1 ; mais ces @nonc@s comportaient des hypoth&ses suppl6mentaires, dues au fait 

que les settles ~jorations cornlues du hombre n(f,R) de z@ros d'un polyr~Sme expo- 

nentiel 

d@pendaient alors du nombre 

~z 

f ( z )  = E P~(~) e 
h=l 

A = re.in lw.-w.  [ 
ilj ~ J 

(of. §6.5). Pals, en 1967 et 1968, Smele~ obtenait le th@or~me 7.2.1 (dans le sas 

m = 2 , n = 4), ayes toujo~rs ~ne hypoth~se suppl@mentaire. 

Ii ~tait facile de voir qu'~le majoration convenable de n(f,R), ind@~ndante 

de A , permettrait de supprimer ces hypotheses superflues. Les th@or~mes 7.2.1 et 

7.3.1 sont expos6s dans [Tijdeman, 1970b] et [Waldschmidt, 1971a] (pour le th@or~me 

7.3.1, voir aussi [Smelev, 1968]), tandis que le th@or&me 7.1.1 se trouve dans 

[Brownawell, 1971b] et [Waldschmidt, 1971a] ; il a aussi @t@ obtenu, ind@pendamment, 

par R. Wallisser (non publi6)o Les th@or~mes 7.2.9 et 7.3.5 sont &nonc@s sans d@- 

monstration dans [Brownawell, 1971a]. 
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Pour trouver les r@sultats du §7.4, il @tait indispensable de montrer que l'on 

pouvait dissocier les deux fonctions ~n et 6 n du crit~re 5.1.1 de transcendance 

(cf. §5.5). Le th~or&me 7.4.1 a @t@ d@montr$, ind@pendamment, dans [Brownawell, 1971 

d]et [Waldschmidt, 1971 b]. On trouvera dans ces articles de nombreux autres corol- 

laires. 

Aucun de ces r@sultats ne semble le meilleur possible. La conjecture la plus 

g@n@rale concernant les propri@t@s de transcendance de la fonction exponentielle a 

@t@ @nonc@e par S. Schanuel (cf. [Lang~ T, P.30]). 

Donjecture 7.5.2. S_~i x I ,...,x n sont ..................... des hombres complexes ~-lin@airement ind6- 

pendants, alors l_~edegr@ de transcendance sur Q ducorps 

x x 
( ,e n) 

Q,X I .... ,x n , e .... 

e st sup@rieur o_~u @~al ~ n . 

Cette conjecture contient routes les propri@t@s connues sur la nature arithm@- 

tique des valsurs de la fonction exponentielle (mises ~ part~ @videmment, les propri- 

@t@s li@es aux approximations diophantiennes) ; ells est @galement r@put@e contenir 

routes les conjectures raisormables que l'on peut @noncer sur ces valeurs. 

Voici quelques cons@quences de la conjecture de Schanuel. Ells contient l'ind~- 

pendance alg~brique de e et ~ , ainsi que l'ind@pendance alg@brique de logarithmes 

Q-lin@airement ind@pendants de nombres alg@briques, plus g@n@ralement, ells contient 

la conjecture suivante de Gel'fond. 

Conj ecture 7.5.3. Soient ~I ..... an des hombres alg@briques ~-lin@airement ind@- 

pendants, soient ~1 ..... £m de___~slogarithmes Q-lin~airement ind@~endants de nombres 

alg@briques. Alors les hombres 
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~1  an 
e ,...,e , ~1,...,~m 

sont alg@briquement ind@pendants. 

D'autre part, 7.5.2 permettrait de r@soudre le probl~me de l'ind@pendance alg6- 

brique de hombres de la forme ~ [schneider, T, probl&me 7 ] : 

Conjecture 7.5.4. ~i ~ ~ 0 est un logarithme d'un nombre alg@brique ~ , et si 

nombres 

sont des nombres alg6briques ~-lin@airement ind@pendants, alors les 

~I ~I ~n ~n 
= e , o . . , ~  = e 

sont alg@briquement ind~pendants. 

On d@duit de 7.5.4 une conjectuze de Gel'fond : si I # 0 est un logarithme 

d'un nombre alg@brique ~ , et si ~ est un nombre alg4brique de degr4 

[~(~):~] = d > 2 

alors le degr@ de transcendance sur Q du corps 

~(~ ..... ~ ) 

est @gal & d-1 . Le th@or&me de Gel'fond schneider r@sout le eas d = 2 , et 

Gel'fond a r@solu le cas d = 3 (cf. 7.2.3). 

Enfin, un cas particulier de la conjecture de Schanuel est la 

.. des nombres complexes Q - lin~airement ind~pen- Conjecture 7.5.5. Soient Ul,. ,u n 

unnombre co mplexe transcendant. A l~s l~edegr@ d etranscendance dants ; soit v 

sur ~ du corps 

ul Un n vu I vu 
~(e ..... e , e ..... e ) 
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est su~rieur ou @gal ~ n-1 . 

Cet ~nonc@ permettrait de r~soudre une conjecture de Lang et schneider 

(of. §2.3). 

Comme toutes ces conjectures semblent inaccessibles ~ l'heure actuelle, en voi- 

ci une derni&re qui pourrait @tre plus facile. 

Conjecture 7.5.6. Soit ~ % 0 un logarithme d'un hombre alg@brique, e_~.t ~ un hom- 

bre irrationnel quadratique. Les deux nombres 

, e ~ 

sont al~@briquement ind@pendants (exemple : ~ et e~). 
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EXERCICES 
Exercice 7°I.a. soit M £ Mn(C) ; soit d la dimension du sous-Q-espace vectoriel 

de ~ engendr6 par les valeurs propres de M . Soient tl,...,t m des nombres com- 

plexes ~-lingairement ind6pendants. Soit K un sous-corps de ~ , de degr@ de 

transcendance % 1 sur Q . 

On suppose 

Montrer que l'on a 

exp(Mtj) E GLn(K) pour I ~ j ~ m . 

md < 2(m+~)  . 

Exercice 7.1.b. Soient • > I et T' deux hombres r~els ; soient m et n deux 

hombres entiers, v@rifiant l'une au moins des deux propri@t~s (i) et (ii) suivantes : 

(ii) ~' ~ I et mn > ~(m+n) . 

Montrer que le corps K I du th6or~me 7.1.6 n'a pas un type de transcendance inf6- 

rieur ou 6gal h (~,~') sur Q (aveo la notation de l'exercice 5.4.d). 

Indications. On utilisera soit le th@or~me 7.1.6, soit l'exercice 4.5.b. 
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Exercice 7.1.c. On suppose que le corps 

deer4 de transcendance I d'un corps 

transcendance ~ ~ . 

Montrer que 

(Utiliser l'exercice 5.4.c). 

[Brownawell, 1971a, th.5]. 

7.30 

K I du th4or~me 7.1.6 est une extension de 

L , oh L est une extension de Q de type de 

mn < 2~(m+n).  

Exercice 7.1.d. Soient m 

bres complexes, I ~ 0 et 

et n deux nombres entiers positifs, et t , 

t ~ ~ . On suppose qu'il existe un sous-corps L 

2tm+n-2 
K = Q(e I, e 2t .,e ) 

qui a un type de transcendancs inf4rieur ou 4gal 

Montrer que, si mn ~ 2~(m+n), alors 

dimLK ~ 2 . 

En d4duire que trois des 23 nombres 

t t 22 
e , e ,...,e 

sont alg@briquement ind@pendants. 

(Utiliser l'exerciee 7,1.c, et le fair que Is corps 

aance ~ 3 sur Q). 

sur ~ . 

deux nora- 

de 

Q(e) a tun type de transcen- 
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Exercice 7.I.e. On suppose que le corps K I du th~or&me Y.I.6 est une extension de 

degr@ de transcendance ~ I d'un corps L , et que L a un type de transcendance 

(~,~') sur ~ . Montrer qus, si ~' < I , alors mu < 2~(m+n). 

(Utiliser l'exercice 5.4.d). 
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Exercice 7.2.a. Soient P1 'P2 deux polynSmes de ~X1,X2,X3] , non nuls et premiers 

entre eux. soit m unnombre alg@brique de degr@ 3 (irrationnel cubique). Montrer 

que le syst&me d'@quations 

2 

tP1 (ex ~X e~X , e , ) =0 

2 
LP2(e x ~x e~X , e , ) = 0 

n'a pas de solution x ~ 0 dans @ . 

(Comparer avec [Gel'fond, T, chap.III §4 cot.3 du th.I]). 

Exercice 7.2.b 

I) Sous les hypotheses de l'exercice 7.1.a, on suppose que les nombres 

partiennent & K . Montrer que 

t ap- 
J 

md < 2(m+d-~) . 

2) Sous les hypoth&ses de l'exercice 7.1.a, on suppose que la matrice 

partient & Nn(K). Montrer que 

md < 2m+d . 

M ap-  
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Exercice 7.2.c. Soient • > I et ~' deux nombres r~els. On suppose que le corps 

du thgor&me 7.2.8 a un type de transcendance ~ (~,~') sur Q . Montrer que, si 

• ~ < I -m~T+1 9 

alors 

~n < ~m+ (~-1)n . 

En d~duire que, quel que soit ~', on a 

nlu % ~m + (v-1)n . 

(On pourra utiliser, au ohoix, le thgor~me 7.2.8 ou l'exercioe 4.5.b). 

Exercice 7.2.d. On suppose que 

d'un corps L , oh 

Montrer que 

[Brownawell, 1971a, th.3]. 

est une extension de degr@ de transcendance ~ I 

L a un type de transcendance % ~ sur ~ . 

mn< 2~m + (2v-1)n . 
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Exercice 7.2oe. Soient 
41,...,£h 

des logarithmes ~-lin4airement ind4per~ 

• Soit n le plus petit entier 

7.34 

dants de hombres alg4briques. On note ~. = e J 
J 

7 
8+~ , et soit # un nombre alg4brique de degr4 ~ n . 

Montrer que trois des hombres 

(j = I .... ,h ; k = ~ .... ,n) 
J 

sont alg4briquement ind4pendants. 

(Indications. On utilisera l'exereice 7.2.d, avec le fair que le corps ~(~,#,~) 

un type de transcendance { 4 sur Q (cf. §4.6). On utilisera le th@or~me 8.1.1 de 

Baker pour montrer que les nombres £I,...,~h sont lin6airement imd@pendants sur 

~(~)). En d@duire les r@sultats suivants 

I. si ~ ~ 0,1 

14 nombres 

est alg@brique, et si ~ est alg@brique de degr@ 15, alors trois des 

2 614 

est tun nombre alg@brique de degr@ 12, alors 

sont alg@briquement ind@pendants sur ~ . 

2. Si ~I ' ~2 sont deux hombres alg@briques poss@dant des logarithmes 

~-lin@airement ind@pendants, et si 

k k 

~ , ~2 ~ , ( k =  1,2 . . . . .  11) 

trois des 22 hombres 

sont trois logarithmes Q-lin@airement ind@pendants 

est un nombre alg@brique de degr@ 11, trois des 30 

sont alg@briquement ind@pendants. 

3. Si Log ~I , Log ~2 ' Log ~3 

de nombres alg@briques, et si 

nombres 
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~k ~k 

~I ' ~2 

sont alg4briquement ind4pendants. 

7.35 

k 
( k  = 1, .... 10) 

4. si 

~-lin4airement ind4pendants, et si 

trois des 36 hombres 

sont alg~briq~ement ind~pendants. 

~I ' ~2 ' m3 ' ~4 sont quatre hombres alg4briques dont les logarithmes sont 

est un nombre alg4brique de degr4 10, alors 

k 
, 0¢~ , ( k  = I . . . . .  9 )  

Q-lin6airement 

des 64 nombres 

5. Si ~I,...,a8 sont huit nombres alg4briques dont les logarithmes sont 

ind4pendants, et Si ~ est un nombre alg4brique de degr4 9, alors 3 

sont alg6briquement ind~pendants, 

Comparer ces r~sultats avec cetux de [~melev, 1971]. 
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Exercice 7.2.f. On suppose que le corps ~ est une extension de degr@ de transcen- 

dance I d'un corps 

Montrer que 

L , et que L a un type de transcendance ~< (~,m') sur Q , avec 

21; m' < I - ~  
m+1 " 

< 21;m + ( 2 " ~ - I ) n  . 

(Utiliser l'exercice 5.4.d et le th@or&me 7.2.8). 
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Exercice 7.3.a. On suppose que le corps ~ du thdorbme 7.3.4 a un type de trans- 

cendance ~ (~,~') sur Q (~ > I , ~' E ~). Montrer que, si ~' < 0 , on a 

mn < ( ~ - l ) ( m + n ) .  

En d6duire que, si ~t ~ 0 , alors 

~ (~1)(~+~). 

Exercice 7.3ob. On suppose qu'il existe un sous-corps L de ~ , de type de trans- 

cendance ~ ~ sur Q . Montrer que, si 

alors le degr@ de transcendance de ~ sur L est sup@rieur ou @gal ~ 2. 

[Brownawell, 1971a, th.4]. 
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Exercice 7.3oC. Soit t un hombre complexe transcendant. On suppose que le corps 

Q(t) a un type de transcendance ~ ~ sur ~ . (~ ~ 2). Soit a ~ C , a ~ 0 . Montrer 

que, si mn > (2~-1)(m+n), alors trois des nombres 

a at at m+n-2 
a , t , e , e ,...,e 

sont alg@briquement ind@pendants. 

(Appliquer l'exercice 7.3.b) 

Quel!es sont les valeurs int@ressantes de m et n quand t est 6gal successive- 

ment 

, e , Log 2 , e ~ ~ Log____~2 e 
, 2 ' Log 3 

(Utiliser les r@sultats citgs au § 4.6). 

En d@duire que 3 des hombres 

e e 2 0 9 
e , e , e ,...,e 

sont alg@briquement ind@pendants sur ~ . 
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Exercice 7.3.d. Soit ~ un hombre alg4brique de degr4 ~ 11. Soit 2 ~ 0 un loga- 

rithme d'un nombre alg4brique ~ . Montrer que 3 des 20 hombres 

-19 2 : ~ 1 9  
, e #2 = ~# . . . . .  e ~ 

sont alg4briquement ind4pendants. 

(Utiliser l'exercice 7.3.b avec le fair que le corps ~(~) a un type de transcen- 

dance ~ 4 sur ~ ) .  En d6duire que,  s i  [Q(~)  : Q ]  = 11 , alors 

61o 
aimed2,' e ~ ..... ~ ) ~ 3 • 

Exercice 7.5.e. On suppose qu'il existe un sous-corps L de ~ , de type de trans- 

cendance ~ (~,~') sur Q , tel que dim L ~ I . Montrer que, si ~' < 0 , alors 

m_U < (2? -1 ) (m+n)  . 

En d4duire le r4sultat de l' exercice 7.3.b. 

(Utiliser l'exercice 5.4.d et le th4or&me 7.3.¢). 
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Exercice 7.4.a. Soit 

hombre alg@brique ; soit 

nombres 

est ~ranscendant. 

En d@duire que, si 

nombres 

a et 

7.40 

/ 0 un nombre alg@brique ; soit ~ ~ 0 tun logarithme d'un 

r / 0 un hombre rationnel. Montrer que l'un des deux 

e ~r+1 , e~2r+1 

b sont deux nombres alg@briques, b / 0 , alors les trois 

be a be 2a be 3a 
e ~e  ~e  

ne sont pas tous alg@briques. 

Exercice 7.4.b. Soient x et y deux nombres complexes, x ~ 0 st 

2 
pose e xy et e xy alg@briques. Montrer que deux des trois nombres 

x 
x, y, e 

y ~Q . On sup- 

sont alg@briquement ind@pendants. 

En d@duire que, si ~ ~ 0 est alg@brique, alors l'un au mo~us des deux hombres 

exp(~e ~) , exp(~e 2~) 

est transcendant. 
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Exercice 7.4.c. Soient 

nombres 

et 8 deux nombres alg@briques non nuls ; montrer que les 

exp(~e ~) , exp(~ 2 e 2~) 

ne sont pas tous deux alg@briques. 

En d@duire que, si ~ ~ 1 , l'un des deux nombres 

Log Log ~ , exp 
(Log ~)2 

Log Log ~ 

est transcendant. 

Exercice 7.4.d. Soient 21 , 22 , 23 des logarithmes de nombres alg4briques ; on sup- 

pose que ~I et 23 , ainsi que 22 et ~3 ' sont ~-lin4airement ind4pendants. 

Montrer que 

~1 ~2 
dim ~(~I ' ~2' 23'exp(-~3 )) ~ 2 . 

En d@duire, pour r ~ 1 rationnel, la transcendance de l'un au moins des deux 

nombres 

. r . 2-r 
:LI~ 1% 

e ~ e • 
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7.42 

Exercice 7.4.e. Soient ~ et ~ deuxnombres alg@briques non nuls ; soit 

un logarithme de ~ . On suppose que le nombre 

~2 
exp(--) 

est alg@brique. Montrer que les deux hombres 

, e 

sont alg6briquement ind@pendants. 

,e#o 
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Exercice 7.5.a. Donner un exemple de nombres alg~briques #i,...,# n , irrationnels 

et ~-lin6airement ind~pendants, et d'un logarithme 4 / 0 d'un nombre alg6brique, 

tels que les hombres 

J~l ~n 
e ,...,e 

soient alg@briquement d@pendants. 

(Comparer avec le septi~me probl&me de [Schneider, T]et la conjecture 7.5.~). 

Exercice 7.5.b. D~montrer que la conjecture 7.5.5 est une consequence de celle de 

Schanuel. 

(Indications. soit 

par les nombres 

m o n t r e r  que 

n+~ (0 ~ ~ ~ n) la dimension du ~-espace vectoriel engendr~ 

U1,o..~u n , vul,...,vlt n ; 

d i ~  ~(v,u 1 . . . . .  % ) , <  ~1)  . 

L'hypoth~se v transcendant est-elle n@cessaire pour que la conjecture 7.5.5 soit 

raisonnable - c'est-&-dire cons@quence de 7.5.2 ? (consid6rez les nombres 

v = ~ , u I = Log 2 , u 2 = ~ Log 2 , u 3 = Log 3 , u 4 = ~ Log 3 ). 

En d@duire que la conjecture I de [Waldschmidt, 1971 a] est fausse. Donner un contre 

exemple semblable & une conjecture de [Ramachandra, 1967, P. 87-88]. 
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Exercice 7.5.c. D4duire de la conjecture 7.5°2 de Schanuel 

I) l'ind4pendance alg4brique des 16 hombres 

e e % e 
e , ~ , e , Log ~ , e , ~ , ~ , Log 2 , 2 ~ , 2 

(Log 2)L°g 3 , 2"{ ~ 

2) la transcendance de l'un des deux nombres 

i i 
,2 , e 

i 
, ~ , Log 3 , 

e 
X ~ X 

p o u r  z E ¢  , x / O  , x / 1  . 

3) la transcendance de l'un au moins des hombres 

2 
x x 

x ~ x 

pour x ¢ C, x/~. 

Exercice 7.5.d. On d@finit par r4currence une suite croissante (Kn) de sous-corps 

de C de la mani&re suivante : 

autrement dit K est la clSture alg4brique dans C du corps obtenu en adjoignant 
n 

Kn_ I les hombres 

exp t , t £ Kn_ I 

D4duire de 7.5.2 la conjecture suivante : 

[Lang, 1971, P. 639]. 

~¢U~- 
n~o 
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