
CHAPITRE 8 

La m@thode de Baker 

§8.1 Ind6pendance lin6aire de logarithmes 

Nous avons vu (2.1.2) que le th6or~me de Gel'fond Schneider pouvait ~tre formu- 

l~ de lamanibre suivante : 

si ~I ' ~2 sont deux logarithmes ~-lin4airement ind4pendants de deuxnombres 

alg6briques, alors 21 , 22 sont ~-lin4airement ind6pendants. 

D'autre part le th4or~me (3.1.1) de Hermite Lindemann peut s'6noncer : 

si I est un logarithme non nul d'un nombre alg6brique, alors I , £ sont 

~-lin4airement ind4pendants. 

En 1966, Baker montra qu'il @tait possible de g4n4raliser le th4or~me de 

Gel'fond Schneider au cas de plusieurs logarithmes I1,...,In [Baker, 1966], r4sol- 

vant ainsi une conjecture dont Gel'fond avait montr4 l'importance [Gel'fond, T, p. 

126 et 177]. Puis, en 1967, Baker g4n4ralisait son r4sultat [Baker, 1967], en d4mon- 

trant le 

Th4orbme 8.1.1. ~pient 11 ..... ~n des logarithmes ~-lin4airement ind~pendants d_~e 

n o m b r e s ~  Alors les hombres 

I , ~I,...,2n 

sont ~-lin@airement ind@pendants. 

On d@duit 6videmment de ce th@or&me celui de Gel'fond Schneider et celui de 

Hermite L±ndemann. D'autre part, soit L l'ensemble des logarithmes de hombres al- 
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g4briques : 

8.2 

Alors L est tun sous Q-espace vectoriel de 

detux corollaires suivants [Serre, 1969] : 

Corollaire 8.1.2. Tout @14ment non nul de 

=/~c~;  e ~ 1 .  

g , et !e th~or~me de Baker eontient les 

Q.L = {cz1~1+...+am~ m ; gi £ ~ ' gi { L , n >, I} 

eat transcendant. 

Corollaire 8.1.3. L'injection d_~e L 

Q-lin4aire et injectivp d_% Q@L 

dans ~ s e prolonge en une application 

cta~S ~ . 

On pourra v@rifier, en utilisant des arguments simples d'alg~bre lin@aire, que 

le th@orSme de Baker est 6quivalent ~ l'ensemble des deux corollaire 8.1.2 et 8.1.3, 

et que le corollaire 8.1.3 eat 6quivalent au suivant : 

Corollaire 8.1.4. Soient gl,...,~m de_..~slogarithmes non nuls de hombres alg6briques 

~I' .... ~m ' e__t_t ~I' .... ~m des hombres alg6briques. 0 n ~  

I , ~ .... '~m 

Q-lin6aSrpment ind6pendants. Alors le nombre 

~1£1+'''+~mgm ~I ~m 

est transcendant. 

Voici deux derniers corcllaires concernant les produits de nombres 

Corollaire 8.1.5. $oient 

hombres al~4briaues, et 

moins des hombres 

~'''''gm des lo~arithmes ~-lin6airement ind@pendants de 

61' .... ~m des nombres alg4briques. On suppose que, l'un au 

~1'"',~m estirrationnel. Alors le nombre 
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est transcendant. 

Corollaire 8.1.6. Soient 

al,...,a m , st 

est transcenda~nt. 

8.3 

#I ~m 
exp(# I~I +.--+~m~m ) = a I .o-a m 

£1,...,Im des !oEarithmes de nombres alg@briques 

~o ' 61 .... '~m des nombres al~6briques, 6o / 0 . Alors le nombre 

exp(~o+#1~1+...+~m£m ) = e#°.~1#1...~m~m 

On peut r4sumer les trois derniers corollaires en disant que, cas triviaux 

exclus, le nombre 

est transcendant (pour 

e a 1 . . . a  m 

at' .... am ' #o ' 61 ..... 6m 
alg@briques). 

§8.2 ~n£~pe d_~ela d6monstration 

La d@monstration va s'effectuer par ]'absurde. On suppose que ~1,...,~n sont 

des logarithmes Q-lin@airement ind6pendants de nombres alg@briques al,...,~ n , st 

que les hombres 

I , ~I,...,4n 

sont ~-lin@airement d@pendants ; on souhaite arriver & tune contradiction. Ecrivons 

tune relation non triviale de d@pendance lin@aire sur Q des nombres I , ~I,...,£n : 

~o+~1~1+.. .+~ ~n = o ,  ~j c ~ ,  (~o . . . . .  ~n ) ~ (o . . . . .  o) . 

L'un au moins des nombres ~I' .... ~n est non nul ; par exemple 6n / 0 . Quitte h 

diviser tousles ~j par -~n ' on peut supposer ~n = -I , et 
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( 8 . 2 . 1 )  

tions 

8.4 

£n = ~o+~1£1+'''+~n-1~n-1 ; ~i g ~ ' (0 ~< i ~< n-l). 

L'ind@pendance lin@aire sur Q des nombres ~1'"''~n montre que les fonc- 

£I z ~n z 
z, e ,...,e 

sont alg@briquement ind@pendantes (lemme 1.4.1 ). Ces fonctions prennent des valeurs 

dans le corps 

pour tout z E Z . Le pr.e.~er pas consistera ~ construire un polynSme non nul 

P c ~[x .  o , x 1 . . . . .  x n ]  

(d@pendant d'un param~tre N s~ffisamment grand), tel que la fonction 

~z ~z 
( 8 . 2 . 2 )  F ( z )  = P(z , e  1 , - . . , e  n ) 

possbde de nombreux z@ros. Pour u t i l i s e m  ( 8 . 2 . 1 ) ,  i l  f a u t  f a i r e  i n t e r v e n i r  l e s  d ~ r i -  

v@es de F , o ' e s t - - ~ - d i r e  imposer  ~ oes z@ros u~ ordre  de m u t t i p l i o i t @  @lev@ (confine 

dans la m@thode de Gel'fond). Mais ces d@riv@es prennent, pour z £ ~ , des valeurs 

dans le corps 

E = ~ (~1  . . . . .  ~ - 1  ) ' 

qui n'est pas une extension alg@brique de Q (d'ailleurs, on ne co~nlait, pour son 

degr@ de trar~scendanoe sur Q , que l'encadrement 

I ~< dimQ E g n-1 ; 

on ne connait donc pas de type de transcendance de E sur Q). 

Pour r@soudre, darts ~ , un syst~me d'@quations 
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8.5 

v 

~ ai, j x i : 0 , (I 4 j ~< m) 
-= 

coefficients ai, j darts ~[11 ..... In_l] , on exprime chacun des nombres 

v 
} ' - -~a. . :~.  , ( ~ . < j . < m ) ,  
i=I L, J z 

comme polynSmes en 21,...,2 n ; les coefficients de ces polynSmes sont des formes 

lin4aires & coefficients alg4briques en x I ,... ,x v ; on peut alors utiliser le lemme 

1.3.1 de Siegel pour annuler chacun de ces coefficients, ce qui r4soudra le syst~me. 

On peut remarquer que, darts les m4thodes pr4c4dentes, le nombre m d'@quations 4tait 

toujours du m~me ordre de grandeur que le nombre ~ d'inconnues, alors qu'ici il 

devra @tre beaucoup plus petit. 

I1 faut donc exprimer les hombres 

dS F ( x )  , s entier >I 0 , X E :~ , 
dz s 

comme po!ynSmes en ~I,...,#n_I . pour cela, on 4crit explicitement P E~X ° ..... Xn]: 

k n 
P = E " ' "  ~ P(ko . . . . .  k n ) X o ° ' " X n  ; 

Xo~O knee 

la fonction F , d4finie par (8.2.2), s'4crit 

k 
F(z) = ~  p(~.) z o exp(h ~ 1 + . . . % J n ) Z  , 

oh (k) = (k o . . . . .  kn). GrAce & l a  r e l a t i o n  (8 .2 .1 ) ,  on peut @galement 4cr i re  F sous 

la forme 

(8.2.3) 
n-1 

F(z) = ~ p(x) s x° exp(~n~ o + E (Xi+Xn~i)~i), . 

C'est sous cette forme que l'on calcule les d4riv4es de F : 

d s 
(s.2.4) -- ; = E 

dzS %+"" "+%-I=S 

s ! ~1 4~n-1F 
C~o! ~ _ i  ! " ' "  ~'-1 % . . . .  ' ~ - 1  
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8.6  

Oh, pour (~o ..... ~n-1 ) ( n , on d~finit 

o 
(8 .2 .5 )  F % , .  %_1(~)  = ~  p(x) . a 

dz o 

(zXO kn~oZ n-1 ~ 
e ). n ( x i + x ~  i )  ~- 

i=1 
n-1 

. e:,:p( E (X i+&~ i ) ,%~)  . 
i=1 

On remarque que les fonctions F prennent des valeurs dans le corps 
dO' " " " ' ~Zl-1 

de nombres 

pour tout 

nombres 

K = ~(~1 . . . . .  % ' ~o . . . . .  ~n-1 ) ' 

z £ ~ ; d'autre part, grace & (8.2.4), il suffit d'annuler tousles 

F% . . . . .  %_1 (=) ' ( % + " ' + % - 1  : s) , 

pour en d@duire 

d s 
F(~) : o . 

dz s 

Ainsi, pour effectuer le premier pas, on r@sout un syst&me 

F (,) = o , 

% ..... %1 

pour des valeurs convenables de Z , do,...,~n_ I . 

Nous avons d6j& remarqu@ que le nombre de z@ros connus de 

nombre d'@quations 

d s 
-- F(~) = o , 
dz s 

dolt @tre beaucoup plus petit que le hombre de coefficients de 

fair, pour trc~ver une valeur non nulle de 

F , c'est-&-dire le 

F . A cause de ce 

F (deuxi~me pas), on cherche un couple 

(t,x) £ ~xZ , t ~ 0 , 
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8.7 

tel que 

dt F(x) ~ 0 
dz t 

et tel que (t,x) appartienne &tune r~gion ~ de ~×~ ayant la forme suivaute 

(dans le cas classique de la m@thode de Gel'fond par exemple, on choisit pour 

rectangle) : t 

DAq 

S 
0 

(8.2.6) %/2 

So/2'e iiiiiiii  i  ........... 1 ....... 
I ; . . . . . . . . . . . .  ! 

X X 
o I 

I 
x 

Le th@or~me (6.1.1) nous permettra de trouver un tel couple (t,x), ce qui montre 

l'existence d'entiers ~o,...,~n_1 , v@rifiant 

~o+"'+~ I : t ~j ~ 0 et ~ =F (x) %0 . 
_ ~ , TO~...~Tn_ I 

Le hombre ~ est un @l@ment non nul du corps de hombres 

Z 

K = ~(~I ..... % ' 6o ..... ~n-1 ) 

et il est facile de majorer la faille s(~) de ~ (troisi~me pas). Ii reste & majo- 

rer ~ (quatri~me pas) pour obtenir une contradiction avec 1.2.3. L'originalit@ de 

la m@thode de Baker se trouve essentiellement darts ce quatri&me pas. Pour utiliser 

l'argument classique du principe du maximum, on est amen~ & d@river la fonction 

F . On d@duit facilement de (8.2.5) la relation fondamentale suivante : 
TO,-.°,Tn_ I 
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8.8 

(8.2.7) --dU F = ~ u! ~I~I" ~n-1 
dz u TO'''''Tn I =U ! "" n-1 " 

- ~o +" " "+~n-1 ~o ! " " " ~n-1 

. F 

~o+~o ' """ 'Tn-1 +~n-1 

La forme de la r@gion ~ (8.2.6) montre alors que la fonction F pos- 
T O ,... ,'Gn_ I 

sbde de nombreux z@ros, avec un ordre de multiplicit@ ~lev@, ce qui permet de con- 

clure. 

Une pr@sentation l@g&rement diff@rente de cette m@thode est propos@e dans 

[Waldschmidt, 1973b] .  

§8.3 D6monstration du th@or~me 8.1.1 

, des logarithmes ~-lin6airement ind@pendants de nombres al- Soient ~I"'" ~n 

g@briques, et ~o,...,~n_ I des nombres alg@briques. Soit 

K ~(e 1 = ~1 . . . . .  e n 
= = a n '  Pc . . . . .  ~n-1  ) " 

On note 6 = [K : Q] le degr@ de K sur Q , et b le p.p.c.m, des nombres entiers 

positifs 

On suppose 

,X, h ) . . . . .  ~ ( % )  , d(# o) . . . . .  d(~n_ ~ ) . 

( 8 . 2 . 1 )  ~n = ~ o + # t 4 1 + ' ' ' + ~ n - l ~ n - 1  ' 

e t  on s o u h a i t e  a r r i v e r  & tune c o n t r a d i c t i o n .  

Soit N un entier positif suffisamment grand, divisible par 

tier positif ou nul, on note 

n~ 
A~ = {(x, a ° ..... an_ I) ~ Nn+1;1 ~< x ~< N 

; do+O. .+dr~ 1 

n 
4 . Si ~ est un en- 

~< 2-~N 2n} . 
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8.9 

On peut remarquer que la r4gion ~ dessin4e en 8.2.6 est tune r@ttuion d'ensembles 

{(x,t)g~*X2; il existe ~o ..... ~n-1 ' tels que (x, 5o ..... ~n_1 ) E A Iet 

~o +"" "+~n-1 
=t} 

N 2n avec s = et x 
o 

=N 

Pour commencer, nous allons prouver l'existence d'entiers rationnels 

P(X) = p(k  ° . . . . .  X n)  , (0 ~< k ° < 26N 2n ; 0 ~< k j  < N 2n- I  , t ,,< j 4~ n)  , 

non tous nuls, v6rifiant 

( 8 . ~ . 1 )  Log max tP(X) I  << ~3 - -1  Lo< ~ , 
(X)  

et tels que les fonctions (8.2.5) 

G o (~! X! 
o o 

F (~)  = p (x )  [ [ ]  ~(%_.~)! . ~ . 
o o ..... on_ 1 i,=o 

(13o%n) ~o- p. • n-ITi (kj+kn~Bj) o'.j • z k ° - ~  . e ( k l  £1 + ' ' ' + k n £ n ) Z  

j=1 

d4finies pour (~o .... ,~n_1 ) E U n , v~rifient 

FOo ..... %_i(x)=o ~o~ (x,% ..... %_i ) CA ° 

Pour cela, on cherche k r4soudre le syst~me 

N2n+n'N3n-1 . F (x) = 0 pour (x, ~o ..... ~n_1) g A ° . 

GO,-..~n_ I 

C'est un syst&me lin4aire homog~ne en p(k), de moins de N 2n2+n 4quations h 

26N 2n2+n inconnues, & coefficients dans K entiers sur ~ . De plus on peut majorer 

la faille de ces coefficients : 

t(coefficients) << N 3n-I N 2n + Log N . 

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de r4soudre ce syst~me darts ~ , tout en v4rifiaut 
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8 . 1 0  

(8.3.1). 

Consid@rons la fonction (8.2.2) ainsi construite : 

n 

F(z) = ~  p(k) z o exp(~.i=1 ki~iz) " 

Elle est non nulle (grace & l'ind~pendance lin@aire sur Q de 

lemme 1.4.1) ; d'apr~s le th~or~me 6.1.1, le nombre de z@ros de 

I z l  ( ~ n2+n , 

est inf~rieur & 

2 2 
46.N2n +n + 5.N2n +n.N2n-1 (1~t l+---+l&l) , 

ce qui est strictement inf~rieur 

2-4n2 N 2n2+3n , 

d&s que N est suffisamment grand. Par cons4quent les hombres 

d s 2_4n 2 N2n -- F(x) 1 4 x ~% ~n2+n 0 ~ s < 
dzS ' , • , 

ne sont pas tous nuls. Les relations (8.2.4) montrent qu'il existe un entier 

I ~< $ ~ 4n 2 , 

tel que l'un des nombres 

F 

% ..... ~n-1 

soit non nul. 0n choisit pour £ 

%' "" " ' ~n-1 

llun de oes nombres non nuls, avec 

~1,...,~n , et au 

F ,dans le disque 

(~) , ( ( x ,  % . . . . .  %_~) c A~) , 

l~e ~lus petit de ces entierss , et on d@signe par 

(x) 

(x ,  % . . . . .  %_1) c A~ . 
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8.11 

Alors 

utilisant (8.2.5) 

Nous a/lons montrer que 

(8.3.2) 

ainsi 

est un 414merit de K dont il est facile de majorer la taille, en 

n ~ 3 +T-1 ~(~) << N . ~og  N . 

v4rifie 

3n~-~ 
I t 

ne v@rifiera pas la relation (1.2.3) : 

bien que 

Pour ddmontrer (8.3.2), on remarque que, d'apr&s le choix de l'entier 

- 2 [ K : , ]  s ( ~ )  ~ Logl~l  , 

£ K soit non nul. Cette contradiction terminera la d@monstration. 

, on a 

or, comme 

on a 

r ( y ) = o  p o ~  ( y , ~ o  . . . . .  ~n_l )  CA~_ 1 
~o' """ '~n-1 

( x , o  ° . . . . .  zn_ 1) C A z , pour 

g-1 
- - + n  

No+"'+~n-1 = u , 0 ~< u ~ 2 -~ N 2n , et I ~< Y 4 N 2 

(Y' °o+~o ..... ~n-1 +~n-1 ) £ A~-I " 

par consdquent, grace a u x  relations 8.2.7, on constate que la fonction F 
~-1 % . . . . .  %-~ 

n ~ - y  
poss~de les z4ros Y = I,...,N , d'ordre au moins 4gal ~ 2-gN 2n . On applique 

alors le principe du maximum, sur le disque 

I~i .< N + ~  = ~ , 

h la fonction enti&re 

F (z). 
% . . . . .  %-1 

n+- . - -  
2 

N 2-~ N2n 
n ( z - y )  • . 

Y=I 
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8.12 

Un calcul facile conduit aux majorations 

L°glF% ... . .   _IlR 
~3 3n~ 

<< N - ".Log N , 

et 

pour N 

Log 

2--t 
i1.+,- . , , - - -  

2 
N 

sup H 

IzI=R y=1 

I n+--z--~ 

suffisamment grand, on aura 

2-I 
3n+-51 LoglF%, ,%_I ,< N 

ce qui permet d'obtenir 

3n+-y- 
| ! 

La majoration (8.3.2) est ainsi d4montr4e, et on en d4duit le th4or&me 8.1.1. 

§8.4Un4nonc4 effectif (sans d4monstration) 

pour simplifier sa d4monstration, nous avons n@glig6 l'aspect effectif du th4- 

or~me de Baker ; le th4or~me 8.1.1 montre qu'une forme lin4aire non triviale en 

I , £i,...,~n , h coefficients alg4briques, est non nulle ; de plus, et c'est fonda- 

mental pour les applications, on peut minorer une telle forme, en fonction des 

tailles des hombres ~ = e m et des tailles des coefficients. Parma les nombreux 

domaines de la th4orie des nombres oh ces manorations effectives interviennent, men- 

tionnons : 

- les probl&mes de hombre de classes de corps quadratiques imaginaires (Baker, 

Stark,...) 

- l'4tude de l'approximation de nombres alg4briques par des nombres rationnels, et 

la recherche de points rationnels sur des courbes alg4briques (Baker, Coates, 
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8.13 

Feldman,...) 

- les propri4t4s de nombres ayant de grands facteurs premiers (Ramachandra, Shorey, 

Tijdeman). 

C'est pour ces raisons que de nombreux math4maticiens (principalement Baker, 

Feldman et Stark) ont cherch4 h am41iorer les minorations de formes lin4aires de 

logarithmes de nombres alg@briques. Voici, & titre d'exemple, un 4nonc4 effectif 

[Fetdman, 1968 b] .  

Th4or~me 8.4.1. $oient I1,...,I n des logarithmes Q-lin4airement ind4pendants d_~e 

nombrgs alg@briques ~1,...,~n ; soit d un entier positif. Ii existe deux cons- 

tantes positives C e_~t ~ , n_~e d6pendant que de n , /1,...,In, d , telles que, pour 

d tous hombres %lg4briques ~o,...,~ n , non tous nuls, d_~edegr6 inf4rieur ou 4gal 

et de hauteur inf@rieure ou @gale ~ H , on air 

Les constantes C et 

C et ~ sous la forme 

et 

oh c 
o 

1 # o + # i ~ t + . . . + # n ~ t  > C.H -~  @ 

peuvent 8ire explicit4es ; par exemple on pent choisir 

c = ( l + d )  - ~  

2 ~)16n 2 
= (c o + 90 n .n. Log 

est une constante absolue (effectivement calculable) et 

el~il 
h = ~x {(1+[d~i):~]).~(~ i) ; } 

I ~i,<n 

(la hauteur H(~) d'un nombre alg4brique ~ est par d6finition la hauteur du poly- 

nSme minimal de ~ sur 7). 
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8.14 

On peut raffiner ce r~sultat, par exemple dans les cas n = I , ou 6o = 0 , 

ou ~j E ~[ (0 ~ j ,< n). Voir ~ ce sujet [Baker, 19691 et les articles r~cents de 

Baker et Stark dans les "Annals of Mathematics". Ainsi Baker (Acta Arith., 21 (1972) 

117-129, et 24 (1973) 33-36) a d6montrO que, si n et d sont deux entiers posi- 

tifs, et A' >, 2 un hombre rOel, il existe tu~e constante C = C(n,d,A') > 0 , ef- 

fectivement calculable, ayant la propri~t6 suivante : 

si A >z 2 et B ~ 2 sont deux hombres r~els, a 1,...,an_ I des nombres alg6- 

briques de degr6 inf6rieur ou 6gal ~ d et de hauteur inf~rieure ou ~gale ~ A', et 

a un nombre alg4brique de degr@ inf~rieur ou 4gal ~ d et de hauteur inf4rieure 
n 

ou 4gale h A , l'in4galit4 

0 < Ibl Log a I +...+ b n Log anl < C -L°gA'L°gB 

n'a pas de solution (b I ..... bn) £ ~ v4rifiant max Ibil ~ B . 
I <i<n 
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8.15 

EXERCICES 

Exercice 8.1oa 

I) Montrer que chacun des corollaires 8.1.3, 8.1.4 et 8.1.5 du th~or&me 8.1.1 

est 4quivalent au suivant : 

(8.1.7) Si 21,...,~n sont des logarithmes Q-lin4airement ind4pendants de nombres 

alg4briques, alors I1,...,In sont ~-lin4airement ind4pendants. 

(Indications. Pour d4montrer que 8.1.4 implique 8.1.7, consid4rer une relation du 

type 

~olo+...+Snln = 0 , 

oh 6o / 0 , ~1,...,~n sont des nombres alg4briques, et 

~-lin4airement ind4pendants de hombres alg4briques ; exprimer 

base du Q-espace vectoriel 

pour se ramener au cas oh 

la relation 

une contradiction avec 8.1.4. 

~o+...+~n , 

6o .... '~n sont ~-lin6airement 

~o exp(~=1 ~o ~i) e ~- 
-= 

pour d4montrer la r4ciproque, partir d'une relation 

Io = 6111+" " +~nln ' 

~o,...,~n des logarithmes 

6o ..... 6n dans une 

ind4pendants. D4duire de 

oh ~i,...,~ n sont des nombres alg4briques, et ~o,...,In des logarithmes non nuls 

de nombres alg4briques ; consid4rer tune base du sous-~-espace vectoriel de ~ engen- 
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8.16 

dr~ par £o,...,~n , et utiliser 8.1.7 pour montrer que les nombres 

6 o = -1  , 81 . . . . .  ~n 

sont ~-lin6airement d~pendants). 

2) Montrer que les corollaires 8.1.2 et 8.1.6 sont ~quivalents. 

3) Eontrer que le th~or~me 8oi.1 est 6quivalent h l'ensemble des deux corol- 

laires 8.?.2 et 8.1.3. 

Exercice 8.1.b. Donner un exemple de nombres alg~briques ~1,...,~n , ~I,...,~ n , 

avec ~i ~ 0,1 , et ~I,...,~ n irrationnels ~-lin~airement ind~pendants, tels que 

le nombre 

soit alg~brique. 

{31 13 n 

51 "''~n 
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8.17 

Exercice 8.1.c. Soit M E Mn(~) une matrice qui n'est pas nilpotente. Soient 

tl,...,t m des nombres complexes, Q-lin@airement ind6pendants, tels que 

exp Ntj £ GLn(~) , (1 ~ j £ m). 

I ) Montrer que lee nombres 

t I ,...,t m 

sont ~-lin~airement ind~pendants. 

2) On suppose que M E Mn(Q) ; montrer que l e e  nombres 

I , t1,...,t m 

sont ~-lin6airement ind6pendants 

(Indication :voir exercise 2.1.c). 
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8.18 

Exercice 8.1.d. Le thgor&me 8.1.1 montre que le nombre 

1 

~+x 3 3 

est transcendant. Plus ggn~ralement, d~duire du th@or~me de Baker le rgsultat 

suivant. 

Soient P et Q deux polynSmes non nuls de Q[X] , premiers entre eux. Notons 

p(z) 
a I .... ,an les z4ros distincts de Q , et Pl ..... Pn les r~sidus de ~ aux 

pSles ~I ''"'an respectivement. Soit F un chemin du plan complexe, qui est fer- 

m4, ou bien qui a des extr4mit4s alg4briques ou infinies, et pour lequel l'int4grale 

f p(z) 
I= Q-V~ dz 

F 

existe. Alors le nombre I est alg~brique si et seulement si 

--dz=O. 
k=1 Z-~k 

En d~duire que, si deg p < deg Q , et si Q n'a pas de z4ros multiples (c'est-~- 

dire deg Q = n), alors I est nul ou transcendant. [Van der Poorten, 1970]. 
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Exercice 8.5.a. Soient • > I 

u I ...... u n (resp. v I ..... Vm) 

8.19 

un nombre r4el, n , m deux entiers positifs, 

des nombres complexes Q-lin~airement ind4pendants, 

et T, un sous-corps de 

I) Soit r I (I ~ r I ~ m) 

par Vl,...,v m . On suppose 

n > ~ et 

Montrer que l'un des nombres 

exp(uiv j ) , 

est transcendant sur K . 

En d~duire le th4or~me 7.2.9. 

de type de transcendance { ~ sur ~ . 

la dimension du sous-K-espace vectoriel de C engendr4 

mn >~ (~-1)(m+n) + rln . 

(I ~< i ~< n , I ~ j ~ m) , 

2) soit r 2 un hombre r@el positif. On suppose que le sous-K-espace vectoriel de 

engendr~ par I , vl,...,v m , a une dimension inf4rieure ou 4gale ~ r2+I . Montrer 

que l'un des hombres 

u i , exp(uiv j) 

est transcendant sur K , d~s que 

n ~ ~ , m > r 

3) g4n4raliser ces r4sultats aux extensions de 

(of. exercioe 5.4.d) [Waldschmidt, 1972 b]. 

, (I ~ i ~ n , I ~ j ~ m) , 

et mn ~ ( ~ - l ) ( m + n ) +  r2n . 

de t ype  de t r ~ s c e n d ~ c e  ~< ( ~ , ~ )  
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8.20 

Exercice 8.3.b. Soient A et I deux hombres r@els sup@rieurs ou @gaux h I. Soit 

une fonction enti~re. On suppose que, pour tout entier j , 0 % j @ I , les trois 

propri@t@s suivantes sont v@rifi@es. 

d j 
(i) I-~ ~(z)l ~ ~P(A(I~I+I)) p o u ~  t o u t  z £ ~ . 

dz ~ 

( i i )  dJ --. ~(o) = o . 
dz J 

(iii) Pour tout entier 

entra~ne 

k > 0 , la condition 

d j I 

dz J 

dJ 
--. ~(~) = o . 
dz J 

Montrer  que l ' o n  a 

~(k)=o pour O~k~g~p ). 

[Stolarsky] (des r@stultats analogues out @galement @t@ obtenus par K. Ramachandra). 
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8.21 

Exercice 8.4.a. Soient I1,...,In des logarithmes de hombres alg4briques ; montrer 

qu'il existe une constante C > O ne d4pendant que de I1,...,~n , et effectivement 

calculable, telle que, pour tout n-uple d'entiers (b I ,...,b n) 6 1 u , on &it 

biI1+...+bn2 n = 0 , 

ou 

(Indications. soit 

Ib l~ l+ . . .+bn~n I > exp(-  C. max Ihl) 
14i~<n 

b I 11 +... +bnl n 
w=e -I; 

si w = 0 , le nombre b121+...+bn2 n est un multiple entier de 

est trivial ; si w ~ 0 , utiliser les in4galit@s 

et letll  elZl_l ~ ]zl.elZl pour tout z c c). 

[Baker, 1967, II lemme 5 et III lemme 6]. 

Comparez avec [Gel'fond, T, chap.I §3 th4or~me IV]. 

2i~ , et le r@sultat 

247 


