CHAPITRE 8

La méthode de Baker

§8.1 Indépendance lindaire de logarithmes

Nous avons vu (2.1,2) que le théoréme de Gel'fond Schneider pouvait &tre formu—
1¢ de la manidre suivante :

si £1 R 12 sont deux logarithmes @-lindairement indépendants de deux nombres
algébriques, alors 11 , ﬂz sont §-linéairement indépendants,

D'autre part le théordme (3.1.1) de Hermite Lindemann peut s'énoncer

81 4 est un logarithme non nul d'un nombre algébrique, alors 1 , £ sont
©-1linéairement indépendants,

En 1966, Baker montra qu'il était possible de généraliser le théoréme de
Gel!'fond gchneider au cas de plusieurs logarithmes 11,...,£n [Baker, 1966], résol-
vant ainsi une conjecture dont Gel'fond avait montré 1'importance [Gel’fond, T, P.
126 et 177]. Puis, en 1967, Baker généralisait son résultat [Baker, 1967], en démon—
trant le

Théoreme 8,1.1. Soient zT,...,zn des logarithmes @-linéairement indépendants de

nombres algébriques, Alors les nombres
1 ] ,31,...,111

sont @O-lindairement indépendants,
On déduit évidemment de ce théordme celui de Gel'fond Schneider et celui de

Hermite Lindemann, D'autre part, soit I 1'ensemble des logarithmes de noumbres al-
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8,2
gébriques ¢
L={secg;e’ cq}.

Alors I est un sous §—espace vectoriel de ¢ , et le théoréme de Baker contient les
deux corcllaires suivants [Serre, 1969] :

Corollaire 8.1.2. Tout élément non nul de

0.L = {a1£1+...+am£m jag €8, 8 €L, n 1]

est transcendant,

Corollaire 8,1.3. L'injection de I dans ¢ se prolonge en une application

f-linésire et injective de Q ® L dans ¢ .
)
On pourra vérifier, en utilisant des arguments simples d'algébre lindaire, que
le théoréme de Baker est équivalent & l'ensemble des deux corollaire 8.1.2 et 8.1.73,

et que le corollaire B8,1.3 est équivalent au suivant :

Corollaire 8.1.4. Soient ,81,...,,em des logarithmes non nuls de nombres algébriques

a1"”’am , et 61,...,Bm des nombres algébrigues, On suppose
1 H 31’..0’8111

@-linéajrement indépendants, Alors le nombre

861£1+...+Bmlm

est transcendant,

g

Voici deux derniers corollaires concernant les produits de nombres o .,
Corollaire 8,1.5. Soient 11,...,1m des logarithmes @-linéairement indépendants de
nombres algébriques, ef 51,,,_,31}1 des nombres algébrigues, On suppose gue l'un au

moins des nombres By,...,B,; est irrationnel, Alors le nombre
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843

B
! m
exp(31z1+...+ﬁmlm) = a1 cool

est transcendant.

Corollaire 8,1.6. Soient £1,.,,,1m des logarithmes de nombres algébriques

@ysesery » &8 B 5B ,...,p  des nombres algébriques, B, # 0 . Alors le nombre

g, B
o m
eXP(ﬁo'*51l1+...+ﬁmim) = e .511...am

est transcendant,
on peut résumer les trois derniers corollaires en disant que, cas triviaux

exclus, le nombre

est transcendant (pour Uprennsty s 8o ,61,...,Bm algébriques),

§8.2 Principe de la démonstration

La démonstration va s'effectuer par 1'absurde. On suppose que 11,...,Zn sont
des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres algébrigues Ayprooesly s et

que les nombres

1, 31,...,tn

sont @-lindairement dépendants ; on souhaite arriver & une contradiction, Rerivons

une relation non triviale de dépendance lindaire sur § des nombres 1 ,£1,...,£n :

Bo* BydyteeatByly =0, B, €T, (so,...,sn) #{0,.00.,0) .

L'un au moins des nombres 51,...,ﬁn est non nul ; par exemple Bn #0 . Quitte &

diviser tous les ﬁj par -Bn , on peut supposer B, =-1, et
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8.4

(8.2.1) Byo= Byt bitentB B 5 B €8, (0¢E ¢ 1),

L'indépendance lindaire sur § des nombres Z1""’ln montre que les fono-

tions

£,z £z
1 n
z,e yeensC

sont algébriquement indépendantes (lemme 1.4.1). Ces fonctions prennent des valeurs

dans le corps

Q(a190~o,an>

pour tout =z € Z . Le premier pas consistera & construire un polynBdme non nul

PeaX X ,eeerX ]

1

(dépendant d'un paramdtre N suffisamment grand), tel que la fonetion

,€1Z lnz
(8.2.2) FMa) =Plz,e ' ,..,e )

posséde de nombreux zéros, Pour utiliser (8.2.1), il faut faire intervenir les déri-
vées de F , cl'est-d~dire imposer & ces zéros un ordre de multiplicité élevé (comme
dans la méthode de Gel'fond). Mais ces dérivées prennent, pour z € Z , des valeurs

dans le corps

BE = Q(l?’o--yfgn_1) s

qui n'est pas une extension algébrique de @ (d'ailleurs, on ne connait, pour son

degré de transcendance sur § , que l'encadrement
1 & dimQ B & n=-1 ;

on ne connait donc pas de type de transcendance de E sur ).

Pour résoudre, dans Z , un systdme d'équations
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8.5

& coefficients a, 5 dans Q[Zi,...,l
4

o 1] , on exprime chacun des nombres

Vv
ZaA.X, ,(T\<j\<m)y

comme polyndmes en 11,...,ln ; les coefficients de ces polynfmes sont des formes
lindaires & coefficients algébriques en x1,...,xv ; on peut alors utiliser le lemme
1.%3.1 de Siegel pour annuler chacun de ces coefficients, ce qui résoudra le systéme,
On peut remarquer que, dans les méthodes précédentes, le nombre m d'équations était
toujours du mbme ordre de grandeur que le nowbre v d'inconnues, alors qu'ici il
devra &tre beaucoup plus petit,

11 faut donc exprimer les nonmbres

s

— F(x) , sentier 30, x €27,
dz

comme polyndmes en 31”"’£n . Pour cela, on écrit explicitement P € Z{XO,...,XH}:

A A
Py e T P e n X %X s

KO>O A 30

la fonction F , définie par (8.2.2), s'éerit

1S
¥(z) = g p{a) = © eXP(?\,f £1+...+?xn£n)z ,
A

o (A) = (KO,...,hn). Gréce & la relation (8,2.1), on peut également écrire F sous

la forme

A n=1
(8.2.3) ) = T2 500 = 2 oxaling, + I (npinyg)a)e

C'est sous cette forme que 1l'on calcule les dérivées de P :

d8 st 61 ohﬂ
(8.2.4) = F = I T T e Ty e
Z co+...+cn_1=s o N1 ° Tim
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B.6

ol, pour (co,...,csn_1) €N, on définit

4]
o} A hnB Z n—1 G.
d
(8.2.5) F (2) ={‘:; p(A) . (z%"°) . m (A+aB,) ",
G sesesl G . i1
o n—1 A o} i=q
dz
D= {
. EXP(E (xi-x-?\nﬁi)ziz) .
Gt
On remarque que les fonctions Fc - prennent des valeurs dans le corps
SRR

de nombres

K= 0oy ,eesa s BoreeesB ) s

pour tout z € Z ; d'autre part, grice & (8.2.4), il suffit d'anmuler tous les

nombres

F z) , +eento =8
Go""’an-1( ) (Ob i 4 ) 4
pour en déduire
38
d
__SF(Z):O'
dz

Ainsi, pour effectuer le premier pas, on résout un systéme

F (Z) =0 3
O'O’.."gn—‘i

pour des valeurs convenables de 4%, Cyseenr Ty 1

Nous avons déja remarqué que le nombre de zéros connus de F , c'est-h-dire le

nombre d'éguations

s
d
-—SF(Z)=O,
dz

doit &tre beaucoup plus petit que le nombre de coefficients de F . A cause de ce

fait, pour trouver une valeur non nulle de F (deuxidme pas), on cherche un couple

(t,x) € ZxZ , t 30,
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8.7

tel que

dt

2 p(x) ,
= P(x) #0

et tel que (t,x} appartienne & une région & de ZxZ ayant la forme suivante

(dans le cas classique de la méthode de Gel'fond par exemple, on choigit pour ® wun

rectangle) Pt
s
[¢]
(8.2.6) s /oo __
o 1
4
1
SRl T
-] AR -_T—_l__l
1 A i Y
x x X x
[¢] 4 £

Le théoréme (6.1.1) nous permetira de trouver un tel couple (t,x), ce gqui montre

1l'existence d'entiers Tyrener Ty o vérifiant

Toteeatt o =1, 2 »0,et E=F

1

() £0.
1

vesT
Toret

Le nombre £ est un élément non nul du corps de nombres

X = Q(a1,...,an s Bo""’ﬁn—1)

et il est facile de majorer la taille s{g) de E (ifroisi®me pas). Il reste & majo-
rer £ (guatriéme ﬂgg) pour obtenir une contradiction avec 1.2.3. L'originalité de
la méthode de Baker se trouve essentiellement dans ce quatridme pas, Pour utiliser
1l'argument classique du principe du maximum, on est amené & dériver la fonction

FT . . On déduit facilement de (8.2.5) la relation fondamentale suivante :
O!'OO] n_1
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8.8

au ul bt g
{8.2.7) — F = PN T Ay ek -

dz 1:0,...,1:

Tothgreens Tyt

La forme de la région & (8.2.6) montre alors que la fonction P . pos—
070-.7 n_1

stéde de nombreux zéros, avec un ordre de multiplicité élevé, ce qui permet de com-
clure,
Une présentation légérement différente de cette méthode est proposée dans

[Waldschmidt, 1973b].

§8,3 Démonstration du théortme 8,1,1
Soient 11""'Zn des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres al-

gébriques, et Bo""’ﬁnyt des nombres algébriques, Soit

4 £

1 n
K=0le = e =a BB ).

On note § = [K :Q] le degré de X sur § , et 3 le p.p.c.m, des nombres entiers

positifs

e, )senusdlay) 5 alp).en,dlp, L) .

-1

On suppose

(8.2.1) By= B+ B At tB ko

et on souhaite arriver & une contradiction,
S0it N un entier positif suffisamment grand, divisible par 4n . 851 £ est un en-
tier positif ou nul, on note

nH -4 20
A, = f(x, Go""’°h—1) et Ay 1

EN
Ed
E2N
=
OQ
+
.
&
i
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8.9

0n peut remarquer que la région & dessinée en 8,2.6 est une réunion d'ensembles

{(z,t)e ZxZ ; il existe O renesC . s tels que (x, OyreeerCy_ ) e A et

1

Oy Feseto, , = t} .

2
jal
avec s :N2n et x =N 2.
o 1

Pour commencer, nous allons prouver l'existence d'entiers rationnels

pA) = p(aseeenn ) 5 (0 < 268" ;0 < A < ¥ 1 ¢i¢n),
non tous nuls, vérifiant

301

(8.3.1) Log ?aa)c fp(A)] <« w Log N ,

A
et tels gue les fonctions (8.2.5)

() =17 o) 3 o
F z) = PAA . .
Oprene sy %;—; yors p!(cso—p)! (7\0—}.1.)!

1

o~ e (x1 z,+...+xn1n)z

il Gj
S R W - . 2 . €
x (#r,85) ,

(Bn,)
aétinies pour (oj,ennyo,_ ) € w , vérifient
Fco,...,ﬁn—1(X) =0 zow (x, c’o"“’(’m—1) €4 -

Pour cela, on cherche & résoudre le systdue

2n 3n=-1
o el . F (x) =0 pour (X, 0 ,e0es0 ,) €A .
Cyreeer Gy g 0 T—1 o
2
Ctest un systéme lindaire homogine en p(n), de moins de N2n + équations a
2n2+n . <
28N inconnues, & coefficients dans X entiers sur Z . De plus on peut majorer

la taille de ces coefficients i

B 2

t{coefficients) << N + N Lo W .

le lemme 1.3.1 de Siegel permet de résoudre ce systdme dans Z , tout en vérifiant
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8.10

(8.3.1).

Considérons la fonction (8,2.2) ainsi construite :
xo n
F(z) = %;; p(x) % exp(gz; xiziz) R

Elle est non nulle (gréce & 1tindépendance linéaire sur @ de 31,...,£n , et au

lemme 1.4,1) ; d'aprés le théordme 6.1.1, le nombre de zéros de F , dans le disque
2
n“+n
2] ¢ 7,

est inférieur 3

2 2
2n +4n on +n.N2n—1({£1i

48N + 5.N +...+[/3n}) s

ce qui est strictement inférieur a

2—4n2-N2n2+3n

i

deés que N est suffisamment grand, Par conséquent les nombres

s 2 2

) -
—SF(x),1\<x@r2n“‘n,o\<s<24n.wzn,
dz

ne sont pas tous nuls, Les relations (8.,2,4) montrent qutil existe un entier g ,
2
1¢ 4§40,
tel que 1'un des nombres

P I (=), ((x,co,...,cn_j) € Aj) ,
o T~ 1

soit non nul, On choisit pour £ le plus petit de ces entiers, et on désigne par

=F (x)
gN OO"'.’GII—‘]

i'un de ces nombres non nuls, avec

CR RTTPT NUDI 3 Y
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8.11

Alors gN est un élément de X dont il est facile de majorer la taille, en

utilisant {8.2.5)

3n+~§-—1
s(gN) &N .log ¥ .

Nous allons montrer que gN vérifie
3nsl-

1
(8.3.2) togle | ¢ -8 %%

ainsi EN ne vérifiera pas la relation (1.2.3) H
~2[{x: q) s(r,N) < Logl;Nl ,

bien que EN € K soit non mul, Cette contradiction terminera la démonstration,

Pour démontrer (8,3.2), on remarque que, d'aprés le choix de l'entier £ , on a

Fe seeesT (y) =0 pour (v, To""’Tn—1) Chpy s
o n~1
or, comme {x, co,...,chr1) € A£ y pour
ik I
-p 2 2
Hoteeotby o = U, Ogugz2 "X i s et 1Ky ’
on a
ooyt pgseneso v ) €4,

Par conséquent, grfce aux relations 8,2,7, on constate que la fonction F

-1 Gyreser Gy,
. 2 -£ 20
posséde les zéros ¥ = 1,...,N , d'ordre au moins égal & 2 NZ . On applique

alors le principe du maximum, sur le disque

n.;.é-e.;%
fz] < ¥ =R,
3 la fonction entitre
A1
s
N 2—1 N2n
Fo, a (Z)o 1 (Z_Y) ° -
Oyo‘o, Do Vi
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8.12

Un calcul facile conduit aux majorations

sniE-2
Log|F | <« JLog N,
Oyrees2 4 g
%
© n+£:l
2 Fd)
N Xy 1 2
Log sup U {——- £~=N .log N .
_ &=y 5
|| = y=1
Pour N suffisamment grand, on aura
1
3n+~§-
Logl® o I ¢ ",
009000’ ne1 R
ce qui permet d'obienir
snit
Log'gN( & - N .

La majoration (8,%,2) est ainsi démontrée, et on en déduit le théordme 8,1.1.

§8.4 Un énoncé effectif (sans démonstration)

Pour simplifier sa démonstration, nous avons négligé llaspect effectif du thé-
oréme de Baker ; le théordme 8,1,1 montre qu'une forme linéaire non triviale en
1 ’11""’ln , & coefficients algébriques, est non nulle ; de plus, et clest fonda-

mental pour les applications, on peut minorer une telle forme, en fonction des

2.
tailles des nombres a, = e . et des tailles des coefficients, Parmi les nombreux

domaines de la théorie des nombres ol ces minorations effectives interviennent, men—
tionnons :

- les problemes de nombre de classes de corps gquadratiques imaginaires (Baker,
stark,...)

- 1tétude de 1l'approximation de nombres algébrigues par des nombres rationnels, et

la recherche de points rationnels sur des courbes algébriques (Baker, Coates,
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8.13

Feldman,...)
— les propriétés de nombres ayant de grands facteurs premiers (Ramachandra, Shorey,
Tijdeman),

C'est pour ces raisons gue de nombreux mathématiciens (principalement Baker,
Peldman et Stark) ont cherché & améliorer les minorations de formes lindaires de
logarithmes de nombres algébriques, Voici, & titre d'exemple, un énoncé effectif
[Peldman, 1968 b].

Théoréme 8.4.1. Soient ,61,...,,611 des logarithmes @-lindairement indépendants de

nombres algébriques a*}’“”an 5 soit 4 un entier positif, Il existe deux cons—

tantes positives ¢ et wu , ne dépendant gue de n, ,31,...,,611 , d , telles que, pour

tous nombres algébrigues Bo""’ﬁn , non tous nuls, de degré inféricur ou égal & 4

4
}ﬁo+ﬁ1z1+...+snzn1 > CH ",

les constantes C et y peuvent 8tre explicitées ; par exemple on peut choisir

¢ et wu sous la forme

C = (1+d)—u

et

2

n 16n2
w=(c +90 .n.Log h)

s

ol Co est une constante absolue {effectivement calculable) et

N
h = max {{1 +[Q(ai):Q]).H(ai) s e U}
1ign

(1a hauteur H(a) dtun nombre algébrique o est par définition la hauteur du poly—

nbme minimal de ¢ sur 7).
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8.14

On peut raffiner ce résultat, par exemple dans les cas n =1 , ou Bo =0,
ou ﬁj €7 (0¢ 3¢ n), voir & ce sujet [Baker, 1969] et les articles récenis de
Baker et Stark dans les "Annals of Mathematics", Ainsi Baker (Acta Arith,, 21 (1972)
117-129, et 24 (1973} 3%-36) a démontré que, si n et d sont deux entiers posi-
tifs, et A' 3 2 un nombre réel, il existe une constante (C = C(n,d,A') >0, efw=
fectivement calculable, ayant la propriété suivante :

si A 32 et B )2 sont deux nombres réels, a’,...,an._'1 des nombres algé~
briques de degré inférieur ou égal & d et de hauteur inférieure ou égale & A', et
a un nombre algébrique de degré inférieur ou égal & 4 et de haubteur inférieure
ou égale &4 A , 1l'inédgalité

~Log 4.10og B
0<|b, Loga +...+b Logal<c

n'a pas de solution (b1""’bn) € Zn vérifiant max }b.{ < B.
1€ikn
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8.15

EXERCICES

Exercice 8.,1.a

1) Montrer que chacun des corollaires 8.1.%, 8.1.4 et 8,1,5 du théoréme 8.1.1
est équivalent au suivant :
(8.1.7) si 31,...,£n sont des logarithmes @-linéaivement indépendants de nombres
algébriques, alors 11,...,£n sont g-lindairement indépendants,

(Indications. Pour démontrer que 8,1.4 implique 8,1,7, considérer une relation du
type

BylyteeetB £ =0,
oh Bo % 0, 51,...,Bn sont des nombres algébriques, et 10,...,ln des logarithmes

§-linéairement indépendants de nouwbres algébriques ; exprimer 30""’Bn dans une

base du @Q-espace vectoriel

08 +.. 405, ,

pour Se ramener au cas ou Bo"“’Bn sont @-lindairement indépendants, Déduire de

la relation

[ z 8i
e = exp(z g- zi)
i=1 Yo
une contradiction avec 8,1.4.

Pour démontrer la réciproque, partir d'une relation
lo = 61£1+...+5n£n s
ol B1,...,Bn sont des nombres algébriques, et zo,...,zn des logarithmes non nuls

de nombres algébriques ; considérer une base du sous—f~espace vectoriel de ¢ engen—
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8.16

dré par Zo""’ln , et utiliser 8.1.7 pour montrer que les nombres

B =-1, BW""’ﬁn

)
sont @-lindairvement dépendants),
2) Montrer que les corollaires 8,1,2 et 8.1.6 sont équivalents,
3} Montrer que le théoréme 8,1.,1 est équivalent & 1l'ensemble des deux corol-

laires 8.1.2 et 8,1,3,

Exercice 8,1,b, Donner un exemple de nombres algébriques a1""’an , 51,...,Bn ,

avec a, # 0,1 , et B1""’Bn irrationnels @§~linéairement indépendants, tels que

le nombre

soit algébrique,
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8.17
Exercice 8,1.¢., Soit M ¢ Mn(c) une matrice qui n'est pas nilpotente, Soient

t1""’tm des nombres complexes, §-lindairement indépendants, tels que

exp Mt € e (@) , (1 ¢3¢m.
1) Montrer que les nombres
L

sont @Q-lindairement indépendants,

2) On suppose que M € Mn(ﬁ) 3 montrer que les nombres

sont ©-lindairement indépendants

{Indication : voir exercice 2.1.c).
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8.18

Exercice 8,1,d. Le théordme 8,1,1 montre que le nombre
! dx 1 T
f — =3 {1og 2+11—;5)
0 14X

est transcendant, Plus généralement, déduire du théordme de Baker le résultat
suivant,

Soient P et @ deux polynbmes non nuls de ﬁ[x] , premiers entre eux, Notons

p(z)

Xyrener®y les zéros distincts de Q , et PyreeesPy les résidus de 3= aux

Q

pbles Cyreenry respectivement, Soit I un chemin du plan complexe, qui est fer—

mé, ou bien qui a des extrémités algébriques ou infinies, et pour lequel l'intégrale

P(z)
= 4
I fq(zi z
T
existe, Alors le nombre I est algébrique si et seulement si

n g
j~ E L3 dz =0 ,
i %

En déduire que, si deg P < deg Q , et si § n'a pas de zéros mltiples (c'est-i~

dire deg Q =n), alors I est nul ou transcendant, [van der Poorten, 1970].
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Exercice 8,%.a, Soient 1 » 1 un nombre réel, n , m deux entiers positifs,
u,,...,un (resp. vt""’vm> des nombres complexes @-lindairement indépendants,
et ¥ un sous-corps de € de type de transcendance { 1 sur @ .

1) Soit r1 (1 £z, & m) la dimension du sous-K-espace vectoriel de € engendré

1

par Vf,...,vm . On suppose

nyt et m ) (m-1)(m+n) + r1n .

Monirer que l'un des nombres

explu;v;) , (1¢ig¢n,1¢i¢m,
est itranscendant sur ¥,
En déduire le théoréme 7,2.9.
2) Soit r2 un nombre réel positif, On suppose que le sous-K-espace vectoriel de ¢

engendré par 1 ,v1,...,vm , & une dimension inférieure ou égale & r2+1 . Montrer

que 1l'un des nombres
u; s oexp(yve) , (gign,1¢i¢m),
est transcendant sur K , dés que
nytz,n>r et m ) (-1){(mm) + o .
%) généraliser ces résultats aux extensions de § de type de transcendance ¢ (<,')

(cf. exercice 5,4.4) [Waldschmidt, 1972 b],
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Exercice 8,3%.b. Soient A et I deux nombres réels supérieurs ou égaux & 1, Soit ¢
une fonction entidre. On suppose gque, pour tout entier 3, 0 ¢ j ¢ I, les trois

propriétés suivantes sont vérifiédes,

(1) l-‘% o(z)] ¢ exp(a(|z}+1)) pour tout z € ¢ .
dz

J
(ii) f—j gplo) =0 .
Z

(iii1) Pour tout entier k > 0 , la condition

3
d 1
= o(x)| <5
azd 4
entratne
J
d
—_ w(k) =0 .
dzJ
Montrer que l'on a
1 I
p(k) =0 pour 0 ¢ kg G eXPQ§666-z) .

[stolarsiy] (des résultats analogues ont également &té obtemus par X, Ramachandra).
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Exercice 8,4.a, Soient 11"‘°’Zn des logarithmes de nombres algébriques ; montrer
qu'il existe une constante ¢ » 0 ne dépendant que de 21""’£n , et effectivement
calculable, telle que, pour tout n—uple dlentiers (ba”"’bn) € f , on ait
bz
1

1+...+bnzn =0,

ou

b1£1+...+bnzn| > exp(- C. max |bi[)
1¢ign

(Indications, gSoit
b £, +eaatd £
171 n'n
w=e -1 3
si w =0, le nombre b1 'g1+“'+hn’en est un multiple entier de 2in , et le résultat
est trivial ; si w £ 0 , utiliser les inédgalités
N dlw . 1
! Q(W)/Q( (w) W){ >

et 'ez—1| < elz!—1 < lz].e'zl pour tout =z € €).

[Baker, 1967, II lemme 5 et ITI lemme 6],

Comparez avec [Gel'fond, T, chap.I §3 théordme IV].
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