
APPENDICE 

Th@or~mes locaux 

Les r@sultats g@n@raux que nous avons @tudi@s (th@or&mes 2.2.1, 3.3.~ et 4.5.1) 

concernaient des fonctions enti&res ou m@romorphes darts tout le plan complexe. I1 est 

quelquefois utile de conna~tre des @nonc@s analogues pour des fonctions analytiques 

ou m@romorphes dans tun domaine born@ de ¢ . En voici plusieurs exemples, suivis de 

quelques r@sultats concernant le cas p-adique. 

§A.I Lam@thode de ~chneider 

Supposons, avec les notations du th@orbme 2.2.1, que l'ensemble S = U S 
n 

soit born@. On peut alors remplacer l'hypoth~se que les fonctions fl,..o,fd sont 

entibres d'ordre inf@rieur ou @gal ~ p l , . . . , p  d respectivement, per l'hypoth&se que 

ces fonctions sont analytiques dans un ouvert suffisamment grand (par exemple elles 

peuvent ~tre entibres d'ordre infini). Plus pr@cis@ment : 

Th@or&me A.I.1. ~oient K un corps de nombres~ e_~t f1,...,fd des fonctions anaiy- 

tiques darts un d~sque ferm@ Iz ~ ~ ; Izl ~ r I , s~Ig@briquement ind@pendantes sur 

soit (Zn)n~no une suite de points deux h deux distincts du disque Iz E C ; 

I zl ~ ~} • On suppose que, pour tout i = I ..... d e_~t pour tout n ~ n o , o__nn 

fi(Zn) C K . 

Alors 
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A.2 

(A. 1.2 ) 
d 

I . Log max s(fi(Zm) ) ~ d-1 . l i m  sup T,og'----'£ 
i=~ n ~ +~o no~<m~n 

D4monstration 

Nous allons montrer que, si pl,...,p d sont des nombres r4els positifs tels que 

max s(fi(zm) ) £ n pi pour n suffisamment grand, 
n 4m411 
o 

alors on a 

pl+...+pd ) d-I . 

On note 

P1+'"+Pd et 6 = [K:~] 
P= d 

Un argument que nous avons d4jh utilis4 plusieurs fois (voir par exemple (2.2.5)) 

permet de ne consid~rer que le cas 

I 
max Pi < p +~ " 

1¢i~d 

Ii existe un nombre r I > r tel que les fonctions fl,...,fd soient analytiques 

dans le disque Izl % r I . 

Le lemme (I .5.1 ) de Siegel montre l'existence, pour n suffisamment grand, d'un 

polynSme non nul 

P c ~[x 1 ..... x d] , 

de degr4 ~ 26n ~+p'pi par rapport h X (I £ i g d), et de taille ~ 8d J+P , tel 
1 

que la fonction 

v4rifie 

F = %(fi ..... f~) 
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Fn(Z m) = 0 

Comme l'ensemble des z@ros de F 
n 

les hombres 

pour n ,< m < n +n . 
O O 

r 
dans le compact {Z g C ; Izl x< ~} est f:h'~i, 

ne sont pas tous nuls. soit 

Fn(Z v) , ~ ~ n O 

v le plus petit entier positif tel que 

~n : Fn(Zv) ~ 0 . 

On a donc v ~ no+n , et ~ est un @16ment non nul de K dont la taille est majo- 

r6e, grgce h (1.2.5), par 

I ~+P 
f \ SL~nj_ ,< 46d v . 

Pour majorer ' on utilise le principe du maximum, sur le disque Izl @ r I , 

pour la fonction 

v-1 

Fn(Z). H (Z-Zm)-1 
m=n 

0 

0n obtient 

v 3r -r 
T oglql . 

La relation (I .2.3) donne alors, pour n (donc v) suffisamment grand : 

I 
~+p}1 , 

ce qui d@montre le th@or~me A.I.1. 
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§A.2 ~ m4thode de Gel'fond 

Voici, sans d4monstration, un r4sultat analogue au th@or&me 3.3.1 (mais plus 

faible) dans lequel on suppose seulement que les fonctions 4tudi4es sont analytiques 

dans un disque. 

Th4or&me A.2.1. ~pient K un corps de nombres, f1,...,fh des fonctions analytiques 

darts un disque {z 6 ¢ ; lz t  ~ r }  , e_~t (Zn)n)no une suite de po in t  s deux ~ deux d i s -  

tincts du disque {z C = ;Izl ~ ~} tels que 

fi(Zn) £ K pour I ~< i ~< h et n > n 
0 

sur 

0n suppose que deux des fonctions fl,...,fh qoDt alg4briquement ind4pendantes 

d op~re sur le corps K(f I .,fh). ~lors on a , e_~tque l~ad4rivation ~zz .... ''" 

(A.2.2) lim sup ~ 
n ~ +oo I gigh 

nogmgn 

op~re sur le K-e.space 
d 

Si, de plus, la d@rivation ~zz vectoriel 

K+KS +...+Kf h , alors on a 

max s(fi(Zm) ) = +~ . (A.2.5) lim sup n 
n-~+~ 1~<igh 

no£r~n 

§A.3 Type de transcendance 

Ii n'est pas difficile de g4n4raliser les r4sultats des deux paragraphes pr4e@- 

dents aux extensions de Q de type de transcendance fini ; on peut @galement les 

4tendre aux fonctions m4romorphes dans un disque. On obtient ainsi les deux @none4s 

suivant s. 
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Th@oreme A.5.I. On consid~re 

- un sous-corpe K de ¢ , d__ee type d_%e transcendance inf4rieur o__vu 4gal "_a ~ sur Q 

(~ >r I), e_~.t de_ type fini sur Q 

- des fonctions fl ..... fd ' m4rpm°rphes dans un disque A = {z £ C ; Izl ~ r}, all- 

g4brlquement ind4pendantes s ur K ; 

- une suite (Zn)n~no 

tincts , non pSles d_.%e 

d__~epoints d__uu disque 

fl,...,fd , tels que 

{z 6 ¢ ; I zl ~< 3} , deux A deux dis- 

fi(Zn) £ K pour I g i ~ d e_~_t n ~ n o ; 

- des fonctions hl,...,h d , anal ytiques dans A , ne s'annulant Das aux points 

(n ~ no) , et telles que hlf I ..... hdf d soient analytiques dan_._~s A . 

Z 
n ' 

Alors o_~n A 

d 
I ~og max {s(q(~m)) Tog I ) ;-I E lim sup Log n" ' " 

i=I n -- +co nogm.~n 

Remarque : On peut choisir pour h. le polynSme unitaire dont !es racines sont les 
l 

pSles de fi (compt4s avec leur ordre de multiplicit4) dans Izl ~ r . 

Th4or&me A.5.2. ~oit K un sous-corps de ¢ d__~e type d__%e transcendance inf@rieur ou 

4gal "_a ~ s ur ~ et de type fini sur ~ " S°ient f1'''''fh des fonctions m4ro- 

morphes dans un disque A = {z £ ¢ ; Izl £ r I ; soit (Zn)n~no une suite de points 

distincts du disque {z 6 ¢ ; Iz[ ~ 31 , non pGles de fl ..... fh , tels que 

fi(zh) E K pour I ~ i £ h , n ~ n o . 

Soient gl .... 'gh des fonctions anal,ytiques dans A , sans z4ros aux points 

(n ~ no) , et telles que glfl .... ,ghfh soient analytiques clans A . 

Soit d l_~e degr@ d._~e transcendance sur K du corps K(f 1,...,fh) . 

z 
n 
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d 
op&re sur le corps K(f I .... Si la d4rivation ~zz ,fh ), alors on a 

d-~ 

(A.3.3) lim sup n ~d-1) . max {t(fi(Zm) ) ,-Log lhi(Zm)l} > 0 . 
n-. +~o 1~i4h 

no4m~n 

d 
Si la d@rivation ~-~ op~re sur le K-espace vectoriel K+Ef1+...+Kf h , et si 

d > ~ > I , alors 

d-~ 

- VCcU~ (A.3.4) lim sup n 
n -, +~o 

• max {t(fi(Zm)),-Log lhi(Zm)l} > o . 
14i4h 
nogm(n 

§A.4 Cas p-adique 

Dans tousles 6nonc@s g@n@raux concernant les fonctions analytiques ou m@romor- 

phes (darts un disque ou darts C) que nous avons @tudi@s, on peut remplacer le corps 

C des nombres complexes par tuq corps ~ valug ultramgtrique, complet, alggbrique- 
P 

ment clos, de caract@ristique nulle et de caract@ristique r@siduelle p (p > 0 

premier). Un exemple typique de tel corps est fourni par le compl@tg d'une clSture 

alg@brique de Qp . 

On d@finit la fonction exponentielle p-adique par 

~. n 
Z 

n = o  
1 

P-t mais ici, la s~rie ne converge que darts le disque Izl < p de ~ (dont on a 
P 

normalis~ la valeur absolue par IPl = ~)- Ainsi, contrairement au cas complexe, la 

fonction exponentielle p-adique n'est pas enti~re, mais seulement analytique darts 

un disque. Par cons@quent, pour obtenir des r4sultats de transcendance sur cette 

fonction, il faudra utiliser les th~or&mes locaux (A.I.1, A.2.1,...). On d4duit par 

exemple de l'analogue p-adique du th4or&me A.I.1 les deux corollaires suivants, 
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correspondant respectivement au th@or~me 2.2.3 de Lang et au th@or~me 2.1.1 de 

Gel'fond Schneider. 

Th@or&me A.4.1. ~oient u I .... ,u n (re sp. v I ..... Vm) des @l@ments Q-lin@airement 

ind@~nd~ts d_~e 8 , tels que 
P 

I 

lu.v.I<P 
m8 

pour I ~< i ~< n , I £ j ~< m . 

mn > m+n , alors un des nombres 

exp(u±vj) , (I ~i~, I <j <~) 

est transcendant sur ~ . 

On d4finit la fonction logarithme p-adique par 

cette fonction 

co n 

LOg(l+~) = ~ ( -1 )  "+1 z . 
13. = 

n=1 

est analytique darts le disque Izl <I • 

Th@or&me A.4.2. Soient et ~ deux @16ments de ~ , v@rifi&nt 
P 

I 
p-1 

I~-II <~ ~ 16Log~l <P 

On suppose que ~ est irrationnel, e_~t que ~ n'est pas racine de l'ttuit4. Alors 

l'un au moins des trois hombres 

, ~ , ~ = exp(~ LOg ~) 

eat transcendant sur ~ . 

Comme en complexe, on peut @galement obtenir ce r6sultat en utilisant des @qua- 

tions diff@rentielles (cf. A.2.1) ; de la mSme mani~re, on obtient l'analogue 

p-adique du th@or&me 3.1.1 de Hermite Lindemann. 
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Th6orbme Ao4.3. S0it ~ £ C un hombre alg4brique su_._~r ~ , re..1, qu.e 
P 

I 

P-I 
O< I~I <P 

Alors exp(~) est transcendant sur ~ . 

La situation est moins bonne dans l'@tude de l'ind@pendance alg@brique des va- 

leurs de la fonction exponentielle ; par exemple, darts la d4monstration du th4or~me 

4.1.2, la relation (4°4.8) : 

-E ~(m+n) << -M mn Log N pour E -* +0° 

a 6t~ obtenue en utilisant le principe du maximum sur un disque tr&s grand ; ceci est 

impossible en p-adique, et on obtient seulement, au m~me stade de la d6monstration, 

-N ~(m+n) << -M mn quand M -~ +~o ; 

ainsi, pour que la conclusion du th@or~me 4.1o2 soit encore v@rifi@e, il faut suppo- 

set que l'on a l'in@galit@ stricte mn> ~(m+n). 

De m@me il est facile de constater que les analogues p-adiques des th@or~mes 

7.1.6, 7.2.8 et 7.3.4 sont vrais, ~ condition de supposer 

I 

luivjl < P P-I , (I .< i ~< n , I x< J £ m) , 

et de remplacer la majoration de Logl~ I par 

<< pour Y16 ; 

Logl~ I <<-N n pour 7.2.8 ; 

~o~1%~I << -Rmn+m+n.(Log N) -1 pour 7 . 3 . 4  ; 

(les traductions des th@or~mes 5oi.1 et 6.1.1 ne pr@sentent pas de difficult@). On 

en d@duit que les th@or&mes 7.3.1 et 7.3.5 sont vrais sans changement en p-adique 
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(dbs que les nombres exp(uivj) existent), tandis que, dans les hypotheses des th@- 

or&mes 4.1.2, 7.1.1, 7.2.1 et 7.2.9, il faut remplacer les in@galit@s larges par des 

in@galit@s strictes. Voici par exemple ce que devient le th@or~me 7.2.3 de Gelfond 

dans @ . 
P 

Th4or~me A°4.4. Soient ~ et 

n'@tant p as racine de l'unit@ et 

Alors deux des cinq nombres 

des 614ments de @ , alg4briques sur ~ , 
P 

4tant irrationnel de degr4 r > 4 • O_~n suppose 

I 

I~ ~ Log ~I ~ P p-~ , (I ~ ~ ~ r) • 

~ ..... ~5 

sont al~4briquement ind4pendants sur Q . 

Quand r =3 , on ne peut d@duire des r@sultats cit@s pr@c@demment que l'ind@pen- 

dance alg@brique de deux des nombres 

Log ~ , ~ ~2 

0n conjecture que, si ~ est irrationnel cubique, les deux nombres 

~6 , ~2 

sont alggbriquement ind~pendants sur ~ . Plus g~n~ralement, on peut transposer en 

p-adique routes les conjectures du §7.5. 

Contrairement ~ l'habitude, les r4sultats p-adiques sont donc moins bons que 

leurs analogues complexes ; ainsi la traduction en p-adique du th@or&me de 

LindemannWeierstrass, ou bien du th@or&me de Schneider slur la transcendance de ~(~ 

n'a pas encore 4t4 effectu4e° 
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§A°5 l~6f4rences 

L'4tude des propri@t~s locales de transcendance de valeurs de fonctions analy- 

tiques a d4but4 avec deux travaux de Schneider, en 1951 et 1953 ; le but en 6tait la 

c~ract4risation de fonctions alg~briques ou rationnelles par les valeurs qu'elles 

prennent aux points de la suite 1_ ; on obtient par exemple un des 4nonc4s de 
n 

Schneider en choisissant, dans le th6or~me A.I .I, 

d 2 , f1(z)=z,et_ _ z I 
n n 

Une g4n4ralisation aux suites convergentes de points (avec une traduction en 

p-adique) fut effectu4e par Igen en 1955. Tous ces r@sultats devaient 8tre approfon- 

dis par Hilliker, qui 4tudiait les valeurs de fonctions fl ''"" 'fd ' analytiques au 

voisinage de 0 et alg~briquement ind~pendantes, en une suite de points convergeant 

vers 0 [Hilliker, 1966]. Les th@or&mes des paragraphes A.I, A.2 et A.3 sont extraits 

de [Waldschmidt, 1972 a, §8]. 

Les probl~mes de transcendance de nombres p-adiques furent abord@s pour la 

premiere fois par Mahler, en 1932, avec la traduction du th@orbme de Hermite 

Lindemann, puis en 1934, avec celle du th@or~me de Gel'fond Schneider (par la m@thode 

de Gel'fond ; celle de schneider fut traduite en 1940, par Veldkamp). Un crit~re g@- 

n4ral de d4pendance alg4brique de fonctions analytiques p-adiques (analogue au cri- 

t&re complexe de [schneider, 1948], et pr4c4dant celui de IQen) fut d4montr4 par 

G~nther en 1952, ce qui lui permit de retrouver comme corollaires la transcendance de 

exp ~ (par la m4thode de Gel'fond) et celle de ~ (par la m6thode de Schneider) 

[G'dnther, 1952]. Dans sa thbse, en 1964, Adams d4montra l'analogue p-adique du 

th4or&me A.2.1, ainsi que de nombreux autres r4sultats : un critbre de transcendance 
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(que l'on peut raffiner par la re@rhode expos@e au chapitre 5), un th@or~me sur l'in- 

r-1 
d@pendance alg@brique de deux des hombres ~...,m8 (avec les notations de 

A.4.4) et une mesure de transcendance de ~ (quJ peut aussi @tre am@lior@e par la 

m@thode de [Cijsouw, 1972]). L'essentiel de la m@thode d'Adams [Adams, 1964] consis- 

tait & transposer les d@monstrations complexes & l'aide de l'int@grale de Schnirelman; 

mais il est possible (et m~me phs facile) d'obtenir les m@mes r@sultats en utilisant 

les propri@t@s spgcifiques de fonctions analytiques p-adiques ; ceci a @t@ expos@ 

par exemple par Serre pour le th@or&me A.4.1 [Serre, 1966] (voir aussi [Lang, T, ap- 

pendice]), et par Brumer, en 1967, pour l'analogue p-adique du th@or&me de Baker. 

Enfin, en 1972, Shorey a donn@ une traduction du th@or~me 6.1.1 de Tijdeman, et l'a 

appliqu@ ~ l'@tude de propri@t@s d'ind@pendance alg@brique des valeurs de la fonclion 

exponentielle p-adique [Shorey, 1972]. On trouvera d'autres r@sultats du m~me genre 

dans [Waldschmidt, 1972 a, §9]. 

Parmi les applications que pourrait avoir une @rude plus pouss@e des propri@t~s 

arithm@tiques locales de fonctions analytiques, mentionnons le deuxi~me probl~me de 

[Schneider, W] : 

d@montrer le th@or&me sur la transcendance des valeurs de la fonction modulaire 

j(~) par une @rude directe de cette fonction, et non par l'@tude des 

~'-fonctions. 

I1 pourrait @ire utile de passer par l'intermgdiaire des fonctions modulaires P , Q, 

R , qui sont analytiques (par rapport ~ la variable complexe q) darts le disque uni- 

d op&re sur le corps Q(P,Q,R), on t@ du plan complexe ; comme la d@rivation q ~q 

constate facilement (cf. exercice 3.3.e) que la conclusion Ao2.2 est vraie pour ces 
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trois fonctions P , Q , R . Nais ce r~sultat semble encore insuffisant pour donner des 

@nonces in~@ressant~ de transcendance sur les fonctions modulaires° 
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EXERCICES 

Exercice A.1.a. Soient fl,...,fd des fonctions analytiques dans un disque ouvert 

alg~briquement indSpendantes sur ~ . Soit (Zn)n~ ° une suite de points de A deux 

deux distincts, admettant au moins un point d'accumulation dans A , telle que 

Pour tout entier 

I. Soient RI,...,R d 

on ait 

on note : 

Pour tout entier 

fi(Zn) E ~ pour I ~< i ~< d , n ~ 0 . 

n ) 0 , on note 

6 n : [Q(f1(Zn) ..... fd(Zn )) : Q] • 

des applications de [ dans ~ telles que, pour tout n ) 0 , 

d n 

n h(n) > E % 
i=I h=o 

R I (n)...Rd(n) 

~n 6o+...+6 n 
(n ~ O) 

n ~ 0 , soit r un nombre r6el v6rifiant 
n 

max IZhl < rn < r . 
O~hCn 

Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n 

tel que 

v-1 r - max I z  i ~ 

IE ' ~ o~ ~) ¢ IE ~i(~) (~o~(~+Ifil=) + (2 0(~ + ~ ~(q(~)))) 
~=o .~og< ..... i~v._Zhl i=1 v ~ n  o~m~v 

(Comparez avec l'exercice 2.2.f). 
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2. On suppose d4sormais 

li~ sup I Znl < r 
n -.. +co 

soient r I et r 2 deux nombres r4els v4rifiant 

lim sup IZnl < r I < r 2 < r . 

Soient SI,...,S d des applications de ~ dans ~ , v4rifiant 

Si(n ) ) max s ( f i ( zh )  ) , (1 ~ i ~ d , n ~ O) . 
o~h~n 

Montrer (en utilisant la question pr4c4dente avec ~n = d+1 et 

I 

R (n)i = [((d+1)(6o+'"+6n)'S1(n)'"Sd(n))d'si(n)-1]) 

que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel que 

6 1 4  . .+6n) { . (S l (n ) . . .Sd(n) )~"  Si(v) v,-1 2.~.(d+~) ~. (%+.  max + ~ ~og(r2-= ,) ~E~og lz ;%l  
1~i~dSi-~ -~ h=o 

En d@duire que, si les d applications 

(60+...+Sn).S 1 (n) . . .Sd(n)  

S (n) d 
1 

sont toutes croissantes (au sens large), alors 

(~ ,< i ,< ~) 

r2-r I -d 
¢ > !im sup ~- . Si(n) 

n -* 44= n 1=t  t 

Utiliser enfin cette in4galit4 pour d4montrer le th4or&me A.I.1. 

3. On suppose 6 n ~< 6 

V4rifier l'in4galit4 

pour tout n ~ 0 , et 

lim sup IZnl < 
5 "  

lira sup n . max 
n-~+c= 1~i~d 

ogh~n 

s(q(~h)) > o ° 
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Exercice A.1.b. Une fonction f , analytique dans un ouvert V de @ , est dite al- 

g@brique au sens arithm4tique si les deux fonctions z , f(z) sont alg4briquement 

d4pendantes sur Q (ou sur ~ , cela revient au mSme), c'est-~-dire s'il existe un 

polynSme non nul P £ ~X,Y] tel que 

P(z, f(z)) = 0 pour tout z E V . 

soit f une fonotion analytique au voisinage de O, telle que les nombres 

f ( ~ )  , 

pour n entier suffisamment grand, soient alg6briques de degr4 4 6 . On suppose 

s ( f ( ~ ) )  1 
l i r a  s u p  n L o g  n ~< - -  " 
n~+oo 108.63 

Montrer que f est alg4brique au sens arithm4tique (utiliser l'exeroioe A.I .a). 

Etudier la r$eiproque, et eomparer avec [Hilliker, 1966]. 
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Exercice A.2.a. D6montrer le th4orbme A.2.1, 

(Indications : les in@ga!it4s (A.2.2) et (A.2.3) sont d@montr4es, darts le cas 

p-adique, darts [Adams, 1964, th4or~me I]). 

D4montrer (en utilisant l'exercice 3.3.f) que l'in4galit@ (A.2.3) peut @tre rem- 

plac4e par l'in4galit4 plus forte 

(A.2.4) lira sup ~ Log max s(fi(Zm) ) > 0 . 
n~+~ 1~i(h 

no£m~n 

Donner snsuite des minorations effsctivss de (A.2.2) st (A.2.4), analogues 

celles des exercices A.1.a et A.~.b. (On constatera ainsi qu'on peut remplacer le 

corps de nombres K ,dans les hypoth&ses du th4orbme A.2.1, par l'ensemble des nom- 

bres alg4briques de degr4 inf4rieur ou ~gal ~ 6 , 6 > 0 dorm4 ; of. exercice 3.3.c). 
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Exercice A.3.a. Soit A ~ disque ouvert de @ , de centre 0 et de rayon r > 0 ; 

soit (Zn)n> ° true suite de points de A , deux ~ deux distincts, tels que 

I 
lim sup I znl < 5 r . 
n -. 4x~ 

Soit K un sous-corps de C , de type fini sur ~ et de type de transcendance 

inf4rieur ou @gal ~ ~ (% > I). Soient f.. (I ~ i £ d I £ j ~ v i) des fonc- 
1,J ' 

tions analytiques darts A , poss4dant les trois propri4t~s suivantes 

I. Les fonctions f1,1,...,fd,1 sont alg4briquement ind4pendantes sur K . 

2. Pour tout n ) 0 , j = I, .... ~i et i : I ..... d , on a fi,j(Zn) 6 K , avec 

Pi 
tkfi,jkZn) ) << n pour n ~+oo. 

d ,fi,vz ] pour tout i = I, ,d 3. La d4rivation ~zz op&re sur l'anneau K[fi, I .... .... 

Pour I £ i £ d , on d4finit e i par : 

d 
gi = 0 si la d4rivation ~zz op~re sur le K-espace veotoriel 

K+Kf +...+El. , c'est-h-dire si les v polynSmes exprimant les relations 
i~I l~v i l 

d f C , f i , v i  ] ( I  ~ j 4 v i )  a-i i , j  K[fi,1 . . . . .  

sont tous de degr4 total I ; 

~i = I sinon. 

Enfin on note 

(avec p. = 0 si 

Montrer que l'on a 

E i =0 pour  

p .  = max P i  
e .  =1 

1 

(a - , ) (1 -p . )  ~ ( , - , ) ( % + . . . + p  d) . 
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En d4duire le th~or&me A.5.2 (darts le cas oh les fonctions 

ques dans A). 

f1'"''fh sont analyti- 

Exercice A.4.a. Soient 

que non circonf4renci4 

fl,...,fd des fonctions p-adiques, analytiques dams tun dis- 

:{zc~ ; Izl <r}, 
P 

et alg~briquement ind6pendai%tes sur ~ . Soit (Zn)n) ° 

deux distincts de A , admettant au moins un point d'accumulation dans 

les nombres 

fi(Zn) , (I 4 i 4 d , n ~ O) , 

soient tous alg4briques sur ~ . On note 

6 n = [~(f1(Zn) . . . . .  fd(Zn)) :9] pour n > 0 . 

une  suite de points deu~x 

A , telle que 

Soient RI,...,R d des applications de ~ dans ~ telles que, pour tout 

n ~ 0 , on ait 

d n 

n Ri(n)>2E% 
i=I h=o 

Pour tout entier n ~ 0 , soient r et s deux nombres r6els v4rifiant 
n n 

max IZhl 4 rn < Sn < r . 
o~h~n 

Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel 

que 

s d 
V 

sog ~ ~ ~ ~i(n)[Sog(~+lql~ ) + 4 6{~ + ~a~ s(fi(Zm])} ] . 
v i=I v o£n~v 
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Exercice A.4.b. Soient q ~ 0 

A.19 

un nombre entier, et ~ ~ 1 un nombre r@el ; soient 

des @l@ments de ~ , alg@briquement ind~pendants sur ~ , tels que le 
(z 1 , • • • ,~q p 

corps K = ~(el,...,~q) air tun type de transcendance inf~rieur ou ~gal & ~ sur 

(Le type de transcends]ace d'un sous-corps de ~ de type fini sur Q se d@finit 
P 

comme dans le cas complexe m chapitre 4 --, mais en utilisant la valeur absolue 

p-adique ; of. [Waldschmidt, 1972 a, §4]). 

S o i e n t  (6n)n~ ° et (~n )n )  ° 

t~s, telles ~e ~ 8 tende vers 
nn 

bres r@els tels que 

On+ 1 ~ c% 

pour tout entier n ~ 0 . 

Montrer qu'il existe une constante 

propri@t@ suivante soit v@rifi@e. 

deux suites monotones croissantes de nombres posi- 

+oo avec n ; soient c > I et d > I deux nom- 

et 6n+ I £ d 6 n , 

C = C(~,c,d,~ I ..... ~q) > 0 , telle que la 

soit e E ¢p . On suppose qu'il existe une suite (Pn)n> ° de polynSmes non nuls 

de 7[X ° ..... Xq], de degr@ total ~ dn st de taille ~ ~n ' telle que 

L°glPn(~,~ 1 . . . . .  ~q)l ~ - c . ( 6n%)  ~ 

alors ~ est alg4brique sur K , et 

Calculer ensuite la constante C (en fonction de c 

culler K = ~ , q = 0 , ~ = I. 

Pn(~,~1,...,~ q) = 0 pour tout n ~ 0 @ 

et d) dans le cas parti- 

(Indication. Reprendre la m@thode du chapitre 5 m comparer avec l'exercice 5.4.c -- 

et consulter [Adams, 1964, lemme I0]). 
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A.20 

Exercice A.4.c. Soit 

deux distincts de 
P 

E > 0 un hombre rgel ; soient w 1,...,w des @16ments deux 

; soient PI'''''P% des polynSmes non nuls de gp[X], de degr@ 

PI-I , . . .  , p~-1 respectivement. On note 

n = p1+...+p~ , et D = max 

~4i4~ 
lwil . 

La f onction 

F(z) = E  Pk(Z)exp(wk ~) 
k=1 

est holomorphe darts le disque 

I 
I p-1 tzT <~.p 

de ~ . 
P 

I 
I P-I 

Majorer, pour 0 ~ r < ~ p , le nombre de z6ros de F dans le disque 

Izl ~ r de @ , en fonction de n , Q et r . (On pourra utiliser, au choix, l'in- 
P 

t@grale de Schnirelman et la m6thode de [Shorey, 1972, appendice], ou bien la m6thode 
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A.21 

Exercice A.4.d. Montrer que la fonction sinus p-adique, d4finie par 

~, 2n+I 
sin z = (-I)n z 

n = o  
1 

est analytique darts le disque Iz I < p P-I de ~p . Montrer que, si 

merit de ~ alg4brique sur 
P 

, tel que 

I 

P-I 
0 < < 

est un 41~- 

alors le nombre sin ~ est transcendant sur 

(Indication : introduire la fonction cosinus 

et v4rifier que, si i 

quement clos - , on a 

p-adique 

d 
cos z = ~z sin z , 

est une racine de ~+I darts le corps 

par la relation 

- qui est alg@br~ 
P 

exp(iz) = cos z + ± sin z ). 

[G'~mther, 1952]. 
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A.22 

Exercice A.4.e. Soient ~ ~ ½ un nombre r4el, Q un sous-corps alg4briquement clos 

~ n ( %  st de Cp , M £ ) une matrice carr4e n xn ~ coefficients dans @p , 

des hombres complexes Q-lin4airement ind4pendants, tels que les matrices tl,.-.,t m 

exp(Mtj) , 

soient d@finies et appartiennent toutes 

(I ~< J 4 m) , 

GL (~). Soit d la dimension du sous-~- 
n 

espace vectoriel de ~ engendr4 par les valeurs propres de M . On suppose que le 
P 

corps Q v4rifie au moins une des deux propri4t4s suivantes 

(i) Q est une extension de 

(ii) Ii existe un sous-corps 

~ I), tel que dimL~ ~ t . 

I) Montrer que l'on a 

2) On suppose que les points 

de type de transcendance inf4rieur ou 4gal k 2s . 

L de ~ , de type de transcendance 4 s sur ~ (avec 

tl,.,-,t m 

md ~ 2~(m+d) . 

appartiennent k Q . Montrer que 

md { 2~(~+d-I ) 

3) On suppose que M £ Mn(g). Montrer que md ~ 2Tm+(2~-1)d . 

4) On suppose que les points tl,...,t m appartiennent A p , et que 

Montre~ que m~ ,< 2-~m+ (2-~-1)(d- l )  . 

M c Mn(~). 
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A.23 

Exercice A.4.f. Soient a1,...,a m des unit4s de 

logarithmes p-adiques Log a .... ,Log a sont 
I m 

trer que les hombres 

, alg4briques sur ~ , dont les 
P 

~-lin4airement ind4pendants. Mon- 

I , Log a 1,...,LOg a m 

sont lin@airement ind@pendants sur la clSture alg@brique de 

[Waldschmidt, 1972 b]. 

d~s 
P 
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INDKK 

Alg@brique (@l@ment alg@brique sur un corps) p. 1.1. 

Alg@brique (extension) p. 1.2. 

Alg@brique (hombre) p. 1.3. 

Alg@brique (fonction) p. 1.16. 

Alg@briquement clos p. 1.2. 

Alg@briquement d@pendants p. 1.15. 

Alg@briquement libre, ou alg@briquement ind@pendants p. 1.14 et 1.16. 

Baker (th@or&me de Baker) p. 8.1. 

Base de transcendance p. 1.15. 

Cauchy-Schwarz (in6galit@ de Cauehy-Sehwarz) p. 5.6. 

Cl6ture alg@brique p. 1.3. 

Conjugu@s (d'un nombre alg@brique) p. 1.5. 

Corps des hombres alg@briques p. 1.3. 

Corps de nombres p. 1.4. 

Crit~re de transcendence chap. 5. 

Degr@ (d'un hombre alg@brique) p. 1.2. 

Degr@ (de transcendance, ou dimension alg@brique) p. 1.15. 

D@nominateur p. 1.4 et 4.5. 

Dirichlet (Prinoipe de Dirichlet) p. 1.9. 

Diriehlet (th@or~me de Diriehlet) p. 1.34. 

El@ment primitif (th6or~me de l'@l@ment primitif) p. 1.2. 

Entier alg@brique p. 1.4. 

Extension p. 1.1. 

Extension alg@brique p. 1.2. 

Extension de type fini p. 1.2. 

Extension finie p. 1.1o 

Extension simple p. 1.2. 

Gel'fond schneider (th@or~me de Gel'fond Schneider) p. 2.1. 
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Hadamard (in@galit@ de Hadamard) p. 5.6. 

Hauteur (d'~m polynSme) p. 1.8. 

Hauteur (d'un hombre alg@brique) p. 1.27. 

Hermite (formule d'interpolation de Hermite) p. 1.4.1. 

Hermite (identit@ d' Kermite) p. 3.17. 

Hermite Lindemann (th@or&me de IIermite Lindemann) p. 3.1. 

Hilbert (septi&me probl~me de Hilbert) p. 2.1. 

|dentitg d'Hermite p. 3.17. 

Interpolation (formule d'interpolation) p. 1.4.1. 

Jensen (formule de Jensen) p. 1.22. 

Lindemann Weierstrass (th~or~me de Lindemann Weierstrass) p. 7.24. 

Logarithme p. 1.24. 

Longueur (d'un polynSme) p. 1.26. 

Longueur (d'un hombre alg~brique) p. 1.27. 

Maximum (principe du maximum) p. 1.20. 

Mesure (d'un polyn6me) p. 1.26 et 4.31. 

Mesure (d'un nombre alg~brique) p. 1.27. 

Mesure (de transcendance) p. 4.32. 

Norma p. 1.5. 

Norme euclidienne (d'un polynSme) p. 1.8 et 1.26. 

Norme euclidienne (d'un nombre alg~brique) p. 1.27. 

Ordre d'une fonction p. 1.19 et 2.18. 

p-adique (nombres) p.A6. 

PolynSme (exponentiel) chap. 6. 

PolynSme (irr~ductible) p. 1.1. 

PolynSme (minimal) p. 1.3. 

Principe du maximum p. 1.20. 

l{~sultant p. 5.5. 

Rolie (th~or&me de Rolle) p. 6.13. 
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Schanuel (conjecture de Schanuel) p. 7.26. 

Schneider (probl~me I de Schneider) p. 2.18. 

schneider (probl~me 2 de Schneider) p. A 11. 

Schneider (probl&me 7 de Schneider) p. 7.27 et 7.43. 

Schneider (prebl&me 8 de Schneider) p. 7.19. 

Schwarz (lemme de Schwarz) p. 1.20. 

Siegel (lemme de Siegel) § 1.3 et p. 4.18. 

Syst~me g~n~rateur p. 4.4.  

Taille (d'un hombre alg~brique : "size") p. 1.5. 

Taille (d'un polynSme) p. 1.8. 

Taille (sur une extension de ~ de type fini) p. 4.5. 

Tiroirs (principe des tiroirs de Dirichlet) p. 1.9. 

Transcendant (&l~ment transcendant sur un corps) p. 1.2. 

Transcendant (nombre) p. 1.3. 

Transcendant (extension transcendarlte) p. 1.14. 

Transcendant (fonction transcendante) p. 1.16. 

Type de transcendance (d~finition) p. 4.1. 

Type (de hombres usuels) p. 4.32. 

Z~ros de fonctions enti~res p. 1.2t s.q.q. 
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