APPENDICE

Théorémes locaux

Les résultats généraux que nous avons étudids (théorémes 2.2.1, 3.3.1 et 4.5.1)
concernaient des fonctions entidres ou méromworphes dans tout le plan complexe, Il est
quelquefois utile de connafire des énoncés analogues pour des fonctions analytiques
ou méromorphes dans un domaine borné de ¢ . Bun voici plusieurs exemples, suivis de

quelques résultats concernant le cas p-adique.

SA.1 la méthode de Schneider
Supposons, avec les notations du théoréme 2,2,1, gue l'ensemble § = LJ S
n31

soit borné, On peut alors remplacer lthypothese gue les fonctions f1"‘°’fd sont
entiéres d'ordre inférieur ou égal & PyreessPy respectivement, par lthypothése que
ces fonctions sont analytiques dans un ouvert suffisamment grand (par exemple elles
peuvent 8tre entitres d'ordre infini), Plus précisément :

Théoréme A,1.1. Soient X wun corps de nombres, et f1"“’fd des fonctions analy-

tiques dans un disque fermé {z ¢ ¢ ; |z| ¢ r} , algébriquement indépendantes sur Q.

une suite de points deux & deux disbincts du disque f{z € € ;

Soit (Zn)n)no

lz| ¢ %} . On suppose que, pour tout i =1,...,d et pour tout n)n , ona
fi(zn) €K,

Alors
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d
. 1
(a.1.2) Z lim sup Togn " Log max s(fi(zm)) y d=1 .,
1=t n-4 no\<m4n

Démonstration

Nous allons montrer que, si p?""’pd sont des nombres réels positifs tels que
i .
max s{f.{z )) ¢n pour n suffisamment grand,
X it'm
nogmgn

alors on a

Py teeetpy v =1,

On note

P, +eeetp
o = _1-—5--9 et &5=[x:q] .

)
Un argument que nous avons déja utilisé plusieurs fois (voir par exemple (2.2.5))

permet de ne considérer que le cas

max p.<p+é.

1gigd *

I1 existe un nombre r1 > r tel gue les fonctions f1,...,f soient analytiques

a
dans le disque lzl < T,
Le lemme (1.3.1) de Siegel montre l'existence, pour n suffisamment grand, d'un
polyndme non nul
Po€ X, 0xg]

1 1
qrrPy ite
de degré ( 2én par rapport X, (1 ¢1¢d), et de taille ¢ 6d n , tel

gque la fonction

)

F = Pn(f1”"’fd

vérifie
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4.3
Fn(zm) =0 pour n ¢ m<n.n.

Comme l'ensemble des zéros de F dans le compact {z € C ; [z| < %} est fini,

les nombres

Fn(zv) sV

ne sont pas tous nuls, Soit v le plus petit entier positif tel que
g, = Fn(zv) £0.
On a donc vy n0+n , et gn est un élément non nul de K dont la taille est majo-

rée, grice 2 (1.2.5), par

3P
s(g, ) < 484 v .

Pour majorer ]gn| , on utilise le principe du maximum, sur le disque [z]| ¢ T,

pour la fonction

V=1 -
Flz). m (22 )7 .
m:no

On obtient

30 -1

Loglg, | <~3 . Los( 211» ).
La relation (1.2.3) donne alors, pour n (donc v) suff isamment grand :

1
gre >,

ce qui démontre le théordéme A,1,1.
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A.4

§A.2 1a méthode de Gel'fond

Voiei, sans démonsiration, un résultat analogue au théoréme 3%,3%,1 (mais plus
faible) dans lequel on suppose seulement que les fonctions étudides sont analytiques
dans un disque,

Théoréme A.2.1. Soient X wun corps de nombres, f.,...,f

) h des fonctions analybigues

) une suite de points deux & deux dig-

dans un disque {z € ¢ ; |z| ¢ v}, et (zn nn,

tincts du disque {z € € ; |z ¢ ;} , tels que

£(z) €K pour 1¢ig¢h et nyn_ .

=S5 o

On suppose gue deux des fonctions :f‘1 ”"’fh sont aloébriguement indépendantes

sur 8 , et gue la dérivation 5@5 opére sur le corps K(f1,..,,fh). Alors on a

(a.2.2) lim sup + max s(f.(z )) >0 .
n . 1 m
n-—> 4o 1£i¢h
no\<mgn

8i, de plus, la dérivation é opére sur le K-espace vectoriel

K+Kf1+...+th , alors on a

(A.2.3) 1im sup 1 max s{f.{(z )) = 40,
n . itm
- oo 1€i¢h
nogmgn

§A.3 Type de transcendance

I1 n'est pas difficile de généraliser les résultats des deux paragraphes précé-
dents aux extensions de § de type de transcendance fini ; on peut également les
étendre aux fonctions méromorrhes dans un disque, On obtient ainsi les deux énoncés

suivants,
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4.5

Théordme A,3.1. On consideére

- un sous~corps K de € , de type de transcendance inférieur ou égal 8 < jsur @
(v % 1), et de type fini sur @

- des fonctions fs""’fd , méromorphes dans un disque A = {z € ¢ ; |z| ¢ r}, ai-
gébriguement indépendantes sur X ;

— une suite

de points du disque {z € € ; |z| ¢ =} , deux A deux dis-

r
(2,) nyn 3

tincts, non pBles de f ""’fd , tels gue

1

£.(z) €x pour 1¢igd gt nyn ;

~ des fonctions h1""’hd , analytiques dans A , ne s'annulent pas aux points Z s

(n 3> no), et telles gue h f ,...,h fd soient analytigues dans 4 .

11 d
Alors on a
7:(_1: 1im Sup =, Log maxX f{s(£.(z )), 108 ! 13 9'1
I e log n° nogmgn ivm’? !hi(zmﬂ T *

Remargue : On peut choisir pour hi le polynfme unitaire dont les racines sont les
pbles de £, (comptés avec leur ordre de multiplicité) dans |z| ¢ r .

Théoréme A.%,2, Soit K un sous-corps de € de type de transcendance inférieur ou

Py

égal 3 1 sur Q@ et de type fini sur § . Soient f1"‘"’fh des fonctions méro-

morphes dans un disque A = {z € € ; |z} ¢z} ; soit (zn) une suite de points

nzn
>O

distincts du disque f{z € € ; |z] %} , non pdles de f1"“’fh , tels gue

fi(zh)eK pour 1< ig¢h,nyan .

Soient g1,..,,gh des fonctions agnalytigues dans A , sans zéros aux points LA

{n > no), et telles gue g1f‘|”"’ghf soient snalytigues dans A .

h

Soit 4 le degré de itranscendance sur X du gorps K(f1,,_,,fh),
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A6

: P . 4 S
Si la dérivation — opdre sur le corps K(ff,...,fh), alors on a

dz
- d“T
(a.3.3) lim sup 0“1 | pay {t(¢.(z ), -Log |n (z )[} >0 .
. 1l m 1 m
n-> 40 1€i¢h

n_¢mén

81 la dérivation Edi opére sur le K-espace vectoriel K+Kf1+...+th , et si

d > > 1, alors

d-3
(A.3.4) 1im sup n (T"’}d. max {t{f (z )),-Tog |n.(z )|} > 0.
. 1 m 1 m
n 40 1<igh

n_<mén

§A.4 Cas p-adique

Dans tous les énonecés généraux concernant les fonctions analybiques ou méromor—
phes (dans un disque ou dans €) que nous avons étudiés, on peut remplacer le corps
¢ des nombres complexes par un corps CP valué ultramétrique, complet, algébrique-
ment clos, de caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p (p>o0
premier), Un exemple typique de tel corps est fourni par le complété d'une clbture
algébrique de Qp .

on définit la fonction exponentielle p-adique par

n

K

exp(z) = %

=]
I

0 1

mais ici, la série ne converge que dans le disque 1z§ <p b de dfp (dont on a
normalisé la valeur absolue par |p] = %)). Ainsi, contrairement au cas complexe, la
fonction exponentielle p-adique n'est pas entiére, mais seulement analytique dans
un disque. Par conséquent, pour obitenir des résultats de transcendance sur cette

fonction, il faudra utiliser les théorémes locaux (A.1.1, A.2.1,...). On déduit par

exemple de l'analogue p-adique du théoréme A,1.1 les deux corollaires suivants,
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A.7

correspondant respectivement au théordme 2.2,% de Lang et au théordme 2,1.1 de
Gel'fond schneider,
Tnéordéme A.4.1. Soient u1,...,un (zesp. v1,...,vm) des éléments @-linéairement

indépendants de Cp , Lels gue
1

luivji<y p-1 pour 1 {ign,1ig¢m.

8i mn > msn , alors nn des nombres
exp(uivj) , (1¢ign,1¢3LKm

est transcendant sur 4 .

On .définit la fonction logarithme peadique par

n

Log(1+2) =f: (=)™ =

n
n=Y
cette fonction =z r Tog(1+z) est enalytique dans le disque |z| <1 .,

Théoréme A.4.2. Sodent a et B deux éléments de a:p , ¥érifiant

1

la=1] <1 et [proga| <p P .

Qo suppose gue B est irrationnel, et gque « n'est pas racine de 1'unité, Alors

1'un au moins des itrois nombres

g

a, B, a =exp(BLoga)

est Iranscendant sur § .
Comme en complexe, on peut également obtenir ce résultat en utilisant des équa-—
tions différentielles (ef, A.2.1) ; de la méme manidre, on obtient 1'analogue

p~adique du théoréme 3,1,1 de Hermite Lindemann,
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A.8

Théoréme A.4.3, 80it « € Cp un nombre algébrique sur @ , tel que
1

o< o <.

Alors expla) est itranscendant sur Q.
La situation est moins bomnne dans 1'étude de 1'indépendance algébrigue des va—
leurs de la fonction exponentielle ; par exemple, dans la démonstration du théordme

4.1,2, la relation (4.4.8) :

._Mr(m+n) << —an Log M pour M - 400

a été obtenue en utilisant le principe du maximum sur un disque trés grand ; cecl est

impossible en p-adique, et on obtient seulement, au wéme stade de la démonstration,

-MT(m+n) << —an quand M — 400 3

ainsi, pour gue la conclusion du théordme 4,1.2 soit encore vérifiée, il faut suppo-
ser que l'on a 1'inégalité stricte mm > t{men),
De mdme il est facile de constater que les analogues peadiques des théorémes

Te1e6, 7.2.8 et 7,%,4 sont vrais, & condition de supposer

1

luivj|<pp—1,(1\<i\<n,1\<j\<m),

et de remplacer la majoration de LoglgNl par

Loglg, | << - pour 7.1.6 ;
LoglgNl <« =" pour 7,2.8 ;
rogle, | << -v " (1og )7 pour 7.3.4 ;

{1les traductions des théordmes 5.1.1 et 6.1.1 ne présentent pas de difficulté). On

en déduit que les théordmes 7,%.1 et 7.3.5 sont vrais sans changement en p-adigue
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4.9

(des que les nombres exp(uivj) existent), tandis que, dans les hypothéses des thé-
orémes 4,1.2, 7.1.%1, 7.2.1 et 7.2,9, il faut remplacer les inégalités larges par des
inégalités strictes, Volecl par exemple ce que devient le théordme 7,2.3 de Gelfond
dans ¢€_ .

P
Théoreme A.4.4. Soient o et B des éiéments de ep , algébrigues sur @ , «

n'étant pas racine de 1l'unité et B éEtant irrationnel de degré r 3 4 . On suppose
1

la-1] <1 et |pfrog el <2 ¥, (1

LT
Alors deux des cing nombres
aﬁ,...,a

sont algébrigquement indépendants sur @ .
Quand r=3% , on ne peut déduire des résultats cités précédemment que 1'indépen~

dance algébrique de deux des nombres

82

Log o , aB s o .

On conjecture que, si B est irrationnel cubique, les deux nombres

sont algébriquement indépendants sur ¢ . Plus généralement, on peut transposer en
p-adique toutes les conjectures du §7,5.

Contrairement & 1'habitude, les résultats p-adigques sont donc moins bons gque
leurs analogues complexes ; ainsi la traduction en p-adique du théoréme de
Lindemann Weiersirass, ou bien du théordme de Schneider sur la transcendance de ?(al

n'a pas encore été effectude,
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4.10

§A.5 Références

L'étude des propriéitds locales de transcendance de valeurs de fonctions analy-
tiques a débuté avec deux travaux de Schneider, en 1951 et 1953 ; le but en était la
caractérisation de fonctions algébriques ou rationnelles par les valeurs qu'elles

prennent aux points de la suite ; on obtient par exemple un des énoncés de

1
n

Schneider en choisissant, dans le théordme A,1.1,

-

1
4 = = = =
2, f}(z) z,et z, =3

Une généralisation aux suites convergentes de points (avec une traduction en
p-adique) fut effectude par Igen en 1955, Tous ces résultats devaient &tre approfon-

dis par Hilliker, qui étudiait les valeurs de fonctions f1,...,f analytiques au

a’
voisinage de O et algébriquement indépendantes, en une suite de points convergeant
vers 0O [Hilliker, 1966]. Les théordmes des paragraphes A.1, A.2 et A.% sont extraits
de [waldschmidt, 1972 a, §8].

1es problémes de transcendance de nombres p-adiques furent abordés pour la
premiére fois par Mahler, en 1932, avec la traduction du théoréme de Hermite
Lindemann, puis en 1934, avec celle du théordme de Gel'fond Schneider (par la méthode
de @el'fond ; celle de Schneider fut traduite en 1940, par Veldkamp), Un critdére gé-
néral de dépendance algébrique de fonctions analytiques p-adigques (analogue au cori-
tére complexe de [Schneider, 1948], et précédant celui de Igen) fut démontré par
@Glinther en 1952, ce qui lui permit de retrouver comme corollaires la transcendance de
exp @ {(par la méthode de Gel'fond) et celle de aﬁ (par la méthode de Schneider)
{Gﬁnther, 1952}. Dans sa thése, en 1964, Adams démontra l'analogue p-adique du

théortme A,2,1, ainsi que de nombreux autres résultats : un critére de transcendance
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{que 1'on peut raffiner par la méthode exposée au chapitre 5), un théordme sur 1'in-
T-1
dépendance algébrique de deux des nombres as,...,as {avec les notations de
A.4.4) et une mesure de transcendance de aﬁ (qui peut aussi &tre améliorée par la
méthode de [Cijsouw, 1972]). L'essentiel de la méthode d'Adams [Adams, 1964] consig—
tait & transposer les démonstrations complexes & 1'aide de 1'intégrale de Schnireluman;
mais il est possible (et mlme plus facile) dlobtenir les mémes résultats en utilisant
les propriéités spécifiques de fonctions analytiques p-adiques ; cecli a été exposé
par exemple par Serre pour le théordme A,4.1 [Serre, 1966] (voir aussi {Lang, T, ap-
pendice]), et par Brumer, en 1967, pour 1l'analogue p-adique du théoréme de Baker,
Enfin, en 1972, Shorey a donné une traduction du théoréme 6,1,1 de Tijdeman, et 1'a
appliqué & 1'étude de propriéids dtindépendance algébrique des valeurs de la fonction
exponentielle p-adique {shcrey, 1972]. on trouvera d'sutres résultats du méme genre
dans [wWaldschmidt, 1972 a, §9].
Parmi les applications que pourrait avoir une étude plus poussée des propriétés
arithmétiques locales de fonctions analytiques, mentionnons le deuxidme probléme de
{schneider, T] :
démontrer le théordme sur la transcendance des valeurs de la fonction modulaire
j(x) par une étude directe de cette fonction, et non par 1'étude des
¥-fonctions,
I1 pourrait &tre utile de passer par 1'intermédiaire des fonctions modulaires P, @,
R , qui sont analytiques (par rapport & la variable complexe q) dans le disque uni-
té du plan complexe ; comme la dérivation g é% opére sur le corps Q(P,Q,R), on

constate facilement (cf. exercice 3.3.e) que la conclusion A.2,.2 est vraie pour ces

258



412

trois fonctions P, 4, R . Mais ce résultat semble encore insuffisant pour donner des

énoncés intéressants de transcendance sur les fonctions modulaires,
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A3

EXERCICES

BExercice A,1.a. Soient f _,,.,,f

i d des fonctions analytiques dans un disque ouvert

a={z¢c¢; |8] <z},

algébriguement indépendantes sur @ . Soit (z )

une suite de points de A deux
n’'nyo

& deux distincts, admettant au moins un point d'accumulation dans A , telle que
f.(z)€q pour 1¢ig¢d,n)o0.

Pour tout entier n 3 0 , on note

= [alr, (z)),..0f (2 )) s 0] .

1. Soient Ra""’Rd des applications de N dans N telles que, pour tout n ) 0,

on ait
d n
o r(@)>T T8 ;
i=1 h=0
on note :
R, (n)...Ry(n)

b = Eree, o @200
o] n

Pour tout entier n ) 0, soit r oun nombre réel vérifiant
max lzhl < rn <r.

0¢hgn

Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n

tel que
=1 i

pog(L o8y "ty R, (n) (Log(1+|t >+(z—~><+maxs<f<z)>>>
B ey (o) st T e

(Comparez avec l'exercice 2.2.f).
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2. On suppose désormais

lim sup (z ( {r;
n - 40 n

soient r1 et r2 deux nombres réels vérifiant

lim sup fzn} < r’ < r2 <r,
1 > 400

Soient 8,,...,S

1 a des applications de N dans W , vérifiant

s;(n) » mex s(£.(z)), (1 ¢ig¢d,n>0).
oghgn
Montrer (en utilisant la question précédente avec Wy = d+1 et
1
d -1
Ri(n) = [((d+1)(5o+...+6n).81(n)...Sd(n)) ‘Si(n) 1

que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel que

5 1 1 s, (V)
2.7\'.(d+1) .(50+...+6n)d.(sl( vesS (n)) max —(—) + v Log(r - ) ))::LogIZ-zhl

1€igd i

af-

En déduire que, si les d spplications

(a +eeatd ). s, (n)...s, (n)

Fel g 3 (1 \<i\<d) ’
S; ()
sont toutes croissantes (au sens large), alors
5 +eestd 4 r-r, ~d
. 6 **"%n 4 d\d —{d41) 2 1
lim sup —-——7;-~.5n._n Si(n) > (5) L{ds1) .(Log T ) .
n - 400 n i=1 1

Utiliser enfin cette inégalité pour démontrer le théoréme A.1.1.
3. On suppose én £ & pour tout n 3 0, et
. T
lim sup lzni < e
1 = 400
Vérifier 1tinégalité

-1+

1lim sup n ¢ max s(£.(z))>0.
! i*"h
n - 400 1€igd
oghgn
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A.15

Bxercice A.1.b. Une fonction £ , analytique dans un ouvert V de ¢ , est dite al-
gébrique au sens arithmétique si les deux fonctions =z , £(z) sont algébriquement
dépendantes sur ¢ (ou sur @ , cela revient au méme), c'est-i~dire s'il existe un
polyndme non ml P € Z[X,Y] tel que
?(z,f(z)) =0 pour tout z €V .
goit f wune fonction analytique au voisinage de 0, telle que les nombres
1
f(ﬁ) s

pour n  entier suffisamment grand, soient algébriques de degré ¢ &6 . On suppose

1

S(f(ﬁ))

. 1
1im sup —wemwemm— (@ —
nose DL T 088

Montrer que f est algébrigue au sens arithmétique {utiliser 1t'exercice A.t.a).

Btudier la réciproque, et comparer avec [Hilliker, 1966].
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Exercice A,2,a, Démontrer le théoréme A,2.1.
(Indications : les indgalités (A4.2.2) et {a.2.3) sont démontrées, dans le cas
p-adique, dans [Adams, 1964, théordme 1]).

Démontrer (en utilisant llexercice 3,3.f) que 1'inégalité (A.2.3) peut &tre rem-

placée par ll'inégalité plus forte

(A.2.4) lim sup 1 Log max s(f.(z )) >0 .
n A it'm
1 oo 1<ih
nogmgz

porner ensuite des minorations effectives de {A.2.2) et (3.2.4), analogues &
celles des exercices A,t.,a et A.1,b. (On constatera ainsi qu'on peut remplacer le
corps de nombres K , dans les hypothdses du théordme A,2,1, par l'ensemble des nom—

bres algébriques de degré inférieur ou égal & & , & > 0 donné ; cf. exercice 3,%.c).
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Exercice A.3.a. Soit A un disque ouvert de € , de centre ¢ et de rayon r > 0 ;

soit (z )

n'nyo URe suite de points de A , deux & deux distinets, tels que

lim sup iznz < 1 .
n - 400 3

Soit K un sous~corps de € , de type fini sur @ et de type de transcendance
inférieur ou égal &3 ¢ (¢ > 1). Soient fi 5 {1t ¢igd,1 ¢3¢« vi) des fonc-
E
tions analytiques dans A , possédant les trois propriétés suivantes

1, Les fonctions £ sont algébriquement indépendantes sur X .,

eoerf
11,1777 d,

2, Pour tout n 3 0, J = 1,ee.pv. et i=1,...,d,0na £, (z ) ¢€X, avec
i i,3%n

0.

i
t(fi,j(zn)) <4n pour n - 400 ,

%, La dérivation 3 opére sur l'anneau K[f. ,,..., . ] pour tout i =1,...,4.
dz 1.1 i,v,

Pour 1 i ¢ d, on définit ¢, par :

1
. Lok . d 5 .
g = 0 si la dérivation I; Opere sur le X-espace vectoriel

K+ Kfi +...+Kfi v * ctest—a—~dire si les vy polyn8mes exprimant les relations
k4 b 4

1 .
i

a .
T Ty € K[fi,1""’fi,vi] , (i)
sont tous de degré total 1 ;

g, =1 sinon,

Enfin on note

(avec Pe =0 si g, =0 pour 1t ¢ 1ig a).

Monirer que l'on a

(d-T)(1-P*) 'S (1—1)(p1+...+pd) .
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A.18

En déduire le théordme A,%.2 (dans le cas ou les fonctions £, ,...,T

ti-
1 N sont analyti

ques dans A).

BExercice A.4.a, Soient f1""’fd des fonctions p-adiques, analytiques dans un dis—

que non circonférencié
A=1{z ¢ Cp i 1zl <z},

et algébriquement indépendantes sur @ ., Soit (z )

une suite de points deux &
n’nyo

deux distincts de A , admettant au moins un point dtaccumulation dans A , telle que

les nombres

£.(z) , (1¢ig¢da,ny0),

soient tous algébriques sur @ . On note

6n = [Q(f1(Zn),...,fd(Zn)) :q] pour n O .

Soient R1,...,R des applications de N dans N telles que, pour tout

d
ny 0, onait
d n
o or(n)y27 78 .
1=1 h=o0
Pour tout entier n ) 0 , soient r et s deux nombres réels vérifiant
max |z | ¢r <s <r,
ogh¢n h n n

Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel

que
s d

v Log ;3 < Z:: Ri(n)[Log(1+|fi[S )+ 4 6v{1-+ max s(fi(zm))}] .
v 1= v ogmgv
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Bxercice A.4,b. Soient g 3 0 wun nombre entier, et <1 3 1 un nombre réel ; solent
a1,...,aq des éléments de CP , algébriquement indépendants sur § , tels que le
corps K = Q(a1,...,aq) alt un type de transcendance inférieur ou égal & <t sur @.
(1e type de transcendance d'un sous—corps de wp de type fini sur @ se définit
comme dans le cas complexe — chapitre 4 —, mais en utilisant la valeur absolue
p-adique ; cf. [Waldschmidt, 1972 a, §4]).

Soient (6n)n)o et (Gn)n)o deux suites monotones croissantes de nombres posi-

tif's, telles que Gnén tende vers 4o avec n ; soient ¢ > 1 et d > 1 deux nom

bres réels tels que

pour tout entier n » 0 .,

Montrer qu'lil existe une constante ¢ = C(x,c,d,a1,...,aq) > 0, telle que la
propriété suivante soit vérifide,

Soit « € Gp . On suppose qu'il existe une suite (Pn)n>o de polynbmes non nuls

de Z[Xo""’xq]’ de degré total ( dn et de taille ( o, s telle que

Log[Pn(a,a

T -
1,...,aq)[ < —C.(ann) H

alors o est algébrique sur K , et

Pn(a,a ,...,aq) =0 pour tout n 3 0.

1

Caleuler ensuite la constante ¢ (en fonction de ¢ et d) dans le cas parti-
culier X = , =0, T = 1.
(Indication, Reprendre la méthode du chapitre 5 — comparer avec l'exercice 5,4.c —

et consulter [Adams, 1964, lemme 10]).
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Exercice A,4,¢, Seit ¢ > 0 wun nombre réel ; solent w1,...,w£ des éléments deux 3

deux distincis de Cp ; soient P1""’Pl des polynlmes non nuls de CP[X}, de degré

p1—1 sees ,px-l respectivement, On note

et Q= max [W.[ .
1€344

n = p1+...+p£ ’

La fonction

2
F(z) = Z:: Pk(z)exp(wkz)

k=4
est holomorphe dans le disque
1

Iz} < 5.0 %"

de ¢,
P 1

Majorer, pour O K r < é P -1 , le nombre de zéros de P dans le disque
[z] £r de @p , en fonction de n, @ et r . (On pourra utiliser, au choix, 1'in-

tégrale de Schnirelman et la méthode de {Shorey, 1972, appendice}, ou bien la méthode

suggérée dans [Waldschmidt, 1972 a, §9]).
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Exercice A,4,d, Montrer que la fonction sinus p-adique, définie par

©o n Z2n+1
sin z = z:: (~1)". T
= (2n+1).

1

est analytique dans le disque }z{ <p 1 ge mp . Montrer que, si o est un é1é-

ment de mp algébrique sur § , tel que

1

o<l <p P,

alors le nombre sin q¢ est transcendant sur @ .,

{Indication : introduire la fonction cosinus p-adique par la relation
Cos 2 o= d sin z
T dz ’

et vérifier que, si i est une racine de X2+1 dans le corps cp -~ qui est algébri

quement clos - , on a
exp(iz) = cos z + 1 sin z ).

[Gunther, 1952].
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BExercice A.4,e. Soient 1 » § un nombre réel, Q un sous-corps algébriquement clos
de ﬂp , M € Mn(cp) une matrice carréde nxn A& coefficients dans &P , et

tq""’tm des nombres complexes ®@-lindsirement indépendants, tels que les matrices

exp(Mtj) , (1gigm,

soient définies et appartiennent toutes & GLn(Q). S0it d 1la dimension du sous—@—
espace vectoriel de Cp engendré par les valeurs propres de M , On suppose que le
corps @ vérifie au moins une des deux propridids suivantes
(i) @ est une extension de 0 de type de transcendance inférieur ou égal & 27 .
(ii) 11 existe un sous~corps I de Q , de type de transcendance { 1 sur § (avee
T 3 1), tel que dimQ 1.
1) Montrer que l'on a md ¢ 2¢{msd) ,
2) On suppose que les points t1,.,.,tm appartiennent & Q , Montrer que

md ¢ 2¢(med=1) ,
3) On suppose que M € Mn(Q). Montrer que md ¢ 2gm+ (27-1)d .,
4) On suppose que les points t,5...,t, appartiennent 3 0, etaque M€ MR(Q).

Montrer que md ¢ 2tm+ (27=1)(d=1) .
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Bxercice A,4.,f. Soient a1,...,am des unités de Cp , algébriques sur @ , dont les

logarithmes p-adiques ILog a1,...,Log a, sont ®-linéairement indépendants, Mon-

trer que les nombres

1, Log 31,...,Log a

sont linéairement indépendants sur la clBture algébrique de © dans €

[waldschmidt, 1972 b].
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