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Introduction 

Ce premier cours sur les nombres transcendants a 4t4 enseign4 h Orsay, en ~973. 

Comme il s'agissait d'un cours semestriel, il n'4tait pas question de traiter tous 

les aspects de cette th@orie ; le choix s'est port@ sur l'@tude des valeurs de la 

fonction exponentielle. A l'exception de la m@thode de Lindemann Weierstrass et des 

r@sultats effectifs Cmesures de transcendance, minoration effective de formes ling- 

aires de logarithmes de nombres alg4briques, ind@pendance d'exponentielles et d'un 

U-nombre,,.. ), il semble que tousles r@sultats actuellement connus sur la transcen- 

dance ou l'ind@pendance alg4brique des valeurs de fonctions exponentielles soient 

pr4sent@s ici, dans le cours ou en exercices. 

La th4orie des nombres transcendants poss~de l'avantage de fournir des ~nonc@s 

(et des conjectures) tr~s ais4ment compr4hensiblespar des personnes non initi@es ; 

de plus, et c'est peut-~tre moins connu, les d@monstrations n4cessitent 4galement 

tr&s peu de connaissances pr@alables. Le chapitre I contient les notations et les 

principaux r4sultats (classiques) qui sont utilis@s dans toute la suite. 

Les 4nonc4s de la premiere pattie (chapitres 2, 3 et 4) concernent les valeurs 

de fonctions m~romorphes en une suite de points ; les applications les plus int4res- 

santes utilisent les vari4t@s de groupe, mais, par souci de simplicit@, nous nous 

contenterons du th6or~me de Gel'fond Schneider sur la transcendance de a b , d'un 

xiY j 
th@or~me de Lang sur la transcendance des nombres e , et du th@or~me de Hermite 

Lindemann sur e u . Nous appelons "m4thode de schneider" (chapitre 2) celle qui con- 

siste ~ construire une fonction s'annulant en de nombreux points dist~icts, et 



IV 

"m4thode de Gel'fond" (chapitre 3) celle qui impose, en plus, un ordre de multiplici- 

t6 41ev@ & ces z@ros, par exemple, pour la transcendance de a b , la m@thode de 

Schneider utilise les remarques suivantes : 

b 
si a , b et a sont des nombres alg4briques, avec a / 0 , a / I et 

b / ~ , alors les deux fonctions 

Z 
Z , a 

sont alg@briquement ind@pendantes sur 

pour 

, et prennent des valeurs alg@briques 

z = i+jb , (i,j) C ZX~ ; 

tandis que la m@thode de Gel'fond est fond@e sur les propri@t@s suivantes : 

b 
si a , b et a sont trois nombres alg@briques, avec a ~ O  , a , ~ l  et 

bz 

b ~ Q , alors les deux fonctions 

z 
e , e 

sont alg@briquement ind@pendantes sur @ , prer~lent des valeurs alg@briques en 

z = j.Log a , j E ~ , 

et v4rifient des 4quations diff4rentielles h coefficients alg4briques. 

A partir de ces remarques, la structure des deux m6thodes est la m@me : on construit 

(en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet) une fonction auxiliaire ayant de 

nombreux z4ros ; on consid~re ensuite un point oh cette fonction ne s'annule pas ; 

on majore la valeur de la fonction en ce point (en utilisant des propri6t4s analy- 

tiques), puis on minore cette valeur (grace & des consid4ratiens arithm6tiques) ce 

qui permet d'obtenir le r@sultat voulu. 
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On peut g@n@raliser ces r@sultats en remplagant le corps ~ des hombres alg@- 

briques par une extension de ~ de "type de transcendance" fini (ehapitre 4). Eais, 

pour la fonction exponentielle, on peut fairs mieux (chapitre 7), au prix de quelques 

complications techniques : on utilise un crit&re de transcendance de Gel'fond (cha- 

pitre 5) ainsi qu'un r@sultat de Tijdeman sur la r@partition des z@ros de polynSmes 

exponentiels (chapitre 6). 

Cette 6rude prend fin par un expos@ de la m@thode de Baker (chapitre 8). Comme 

compl@ments h ce cours, nous @tudierons (en appendice) quelques th@or~mes locaux, 

concernant non plus des fonctions enti&res, mais des fonctions analytiques dans un 

disque. 

Les diff@rents chapitres sont, dans une large mesure, ind@pendants lee uns des 

autres ; en partioulier chacun des chapitres 2, 3, 4, 6 et appendice peut @tre lu 

s@par@ment. 

Les exercices propos6s sont de difficult@ et d'int@r@t in6gaux ; certains sont 

des applications directes de th@or~mes @tudi@s auparavant, d'autres au contraire ap- 

portent des d@veloppements et des compl@ments ~ certains r@sultats du cours. L'ordre 

logique n'a pas toujours @t@ respect@ pour les exercices, mais le lecteur scrupuleux 

pourra v@rifier qu'il n'y a pas de cercle vicieux. 

Ces pages ont @t@ dactylographi@es, avec beaucoup de soin et de comp@tence, par 

Madame BO~ARDEL ; je l'en remercie vivement. Je suis @galement reconnaissant 

Maurice MIGNOTTE, pieter Leendert CIJSOUW, e~ peter BUNDSCHUH, qui ont relu le manus- 

crit ety ont apport@ quelques corrections. 

Orsay, juillet 1973. 
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