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l I 

PROPRIETES ARITHMETIQUES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (I) 

par Michel WALDSCHMIDT 

L'~tude des propri~t~s arithm~tiques de fonctions de plusieurs va- 

riables a ~t~ commenc~e en ]940 par Theodor SCHNEIDER []] , qui montrait 

la transcendance d'au moins une des p~riodes d'une int~grale ab~lienne de 

premiere ou de deuxi~me esp~ce ~ coefficients alg~briques. En particulier, 

comme les p~riodes de l'int~grale ab~lienne 

xa-l(l-x)b-ldx , (a,b rationnels) 

s'expriment rationnellement en fonction de B(a,b), SCHNEIDER obtenait la 

transcendance du nomhre 

P(a) ~(b) 
B(a,b) r(a + b) ' 

quand aet b sont rationnels et non entiers (ce r~sultat contient ~ peu pros 

tout ce que l'on sait actnellement sur les propri~t~s arithm~tiques de la 

fonction gamma, par exemple la transcendance de l'un des deux nombres 

P(a), P(2a), pour a e 9, a ~ �9 ; on ignore encore la transcendance de nom- 

que P(~) ) . Pour obtenir ces r~sultats, il fallait ~tendre aux bres tels 

fonctions de plusieurs variables le lemme classique de Schwarz (qui permet 

de majorer ume fonction d'une variable ayant de nombreux z~ros , distinets 

ou confondus). La m~thode de Schneider consistait ~ utiliser une formule 

d'interpolation reposant sur la formule int~grale de Cauchy it~r~e, ce qui 

permet de majorer les valeurs d'une fonction s'annulant en tous les points 

d'un produit SI M ... X S dans ~n. 
n 

Cette m~thode de Schneider a ~t~ reprise en 1963 par Serge LANG 

[2,4] qui g~n~ralisait ainsi un eritgre de transcendance qu'il avait obte- 

nu pr~c~demment pour les fonctions d'une variable satisfaisant des ~quations 

diff~rentielles. 
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Les formules d'interpolation utilis~es par Schneider et Lang 

~taient diffieiles $ exploiter ; ~les ont ~t~ transform~es en 1967 par 

Alan BAKER [5] , qui ~tendait ~ n variables des r~sultats classiques de 

Gaston POLYA (1914) et Ernst G.STRAUS (1950). Ainsi, d'apr~s Baker. la 

Z|§ ...+Z n 
fonction 2 est la "plus petite" fonction enti~re, transcendante 

par rapport ~ chaque variable, et qui prend des valeurs dans ~ en tous les 

points de ~n. 

Le r~sultat de Lang permettait de montrer qu'~n sous-ensemble~ 

de ~n (ensemble de valeurs alg~briques de fonctions m~romorphes satisfai- 

sant des ~quations diff~rentielles) ne pouvait pas contenir un produit 

S 1 • ... X S , avec S. c ~, card S. = + ~. Ii avait ~t~ conjectur~ par 
n 1 1 

NAGATA [4 , chap. IV] que cet ensembleS~tait contenu dans une hypersurfa- 

ce alg~brique. Cette conjecture a ~t~ r~solue en 1970 par Enrico BOMBIERI 

[7] qui utilisait pour cela, et pour la premiere fois dans ce domaine, 

des m~thodes de la th~orie des fonctions de plusieurs variables ~,7,8,13]. 

Nous retiendrons semlement la variante du lemme de Schwarz employee par 

BOMBIERI [6,7] ; elle consiste ~ faire jouer le r$1e du nombre de z~ros 

(d'une fonction d'une variable) dans un disque g la masse moyenne du di- 

viseur des z~ros (de la fonction de n variables) dans une boule . 

L'analogue p-adique de ce lemme de Schwarz (d~ ~ Kurt MAHLER (1935) dans 

le cas d'une variable) avait ~t~ d~montr~ en 1965 par Jean-Pierre SERRE ~]. 

Dans cet expos~,nous ~tudierons les valeurs alg~briques de fonctions 

m~romorphes dans C n, et nous ne supposerons pas que les fonctions ~tudi~es 

w des ~quations diff~rentielles. 

Nous donnerons d'abord quelques consequences d'une formule 

d'interpolation (w I) dans cn ; aprgs avoir d~montr~ un 

premier critgre (w 2), nous ~tudierons l'ind~pendanee alg~brique de fonc- 

tions p~riodiques, admettant n p~riodes ~-lin~airement ind~pendantes, et 

dont le d~veloppement de Taylor ~ l'origine satisfait des hypothgses 
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arithm~tiques (w 3). 

Nous appliquerons ensuite une variante n-dimensionnelle du leu~ne de SCHWARZ (w 4) pour 

donner un deuxi~me crit~re (w 5), qui g~n~ralise un r~sultat de E.Bombleri 

et S.Lang [5] , et qui permet d'~tudier les valeurs alg~briques de sous- 

groupes analytiques de vari~t~s de groupe (w 6). 

w I. - Une formule d'interpolation dans Cn 

Pour z = (z I ..... z n) ar n, nous notons 

z = sup Izil~ 
I I l~i~n 

pour a Cn et r >0, nous appelons polydisque de centre m et de rayon r 

le sous-ensemble de Cn d~fini par 

D (a, r) e , z - a ~< r . 

Si f est une fonction analytique dans un voisinage de a dans r on 

dit que f admet un z~ro en _a d'ordre >/ s si le d~veloppement de Taylor 

de f en a commence par un polynSme homog~ne de degr~ sup~rieur ou ~gal 

s (le degr~ exact de ce polyn~me est appel~ "nombre de Lelong de f au 

point _a"). 

Pour k = (kl,... k ) mEN n, on note ,~k l'op~rateur diff~rentiel 
-- ) n 

k 
k ~-- 

%-- = k k ; 
l n 

~z~ ... ~z n 

l'ordre de ~ est le nombre ,--,Ik]= k l+ ... +kn . Une fonction f a un z~ro 

en ~ d'ordre }s si et seulement si 

9 k f (a) = 0 pour tout k tel que Iki~s" 

Le lemme de Schwarz classlques'~nonce : 

(l.l.) s i f est une fonction anal~tique dans un polydisque D(O,R), admet- 

tant un z~ro ~ l'origine d'ordre >~s , alors on a 

= 
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Ce r~sultat est une consequence immediate du lemme classique ~ une 

variable, appliqu~ ~ une fonction u e--~f(~.u). II est beaucoup plus diffi- 

cile de g~n~raliser l'~noncg ~ une variable correspondant ~ de nombreux 

z~ros distincts ou confondus. Cette difficult~ provient du fait que les 

z~ros d'une fonction analytique de plusieurs variables ne sont pas isol~s. 

Nous ~tudierons plus en d~tail au w 4 l'ensemble de ces z~ros. Nous 

n'utiliserons, dans les paragraphes 2 et 3 que le r~sultat suivant. 

LEMME ].2. Soient S],...,S des sous-ensembles de r contenant 
n 

chacun m ~l~ments distincts. Soit D(~,r)pn polydisque de C n contenant 

S = SI• • S . Soit f une fonction analytique dans un voisinage d'un poly- 
n 

disque D(O,R), avec R >3r , admettant en chaque point de Sun z~ro d'ordre 

~ . Alors 

R [3 <me* Log Ifl r ~ Log iflR - m~Log ~ + n Log |~ �9 

Nous allons d~montrer ce r~sultat en utilisant des formules d'inter- 

polation dans cn ; nous pr~sentons d'abord ces formules dans le eas d'une 

variable. 

Etant donn~ une fonction f analytique dans un voisinage d'un dis- 

que Izl~R de r et ~tant donn~ s points (distincts ou non) Uo,...,Us_ I 

du disque [zi<R , on cherche le polynSme P (polynSme d'interpolation) de 

degrg strictement inf~rieur ~ s, tel que la fonction f - P poss~de les 

z~ros Uo,...,Us_ I (compt~s avec leur ordre de multiplicitY). L'id~e con- 

siste ~ ~crire 

f(z) = f(u o) + (z -Uo)g(z) , 

ce qui permet de construire P par r~currence sous la forme 

P(z) = ao + (z-u o) ~1 + (z-u I) .... ~ a i I I (z- uj) 
o~i~s o4j <i 

Pour calculer les coefficients ai, on procgde de la m~me mani~re que pour 

montrer l'analyticit~ d'une fonction holomorphe : on exprime f par la for- 

mule intggrale de Cauchy : 

1 ~ f (~) d~ ; 
f(z) = 2i~ ~- z 
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I 
pour dfivelopper ~- z ' on ficrit 

I = I___/____ + z - u i 

l I 

ce qui donne par r~currence 

( ~ - u . )  

(1.3.) ~- ~ o/<i<'s. FT(~=u~) 

! 

.~ (z-u.) 
+ ~s j 

(5-z) F[ (D-u.) 
j<s J 

! 
On multiplie les deux membres de (1.3.) par 2~ f( ~ ) et on int~gre sur 

(z-uj) f(z) = P(z) + R(z) o~j<s 

avec 

et 

l C f(~) 
d~ 

ai = 2irr J IT(~-u o) 

l~=R W.<i 
) 

1 f f (~) d~ 
R(z) = 2i~r (~-z)[-~(~-u:) " 

=R j<s 

Comme R(z) est analytique dans Izl <~ , la fonction f ~ P ales z~ros 

voulus. 

Remarquons que, si f s'annule en chacun des points u, (avec multiplicitY), 
l 

alors P ~ 0 (d'apr~s l'unieit~ de P ; on le voit aussi en ealculant les 

coefficients a~ par le thfior~me des rfisidus) ; dans ce cas, on d~duit de 
1 

la relation 

l'in~galit~ 

f(z) = R(z) . , ..~ (z - uj) 
o ~ j  <s 

�9 2r )s R 
Iflr ~< IflR" [IK -----s R - r 

pour tout r v~rifiant max luil4r <R. 
o~i<s 

Avant de g~n~raliser ces formules, il est commode d'introduire 

un nombre complexe u (par exemple u = 0) et d'~crire (1.3.) sous la 
s s 

forme 



111 

s FT(z - u.) 
1 ~ >  j~i 3 

(1.4.) ~- z i=o FI (~- ~) 

Par consfiquent 
s 

f(z) = K a i(z) [-] (z - u.) 
i=o j(i 3 ' 

oO 

~" s 
l f (~) ~ -ui) 

i, 

ai(z) = 2i~ eg[]i(~-~e ) (-~-E--~ 
~R 

- u .  gi,s 
. (------! ~ 

d3. 

ai( = I , e'est-~-dlre i=s. Remarquons que z) ne dfipend de z que pour ~i,s 

D~monstration du lemme l .2. 

�9 Notons u (k) �9 u (k) 
o '''' m-I 

m filfiments distincts de S k. On dfifinit 

(k) (k) 
Uo '''''Um~- I 

(k) = u(k) 
par Umj+r r pour o ,<r <m , o 4j  4o"-1 

Ainsi chaque filfiment de S k est rfip~tfi ~fois. 

La formule (1.4.) donne, par r~currence surn : 

n ~ (~-u~ k)) 

k=l ~k - Zk Jl=O Jn=O FT. ()k-U(N k)) 
)'-(Jk 

~_~k u (k) ) 
- ; k  

k m 

On utilise la formule intfigrale de Cauchy : 

f(z l ..... z ) | ~C I f(~| ..... ~n) n (2iTon ''" ~ (X - ~k ) d~l "'" d~n 

1 n k=l 

o3 C k est la cireonffirence l~kl = R . 

On obtient ainsi 
m ~ -  m~r- n ~ k )  

' ' n Jl=O, Jn=O Jl,...,jn(Zl ' ' = 

avec ~ k ,m~ 

J 1 . . . .  , j n ( Z l  " ' ' ' '  Zn)= (2irr)n 

">'~J k 
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Si ft. = 0 pour tout k, alors a. ne d~pend pas de 
3k,ma- Jl,...,j n 

Zl,...,z n . De plus, comme f admet les z~ros u = (u (I) ..,u (n)) , 
-- A~ '" A n 

(o ~ ~k < m~ , ] ~ k ~ n) , on obtient ~ partlr de l'expression a. 
3l,...,J n 

de la formule des r~sidus : 

a. = 0 si Jk < m~ pour k = l,...,n 
31 .... 'Jn 

Si l'un des ~Jk,m ~ vaut l, c'est-R-dire si l'un des Jk 

on majore : 

f( ~I ..... ~n ) par If] R ; 
n 

n+ ~ Jk 

n ! I R__~r ) k=l 
~I ~kl~-u~k}l par 

u(~) 
~k - i k R + r 

par R - r 
~k - Zk 

R < 3 
enfin, eomme R - r ~ ) 

n 
~=I R + r ~2 on obtient Jk ~ m~)et ~ , 

vaut met- , 

I 2r ) m~ n 
Ifl r ~ IfJR r_--/-- ~ (m~+ l)n-| (R ____~_~)R \R -----x--~21R + r~ n , 

d'ofi le lemme 4 

et 

w 2. Un premier crit~re. 

Si des fonctions m~romorphes dans ~n, d'ordre fini,prennent des 

valeurs alg~brlques en tous les points d'un ensemble S(1)x ...xS (n) , alors 

ces fonctions sont alg~briquement d~pendantes. Pour ~noncer les hypothgses 

on filtre chacun des ensembles S (j) par S (j) = U s~ j) ; par pr~cises, 

exemple, si S (j) est un sous-groupe additif de ~ engendr~ par u 1 ,...,u~ , 

on choisit 

On dira qu'une fonction m~romorphe dans C nest d'ordre inf~rieur ou 

~al ~ @ si elle est quotient de deux fonetions enti~res satisfaisant 

Log IflR~<C.R@ pou r tout R>! 
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(Les r~sultats seraient inchang~s si on choisissait la d~finition plus 

classique pour une fonction enti~re : 

Log Log }fiR 
= lim sup ). 

R --++ ~ Log R 

Enfin on utilisera la taille t(~ ) d'un nombre alg~brique ~, 

d~finie par 

{ l l} t(~ ) = max Log d(~ ), Log 

o~ d(~ ) est le d~nominateur de ~(plus petit entier positif dont le pro- 

duit par~ est entier alg~brique sur ~) , etl~lest le maximum des valeurs 

absolues des conjugu~s de~sur Q. 

Le r~sultat suivant g~n~ralise ~ n variables un th~or~me d~ essen- 

tiellement ~ LANG et RAMACHANDRA (voir Lecture Notes in Math., vol. 402, 

th~or~me 2.2.1), contenant en particulier le th~or~mu de Gel'fond Schneid~ 

b 
sur la transcendance de a 

THEOREME 2.1. - Soient K un corps de nombres, f|'''''fd des fonc- 

tions m~romorphes dans r n, gl,...,g d des fonctions enti~res dans C n , tel~ 

. .f. soient enti~res d'ordre~ i . Soient les que, Dour I ~ i 4 d, gi e__tt gz z 

(s~J))N~ 1 , (] ~j~ n) n suites de sous-ensembles de r v~rifiant, pou__r_r 

1 4j 4n 

(J)>>N m max l~i ~ N , Card S N 

~S~ j) 

et tels que, pour z ~ S (1)N x''" x SN(n) __et 1 ~ i ~d, on ait 

hi(z) # 0 ; fi(z) eK , e__!t 

{ l (z)))<<N~i max Log lhi(_z-~ , t(f i _ 

On suppose de plus_ 

~I + "'" + ed <(d-n)m. 

Alors les fonctions f| '''''fd sont alg~briquement d~pendantes sur K. 

On en d~duit le eas particulier suivant d'un thfior~me de Baker. 
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COROLLAZRE 2.2. - Si f est une fonction enti~re dans ~n d'ordre 

strictement inf~rieur ~ l, et telle ~ue f(z)~_ pour tout s 6~ n, alors f 

est un polynSme. 

On peut d~montrer un r~sultat beaucoup plus precis que le 

corollaire 2.2., en introduisant dans la d~monstration des polyn~mes 

d'interpolation ~ n variables 

n (z k-l) ... (zk-ik+l) 

(i I n _ 

(z)[  Zl z z k 
= ) " ' "  (i) = 

-- n k=l ik 

D~monstration du th~or~me 2.1. 

p, Ii n'y a pas de restriction ~ supposer 

max ~i < @I +'''+@d +ran (i - d et Card S N )~ ~N TM 
]4i~d 

Le lemme de SIEGEL [4]permet de =onstruire un polynSme non nul 

PN ~ ~ iX| .... ,X d ] , tel que la fonction F N = PN(fl,...,fd) v~rifie 

FN(Z) = O pour tout ~ ~S N = S~I)X ... X S~ n) . De plus on peut majorer le 

degr~ L i de PN par rapport ~ X i : 

mn ~I +" " "+~d 
L i ~ N --d- +e-e i , avec ~ = d-- ' 

et la hauteur B(P N) de PN (maximum des valeurs absolues des coefficients 

de PN ) : mn 

d +~' 
Log H(PN) <<N 

d L. 
i .otons GN = F. i=! I 

Montrons que l'on a, pour tout M >N~ 

(I) M FN(~) = 0 pour tout ~ ~ S M 

(II) M Log sup I GN(Z) I ~- M m 
e SN+ ! 

L'implication (I) M ===~(II) M est une consequence du lemme 1.2. appliqu~ 

la fonction GN, avec R~M , et r = ~ , ~- = I On majore Log f R 
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par 
mn 

Log IfJ R << M d" + e , 

m mn 
ce q u i  e s t  n ~ . g l i g e a b l e  d e v a n t  M , g r a c e  ~. l ' h y p o t h ~ s e  ~ + - ~ - < m  . 

Si (II) M est v~rifi~e, on a Log I FN(Z) I~<- M m pour tout z ~SM+I, et, 
mn 

comme t(FN(_Z))<<M , on dgduit (1)M+ I de la relation 

-2[K : ~]t(=()~< Log l~(I , vraie pour tout ~l~ment non nulo( de K. 

Comme (I) Nest vrai par construction, on en d~duit (II) M pour tout M~ N, 

donc F N est identique ~ O. 4 

w 3. - Propri~t~s arithm~tiques de fonctions p~riodiques. 

Nous ~tudions l'ind~pendance alg~brique de fonctions m~romorphes 

dans r n, d'ordre fini, poss~dant n p~riodes communes r in- 

d~pendantes, et admettant un d~veloppement de Taylor A l'origine ~ coeffi- 

cients alg~briques. Nous montrons par exemple que s'il existe une telle 

fonction non constante, alors les coordonn~es (dans cn) des n p~riodes 

ne sont pas toutes alg~briques. 

Notations. 

Pour h = (hl, .,hn) q E n st z = (zl, ,Zn) e ~n _ . .  -- o . .  , on note : 

) h ~ =  h 1 + . . . + h  n ; 

h -~ 0 s i  h .  -~ 0 p o u r  1-~i-~n ; 
1 

h: ' al h a 0 ; h' -- '...h n . -- -- 

h h 
z-- = z I ..... Znn pour h �9 0 

Soient K un corps de hombres, et _Wl...,w n n ~l~menta 

~-lin~airement Ind~pendants de ~n . On consid&re l'ensemble 

EE(Wl,...,Wn) des fonctions m~romorphes dans ~n d'ordre fini P D 

admettant Wl,...,w n pour p~rlodes, analytiques en 0 , et dont 

le dSveloppement de Taylor k l'origine : 

A-~_O 
a pour coefficients a h des ~l~ments de K vSrifiant, pour 

tout h E~ n, 
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m 

(i) Loglahl~C(f ) (!h)+ l) Log(lh I + ]) ~ 

_ . a h est entier sur ~ 

o~ C(f) et vj (f) sont des entiers positifs (ind~pendants de h). 

Par exemple, si, pour k = 1,..., n,les coordonn~es de ~k valent O 

z 1 z 
ou 2~i, alors les fonctions e n ,...,e appartiennent g EK(Wl ,...,Wn). 

Ii est facile de voir que EK(Wl ,... ,Wn) est un anneau int~gre (cf. 

lemme 3.3. ci-dessous). 

THEOR~ME 3.1. - Soit L le corps des fractions de EK(~I,...,~n) , e t 

s oit~ un entier, O 4~4n. On suppose que, pour I $ k$ n, l es ~premi~res 

coordonn6es de ~k sont alg6briques. Alors le degr~ de transcendance de 

L Sur K est inf6rieur ou ~gal ~ n - ~. 

En particulier ( ~ = O) le degr~ de transcendance de L sur K est tou- 

jours inf~rieur ou ~gal ~ n. D'autre part, dans le cas ~= n, on obtient 

le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 3.2. - Si toutes les coardonn~es de ~1,...,~ n sont alg~- 

briques, alors EK(~I .... ,~n) = K . 

Etant donn~s des points ~l'''''~n r ind~pendants de 

cn, on peut construire une fonction enti~re dans cn, transcendante sur 

r = r admettant Wl,...,~ n pour p~riodes et dont les d6ri- 

v~es ~ l'origine soient des entiers rationnels (une telle construction 

a ~t~ faite par Kurt MAHLER en une variable ; cf. Bull.Austral. Math. Soc. 

5 (1971), p. 191-195). Si on choisit pour ~I,...,~ n des ~l~ments de ~n 

coordonn6es toutes alg~briques, alors, d'apr~s le corollaire 3.2., une 

telle fonction n'est pas d'ordre fini. 

Le th~or~me 3.1. g~n~ralise les r~sultats de SCHNEIDER [l] . Par 

exemple, le th~or~me de Schneider sur la transcendance de B(a,b) est une 

consequence du corollaire 3.2. (cf. [l] , lemmes 5 et 6) ; ainsi, pour 

n = 1, E~(2i~ ) contient la fonction exp(z), donc ~ est transcendant. 

On obtient de la m~me mani~re la transcendance des p6riodes non nulles de 

fonctions elliptiques dont les invariants sont alg~briques. 
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Notons que le corollaire 3.2. se r~duit par r~currence au cas n=l; d'ailleurs, 

pour d~montrer le th~or~me 3.1., il suffirait de consid~rer les deux cas %)=0 et ~=n=l 

(mais il n'est pas plus difficile d'~tudier directement le cas g~n~ral). 

Dans cette d~monstration, on aura besoin des deux lem~es techniques sulvants,qui 

montrent que EK(_W ] ,...,~n) est une K-alg~bre. 

LEMME 3.3. - Pour 

k 
, � 9  , w  n )  f(z) = ~--~ a k z_-- ~ EK(W 1 

k_~o_  - 

on note 

Log lak I~ i (f)Ik_l + C2(f ) Log(Ik I +l) + C3(f) , 

pour tout k>/O. 

Si e~ 7f[Xl,...,X ] a un degr~,<L i par rapport ~ X., et une hauteur <H(P) 
- -  i 

pour F = e(fl,...,f ) , fj ~ EK(W l ..... Wn) , (l .< j~< p) , on a 

F ~EK(W 1 ,... ,w n) , 

et 

CI(F) ~max CI ) ; ~14j~ (fJ 

C2(F)~< ~ ej [C2(f j) + n] ; 
j=l 

C3(F) < j~IELj C3(fj) + eog(Lj +l)] + Log H(P). 

La d~monstration du lemme 3.3. se fair par r~currence, 

relations 

partir des 

C1 (fl+f2) ~max {CI (fl), C1 (f 2) ~ ; ~ Cl(flf 2) ~max (CI (fl) , Cl(f2) ) ; 

C2(fl+f2) ~max {C2(fl), C2(f 2) ~ ; I C2(flf2) ~C2(fl) + C2(f2) + n 

C3(fl+f2) ~<max [C3(EI), C3(f2))+Log2 ; C3(flf 2) $C3(f l) + C3(f2) 4 

LEMME 3.4. - Solent fl,...,f des ~l~ments de E K (wl,...,w n) 

soient e~ 7f[X I ..... X,] , F ffi P(EI ..... f}*) 

Alors v I (F) divise ~ v 1 (fi) 
i=l 

v2(F) ~max v2(f i) 

, et 

v3(F) ~max v3(fi). 

D~monstration. ~par r~eurrence 



118 

D~monstration du th~or~me 3.1. 

Supposons que les ~ premieres eomposantes de Wl,...,w n soient al- 

g~briques (on notera ~un d~nominateur commun). Montrons d'abord que le 

degr~ de transcendance du corps L(Zl,...,z p) sur Q(Zl,...,z D ) est 

inf~rieur ou ~gal ~ n - 9, c'est-~-dire que toute famille de n - 9 § I 

~l~ments de Lest alg~briquement d~pendantesur Q(z],..., z~ ). 

Soient fl,...,fn+l des ~l~ments de L(Zl,...,z ~) , avec fi(~) = z i 

pour 1 ~ i ~ ~ et fi ~ EK(~I'''''~n) pour ~<i ~ n+l. 

Soit Nun entier suffisamment grand, et soit 

1% 

L = IN n+l Log N] . 

On construit un polTnSme non nul PN e ~ [Xl,..., Xn+l] , de de~r~ 

~L en chaque variable, tel que la fonetion F = pN(fl,...,fn+|) v~rifie 

,,~[k__[ F( ~ . w) = 0 

..... ?Z n , [Log N ] pour tout CO-<6 ' 

k = (k I ,k n) e 2[ n, (k ~O Ikl = k 1 +...+ k 4. N)~ _ ~ . . -  _ _ ~ %% 

(On a ~crit @.w pour @] Wl+.. "+~%% --nW , et ,~k pour 

~z 

I ~< j .< n) , et tout 

~ l + . . . + k  n 

k k ) 
I n . ~  

1 n 

Cette construction revient ~ r~soudre ~n syst~me lin~aire 

P(~)  9 - ( f l  " " f n §  ) (s ~) ~ o .  

de moins de N n (Log N) n ~quations 

(L+l.)n+l N n n+l (Log N) inconnues ; 

les coefficients de ce syst~me s'~crivent 

zi ~ -- -- ( "'" n+l ) 
K4k i=l Ki!(ki-Ki) i (ii-Ki)! z=~.w z=o 

n+1 
Notons v I = I~+11 v| (fj) ; v 2 = max v2(f.)3 

v 3 = max v3(f j ) ; 
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alors grace au lemme 3.4., 

~O.L vl[k[~v2 k),IV3 ~ok(f~l I fkn+l �9 -- . . . .  n+| ) ( ~" w) 

est entier sur �9 ; sa taille est major,e, grace au lemme 3.3., par 

O(N.Log N). 

Grace au lemme de Siegel [4] , on peut choisir les p(~) dans 

nuls, v~rifiant 

Log max Ip(~)l~N . 

A 

Montrons que pour tout M ~N, on a 

~h F(~, w) = 0 

non tous 

pour tout __~m~n , (04~ ~ <[Log N]) , et pour tout 

h~ n h >~0 lhl<M 

Supposons cette relation vraie au rang M ; soient k ~n, 

I~I~M, et ~ ~n, 0 ~ <~og N] . Le hombre 

est alg~brique ; un d~nominateur detest 

S o'e . vill i  ~v 2 k) !] v3 , 

et le maximum des valeurs absolues des conjugu~s de ~est major~ par 

O(M Log M). Donc 

t(~) ~M Log M. 

Si~n'est pas nul, comme[~K, on a 

Log~>> -M Log M. 

Majorons ~. Consid~rons aes fonctions enti~res gl,...,gn+ I , non nulles 

en O, telles que gi et gi fi soient enti~res d'ordre fini (disons(@). 

(On choisit gl ffi "'" = g 9 = I). Le lemme 1.2., appliqu~ ~ la fonction 
n+l 

G = F. 1 [ gL , 
'O+l 

1 

sur les disques de rayon ~ * (Los N) 2 et R = M (n+2)e , donne 

l R ,og IGlr IGIR  . Log N) n Log 
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Or on a facilement 

d'oO 

Log IGIR~<L R e + N<<M , 

LogIGir<<- M(LogM).(Log N) n 

Mais 

I k 
~=~k F(_~.w_) n+l "~-- GC~.w), 

L 
gi (0) 

et les in~galit~s de Cauchy donnent 

Logl~ k G(~.w)] ~<M Log M + Log IGI r - M Log r , 

d'o~ 

Log I~I<<- M(Log M) (Log N) n. 

Par consequent ~= O; routes les d~riv~es ~ l'origine de F sont donc 

nulles, et fl ,...,fn+l sont alg~briquement d~pendantes sur ~. 

Soient maintenant hl,...,h d des fonctions m~romorphes dans cn, ad- 

mettant n p~riodes communes ~i,...,~ n , r ind~pendantes. 

Supposons que les fonctions z] ,...,Zn, hl ,...,h d soient alg~briquement 

d~pendantes sur ~ : 
i i 

~ a  ( h )  . Zl 1 n i ! - ...z n m 0 , 

o~ les a. (h)1 -- sont des polyn$mes en _h = (hl,...,h d) , non tous nuls. Soit 

Cn 
z e ; le polynSme 
--o i i 

~ai(~(~o)) xll ... X n 
i -- n 

s'annule en tous les points z + w , pour w ~ ~! +...+ ~ w ; on en dg- 
--0 -- -- --n 

duit que ce polynSme est identiquement nul, donc 

ai(~(~o)) = 0 pour tout ! et tout ~o' 

Par consequent hl,...,h d sont alg~briquement d~pendantes sur ~. 

D'o~ le thgor~me 3.1. 4 
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w 4. - Un lemme de Schwarz en plusieurs variables. 

Nous utiliserons la norme euclidienne 

n 2) 1 /2 , . cn 
~zll = (~---IZkl pour z ffi (z I .. ,Zn) & , 

k=1 ~n 
et nous appellerons boule de centre a ~ et de rayon R >0 l'ensemble 

BR(a) = ~z ~ n , II z_ - _all ~ R) �9 

Le cas n=l ~tant bien connu, nous supposerons n ~2 (pour simplifier les 

notations). 

Soient V un voisinage de BR(O) , et u une fonction sousharmonique 

(n-2)! Au est alors positive dans V, c'est darts V ; la distribution ~ - 
4 ~ n 

la mesure de Riesz associ~e ~ u (cf. par exemple ~ I] , th~or~me 1.2.1.); 

d'apr~s une formule de Jensen g~n~ralis~e (qui remonte en fait ~ H.Poin- 

car~), sip n'a pas de masse dans un voisinage de l'origine, la moyenne 

~u(O,R) sur le bord de BR(O) v~rifie 
R 

u(O) = ~u(O,R) - [ ~(t) d___tt 
-- -- t ' 3 O 

2n-2 
avec ~(t) t2n_ 2 p(t) , o~ ~(t) = ~(Bt(O)) est la masse de la boule 

Bt(~) (0 <t ~ R) pour la mesure p (cf. [11], th~or~me 1.2.2. ; voir aus- 

si D2] , w I). 

D'autre part quand u est plurisousharmonique, la fonction Dest 

croissante sur ~0, R~ (cf. [10a] , p. 73, [IOb] , chap. 7, ~ I] , p. 230, 

et [12] , lemme 1.4.) ; si on suppose toujours p( ~ ) = 0 pour 6 suffisam- 

ment petit, on obtient, pour 0 �9 r g R , 

R 
(4.1.) u(O) ~sup u(~) - 9(r) Log 

~d B E (~) 

Quand f est une fonction analytique dans un voisinage d'une boule 

B (a) la fonction u(z)= Log I f(z + ~)lest plurisousharmonique dans un 
r -- ' -- -- 

voisinage de la boule B (0), et le hombre ~(r) est appelfi masse moyenne 
r -- 

de f-l(o) dans Br(~); nous le noterons ~f(~,r). 

Nous utiliserons la proprifitfi suivante ( [II], chap. IV, w 2) : 

(4.2.) Le hombre ~f(~) = lim ~f(~,r) est le hombre de Lelong de f au 
r-~O 

point ~, c'est-~-dire la multiplicit~ du z~ro ~ = ~ de f (c'est le degr~ 
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du premier polyn$me homog~ne non nul dans le d~veloppement de Taylor de f 

au point ~). 

Nous allons g~n~raliser (I.I.) au eas d'une fonction ayant de 

nombreux z~ros suffisamment espac~s. Nous noterons [If[Ir le maximum de 

f(~) pour ~ ~Br(O). 

PROPOSITION 4.3. - Soit F une fonction a nalytique dans u n voisinage 

d'une boule BR(O) dans cn, admettant des z~ros ~I .... '~s (compt~s avec leur 

ordre de multiplicitY) dans une boule Bs , a vec ~ ~ R . Soit ~un nom- 

bre r~el v~rifiant 

zj #z k 

Alors on a~ pour 0 ~r ~ R , 

. o e )2n-2 R-r 
log [ [FI[  r ~; Log [[FII R - s �9 ~ . Log ~ 

D_~monstration de la proposition 4.3. 

Ii n'y a pas de restriction ~ supposer R > 2r + @ + S (puisque le prin- 

clpe du maximum donne IIF~r~ IIFIIR) et llF~r # O. Soit w eBr(O) tel que 

IF(~)I = ~F~r La fonction f(~) = F(~ + ~) est analytique dans BR_r(O) , 

et s'annule aux points ~. = z. + w , qui sont dans B (0). Notons 
- j  - j  - r+ e - 

(n-2)! 
= n ALog If[ Comme w-~F-l(O), on a ~(B e (O)) = O pour E suf- 

4 
fisamment petit, et , d'apr~s (4.1.), 

Log If(O)l~ Log ~f~R-r - ~f(~' r+ ~+ ~) Log r~ ~ 

La croissance des fonetions t k--~f (~,_ t), pour 0 Ct ~ ~, montre que 

l'on a, grace ~ (4.2.) : 

mais les boules B 

B r + ~ + e ( O ) ,  d o n c  

d'o~ 

Enfin 

~(~) sont deux ~ deux disjointes, et contenues dans 

p ( B r  + g +e(O))>22_~_ 2 ~ 2 n - 2  s , 

~f (O, r+ e + $ ) ;2 (~)2n-2 

Log ILfI1 -r.< Log  Fll R 

d'o~ la proposition .4 

�9 S 
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w 5~ - Un deuxigme crit~re. 

Si, dans la demonstration du thEorgme 2.1., on remplace le lemme 1.2. par la 

proposition 4.3., on obtient le rEsultat suivant [9J 

/ \ 
THEOREME 5.1. - Soient ~, k '@I ' " " " ' ~d des nombres reels positifs, K un corps 

de nombres, (SN)N~ l une suite de sous-ensembles de cn, fl'''''fd des fonctions m~romor- 

phes dans cn, d'ordre (strict) infErieur ou Egal a-~l'''''~'d respectivement, et gl'''''gd 

des fonctions enti~res dans C n, d'ordre (strict) infErieur ou Egal ~ @l'''''~d respecti- 

vement, telles que glfl,...,gdfd soient entigres dans cn. 

On suppose 

maxlJzJl~<N ; Card SN~N~; min Uu-vl[)>N -k , pour N )-+~; 
ze S n u#-v 

u,v~S N 

h(z) # 0 e t f(z) 6K pour z mS N , e t 

! N~i max (t(fi(z)) ; LOglh--~-~l ) <~ pour N---~+=o. 
z~S N 

Si 1 'infigalitE 

(d-l)~ >~I + " ' "  + ~d + 2d(n-l)(~+l) 

est satisfaite,alors fl,...,fd sont algEbriquement dEpendantes sur Q. 

On remarquera que les param~tres ~ et~du th~or~me 5.1. sont lies ~ n par la 

relation 
~ >/ max ~0, 2~ n - 1 ~  �9 

DEmonstration du thEor~me 5.1. 

~On reprend la demonstration du thEor~me 2.1., en remplagant m par ~/n, et 

(II) M par 

Log sup ~N(Z) ~ - M ~-2(n+I)(~ +|) 
~ S M +  1 

L'implication (1)M ~ (II) M est une consequence de la proposition 4.3. 4 

w 6. - Valeurs algEbriques de sous-groupes analytiques de variEtEs 

de groupe. 

Soit G une variEtE de groupe (ou groupe algEbrique connexe) dEfinie sur le 

corps Q des nombres algEbriques. Soit ~: cn ~ G C un homomorphisme 

diffErentiable du groupe additif cn dans la variEtE G, dont la diffE- 

rentielle g l'origine est injective; il existe alors une application li~ 

nEaire injective s cn dans l'espace tangent ~ l'origine de G, telle 
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que ~= exPG o ~. On dit que est un sous-groupe ~ n param~tr~s de G, et 

on appelle dimension alg~brique de ~ la dimension de la plus petite sous- 

vari~t~ de groupe de G contenant l'image de~ (cette dimension est sup~rieu- 

re ou ~gale g n). 

Le th~or~me 5.1. permet de majorer la dimension alg~brique d'un 

sous-groupe ~ n param~tres d'une vari~t~ lin~aire ou ab~lienne, en 

fonction du nombre de points alg~briques @-lin$airement ind~pendants que 

ce sous-groupe contient. Nous ~tudierons ici les valeurs de tels sous- 

groupes en des points alg~briques (l'~tude g~n~rale est faite dans ~9] , 

off les r~sultats de [6] sont am~lior~s). 

THEOR~ME 6.1. - Soient G une vari~t~ de groupe d~finie sur le 

corps Q des nombres alg~br~ques, ~: cn >Gr un sous-groupe ~ n p.aram~- 

tres de G, de dimension alg~brique~, eta I .... ,a{ des ~l~ments ~-lin~ai- 

rement ind~pendants de ~n, tels que 

~0 (aj) ~G~ pour 1 4J &~" 

Pour N >>l, on note 

et on suppose qu'il existe un nombre r~e] ~ tel que 

min ~zll~>N -~ pour N---9-+o0 

ze~ N 

z#o 

Alors 

I. Si G est une Vari~t~ lin~aire, on a 

~(~-l)~6-n + 2 g (n-l) (~+I) ; 

2. S_~i G est une vari~t~ ab~lienne~ on a 

~(n+f-l) ~2~ + 2(n+$)(n-l)(~+1). 

COROLLAIRE 6,2, - Sous les hypotheses du th~or~me 6,1,, quand G est 

une vari~t~ ab~lienne, on a 

~- 2n i>~- 1 + 

(en effet, avee $=n, on obtient 4~(n-l)~>(2n-l)(~-2n). 
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D~monstration du th~or~me 6.1. 

~Le cas lin~aire [9 ] est facile : on consid~re ~-n fonctions 

fn+l '" " " 'f~ ' coordonn~es de ~ , telles que z l ,... ,Zn,fn+ l ..... f~ 

soient alg~briquement ind~pendantes. Comme les f. sont donn~es par des 
J 

polyn3mes exponentiels, elles sont d'ordre ~<I , et la v~rification des hy- 

potheses du th~or~me 5.1. (avec ~l = ''" =~n = s ~'n+l = "'" =~= l ; 

h. (z) = l) ne pr~sente aucune difficultY. 
1 -- 

Pour d~montrer le cas ab~lien , on consid~re des coordonn~es pro- 

jectives de ~, soient (~o ..... ~p), aveC~o(O) r O. On d~montre d'abord que 

le degr~ de transcendance sur ~ du corps 

~01 ~p ) 

r . . . . .  ~ n '  q:)o . . . . .  ~~ 

est sup~rieur ou ~gal ~ n +~'; deux d~monstrations de ce r~sultat m'ont ~t~ com- 

muniqu~es ; l'une par Serge LANG , montre que, quand B~A est un produit de 

vari~t~s de groupes tel que toute application rationnelle de B dans A 

soit constante , et quand G est une sous-vari~t~ de groupe du produit, 

dont la projection sur chaque facteur est surjective, alors G = BxA 

on applique ceci g la fermeture Zariskienne du graphe du sous-groupe g n param~tres. 

L'autre, par David Masser, consiste g se ramener au cas n=l, puis 

utiliser la p~riodicit~ de la fonetion th~ta de la vari~t~ ab~lienne, 

ainsi que le principe des tiroirs. 

Consld~rons done ~+ l coordonn~es projectives ~o ..... ~de ~ , 

telles que les fonctions 

.... Zn' o 

soient alg~briquement ind~pendantes sur C. Soit 

@ ; ~D ~A 

une application th~ta de la vari~t~ ab~lienne A, homomorphisme analytique 

surjectif dont le noyau est un r~seau A de CD (autrement dit un sous- 

groupe ~ D param~tre, o3 D est la dimension de A). Comme ~ est un sous- 

groupe ~ n param~tres, il existe une application lin~aire injective 

L : ~n > ~D telle que 
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Consid~rons les coordonn~es projectives (~,...,~) de ~, telles 
~o 

= Oi , . cD que ~i o L 0 $i g ~ Soit q une forme quadratique sur 

telle que la fonction 

I------>- IQO(~)I 2 e x p  q(z) 

admette A pour groupe de p~riodes. Soit ~ une boule ferm~e de @D de cen- 

tre ~ et de rayon >0, ne contenant aucun z~ro de 0 . Si 
o 

~D s : cD/ A 

I d~signe la surjection canonique, la fonction ~ est born~e sur 
i I j 

-I 
s o s (&). 

Notons 

= =klal+...+k a~, -N ..<kj ~<N ; L(z)~s -I 

On aura donc 

Log max 1 ~-7~7w~I<<N 2 pour N --~-+~o. 
zeS N 

Grace au principe de Dirichlet, on a [9 ] 

Card SN>>N~ ; 

enfin la forme quadratique de N~ron Tare permet d'obtenir [4] : 

(~(z)) <<N 2 , I .<i ~ ~) max t 
zeS N To 

On applique alors le th~or~me 5.1. aux fonctions 

zl,...,Zn, ~o ''''' ~o ' 

avee ~I ='''=~ = O, ~+I ='''= en+~ = 2 , d = n + ~ ; on choisit pour K 

un corps de nombres sur lequel A est d~finie, contenant les coordonn~es 

des a., et tel que (~j --j ~ ) ~A K " 4 

Nous allons appliquer le th~or~me 5.1. pour am~liorer le th6or~me 

6.1. dans le eas oh le sous-groupe engendr6 par s ~ est tr~s bien 

distribu~, e'est-~-dire quand les hypotheses sont satisfaites pour tout 

r~el ~ v~rifiant ~>max {O, ~n - I} . 

THEOREME 6.2. - Soient G une vari~t~ de groupe d~fin~e sur le 

corps @ des uombres alg~briques, ~: ~n ~G cun sous-groupe ~ n param~, 
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tres de G qui n'est pas une fonction rationnelle de z, e_!t a I ,...,a~ des 

~Igments de ~n, ~-lin4airement ind~pendants, dont les imases ]par ~ ap-- 

partiennent au groupe Gdes points alg~briques de G. 

On suppose que, pour tout r~el 

)~ >max ~0, 2~-~ - I ~ , on a 

m'n 

o~ 

Alors on a 

~<2n. 

D~monstration du th~or~me 6.2. 

(On peut remarquer que, si G est une vari~t~ ab~lienne, le 

eorollaire 6.2. donne imm~diatement le r~sultat). 

Si G est une vari~t~ lin~alre, comme ~(~) n'est pas une fonction 

rationnelle de ~ , l'une des coordonn~es affine de ~, soit fl' est une 

fonction transcendante sur r = r , Zn) Ii suffit alors 

f (z). d'appliquer le th~or~me 5.1. aux fonctions Zl,...,Zn, ! _ 

Consid~rons maintenant le cas d'une vari~t~ de groupe quelconque. 

Ii existe un sous-groupe lln~aire maximal L de G tel que G/L soit une 

vari~t~ ab~lienne A d~finle sur ~. Notons ~: G ~A l'homomorphisme ca- 

nonique; l'application~est alg~brique, c'est-~-dire envoie G...~dans A~.~ 
Notons ~ l'homomorphisme induit sur les espaees tangents : 

0 - ~e ~ G ~A > 0 

~ exPL ~exPG ~exPA 

0 ~Te(e) ---~Te(G) ~$-Te(A)~,O 

Soit~: en __>Te(G ) l'application lin~aire telle que ~= exPG o ~ . 

Si l'image detest contenue dans Te(L), alors l'image de ~est con- 

tenue dans L, et on est ramen~ au cas lin~aire. 
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~ O. C o n s i d 6 r o n s  l V a p p l i e a t i o n  Supposons donc F[ o 

= exPA o g~ o ~ de C n dans Ar (Cette application n'est pas en g~n~- 

ral, un sous-groupe ~" n param~tres de A ; c'est pourquoi nous allons en- 

core une fois revenir au th~or~me 5.1.). Consid~rons des coordonnges pro- 

jectives (~o'''''~P) de 

cation th~ta. 

avec ~o ~ O. Comme ~ est compos~e d'une appli- 

~D 
: >Ar 

(o5 D = dim A) et d'une application lin~aire non nulle Cn ___9.~D (prove- 

nant d'un isomorphisme Te(A ) ~r l'une des fonctions -- ,,..,-- , soit 
% Wo 

g(~), est transcendantc sur r 

On applique alors le th~or~me 5.1. aux fonctions Zl,...,z n, g(~). Les 

calculs g faire sont essentiellement les m~mes que dans la d~monstration 

du th~or~me 6.1 . dans le cas ab~lien. ~ 
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