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PROPRIETES ARITHMETIQUES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (I)

par Michel WALDSCHMIDT

L'étude des propriétés arithmétiques de fonctions de plusieurs va-
riables a été commencée en 1940 par Theodor SCHNEIDER [1] , qui montrait
la transcendance d'au moins une des périodes d'une intégrale abélienne de
premiére ou de deuxidme espé&ce 3 coefficients algébriques. En particulier,

comme les périodes de l'intégrale abélienmne

J;a—](l‘x)b—ldx , (a,b rationnels)
s'expriment rationnellement en fonction de B(a,b), SCHNEIDER obtenait la

transcendance du nombre

M(a) M(b)

quand a et b sont rationnels et non entiers (ce résultat contient 3 peu prés
tout ce que l'on sait actuellement sur les propriétés arithmétiques de la
fonction gamma, par exemple la transcendance de 1'un des deux nombres

M(a), M(2a), pour ae€Q, a¢Z ; on ignore encore la transcendance de nom-
bres tels que F(%) ) . Pour obtenir ces résultats, il fallait étendre aux
fonctions de plusieurs variables le lemme classique de Schwarz (qui permet
de majorer ume fonction d'une variable ayant de nombreux zéros , distincts
ou confondus). La méthode de Schneider comnsistait & utiliser ume formule
d'interpolation reposant sur la formule intégrale de Cauchy itérée, ce qui

permet de majorer les valeurs d'une fonction s'annulant en tous les points

d'un produit Slx ...)(Sn dans ¢7.

Cette méthode de Schneider a &té reprise en 1963 par Serge LANG
[2,4] qui généralisait ainsi un critére de transcendance qu'il avait obte-

nu précédemment pour les fonctions d'une variable satisfaisant des équations

différentielles.
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Les formules d'interpolation utilisées par Schneider et Lang
étaient difficiles 2 exploiter ; dlles ont &té transformées em 1967 par
Alan BAKER [5] , qui &tendait 3 n variables des résultats classiques de
Gaston POLYA (1914) et Ernst G.STRAUS (1950). Ainsi, d'aprés Baker. la

zZ ¥+ .tz

fonction 2 n est la "plus petite" fonction entié&re, transcendante

par rapport i chaque variable, et qui prend des valeurs dans Z en tous les

points de W,

Le résultat de Lang permettait de montrer qu'un sous—ensemblez/

de ¢" (ensemble de valeurs algébriques de fonctions méromorphes satisfai-
sant des équations différentielles) ne pouvait pas contenir un produit
Sl K ovwe xSn, avec SiC ¢, card Si = +co, Il avait été& conjecturé par
NAGATA (4 , chap. IVJ que cet ensemble;/%tait contenu dans une hypersurfa-
ce algébrique. Cette conjecture a €té résolue en 1970 par Emnrico BOMBIERI

[7] qui utilisait pour cela, et pour la premi&re fois dans ce domaine,
des méthodes de la théorie des fonctions de plusieurs variables [5,7,8,13].
Nous retiendrons seulement la variante du lemme de Schwarz amployée par
BOMBIERI [6,7] ; elle consiste 3 faire jouer le rdle du nombre de zéros
(d'une fonction d'une variable) dans un disque 3 la masse moyenne du di-
viseur des zé&ros (de la fonction de n variables) dans une boule
L'analogue p-adique de ce lemme de Schwarz (dd@ 3 Kurt MAHLER (1935) dans

le cas d'une variable) avait été démontré en 1965 par Jean-Pierre SERRE [3].

Dans cet exposé,nous étudierons les valeurs algébriques de fonctions

P n . < .
méromorphes dans € , et mnous ne supposerons pas que les fonctions &tudiées

satisfont des équations différentielles.

Nous donnerons d'abord quelques conséquences d'une formule
d'interpolation (§ 1) dans c? 3 aprés avoir démontré un
premier critdre (§ 2), nous étudierons l'indépendance algébrique de fonc-
tions périodiques, admettant n périodes €-linéairement indépendantes, et

dont le développement de Taylor & l'origine satisfait des hypothéses
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arithmé&tiques (§ 3).

Nous appliquerons ensuite une variante n—-dimensionnelle du lemme de SCHWARZ (§ 4) pour
donner un deuxidme critdre (§ 5), qui généralise un résultat de E.Bombieri
et S.Lang [6] , et qui permet d'étudier les valeurs algébriques de sous-

groupes analytiques de variétés de groupe (§ 6).

§ 1. - Une formule d'interpolation dans c”,
n
Pour z = (zl,..., Zn) &€, nous notons
‘El = sup lz. ;
I¢ig¢n

pour g_emn et r »0, nous appelons polydisque de centre a et de rayon T

le sous-ensemble de €" d&fini par

D(a, r) ={5e€n , \g—gl \(r}.

. . . .. n
Si f est une fonction analytique dans un voisinage de a dans €, on
dit que f admet un zéro en a d'ordreys si le développement de Taylor

de f en a commence par un polyndme homogéne de degré supérieur ou égal

i s (le degré exact de ce polyndme est appelé "nombre de Lelong de f au

point a").

Pour k = (kl""’ kn) eNn, on note ?E l'opérateur différentiel

ko_
° kl kn ’
‘az,I vh. 92

l'ordre de %E est le nombre |E[= k1+ e +kn . Une fonction £ a un zéro

en a d'ordre 7S si et seulement si

k
@— f(a) = 0 pour tout k tel que |EJ I r
Le lemme de Schwarz classique s'énonce :

(1.1.) si £ est une fonction analytique dans un polydisque p(O,R), admet-

tant un zéro 3 l'origine d'ordre »s , alors on a

|f(£) ,Q(_l.—_z—_l__)s ‘flR pour |z|¢R ,
R

ou fely - sur fecol.
jtl = R
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Ce résultat est une conséquence immédiate du lemme classique 3 une
variable, appliqué & une fonction u —»£(z.u). Il est beaucoup plus diffi-
cile de généraliser 1'énoncé 2 une variable correspondant 3 de nombreux
zéros distincts ou confondus. Cette difficulté provient du fait que les
zéros d'une fonction analytique de plusieurs variables ne sont pas isolés.
Nous étudierons plus en détail au § 4 l'ensemble de ces zéros. Nous

n'utiliserons, dans les paragraphes 2 et 3 que le résultat suivant.

LEMME 1.2. - Soient Sl""’sn des sous-ensembles de €, contenant

chacun m €léments distincts. Soit D(0,r)un polydisque de c¢™ contenant

S = Slx... xSn. Soit f une fonction analytique dans un voisinage d'un poly-~

disque D (0,R), avec R »3r , admettant en chaque point de S un z8ro d'ordre

70 Alors

Loglf'r 4Log‘fIR - mo-Log _§F' + n Log[3(mr+lﬂ .

Nous allons démontrer ce résultat en utilisant des formules d'inter-
. n P
polation dans € ; nous présentons d'abord ces formules dans le cas d'une

variable.

Etant donné une fonction f analytique dans un voisinage d'un dis-

que lngR de €, et étant donné s points (distincts ou non) LI

s—1
du disque |zi<R, on cherche le polyndme P (polyndme d'interpolation) de
degré strictement inférieur 3 s, tel que la fonction £ - P posséde les

z8ros U e ug (comptés avec leur ordre de multiplicité). L'idée con-

-1
siste 3@ écrire
£(z) = £(u ) + (z - u Jg(z) ,
o o
ce qui permet de construire P par récurrence sous la forme

P(z) = a + (z—uo) E11+'(z—u1) e = E a; (z - u.) .
04148 0gj<i ]

Pour calculer les coefficients a;,, on procéde de la méme manidre que pour
montrer l'analyticité d'une fonction holomorphe : on exprime f par la for-
mule intégrale de Cauchy
1 £ .
£(z) = j’ i- z dé H

73w
Pk =
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pour développer §l 2 » on écrit

1 _ 1 zZ — uj . — y
-z T 3=, * 3 - u% 2 z

1 1

ce qui donne par récurrence

rT (z~ u ) T_T (z-u.)

(1.3.) —— = jd . _i¢s ; '
E 041<s F(:_ {) (3—2)1‘7(5-uj)

j«s

On multiplie les deux membres de (1.3.) par E%F £(3) et on intégre sur
121= =

f(z) = P(z) + R(z) . r—T (z-uj) ,

0gj<s
avec
P(z) = ;;;;S a; oE}li (z-uj).
1 £(3)
4 T Im f T (3-u)) 42
|§FR [u ,
et i £(D
R(z) = sz ooy 42
Pl=r j¢s 3

Comme R(z) est analytique dans 'z|<R,, la fonction £ = P a les zéros
voulus.

Remarquons que, si f s'annule en chacun des points ug (avec multiplicité),
alors P = 0 (d'aprés l'unicité de P ; on le voit aussi en calculant les
coefficients a, par le théoréme des résidus); dans ce cas, on déduit de

la relation

f(z) = R(z) . ]_—T (z - uj)

o0gj4s
l'inégalité

2 R
s\f‘R : QR E r)s R-r °

pour tout r vérifiant max \u \4r ¢R.
ogi¢s

Avant de généraliser ces formules, il est commode d'introduire

un nombre complexe u (par exemple ug = 0) et d'écrire (1.3.) sous la

forme
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[
: z - u.) .
B L R
1.4, - - j . p— .
(1.4 EE T (w2
$]‘.
Par conséquent s
f(z) = Z a. (z) T - v )
i=o j<¢i
oil
s
y £ (27%) 00 e,
ai(z = 3TR ﬂ.(i'“‘t) ‘2'
lakr €t
Remarquons que ai(z) ne dépend de z que pour Si s = 1 , c'est-a-dire i=s.
’
Démonstration du lemme 1.2.
() k) élé i i de S On définit
» Notons u s ey éléments distincts de « On défini
o m-1 k
u(k),...,u(k)
o me -
L0 (k) .
par mJ+r ur pour o (r (m , 0 (] (o 1

Ainsi chaque &€lément de S

est répété gfois.

k
La formule (1.4.) donne, par récurrence sur n Sj o
k’
k k
n 1 (ﬁk-ué )) %-u.( )
R N R "
k=135 -z, = 4 L= -1 (k) 3 -z )
k i|=o i =o TG ) k k
2y
On utilise la formule intégrale de Cauchy
f(‘j 3t 5 )
£(z, 000,z ) = ——— — 1 M g .4y,
1 n (ziﬂ)n n (1 _ 1 n
o 1
1 n k=1
o C, est la circonférence ‘jkl =R .
On obtient ainsi
mo- me (x)
f(zl,...,zn) = E_—-’ _ Bpaeeesdy (zl,...,z ) T—I;[ u[ )
=8 j =o ‘Jk
avec c'k,mrr
. ER
= d; .
a, . (2. ,000,2 )= — [ £(2, X sy
Jl;.--’Jn 1 n (21",) .21 n =1 n-(§k_u( )) a Zk
¢, ¢ M
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si § = 0 pour tout k, alors a. . ne dépend pas de

j, ,mo— Joseses]

: : moC) (n)
Z.,+++5Z2_ . De plus, comme f admet les z&ros u = (u yees sl )y

1 n — ;N A
1 n
(o,s)k ¢mo-, |l ¢k ¢n) , on obtient 3 partir de 1l'expression a, j et
preresdy
de la formule des régidus :
a. . =0 si j <mopour k = 1,...,n
Jyseeesdy k

Si 1'un des &, vaut 1, c'est—a~dire si 1'un des j, vaut me,
j, sme ’ k

k
on majore

n
n+ 3 ]
n k
o 1 1 k=1
b7 lljk:u‘”‘ per <R - r) ’
Add »
(k)
u,
jk Te R + ¢
— par R ~ r )
2 Z
enfin, comme =—H — < 3 = mg,et 5_1_£<2 bti
’ R - r 2 3 - Jg 200 R - ¢ 8, on obtient
mo- n
_2r ) n-t ,_ R (R + r\®
o, clele - (f55) - eer DV gy =) -
d'oll le lemme -d
§ 2. - Un premier critére.

Si des fonctions méromorphes dans Gn, d'ordre fini,prennent des
valeurs algébriques en tous les points d'un ensemble S(l)x...xs(n), alors

ces fonctions sont algébriquement dépendantes. Pour é&noncer les hypothéses

précises, on filtre chacun des ensembles S(J) par S(J) = U SéJ) ; par
N1
exenple, si S(J) est un sous-groupe additif de € engendré par u],...,gz N

on choisit
() . -
SN _{kl u, LR k[u~£, N\(kiéN}.

. . " n R
On dira qu'une fonction méromorphe dans € est d'ordre inférieur ou

€gal 4 osi elle est quotient de deux fonctions entidres satisfaisant

Log |f‘R_$C.Re pour tout Ryl
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(Les résultats seraient inchang&s si on choisissait la définition plus
classique pour une fonction entiére

Log Loglf,R

© = lim sup Tog T

R —»+00
Enfin on utilisera la taille t(« ) d'un nombre algébrique <,
définie par
t(«) = max {Log d(e( ), Log |:(_|},
ol d(e{) est le dénominateur de « (plus petit entier positif dont le pro-
duit pare{ est entier algébrique sur Z) , etL;[est le maximum des valeurs

absolues des conjugués deofsur Q.

Le résultat suivant généralise & n variables un théoréme dU essen-
tiellement 3 LANG et RAMACHANDRA (voir Lecture Notes in Math., vol. 402,

théoréme 2.2.1), contenant en particulier le théoréme de Gel'fond Schneider

b
sur la transcendance de a .

/
THEOREME 2.1. - Soient K un corps de nombres, £ ,...,f. des fonc-

1’ d

. . n . . s
tions méromorphes dans € , gl,...,gd des fonctions entidres dans €" , tel—

les que, pour 1g¢igd, g; _E_gifi soient entidres d'ordre(ei . Soient

(SéJ))N}l s {1 ¢j¢n) n suites de sous-ensembles de €, vérifiant, pour

1 ¢jg¢n
max |t|&N , Card SI\(IJ)>>Nm ,
Lo (d
E_CSN
et tels que, pour Eﬁssél) P xsén) et 1 ¢i ¢d, on ait
h.(z) # 0 ; f.(z2)ek , et

e.
max {Log m R t(fi(i))}«N 1

On_suppose de plus

Pl e vt gd <(d~n)m.

Alors les fonctions fl""’f sont algébriquement dépendantes sur K.

d

On en déduit le cas particulier suivant d'umn théoréme de Baker.
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COROLLAIRE 2.2. - Si f est une fonction enti&re dans Gln, d'oxdre

. s ek N n
strictement inférieur 3 1, et telle que f(2)eZ pour tout zeN , alors f

est un polyndme.

On peut démontrer un résultat beaucoup plus précis que le
corollaire 2.2., en introduisant dans la démonstration des polynOmes

d'interpolation 3 n variables

- e —-i, +
(E) } (zl) (zn) ) T_n_[ zk(zk 1) (zk 1 1) .
= Y 1o k=1 et
Démonstration du théoréme 2.1.
Il n'y a pas de restriction i supposer
' gyt -* e rmn (i) o
max o, £ l et Card SN 5 &N .

1¢igd
Le lemme de SIEGEL [4]permet de construire un polyndme non nul

PN e Z LXI,...,Xd] , tel que la fonction FN = PN(fl,...,fd) vérifie

FN(g) = 0 pour tout EeSN = Sél) X oo. X Sén). De plus on peut majorer le
degré Li de PN par rapport i Xi :
mn e t...t@
T te- e - ol d
Li & N i » avec g 3 s

et la hauteur H(PN) de PN (maximum des valeurs absolues des coefficients

de PN) : an ‘e
Log H(PN)<<N d
d L,
Notons G_ = F_ | | g.* .
N N i=1 i

Montrons que l'on a, pour tout M >N,

(1) FN(E) = 0 pour tout z &S

M M

(11) Log sup IG (z),«— M-
M z €85 N
- M+1

L'implication (I)M =>(II)M est une conséquence du lemme 1.2. appliqué

i la fonction GN, avec RpgM , et r = % s, & = 1 . On majore Log |f‘R



115

ar
P mwa

+
¢
Loglf]R «u ¢ ,

ce qui est négligeable devant M™, grace & 1'hypoth&se @+ %? <{m .

. - . LS m
Si (II)M est ver1f1e:u,1 on a Log IFN(E)l«— M~ pour tout 2z eSM+1, et,
+ 30
comme t(FN(E))<<M d , on déduit (I)M+I de la relation

—Z[K : Q]t(d)s Logldl, vraie pour tout E&lément non nulg de K.

Comme (I)N est vral par construction, on en déduit (II)M pour tout My N,

donc FN est identique 3 0. <

§ 3. - Propriétés arithmétiques de fonctions périodiques.

Nous étudions l'indépendance algébrique de fonctions méromorphes
dans Cn, d'ordre fini, possédant n périodes communes €~linéairement in-
dépendantes, et admettant un développement de Taylor & l'origine a coeffi-
cients algébriques. Nous montrons par exemple que s'il existe une telle
fonction non constante, alors les coordonnées (dans Cn) des n périodes

ne sont pas toutes algébriques.
Notations.

Pour h = (h1,...,hn)e g et z = (21,...,zn)€ ™ , on note :

I
[

= h1+...+hn H
h 20 si hi 2 0 pour 1%i€n ;
h! = h,!...h ! s8i h 20 ;
= 1 n = =
h h

2= = zgl, ... 2% pour h 2 0 .
n h =0

Soient K un corps de nombres, et Hiecos¥ 1 éléments
P - linédairement indépendants de ™ . On considdre l'ensemble
EK(31....,En) des fonctions méromorphes dans " , d'ordre fini,
admettant Hipeee9d  pour périodes, analytiques en 0 , et dont
le développement de Taylor & l'origine :
£(z) = 2 8, z2
h20 ~

a pour coefficients ay

des éléments de K vérifiant, pour

tout h eN",
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(i) Log|a, |¢c(£) (Jhl+ 1) Log({n| + 1),

T v (£)
(ii) vl(f)'h""l [(vz(f)E)!:] . a, est entier sur 7 ,

ol C{(f) et vj(f) sont des entiers positifs (indépendants de h).

Par exemple, si, pour k = 1,..., n,les coordonnées de W
% “n
ou 2MMi, alors les fonrctions e ,...,e appartiennent 3 Ex(gl,...,gn).

Il est facile de.voir que EK(EI,...,EH) est un anneau intégre (cf.

lemme 3.3. ci-dessous).

THﬁONhE 3.1. = Soit L le corps des fractions de EK(EI,...,En), et

soit v un entier, O ¢v¢n. On suppose gue, pour ! g¢k¢n, lesvpremiéres

coordonnées de ¥, sout algébriques. Alors le degr& de transcendance de

L sur K est inférieur ou égal a n - v.

En particulier (v 0) le degré de transcendance de L sur K est tou~

jours inférieur ou égal 3 n. D'autre part, dans le cas »= n, on obtient

le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.2. - Si toutes les coordonnées de Wpser oW sont algé-

briques, alors EK(EI,...,EH) = K

Etant donnés des points Hiseeos¥W €-linéairement indépendants de

n . . s s n
¢, on peut construire une fonction entiére dans € s transcendante sur

e

~
N

~
I

¢(z],...,zn), admettant W se+->¥W  pour périodes et dont les déri-
vées 4 l'origine soient des entiers rationnels (une telle construction

a &té faite par Kurt MAHLER en une variable ; cf. Bull.Austral. Math. Soc.
5 (1971), p. 191-195). Si on choisit Pour W,,...,W des éléments de C" 3
coordonnées toutes algébriques, alors, d'aprés le corollaire 3.2., une

telle fonction n'est pas d'ordre fini.

Le théoréme 3.1. généralise les ré&sultats de SCHNEIDER [1] . Par
exemple, le théoré&me de Schneider sur la transcendance de B(a,b) est une
conséquence du corollaire 3.2, (cf. [1] , lemmes 5 et 6) ; ainsi, pour
n=1, EQ(Ziﬂ') contient la fonction exp(z), donc Tf est transcendant.

On obtient de la méme manidre la transcendance des périodes non nulles de

fonctions elliptiques dont les imvariants sont algébriques.
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Notons que le corollaire 3.2, se réduit par récurrence au cas n=1; d'ailleurs,
pour démontrer le th&oréme 3.1., il suffirait de considérer les deux cas ¥=0 et p=n=Il

(mais il n'est pas plus difficile d'étudier directement le cas général).

Dans cette démonstration, on aura besoin des deux lemmes techniques suivants,qui

montrent que EK(E‘,...,y_n) est une K-algébre.

LEMME 3.3. - Pour
k
f(z) = E a, z= eEK(El,...,En) R
kyo =
on_note

Log |_£|$%31(f)lh| N Cz(f)}.Log(‘El +1) v G (f)

pour tout k »0.

,...,XP] a un degré\<Li par rapport 3 Xi’ et une hauteur ¢ H(P)

pour F = P(f],...,fp) , fjeEK(E],...,y_n) , (1\4_‘_'[\('1) , on a

F eEK(y_l,...,En) ,

®
(ol

l

Cl(F)gmax Cl(f') s
l¢icp

p__.
€, (F) g ?:1 L [cz(fj) +n];

§3(F)$ ?ﬁ;[Lj c3(fj) + Log(Lj+1)] + Log H(P).

p La démonstration du lemme 3.3. se fait par récurrence, & partir des
relations
C (£,+£,) ¢max {C (£)), € (£,)} C (f,£,) ¢max {C, (), c (£} s
Cy(E,+£,) ¢max {C (£, Cp(E) } 5 Co(E £,) C,(£)) + Cop(f) + m

C,(f +£,) ¢max {c3(f‘), C3(f2)}+Log2 L C5(E £,) (C (£ + C,(E,)

LEMME 3.4. - Soient f£.,...,f des &léments de E_ (W, ,...,w ) , et
— 1 P R *~—1 -n
soient Pe ﬂ[xl,...,xp] s B o= P(f ... ) .
Alors v](F) divise ﬁ v](fi)
i=1

v2(F) gmax Vz(fi)
v3(F) { max v3(fi).

Démonstration. pppar récurrence -



118

Démonstration du théoréme 3.1.

p» Supposons que les vy premi&res composantes de w "’!n soient al-

1

gébriques (on notera fun dénominateur commun). Montrons d'abord que le
degré de transcendance du corps L(zl"”’zﬁ) sur -Q(zl,...,zu) est
inférieur ou égal 3 n - v, c'est~a-dire que toute famille de n —p+ 1|

2léments de L est algébriquement dépendante sur Q(z‘,..., z, y.

Soient fl""’f des éléments de L(z],...,zv) , avec fi(_z_) = z.

n+l 1

pour 1 ¢i (v, et fiéEK(Zl""’En) pour v<i ¢n+l.

Soit N un entier suffisamment grand, et soit

n

L= [Nnﬂ . Log N:} .

On construit un polyndme non nul PNeZ [X],..., Xn+l] , de _degré

(L en chaque variable, tel que la fonction F = P _(f

N I

n+i) vérifie

i

k|

3= F(E€ . w) =0

pour_tout L= (—Z],...,.én)eZ’n , (O\<'Zj ¢ [Log N] » 1 ¢jg¢n), et tout

kK= (k ,...,k )e2", (k»0 , k| =k, +eeet ko (W)
B ! n - B kK, +...+k
k -al n
(On a écrit ‘_(i."l pour -f] El+...+fn W et @— pour " m ) .
1 n
‘azl ...‘an

Cette construction revient 3 résoudre un systéme linéaire

A A
Z: p(}) 95(f1'...fnftl) (L. w) = o,
de moins de N” (Log N)—n équations 3

+ + .
(L+1')n ! » Nn(Log N)n ! inconnues ;

7

les coefficients de ce systéme s'@crivent

» k.! At A -K, - A ) S
2 (T1 F TR T °© %07 % HxaE R e e 0D
1 1 1 1 1

. v+1 n+l
K¢k i=I z=L.w z=0
n+l ]
=] . = £.
Notons v, " v](fj) 3vy, max vz( J)

vy = max v3(fj) H
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alors grace au lemme 3.4.,

_ v A A
s>t . Vlmlf"z 1] REE e D (Low

n+l
est entier sur Z ; sa taille est majorée, grace au lemme 3.3., par
O(N.Log N).
Gr3ice au lemme de Siegel [4] , on peut choisir les p(A) dans Z , non tous
nuls, vérifiant

Log max 'p(L)l«N .
A

Montrons que pour tout M» N, on a

'ah F(£L, w) =0

pour tout iéz“ . (Oggj <|:Log N]) , et _pour tout

hez" , h»0 , |h|<M.

Supposons cette relation vraie au rang M ; soient Eez“,
|_15|4M, et _{e Zn, Oséj([Log N] . Le nombre
k
¥=2=F({L.w)

est algébrique ; un dénominateur de Yest

v. L |k| V3

R l:(v2 K 1] 3,
et le maximum des valeurs absolues des conjugués de Yest majoré par

O(M Log M). Donc

t(Y) <<M Log M.

Si yn'est pas nul, commeXeK, on a

Log[¥l» -M Log M.

Majorons ¥ . Considérons des fonctions entiéres 8ys-r+s8 4, » mOD nulles

en 0, telles que gi et g; fi soient entiéres d'ordre fini (disonsge).

(On choisit g) = +-. = gy= 1). Le lemme 1.2.,, appliqué & la fonction
n+
G =F ., gli‘ N
v+1 )
. +2
sur les disques de rayon ¥ = (Leg N)2 et R = M(n )(° donne

Log |G|r$Log |G|R - %M(Log NM° Log §R—.r .
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Or on a facilement

Log |G[; «cL R® + Nt
d'ol
. n
Log]G'r«- M(LogM).(Log N) .
Mais
K k
=9 F(f-ﬂ) = ;:T—L————'%—‘G(ﬁ-ﬂ),
L
1 g; (0)
o+ 1

et les inégalités de Cauchy donnent

Logl?h G(£.w)| (M Log M + Log|G|r -~ M Log ¢ ,

d'ol
n
Logl}”<<— M(Log M) (Log N) .

Par conséquent Y= 0; toutes les dérivées & l'origine de F sont donc
nulles, et f]""’fn+] sont algébriquement dépendantes sur Q.

Soient maintenant hl,...,hd des fonctions méromorphes dans Cn, ad-
mettant n périodes communes Hiseros¥ C-linéairement indépendantes.
Supposons que les fonctiomns ZysecesZos h],...,hd soient algébriquement
dépendantes sur @

i1 in
z:zai(h) cEy ez =0 ,
i =
ol les ai(h) sont des polyndmes en h = (hl,...,hd), non tous nuls. Soit
z, e e® 5 1le polyndme
11 in
2_a, (h(z ) - X Xy
i *
s'annule en tous les points z, * ¥ , pour w cZ Woteeot Z w ;oo en dé-

duit que ce polyndme est identiquement nul, donc

a,(h(z )) = 0 pour tout i et tout z .
i'="=o = =0

Par conséquent hl""’h sont algébriquement dépendantes sur @.

d

D'ol le théoréme 3.1. .
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§ 4, - Un lemme de Schwarz en plusieurs variables.

Nous utiliserons la norme euclidienne

n
uiu = (1§ ]Zklz)l/z pour z = (zl,...,zn)g«:n R

et nous appellerons boule de centre a e ¢ et de rayon R >0 l'ensemble

B (a) = {E.sc“ , Iz - a]¢ R} :

Le cas n=] &tant bien connu, nous supposerons n 32 (pour simplifier les

notations).

Soient V un voisinage de BR(Q) , et u une fonction sousharmonique
(n-2)!

4™
la mesure de Riesz associée 3 u (cf. par exemple ﬁl] , théoréme 1.2.1.);

dans V ; la distribution P = Au est alors positive dans V, c'est

d'aprés une formule de Jensen généralisée (qui remonte en fait & H.Poin-
caré), si B n'a pas de masse dans un voisinage de l'origine, la moyenne

9% (0,R) sur le bord de B,(0) vérifie
u — R'— R
6@ = My@m - [ 5o

o

de

t

avec v(t) = E%%%f P(t) , ol P(t) = P(Bt(g)) est 1la masse de la boule
t

Bt(g) (o <t R) pour la mesure B (cf. [11], théoréme 1.2.2. ; voir aus-

si 2] , 5§ .

D'autre part quand u est plurisousharmonique, la fonction pest
croissante sur }O, R] (cf. [103] s P. 73, [IOb] , chap. 7, Dl], p. 230,
et [12] , lemme 1.4.) ; si on suppose toujours P( €) = 0 pour & suffisam-
ment petit, on obtient, pour O ¢r <R,

(4.1.) u(0) ¢sup u(z) - ¥(r) Log % .
2éBp (0)

Quand f est une fonction analytique dans un voisinage d'une boule
Br(i), la fonction u{z)= Log | £(z + a)|est plurisousharmonique dans un
voisinage de la boule Br(g), et le nombre v(r) est appelé masse moyenne
de f_l(O) dans Br(g); nous le noterons @f(i,r).

Nous utiliserons la proprié&té suivante ( [ll], chap. IV, § 2)
(4.2.) Le nombre GE(E) = 1lim ®f(i,r) est le nombre de Lelong de f au

0
point a, c'est-3-dire la multiplicit& du z&ro z = a de f (c'est le degré
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du premier polynSme homog&ne non nul dans le développement de Taylor de f

au point a).

Nous allons généraliser (l1.1.) au cas d'une fonction ayant de
nombreux zéros suffisamment espacés. Nous noterons "f"r le maximum de

£(z) pour _z_sBr(g).

PROPOSITION 4.3, -~ Soit F une fonction analytique dans un voisinage

d'une boule BR(Q) dans Gn, admettant des zé&ros ZyseensZg (comptés avec leur

ordre de multiplicit&) dans une boule BC (0) , avec e ¢R . Soit §un nom-

bre réel vérifiant

26 <£jt;2: lz; - 2|

Alors on a, pour O ¢r ¢R ,

2n-2 R-r
log "F“r e Log "F“R - 5 . (#:e_;?) . Log ?:—é—:?

Démonstration de la proposition 4.3.

Il n'y a pas de restriction & supposer R»2r + e+ § (puisque le prin-

cipe du maximum donne l[F“r( "F"R) et “F“r # 0. Soit EeBr(Q_) tel que

IF(W), HF{ . La fomnction f(z) = F(z + w) est analytique dans B (O),
et s'annule aux points éj = Ej + w , qui sont dans Br+e(9). Notons
p o= _(n_—Z%_ Alog ‘f' . Comme Z¢F_l(0), on a F(BE (0)) = O pour € suf-
fisamglen;xt petit, et , d'aprés (4.1.),

Log ’f(g)l4 Log "f"R—r - @f(g, r+ g+ $) Log -r—%—s——

La croissance des fonctions t p—»@i (jj’ t), pour O ¢t £ $, montre que

l'on a, grice a (4.2.) :

2n-2
13 - O ()
P (B (3)9550 £(2) 4
mais les boules BS ('2-].) sont deux & deux disjointes, et contenues dans
Br+$+e(9-)’ donc
! 1 2n-2
P(Br+S+e(o))>’2n—2 § 8
d'od
; 2n~2
Qf (o, r+e+$)>/(r—+%—+§) .5 .
Enfin Log uf“ {Losg l[F“ R

d'ol la proposition .g
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§ 5. - Un deuxiéme critére.

Si, dans la démonstration du théoréme 2.1., on remplace le lemme 1.2. par la

proposition 4.3., on obtient le résultat suivant [9] .

¢ s
TI-IEORP\JME 5.1. - Soient -{, )"el""’fd des nombres réels positifs, K un corps

de nombres, (SN)N)I une suite de sous—ensembles de (]!n, £ "fd des fonctions méromor-—

1>

phes dans (\Jn, d'ordre (strict) inférieur ou &gal a €20y respectivement, et gs--aBy

: . . n . e P - .
des fonctions entires dans €, d'ordre (strict) inférieur ou égal 2 €116 respecti-—

vement, telles que glf]""’gdfd soient entidres dans 7.

On suppose
¥ ) Y
max |z || ¢N ; Card SN»N ; min [u-vifpN =, pour N —p+eoj
zeSp ufv
u,vesSy

h{z) # 0 et f(z)eK pour zeS. , et

N
max (t(f.(z)) ; L ——!—) Nei N — +oo
2285 i z H Oglhi(z)l & pour .
Si 1'inégalité

@DL>e + oo+ oy + 20D (A+D)

est satisfaite,alors fl""’fd sont algébriquement dépendantes sur Q.

On remarquera que les paramétres A et ‘gdu théoréme 5.1. sont 1iés & n par la

/\),max{o,—zﬁﬁ —1}.

Démonstration du théoréme 5.1.

relation

» On reprend la démonstration du théoréme 2.1., en remplagant m par «Z/n, et
(II)M par
Log sup \GN(Z)‘ &- Ml-Z(n+1)(/\ +1)
Z &5

L'implication (I)M ==)»(II)M est une conséquence de la proposition 4.3. &4

§ 6. — Valeurs algébriques de sous—-groupes analytiques de variétés

de groupe.

Soit G une variété de groupe (ou groupe algébrique comnexe) définie sur le

corps Q des nombres algébriques. Soit (P: ¢ — GC un homomorphisme

différentiable du groupe additif ¢” dans la variété G, dont la diffé-

rentielle & l'origine est injective; il existe alors une application li-

néaire injective £de ¢” dans l1'espace tangent 3 l'origine de G, telle
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que (= exp, © 2 On dit que est un sous-groupe 4 n paramétres de G, et
on appelle dimension algébrique de ¢ la dimension de la plug petite sous~<
variété de groupe de G contenant 1'image de(P(cette dimension est supérieu-
re ou égale i n).

Le théoréme 5.1. permet de majorer la dimension algébrique d'un
sous-groupe & n paramétres d'une vari&té linéaire ou abé&lienne, en
fonction du nombre de points algébriques Q~lindairement indépendants que
ce sous—-groupe contient, Nous &tudierons ici les valeurs de tels sous-
groupes en des points algébriques (l'étude générale est faite dans [:9]

oli les résultats de [6] sont améliorés).

/
THEOREME 6.1. - Soient G une vari&té de groupe dé&finie sur le

corps @ des nombres algébriques, Q: e™ _>GC un sous-groupe i n paramé-

tres de G, de dimension algébrique»g, et él""’i{ des éléments 4-1lindai-

rement indépendants de 7Q_n, tels que

C?(aj) eGa pour 1 ¢j¢€.

Pour N )I, on note
= 1 e p . .
'N {k al+ + k a s k.e 2 > k‘(N},

et on suppose qu'il existe un nombre réel A tel que

min“il'»N-)‘ our N —>»+c0
zeny

z#o

1. 8i G est une variété linBaire, on a

£(6-1)¢6-n + 2 § (a-1) (A+1) ;

2, B85i G est une variété abélienne, on a

C(n+§-1) (28 + 2(n+8) (n-1) (A+1).

COROLLAIRE 6.2, — Sous les hypothéses du th&ordme 6.1., quand G est

une variété abélienne, on a

£ _ £~ 2n
A)’TE 1+ n(n-1)

(en effet, avec $=n, on obtient 4n(n-1)Ay(2n-1) (£-2n).
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Démonstration du théoréme 6.1.

» Le cas linéaire [9 ] est facile : on considdre §-n fonctions

fs , coordonnées de @, telles que ZyseersZ ,f ,...,fs

fn+1""’ n’ n+l

soient algébriquement indépendantes. Comme les fj sont données par des

polyndmes exponentiels, elles sont d'ordre &1, et la vérification des hy-
pothéses du théoréme 5.1. (avec e = v "€ < &, Guep = "0 =@8= I
hi(i) = 1) ne présente aucune difficulté.

Pour démontrer le cas abé&lien , on considére des coordonnées pro-

jectives de Q, soient (qg,...,q;), avec?%(g) # O. On démontre d'abord que

le degré de transcendance sur € du corps

Al iﬂ)
P, T,

est supérieur ou &gal 3 n + §; deux démonstrations de ce résultat m'ont &té com-

C(zl,...,zn ,

muniquées ; l'une par Serge LANG , montre que, quand BxA est un produit de
variétés de groupes tel que toute application rationnelle de B dans A
soit constante ; et quand G est une sous-variété de groupe du produit,
dont la projection sur chaque facteur est surjective, alors G = BxA ;
on applique ceci & la fermeture Zariskienne du graphe du sous—groupe & n paramdtres.
L'autre, par David Masser, consiste @& se ramener au cas n=1, puis
4 utiliser la périodicité de la fonction théta de la variété abé&lienne,

ainsi que le principe des tiroirs.

Considérons donc §+ 1 coordonnées projectives @o’ ...,(Pgde ? ,

telles que les fonctions
@, Qg
s ’ ¢ vy -_—
nt G, @

soient algébriquement indépendantes sur €. Soit

Ziseess 2

®: ¢ —a
une application théta de la variété abélienne A, homomorphisme analytique
surjectif dont le noyau est un réseau A de GD (autrement dit un sous-
groupe & D paramétre, ol D est la dimension de A). Comme q est un sous-

groupe a4 n paramétres, il existe une application linéaire injective
D
L : ¢ —>C telle que

(P= O
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Considérons les coordonnées projectives (é%,...,éﬁ) de ®, telles
. D
que qi = 62 oL , Dg¢gig S . Soit q une forme quadratique sur €

telle que la fonction

WM GD —>C

z —> |0, (2)] % exp q(2)
admette /\ pour groupe de périodes. Soit Aune boule fermée de @D, de cen-—
tre O et de rayon >0, ne contenant aucun zéro de 90 . Si
s ¢ ¢0—0 ﬂID//\
désigne la surjection canonique, la fonction ! est bormnée sur
Ty(@))

s—1 o s (A).

Notons
=1
Sy —{5—k131+...+k 5{, —N\<kj (N 5 L(z)ss o s (A)}.
On aura donc

Log max -1 <N2 pour N ~—>+a0,
¢, (z)
EesN o=

Grice au principe de Dirichlet, on a [9 ]

Card SN>>N€ H

enfin la forme quadratique de Néron Tate permet d'obtenir [ﬁ] :

max EC 22 NP, 1 iy .
z &S @o
— N
On applique alors le théoréme 5.1. aux fonctions

TR ¢ B 7
e A

avec @ S...=p = 0, Q&l == Pn+5 =2 ,d=n+§; on choisit pour K

ur corps de nombres sur lequel A est définie, contenant les coordonnées

des a. t tel qu . A, .
es a;, e que CP(:ZJ)G K ]

Nous allons appliquer le théoréme 5.1. pour améliorer le théoréme
6.1. dans le cas ol le sous-groupe engendré par a «>a, est trés bien

10

4

distribué, c'est-3-dire quand les hypothéses sont satisfaites pour tout

réel A vérifiant A>max {0, i% - 1} .
7/ \
THEOREME 6.2. - Soient G une variété de groupe définie sur le

- . n
corps & des nombres algébriques, q: [ ——ﬁ>GC un sous—groupe 3 n paramé-
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tres de G qui n'est pas une fonction rationnelle de z, et 31,...,§_€ des

gléments de -Q-n’ Q-linéairement indépendants, dont les images par C]ng_—_

partiennent au groupe G__des points algébriques de G.
[] )

On suppose que, pour tout réel
Z
A > max {0,—2-?1— 1},ona

2] o877,

nng

2

= 'N

Alors on a

w[éZn.

Démonstration du théoréme 6.2.

» (On peut remarquer que, si G est une variété abélienne, le

corollaire 6.2, donne immédiatement le résultat).

Si G est une variété linéaire, comme (‘0(3) n'est pas une fonction
rationnelle de z , 1l'une des coordonnées affine de(P, soit fl’ est une
fonction transcendante sur €(z) = m(zl,..., zn) . Il suffit alors

d'appliquer le théoréme 5.1. aux fonctions ZisesesZ s fl(i)'

Considérons maintenant le cas d'une variété de groupe quelconque.
Il existe un sous-groupe linéaire maximal L de G tel que G/L soit une
variété abélienne A définie sur Q. Notons TM: G —»A 1'homomorphisme ca-
nonique; l'applicationTlest algébrique, c'est-d~dire envoie G.Q..dans Aﬁ-.

Notons TT* 1'homomorphisme induit sur les espaces tangents
T
0 —>L —>»G —>A —>0
1\ exp, exp, T exp,
*
0 ——T_(L) —»T_(6) T _(A)—>0

Soit%: ¢ —>Te(G) l'application linéaire telle que ('.p= exp, oz .

S1 1l'image dezest contenue dans Te(L), alors 1l'image de CPest con-

tenue dans L, et on est ramené au cas linéaire.
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*
Supposons donc TT o éZ # 0. Considérons l'application

W = exXp, © ™ o) &6 de ¢" dans A@. (Cette application n'est pas en géné-

ral, un sous—-groupe & n paramétres de A ; c'est pourquoi nous allons en-

core une fois revenir au théor&me 5.1.). Considérons des coordonnées pro-
. . . ' .
jectives ( 4%,...,q$) de v avec qg # 0. Comme \y est composée d'une appli

cation théta.

® : CD ——%»Ac

(ol D = dim A) et d'une application linéaire non nulle ¢ —-rmD (prove-~-

. . D . Y .
nant d'un isomorphisme Te(A)Q!G ), L'une des fonctions n 5 e e ¥y soit

Yo U

g(z), est tramscendante sur C(z).

On applique alors le théoréme 5.1. aux fonctions ZiseetsZ s g(z). Les
calculs 3 faire sont essentiellement les m@mes que dans la démonstration

du théoréme 6.1. dans le cas abélien. &
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