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LES TRAVAUX DE G. V. CUDNOVSKII SUR LES NOMBRES TRANSCENDANTS

par Michel WALDSCHMIDT

Introduction

La méthode la plus simple pour étudier 1'indépendance algébrique de nombres
complexes est due & S. LANG ; elle consiste & utiliser un type de transcendance de
certains nombres. C'est ainsi que G. V'éUDNOVSKIf, grice & une propriété d'approxi-
pations algébrigues du nombre © , obtient un trds beau résuliat sur les fonctions

elliptiques (§ 1) qui résout le probléme de la transcendance du nombre r(1/4) .

Une autre méthode, plus élaborée, a été inventée par A. 0. GEL'FOND en 1949
(§ 2) ; elle remplace le type de transcendance par un critére sur les suites
d'approximations d'un nombre complexe. Mais cette méthode ne permet d'obtenir que
1'indépendance algébrique de deux nombres complexes. EUDNOVSKIf a développé les
idées de GEL'FOND pour créer une nouvelle méthode (§ 3) qui lui permet de montrer

1'indépendance algébrique de trois nombres, sans utiliser de type de transcerdance.

Une fois de plus, cette méthode était limitée, et de nouveaux arguments
étaient nécessaires pour obtenir 1'indépendance algébrique de n nombres. lLa
deuxidne méthode de CUDNOVSKIL (§ 4) permet de franchir ce pas, et constitue une
étape importante en direction de la conjecture de SCHANUEL. Les résultats actuels
sont encore loin de cette conjecture, mais EUDNOVSKIE a déjia montré (§ 5) que la

"limite naturelle" de sa deuxidme méthode pouvait &tre dépassée.

\'d e
Ces travaux ne sont pas les seuls effectués par CUDNOVSKII depuis qu il
les nombres transcendants ; en particulier, il a obtenu plusieurs résultats [3c, 3d]

1iés 4 la méthode de BAKEK.

§ 1. Fonctions elliptiques

Soit ¥ une fonction elliptique de Welerstrass, d'invariants & g3 ; notons
(wi,w2> un couple fondamental de périodes de § , et “i = ZC(wi/Z) , (i=1,2)

les pseudo-périodes de la fonction zéta associde 3 §
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THEOREME 1.1 [3e].- Deux des nombres & + 8z 0 W, Wy, HT , ﬂ2 sont algébrigue-

ment indépendants (sur Q).

Ce résultat est perticulidrement intéressant dans le cas de multiplication com-
plexe : en supposant g, et g3 algébriques, la dimension de l'espace vectoriel
sur le corps @ des nombres algébriques engendré par 1 s W,y Wy ,ﬂ1 ,ﬂ2 , 2im est
alors égale & 4 (cf.[7] chap. I1I) ; la relation de Legendre : w2ﬂ1-—w7ﬂ2 = 2im

permet alors de déduire du théoréme 1.1 le corollaire suivant :

COROLIAIRE 1.2 [3e].- Supposons & » gz algébriques ; EE.&G & la multiplication

complexe, alors ®, et m sont algébriquement indépendants.

Comme 1'a remarqué D.W.MASSER, ce corollaire résout le probléme (ef. [2, 2]}

3

2
de la transcendance de T(1/4) : en effet, la courbe elliptique y = 4x" - 4x admet

la multiplication complexe par 1 , et [2] :

1
dt Z
= ol D) -2

=2 - Pl
1 ‘f/mj—m T

donc F(?/4) et 1 sont algébriquement indépendants. De méme la courbe elliptique

2
vy = 4X3 -4 permet d'obtenir 1'indépendance algébrigue de T(?f}) et de

Pour démontrer le théorgme 1.1, il est commode d'introduire les notions de

"taille" suivantes (cf. [6 ; 1a ; 3b ; 3c ; 10a]).

51 P ¢ Z[z1,...,zq] est un polyndme non nul en q variables & coefficients
entiers rationnels, de hauteur (= maximum des valeurs absolues des coefficients)
égale & H(P) et de degré (total) deg(P) , on définit la taille t(P) de P par :

t(P) = max{Log H(P) ; deg(P)} .

Soient 81,...,9k des nombres complexes ; notons £ = Z{B},...,ij . On dirs
quiun élément u de £ a une taille {par rapport i Sﬁ,...,ek } inférieure ou
égale A t , et on écrit (par abus de notation) t£<u) £t , s'1l existe un polyndme
P e Zﬁzj,--.,zk] , tel que t(P) < t , et tel que u = P(61,...,9k)

Soit v un nombre complexe algébrique sur le corps Q(91,...,9k) ; on dira

que VvV a une taille ts(v) inférieure ou égale & t s'il existe un polyndme irré-

ductible Q ¢ £[z] , de degré <€ t et dont les coefficients ont une taille £ t

{on derit + t,(Q) S t ), et tel que Qv) =0 .
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Démonstration du théordme 1.t. Supposons que le résultat soit faux ; d'aprds

la relation de Legendre, le nombre 7 appartient au corps
K=1e( » 85 ,g5 P, 0y ,ﬂ1 ,ﬂz) , donc i1 existe un é1ément 8§ de X , entier
algébrique sur E[m] , tel que X = @(w, &) . Nous noterons t 1la taille sur K

relative & {m, 8]} .

Remarguons que les fonctions =z , $(z) , C(z) , qui sont algébriquement
indépendantes sur € , prennent, ainsi que toutes leurs dérivées, des valeurs dans
K aux points

= 4+ h,w, + h.w

{
5 " O ((h,,n,) €2 xE) .

Choisissons alors un réel v , 0< vy < 1 . Soit N un entier suffisamment grand,

et soit 1 v : N
i "2
L=(v 4 BE=[N €]

Les nombres Cirersly sont positifs et indépendants de W .

Premier pas. On construit une fonction suxiliaire :

L L L A A Az
8(z) = DI NN P(A oA, hy) 2 ) ) 7,

KO:O KQ:O h2:0

ol les @(ho,k1,x2) sont des éléments de E[m] , non tous nuls, vérifiant :
at Y
—_— (= = £ n< N <h s H 1€ h, <H.
- @(2 + h1w1 + h2w2) 0 pour 0O £ n , 1 : , 5
dz
Pour cela on doit résoudre un systéme de H2N dquations lindaires homogeénes

en (L + 1)3 inconnues @(Ao,x1,A2) , et & coefficients dans X . Comme

2
[k:qm)].BN< (L + 1)3 .
ce systéme admet une solution non triviale ; on veut, de plus, majorer la taille

d'une telle solution. Pour cela on remarque gque

est un polyndme en 2z , P(z) , c(z) , ' (2) , de degré total au plus c1N , et
dont les coefficients ont une taille au plus c2NALogN'. Grice au principe des
tiroirs {"lemme de Siegel" ; cf. [1a] lemme 5.2, ou [ 10a)] lemme 4.3.1 par exemple),
on peut sélectiomner les @(xo,k1,hz) dans £Z[m] , avec un degré au plus N et

une taille au plus ¢, N .

3
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Deuxidme pas. Choix de & .

Notons NK le plus grand entier tel que

v Y
dm (D,‘ 1—5 1—5
— $ (= = < < < 18k, SN
- ¢(5 + ko, + ko) =0 pour OSsm<HN , 1<k N , k, SN,
dz
Notons H, = [N1 ] . Choisissons des entiers m' , ki , k; , avec
1—;— 1—-5
' . ' g

Osm' <N +1 ; 1SK;S(N1+1) , 15X (N1+?) .

de telle maniére gue le nombre

=2

@
—_ _1- 1 H
V=7 + k1w + kéwz P

m!
d
£ = o @(w) s I :

dz

ne s0it pas nul. On choisit de plus m' minimal :

q®

= 8(w) = 0 pour 0 £ m<m' .
il

dz

Troisidme pas. Majoration de § .

Soit © la fonction sigma de Weierstrass associée 2 & . La fonction

¢ = GBL@ est alors entiére dans € , et, gréce au choix de n' ,

m!
d 3L
— () o) .
dz ’ ™V
16
On utilise alors le principe du maximum, sur le disque [z[ < N, , pour le

quotient de la fonction ¢ par le polyndme des N1H1 zéros qu'elle posséde dans

le disque |z} c4H1 . On obtient

Loglg] = —-CSNij Log ¥,

Quatridme pas. Taille de & ; retour & Z[w]

En utilisant les arguments du premier pas, on trouve
<
t(€) cg N, Log N,
On multiplie alors £ par un dénominateur (c'est-i-dire un élément non nul de
Z[m] , pour que le produit soit dans E[m, 8] ), et on prend la norme de ce produit
sur @(m) . On obtient un polyndme non nul P € BE(z] , de taille

+(P) 5 ¢

7 N1 Log N? R
tel que
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Log|P(m)| $ -c ¥ Log N

3-v
8 1

1

Conclusion.

On obtient la contradiction attendue en utilisant le lemme 1.3 suivant.

DEFINITION [6, 1a, 10a] .~ Un sous-corps K de € a un type de transcendance infé-

rieur ou égal & T s'il existe une base de transcendance (XT,‘~~9XQ> de X sur
Q , et une constante € = C{T, X1,...,Xq) , telles que pour tout polyndme non nul
P ¢ Z[zj,...,ij . on ait

Log|P(x, ...,z )| 2 ¢ ()"

Lemme 1.3 (FEL'DMAN [4] th. 4).- Pour tout € > O, le corps @(m) a un type de

transcendance inférieur ou égal & 2 + ¢

Ce lemme termine la démonstration du théoréme 1.1. La méme méthode a permis
3 CUDNOVSKIY de démontrer d'autres résultats d'indépendance zlgdbrique [3e] : ainsi,
s i ‘
sous les hypothéses du corollaire 1.2, les deux nombres w1/n et e sont algé-

brigquement indépendants.

§ 2. Ls méthode de GEL'FOND pour 1'indépendance algébrique de 2 nombres

La méthode précédente, qui consiste & utiliser un type de transcendance, ne
donne un résultat précis que si l'on comnnait un énoncé fin comme le lemme :.% (qui
est essentiellement le meilleur possible). Quand interviennent des corps tels que
Q(QB) dont on ne sait majorer le type de transcendance que par 4 + & , il vaut

mieux utiliser une méthode de GEL'FOND, que nous allons esquisser sur un exemple.

Soient o et B deux nombres algébriques, o £0 , log« £ 0 ; notons

d=[a(p):q] 1e degré de B sur @ , et q le degré de transcendance du corps
d-1
Q(ag,..ﬁ,as ) sur @ .

THEOREME 2.1 (GEL'POND [5]).— Pour d2 35, ona g2 2
62

Ainsi, quand B est un irrationnel cubique, QB et o sont algébriquement

indépendants. GEL'FOND conjecture : ¢ =d - 1 . La conjecture de SCHANUEL montre~
8 Bd—1

rait méme 1'indépendance algébrique des nombres logeo , & ,..., &

La démonstration du théoréme 2.1 peut &tre séparée en deux parties. D'abord

la méthode de transcendance, qui sert & démontrer la proposition 2.2 suivante
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(voir par exemple [ 10a] théoréme 7.2.8).

Soit {X1""’Xq) une base de transcendance sur & du corps

d-1
€=a6®, ... )
PROPOSITION 2.2.— On suppose d 2 2 . Pour tout réel X = 1 , il existe un poly-
nbme non nul Péo) € Z[z1,...,zq] , vérifiant

t(Péo)) £z
et, pour X suffisamment grang,

d+1

(o) \E
LogiPx (x1,...,xq}[ < -09X {Log %)% ,

ol g > 0 ne dépend pas de X .

On en déduit immédiatement g = 1 ; c'est une conséquence du théoréme de
GEL'FOND et SCHNEIDER sur la transcenda~ce de QB

Nous indiquons rapidement la démonstration de la proposition 2.2, car nous

l'utiliserons plus tard. Notons Sq 1'anneau Z[x1,...,xq] . Soit X un nombre

réel suffisamment grand. On définit des entiers HX s LX , MX par :

a+t . a1 L
B = Lo, 24 (10x) 207, L, = [e, X (Log 07", w = [012x2d (Log X)°%1
Pour u = (u Y Y o€ Zd , onnote p.B=u +u B+ ...ty Bd’1 ; par con-
o dt o 1 d-1
vention, on aura w2 0 (0 jS d-1) ; on note |w| = max by Les conventions
sont les mémes pour h = (ho,...,hd_1)

Premier pas. On constrult une fonction auxiliaire

L
X

F(z) = 2: E: p(h,u) zk .a(“'s)z
A0 ul My
F(h.B) = 0 pour |h| < Hy

On choisit de plus les w(x,u) dans £q , non tous nuls, de taille majorée par

telle que

c13X . On utilisera plus tard la remarque suivante : on peut supposer sans restric-~

tion que les ¢(X,u) sont premiers entre eux dans leur ensemble dans £q

Deuxiéme pas. On utilise une majoration, due & R. TIJDEMAN fa] :

2, i R d o m . .
(2.3) Log k?: leam)] s e, Hy Log X + Log }h]s?iigﬁXIF<h Bl
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On en déduit l'existence d'un nombre v = F(n.B) , {avec |h| = C?BHX>’ non nul.

Troisiéme pas. Grice au lemme de Schwarz pour la fonction entiére F qui a au

moins H; zéros, d
Logly] < ~c,g Hy Log X .

Quatritme pas- On multiplie <v par un dénominateur (pour gue le produit soit entier

. 4

1 q
qui vérifie les propriétés requises (modulo un choix convenable de 07 Sy ,c12)-

sur £q ), et on prend la norme sur § ; cette norme est un polyndme en x

La différence essentielle entre cette démonstration et celle du § 1 réside en
la majoration (2.3). (51 une indégalité analogue était connue dans la situation du
§ J, on saurait majorer N, en fonction de N , et la démonstration du § 1 devien-

drait effective).

La deuxidme partie de la démonstration du théordme 2.1 est un critere de

transcendance de GEL'FOND [5, 1a, 10a].

PROPOSITION 2.4.- Soit ® un nombre complexe. On suppose qu'il existe une suite

<PN)N21 de polyndmes non nuls de Z[z] , vérifiant, pour N suffisamment grand
<
t(PN) N

Log[PN(S)[ s —12 %

et

Alors € est algébrigue.

Démonstration. Pour N suffisamment grand, comme PN(G) est trés petit, 8 est

proche d'une racine qN de PN HE=h QN est la plus grande puissance du polynbme

minimal de aN qui divise PN N

Log|ay(8)] s -a° ,  s(q) s av .

Le résultant de QN et de QN+1 est un entier rationnel majoré en valeur absolue

le nombre QN(B) est aussi trds petit :

pax

. .
(e (@] + [og(e]]3 . expf2 t(ay) Q)3 < 1
Done T NP et oy e dépend pas de N ; soit R son polyndme minimal sur
N
L ; écrivons QN = R . Alors
2
Yy Log|R(6)| s - 8N , et Ty t(R) & 4N .
On en déduit R(8) = 0 , donc 8 est algébrique, et PN(S) =0 pour tout N

suffisamment grand.

Le théoréme 2.1 est une conséquence immédiate des propositions 2.2 et 2.4.
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§ 3. La premiere méthode de 5UDNOVSKI§. Indépendance algébrique de 3

nombres

Le premier résultat de transcendance démontré par CUDNOVSKIT [3a] contient

1'énoncé suivant :

THéORﬁME 3.1.— Soient « et B deux nombres algébriques, o # 0, log o # 0

notons d le degré de B sur @ . Si 42 7, alors 3 des nombres

8 Bd—?

O ey W

sont algébriguement indépendants.

Autrement dit, avec les notations du § 2, pour 42 7, ona g2 % . Gréce
% la proposition 2.4, il suffit de démontrer le résultat suivant {[3c] théoreme 5.1 ;
voir aussi [10b] proposition 6.1), qui fournit une autre démonstration du théord-

me 2.1,

PROPOSITION 3.2.- Avec les notations de la proposition 2.2, on suppose d 2 3 . Pour

tout réel X suffisamment grand, il existe un polyndme non nul

(1) o (1)
PX € Z[zj,...,zq_jj , vérifiant t(PX ) s X2

t d+1

Log[P§?>(x1,...,x )1 s 2

Démonstration. On suppose que le résultat est faux, et on reprend la démonstration

3

-1 -c, {Log X)% .

de la proposition 2.2, en distinguant deux cas.

Cas a) : Log max [F(h.s)[ < (¢
|n] s ¢, gy

On déduit alors de (2.3) :

Log max jo{x,u)l HX Log X .
Ay

a
14+1)H.XLogX.

Comme les @(K,u> sont premiers entre eux dans leur ensemble, en utilisant la tech-

nique du résultant, on obtient une contradiction.

d
s : o max . -{c + H, 1 X .
Czs b) Log SHa |#(2.B)| > - (e, + 1)Hy Log
(0)(

On commence par se ramener au cas ou 1'élément §X = PX X1""’Xq) construit &

la proposition 2.2 vérifie
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880
d+1 d+1 4 ?
e x? (Lo x)%s Loglg ’S—CX2<LOgX)%
s g gi5¢1 g :
On considere ensuite 1'élément §Y = P§O>(x1,..‘,xq) avec
IS -
T = [E X tX ] ’
. B 2/(a-1)
ol £ = (09/'8018) et = t(gx) . 0n oa
d+1 d+1
Loglg,| s-¢ v 2 (LogY)%S ~c x 2 (LogX)%,
Y g 9

et

tle,) t(g,) s L x°

®x 5y £
Comme d 2 % , on en déduit que le résultant de §X et %Y par rapport & Xq est
nul. Supposons pour simplifier que § et QY sont des puissances d'un méme poly-

X
ndme irréductible T € £q :

[+ o]
X Y
EX = ﬂ 3 §Y = n
On a
-Log|g, | oy . tEY)
w2 e,
. -Loglg,| T oo, T 27(E)
dron R =
X2552.c18-tX2 ,
9

ce qui est impossible avec notre choix de €

Pour que la démonstration de la proposition 3.2 soit compléte, il reste quel-
ques points 3 préciser : expliciter la technique du résultant dans le premier cas,
justifier la minoration de %X et 1'hypothése que §X et gY sont des puissances
de polyndmes irréductibles dans le deuxidme cas. Ces questions sont résolues dans

le lemme suivant @

Lemme 3.%.- Soit g wun nombre entier, g 2 2 , et soient A , s deux nombres réels,

avec N = 50g , s =2 1 . Soient X1""’Xq des nombres complezes algébriquement
indépendants. On suppose que, pour tout polyndme non nul R € Z[Z1""’Zq~1] , de
taille inférieure ou égale & 8qgs , on a
¢ A2
LOg3R<Xq"“’Xq_1}1 2-35s

1) 8i P ¢ Z£z1,...,ij est un polyndme non nul vérifiani t{P) s = et
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2
Log[P(x?,...,xq)} < -xs

il existe un diviseur Q de P , puissance d'un polynbme irréductible dans

Z[x1,...,xq] , tel que t{Q) < {a + 1)s et

A2
Log[Q(x1,...,xq)[ < - 5 s
2) Soit £ un nombre complexe, entier algébrique sur £q = Z[x1,...,xq] , de
degré & , dont le polynbme minimal sur £q s upe tajlle < s . Soit w>A ; on

suppose :

-u 32 < Log{é{ < - 52 .

Alors il existe un polynlme irréductible S ¢ £q , et un entier m2 1 , tels que

™ divise la norme de £  dans £q , et que

2 1 2
- < . o
386 u s Log[S(x1,. ,xq)] < e A s

(La démonstration du lemme 3.3 repose sur les arguments de [3a] ; voir par

exemple [ 10b] lemmes 2.4 et 2.8.)

La méthode que nous venons d'exposer a été utilisée par D. BROWNAWELL { 1c]
s g°
pour montrer l'indépendance algébrique des nombres a , a8 , a , quand B est
irrationnel cubique, €t que a est un nombre transcendant (de Liouville) gui

s'approche trés bien par des nombres algébrigues {voir & ce sujet [1b, 1d]).

§ 4. La deuxidme méthode de CUDNOVSKII. Indépendance algébrique de n

nombres
CUDNOVSKIT a généralisé son théordme 3.1 de la manidre suivante [3v, 3c] :

THEOREME 4.1.~ Soient o , B deux nombres algébriques, svec o A0, log ¢ # o

notons d le degré de B sur @ ; soit n un entier, nz 2 . 31 4= 2%y ,
8 d-1
alors le degré de transcendance sur & du corps Qo ,...,QB ) est supérieur

ou égal & n .
Avec les notations précédentes, ce résultat s'énonce :

Log{d +1)
[ Tog 2 ] pour d =z 2 .

En particulier q tend vers 1'infini quand 4 tend vers 1'infini, résultat gqui

n'était méme pas connu avant CupnovskIy.
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Le théoreme 4.1 provient de la généralisation suivante des propositions 2.2
et 3.2.

PROPOSITION 4.2.~ Soit (x1,...,xq) une base de transcendance sur & du corps

d-~1
+
K = Q(aﬂ,...,aﬁ } , et soit k un entier, 0 € k< q ; on suppose 4 =2 Zk 1 1,
et d=z 2 . Pour tout rédel X gsuffisamment grand, il existe un polyndme non nul
(k)
Py € ZEZ?""’Zq—k] , vérifiant g
2
t(Pék)) sx
et d+1

.

2 H
. -c. X .
’Xq-k)I < g {Log X)

k
Log[P§ ><X1,..
On déduit immédiatement de cette proposition 4.2 1'inégalité ks q - 1, ce

qui donne le théoréme 4.1.

La démonstration de la proposition 4.2 ge falt par récurrence sur k ; nous
1tavons démontrée pour k = 0 (proposition 2.2) et pour k = 1 (proposition 3.2).
Pour simplifier les notations, nous azllons la démontrer pour k =2 , mais les argu-
ments que nous emploierons permettent de démontrer le cas général [3c]. Nous effec-

tuons la démonstration par l'absurde : supposons que la proposition 4.2 soit fausse

pour k =2 : on choisit & > 0 suffisamment petit ; il existe X (que 1'on peut
supposer entier et suffisamment grand) tel que, pour tout polyndme non nul

P ¢ Z[z1,...,zq_2] , de taille majorée par 8:1X4 , on ait
d+1

> 4
(4.3) Log[P(x1,...,xq_2)! >-é X (Log X)f .

Cet entier X est désormais fixé.

Lemme 4.4.- I1 existe deux nombres complexes § s §q , algébriques sur

q-1
Q(XT""’XQ—2> , et il existe deux entiers positifs sq_1 R sq . vérifiant
2

sq_1 < c20X , sq < c21X ,
tels que
—_— d+1

2 + -1
- < - 5
Log]%q_1 Xq—1[ o X (Log X) bq_1 ,
d+1

-1 -1
s

%
- 5 -
Log]iq xq[ coz X (Log X) 841 5q

2
De plus la taille de §q~1 par rapport 3 {xt,...,xq_z} est majorée par cgu X
+ i a 3 . jord X .
et la taille de gq par rapport & {x1, ,xq~2 ,§q_1} est majorée par 025
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Démonstration du lemme 4.4 (d'aprés [3c] lemme 5.2). Utilisons le polyndme P§§}
construit & la proposition 3.2 ; gréce 3 (4.3), les hypothises du lemme 3.3 sont
2
satisfaites (avec ¢ remplacé par g-1 ), avec s = X , et
d+1
< - 5
M=o, X (Log X)? .
Donc il existe un polyndme irréductible R ¢ Z[z1,...,zq~1] et un entier sq_1 z
s
tels que R 1 givise P£1> et que
d+1
‘17,2 ¥ -1
S_—.——-
Log{R(X1,..‘,xq_1}1 3 x {Log X) Sq—1

Comme le polyndme Ri(z) = R(Xl""’xq > , z) prend une valeur petite au point

zZ = Xg_q 0 Onen déduit que xq_1 est proche d'une racine de R1 (gréce 3 (4.3),
R1 n'est pas constant). Plus précisément, on trouve une racine §q~1 de R1
telle que a1 %
2 -1
. - s -
(4.5) L°€1§Q»1 Xq—11 oy, X (Log X) Sqmt
Utilisons maintenant la proposition 2.2 ; on définit unrédel Y, Y <X,
par 3+1 g+1
2 1 2 +
Y {Log Y) Syt = X (Log X)°
le polyndme P§°) € Z[z1,...,zq] vérifie
t(Péo)) SYs<x,
et d+1
(o) 2 5 -1
ey < -
Log]PY (x1, xq)[ 09 X (Log X) sq_1
Gréce & (4.5), on a aussi a1
(o) 2 % ~1
Log}PY (x?,...,xq_z ,gq_i ,xq){ $ -c,p X (Log X) 841 -
e s o{0) . . .
n £ 1 i -
Le cas "dégénéré" oh PY (x1,...,xq_2 ’§q~1 ,xq) est nul fait l'objet d'un trai

tement particulier. 3inon, l'argument précédent permet de construire un entier

sq 2 1 et un nombre complexe %q qui vérifient les estimations du lemme 4.4.

Nous poursuivons la démonstration de la proposition 4.2. Notons

sq_z = Z[xw,...,xq_z] , et xq = £q_2[§q_1 ,gq]
a-1

Lle corps K = @lo, aﬁ,.‘., QB ) est une extension slgébrique finie de
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= Q(X1,...,xq) ; dans le seul but de simplifier les notations, nous supposerons

K = KO , et B entier sur & .

L'idée consiste 2 remarquer que les éléments de K peuvent 8tre treés bien

approchds par des éléments de Q(xj,...,x > ,gq 1 ,gq) , et que d'autre part on

q-
sait minorer certains éléments non nuls de ce deuxidme corps, grace & (4.3).
d 4 . h.
Pour h ¢& , weéelkZ ,ona cz:(?'L B)( B) ¢ X ; notons Su,h et Tu,h
deux polynbmes de Z[z1,...,zq] dont les images §H,h et Eb’h dans £é vérifient
d+1
(w.8)(n.B) b 2 ?' -1
- - X
Logla - | = g ¥ {Log X) Sy ? 5
psh
Soit Y 1le nombre réel positif défini par
d+1 d+1 4
2 + -1 -1
Y (LOg )2 = 029 X (Log X) Sq~1 sq y
olt 029 est convenablement choisi. On reprend le schéma traditionnel.

Premier pas. On construit une fonction auxilaire

L
flz) = ZY Z Ex z)\ a(“"s)z
0 fulsey O

avec Ch " € £é , non tous nuls, de telle maniére que
s
4+1 \
2 z
Log|t(n.B)| = -5y ¥ (Log Y) pour |h] s o
Pour cela, on construit des polyndmes CX " € Z[z1,...,zq] , tels que les fone~
’

tions rationnelles

S
}: Z ¢, (08 € QB (z,- )

g9
%’h
soient nulles pour tout ih] < HY . On choisit ensuite
t, = . Stails e fait plus compl :
Ck,u Ck,u(x1’ ,xquz ,§q_1 ,§q) {Les détails sont en fait plus complexes
ef. [3c].)
Deuzidme pas. La majoration (2.3) devient :
Log max |G | <S¢ H% Log Y + Log  max [f(n.g)] .
PNy 31 <
(hm) Inlsc,, &

Troisidme pas. On distingue maintenant deux cas :

cag a) + Log  max lﬂhﬁ)]s_(%1+1)1§1ng.

[h15c32HY
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On considére alors les normes des ﬁl . sur £ q-2 ; l'une de ces normes permet

de contredire (4.3). {Voir [3c] lemmes 4.11 & 4 16, et [1¢] step 3.)

. X d
cas b) : il existe h ¢ 3% , |n| s CBZHY , tel que

Log|f(h.8)| > - (c31 + 1) H% Log Y .

Dans ce cas le nombre

ZZC (thL’

T
poh
qui est tris proche de f(h‘B) , n'est pas nul ; il est aussi trés petit, car on

obtient, en utilisant une formule d'interpolation,

Log|f(h.B)| Log Y .

4

- H
33 Uy
Alors 1ls norme de Y sur £q—2 permet de contredire l'hypothese (4.3).

Nous n'avons présenté qu'un cas particulier des énoncés de [3b, 3c]. Le résul-

tat géndral est le suivant : soient u (resp. v .,vm) des nombres

ERERLY’ R

complexes @-lindairement indépendants ; on suppose qu'il existe T > O tel que,

pour tout h € 2%, h A0, et tout k € E® , kA G, on ait

}h u, + ... +h,u [ 2 exp{ -7 max ]h I} ,
171 A Y N
et
kv, + ... +kv |2 exp{-T max |k |}
11 o m 1spsn "
On considére les trois ensembles

w2
|

= {exp(uxvu) s 1SAS L, 1SS m

[}
{

2—{ux,exwuﬂn);1sxsz , 1SS m}
S, = {uk ’ vp‘ , exp(u}\vp} ; 1Sas 4, 1Susn}
et les irois nombres

wo=tn/(£+m) 5 oy = 21}/ (Lvm) 5w = w4

1

Ainsi, dans la situation des théorémes 2.1, 3.1 et 4.1, ona £ =mn=4d ,
u =M, (1sass) ﬁbzsp_1loga , (1susn) , et w = (a+1)/2
. N A n n .
THEOREME 4.6 [3b, 3¢] .~ Si " 22 (resg. n3 > 2 pour 1 =3 ), alors dans

1'ensemble Si , ilya n+1! nombres algébriquement indépendants.

La méthode est effective et permet de donner des mesures §'indépendance algé-
brique [3b].
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§ 5. Suites colorées
L'inégalité 4 2 2"~ 1 du théordme 4.1 semble constituer la limite naturelle

de la méthode précédente : le résultant de deux polyndmes a pour taille approximas—
. . k
tivement le produit des tailles de ces polyndmes, ce gul explique l'exposant 2

de la proposition 4.2.

3,

Le probléme, nous l'avons vu, se réduit 2 1'investigation d'un systéme de

polyndmes Py € 3 .,zq] , ob t(PN) < N, et ol

1re
A v
LogiPN(x1,...,Xq)l < ~N {Log N)

De plus la partie analytique de la démonstration fournit des propriétés supplémen-

taires de ce systéme.

Jusqu'd présent, la seule technigue utilisée dans cette situation était celle
du résultant. Récemment, éUDNOVSKIf a commencé A remplacer cette technique par la
théorie des idéaux d'un anneau de polyndmes, ou, de manidére équivalente, par la
théorie des courbes algébriques. Les préliminaires pour appliquer les méthodes de la

géométrie algébrique sont donnés dans [3f]. Le résultat principal en est le suivant :

THECREME 5.1 [3£).- Soient 8 , » 9, deux nombres complexes, et T un nombre réel,

T 22, el que Q(91) ait un type de transcendance inférieur ou égal & 7T . On

suppose du'il existe une suite (PN) de polyndmes non nuls de Z[z1122] tels

Nz
14
t(PN) N

[Py(e,.8,)] < exp( -7 (M)

EE ¢(N) tend vers 1l'infini avec N .

Alors 61 et 92 sont algébriguement dépendants.

Cet énoncé améliore un résultat antérieur de D. BROWNAWELL [ ta] theorem 4.3,

o T+2 était remplacé par 27 .

La fin de cet exposé est extraite d'une lettre de G. v. CUDNOVSKII (mai 1976).

Les méthodes actuelles permettent de donner des estimations du type de franscendance
pour des corps de la forme

oy, , v @(uiva.)) , Q(vj , @(uivj)) reae
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En combinant ces résultats avec des considérations de [3f], de telles estimations
du type 7T ©peuvent Btre améliorées pour T > 2 . On peut domner de nombreux exem—

ples ; ainsi

PROPOSITION 5.2.- Si K est une fonction elliptique d'invariants & » & algébri-

ques, gi.foa la multiplication complexe par K, et si o est un nombre algébrique de

degré 4 avec [K(w):K] = 4, et si w est une période non nulle de &, alors deux des
. 2
trois nombres {wa) , Llue”) , KS(wQB)

sont algébrigquement indépendants.

Les énoncés de [3f] ont un caractire combinatoire et ne donnent pas directe-
ment de résultats généraux, mais en combinant de nouvelles suites de polyndmes
avec le théoréme de Bezout et une analyse simple de singularités utilisant des

résultants, on obtient

PROPOSITION 5.3.- Sous les hypothéses du théoréme 4.6, si " z 3,5 (resp. M3 > 3,5

dsns le cas i = 3 ), alors le degré de transcendance du corps Q(Si) est supérieur

ou égal & 3 .
Ce résultat peut &tre amélioré ; szinsi

PROPOSITION 5.4.- 3i o % 0,1 est un nombre algébrique, et si B est algébrique
4
5,..A,aa

de degré 5 , alors trois des 4 nombres o« sont algébriquement indépen-

Pour obtenir ce résultat, il était nécessaire de donner une bonne estimation
pour la distance entre le point (X,y) € C2 tel que max{]P(x,y)[ ,Q(x,y)l} <€,
et la variété de dimension O : {P(x,y) = 0, a(x,y) = 0} , en fonction de t(P) ,
t{(Q) et e . Le cas le plus compligqué est celui ol les points ont une multiplicité
élevée sur la variété (clest-i-dire un ordre de multiplicité élevé pour les solutions
du systéme d'équations P(x,y) = 0, Q(x,y) = 0 ). En utilisant l'analogue jaco-

bien, on obtient

PROPOSITION 5.5.- Sous les hypothéses du théordme 4.6, si " > 3 , alors le degré

de transcendance de Q(Si) est supérieur ou égal & 3

En étudiant la multiplicité de points singuliers sur des variétés de dimension

n , on généralise ce résultat au cas de degré de transcendance supérieur & n .
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Actuellement, pour n grand, on a le résuliat intéressant suivant :

PROPOSITION 5.6.- Si w, >n+2, le degré de transcendance de Q(Si) est supé-

rieur ou égal & n .
~aonl D3 egar 8

I1 est encore difficile de réduire cette estimation & Ki 2 n pour tout =n
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