Séminaire P.LELONG
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PROPRIéTéS ARITHMéTIQUES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (II)

par Michel WALDSCHMIDT

Dans son étude sur les fonctions enti&res d'une variable dont les
dérivées en certains points sont algébriques, E.G.STRAUS démontrait un

résultat général ( [8] , theorem 4) dont voici une conséquence : si f

est une fonction entiére transcendante dans €, d'ordre ge ., et si K est

un corps de nombres, l'ensemble des weK, tels que f(k)(wﬁ € Z pour tout

k elN, est fini, et a au plus @EK : @) éléments. Il posait a la fin de
son papier ({8}, p. 198) 1le probléme de la généralisation de ce résul-
tat aux fonctions méromorphes, ou aux fonctions de plusieurs variables

complexes.

La généralisation aux fonctions méromorphes d'une variable (avec
une borne moins précise pour le nombre de points) est une conséquence
d'un résultat de Th.SCHNEIDER, obtenu indépendamment & la méme époque
et par une méthode complétement différente ( [6] , Satz III, et {7],
Satz 12). On peut remarquer que la méthode de Straus ne peut s'appliquer

T

qu'a des fonctions transcendantes en des points algébriques, tandis que
celle de Schneider concerne plus généralement les valeurs de deux fonc-—

tions algébriquement indépendantes.

Un premier essai de généralisation des résultats de Straus aux
fonctions de plusieurs variables fut entrepris par A.BAKER en 1966 [1],
par une troisiéme méthode, reposant sur des formules d'interpolation (voir

3 ce sujet [10) § 1) 3 ainsi, quand f est une fonction entidre transcen-

n n . PRI,
dante dans €, d'ordre ge, l'ensemble des we€ oil toutes les dérivées
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partielles de f prennent des valeurs dans Z ne peut pas contenir tous les

points 3 coordonnées dans Z d'un hypercube de cOté »e- Le résultat de
BAKER est en fait un peu plus précis, mais la méthode ne parailt pas pou-
voir s'adapter 3 des situations plus générales (fonctions mé&romorphes,

points & coordonnées algébriques).

Dans 1'introduction de 1'exposé précédent [10] , nous avions men-
tionné une conjecture de NAGATA |}] , qui a &té résolue par BOMBIERI [3],
et qui suggdre que la généralisation naturelle de la finitude d'un
sous—-ensemble de € est la propriété, pour un sous—ensemble de ¢, d'acre
contenu dans une hypersurface algébrique; au lieu de majorer le cardinal

de l'ensemble, on majore alors le degré de l'hypersurface.

C'est dans ce contexte que nous allons géndraliser les ré&sultats de

Straus aux fonctions méromorphes de n variables complexes. La différence

avec la situation de BOMBIERI Eﬂ provient du fait que nous ne suppose-
rons pas que les fonctions considérées satisfont des équations différen-
tielles. D'autre part nous essayerons d'obtenir des majorations précises
pour les degrés des hypersurfaces ; en fait dans le cas n = | nous ob~
tiendrons mieux que Straus, puisque notre majoration sera :

(e- 1 [K : Q] + 1 . Malheureusement la présence de plusieurs variables
introduit, & l'heure actuelle, des termes parasites, et 3 une borne C
pour n = | correspond la borne nC + 2n pour n »2 . Il semble raisonna-
ble d'espérer obtenir un jour la méme borne C pour toutes les valeurs

de n . En attendant, il est commode de noter :

]

0 si n
n si mn 3 2

ainsi nC + 2n, vaut C pour n = 1, et nC + 2n pour n » 2.

. . P n .
Nous considérerons d'abord (§ 1) les points algébriques de € ol
une fonction transcendante d'ordre fini a toutes ses dérivées dans Z ;

nous généraliserons ensuite (§ 2) i des fonctions méromorphes algébri-



110

quement indépendantes ; le théoréme 2.2. contient tous les autres &non-
cés. Aprés avoir étudié& (§ 3) la croissance des coefficients de Taylor
de fonctions enti&res ou méromorphes dans ¢”, nous démontrerons le théo-
réme 2.2. La partie arithmétique (§ 4) de cette démonstration sera sui-
vie d'une discussion (§ 5) sur les zéros de fonctions entidres, avec la
fin de la démonstration du théoréme 2.2., 1'énoncé d'une conjecture, et
quelques justifications de cette conjecture. Cette &tude nous conduira

3d un lien surprenant entre les zéros d'une fonction entidre et les degrés

de certaines hypersurfaces algébriques.

§ 1. - Fonctions transcendantes en des points algébriques.

. . P n .
Nous dirons qu'une fonction f, entiére dans €, est d'ordre p si

Log Log“f“R
e = lim sup

R —> +c0 Log R '
ol “f”R = sup |f(z)l est le maximum de lf(z), sur la boule euclidienne
zeB_(Q)
BR(O) = {z gm“ H “z" ¢ R} . Une définition équivalente de e est
(cf. (3.3.) ci-dessous):
= lim sup —lEL—E%ElEi— H
k| —~e I~ (o))

- Log——igr——

en fait nous n'utiliserons que 1'inégalité

1

pour tout € »0, Log le f(o){g(1 - s

+ JlklLoglkl + oClkl) , qui est
une conséquence facile des inégalités de Cauchy (cf. lemme 3.1. ci-
dessous). Cette inégalité montre que, si Dk f(0) € Z pour tout k em“, et

si o <1, alors Dk f(0) = 0 pour \kl suffisamment grand, autrement dit

f est un polyn8me. Par translation on obtient le résultat suivant

LEMME 1.1. - Si f est une fonction entiére transcendante dans Cn

et s'il existe wee™ tel que

Dk f(w) e Z pour tout ké.an,

alors f est azu moins d'ordre 1.
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On pourrait aussi, quand f est d'ordre 1, minorer son type [8],

mais nous ne le ferons pas.

Quand f est une fonction entiére transcendante dans Cn, d'ordre
fini, nous allons é&tudier 1'ensemble des points w'emn, 4 coordonnées
algébriques (autrement dit wegﬁn), odl f a toutes ses dérivées dans Z%.
Par exemple soit a eﬂn, a # 0; la fonction enti&re transcendante
z > exp(a.z) est d'ordre 1, et, d'aprés le théoréme de Hermite-
Lindemann sur la transcendance de é“[A, 7, 10] , l'ensemble considéré

< =0 .
est formé des we @ qui annulent le polynome a.z = a z, 6 + ... + a

171 nzn 3

. . . —=n
autrement dit cet ensemble est l'intersection avec @ d'un hyperplan

n P . = . 5
de @ . Plus généralement, si P eQ[}] est un polyndéme en n variables i

P P —n 5
coefficients algébriques, l'ensemble des w e correspondant a la fonec-
q s P

tion z > exp(P(z)) est contenu dans l'hypersurface algébrique P(w) = O.

THﬁORﬁME 1.2. -~ Sovit f une fonction entiére transcendante dans Cn,

.. . . L. . =n
d'ordre fini e Soit § un entier positif. L'ensemble des weg @ , te}s que

fa(w) s @4§ et

Dk f(w) e Z pour tout ksan

est contenu dans une hypersurface algébrique de degré inférieur ou égal

a n §¢ e- 1) + n + 2n_.

Il est particuli&rement intéressant de remarquer que la majoration
du degré de l'hypersurface ne dépend pas de g quand g= 1. Grdce au
lemme 5.2. ci-dessous, cela permet de déduire du théoxéme 1.2. le co-

rollaire suivant

COROLLAIRE 1.3, - Soit f une fonction entiére transcgndantg‘daps [}

d'ordre 1. L'ensemble des w eﬁn tels que Dk f(w) e 2 pour tout k eNn'est

contenu dans une hypersurface algébrique de degré au plus n + 2n,.

»*
Dans le cas n = 1, le corollaire 1.3. peut &tre é&tendu aux fonc-
tions méromorphes dans ¢ ({21 , critére I ). Pour n quelconque, on

P . P . - n
peut généraliser le théoré&me 1.2. aux fonctions méromorphes dans € ,
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mais on obtient une moins bonne majoration du degré de l'hypersurface.

. . ~ n .
Nous dirons qu'une fonction f, méromorphe dans € , est d'ordre in-

férieur ou égal 3 e si elle peut s'écrire comme quotient de deux fonc-

tions entiéres d'ordre inférieur ou égal 2 e+ On vérifie (cf. lemme

3.6. ci~dessous) que cette définition est cohérente.

/

THEOREME 1.4. - Soit f une fonction méromorphe transcendante dans
Gn, d'ordre inférieur ou &gal i e- Soit § un entier positif. L'ensemble
des w'san, ol f est analytique, pour lesquels [a(w) - Q}( 535

Dk f(w) e2 pour tout keINn ,

est contenu dans une hypersurface algébrique de degré inférieur ou égal

a n 58 + Zn*

On peut en fait déduire les théorémes 1.2. et l.4. d'un énoncé trés

général dans lequel on suppose seulement que les nombres Dk

f(w) sont
algébriques ; pour des raisons techniques de démonstration, on est con-
traint d'imposer des conditions sur les dénominateurs et les conjugués
de ces nombres algébriques (concernant le cas n = 1, voir {61 satz I1I,
D], Satz 12, [1] Theorem 4, et (2] critére I). Ces conditions sont

automatiquement vérifiées quand les fonctions considérées satisfont des
quations différentielles d'un certain type ( [7], Satz 13 ; [4]

chap. IV ;{3]) ; mais néanmoins ces restrictions sont tout-i-fait indé-

sirables.

CONJECTURE 1.5. - Soit f une fonction méromorphe transcendante dans

Gn, d'ordre inférieur ou égal i e- L'ensemble des w ean, oi f est analy-

tique, et pour lesquels

Dk f(w) € @ pour tout ke N

est contenu dans une hypersurface algébrique de degré inférieur ou égal

ie-
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§ 2. - Fonctions algébriquement indépendantes.

Au lieu de considérer une fonction transcendante f, c'est—-a-dire

une fonction f(z) = f(zl,...,zn) telle que Ziseres 2o f(z

n 1,...,zn)

soient algébriquement indépendantes, on peut considérer plus générale-

ment n + |1 fonctions algébriquement indépendantes.

/ AY

THEOREME 2.1. - Soient fl,...,fn+1 des fonctions méromorphes algé-

briquement indépendantes, d'ordre inférieur ou égal 2 122 Cpal
respectivement. L'ensemble des we Gn, ol fl""’fn+1 sont toutes ana-
lytiques, et ol

k n .

D fj(w)e Z pour tout keN , j =1, ..., n+ 1,

est contenu dans une hypersurface algébrique de degré au plus

+ ...+ +
n( @ Cas1’ Zn,
On peut améliorer légé&rement cette borme, en considérant d fonctions

n .
(d »n), sous la forme E:H( €, + ...+ €d> + Zn* (cf. 191 exercice 3.3.g)

Pour n'effectuer qu'une démonstration, nous allons formuler un

€noncé général qui contiendra tous les énoncés précédents.

THéORﬁME 2.2. - Soityun entier, lgyg¢n+l, et soient fl""’fu des
fonctions méromorphes dans Gn, d'ordre inférieur ou égal & 91""’€p
respectivement ; on suppose que f],..., fv sont algébriquement indépen-
dantes sur le corps Q(zl,..., Zn—'v+1)' Soit § un entier positif. L'en-
semble des w = (wl,...,wn)e ¢" , tels que

1. les nombres w sont algébriques, et

12 Ve

Lo seeesw ) @) ¢85

2. pour 1l gjgv , fj est analytique en w ;
. n k
3. pour 1 ¢jgv et keN , D fj(w)éz,

est contenu dans une hypersurface algébrique de degré A inférieur ou

égal i

n§ ( € + ... +ev) + Zn* ,
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de plus, si fl""’fv sont entiéres, alors
A(n§(C o, +eent ev) - n(§-1) + 2n, .

Remarque 2.3. Nous verrons au § 4 que 1'hypothése Dk fj(w)e z
peut &tre remplacée par Dk fj(w) e Z[i) par exemple, sans que les

majorations de A soient modifiées.

Quand on remplace l'hypothése Dk fj(w)e Z par Dk fj(w) e @ (moyennant
des conditions techniques comme nous 1'avons dit & la fin du § 1), on
retrouve les proprié&tés arithmétiques de fonctions périodiques que nous

avions indiquées dans [10] § 3.

Bien que les énoncés que nous avons obtenus soient particulidrement
simples (du fait que 1'on ne considé&re que des valeurs entidres des dé-
rivées), ils contiennent néanmoins certains résultats de transcendance.

Par exemple la transcendance de nombres tels que TT, Log 2, ou plus

généralement log % pour % cq , g # 0 (avecTr= -i log (-1)) se déduit
de 1.3. (n =1, f(z) = ¢ e? s W, = 0, w,o= log %), tandis que l'irra-

tionnalité de el est une conséquence du théoréme 2.1., grdce 3 la remar-

iz

T PR . z
, considérer les fonctions v e et u e aux

; =1
que 2.3. (si e = 5
).

points O, T et iTT
D'autre part nous avons supposé que chaque fonction méromorphe
fj s'écrivait sous la forme gj/hj, avec gj, h. entié&res d'ordre au plus
fﬁ ; nous n'avons pas supposé que, en chaque point considéré w, il
existait une telle écriture avec hj (w) # O (cette condition peut toujours &tre
réalisée; c'est banal dans le cas n=1, mais pas dans le cas n»2) ; cette hypo-
thése intervenait explicitement chez LANG ( [4] Chapitre IV, dans la
définition d'une fonction méromorphe d'ordre inférieur ou égal & e
définie en un point), et implicitement chez BOMBIERI ( [3] , p. 281,
dans la démonstration du lemme 4, ol il est nécessaire de supposer
g( j') # 0).L'astuce qui nous permet ici de nous débarrasser simplement
de cette hypoth&se superflue est due & David MASSER (M.P.C.P.S.,79

(1976),p. 63).
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. . n
§ 3. - Quelques lemmes sur les fonctions enti&res dans €

Nous allons &tudier la croissance des coefficients de Taylor d'une
fonction enti&re d'ordre fini. Au § 1, nous avons défini l'ordre (exact)
d'une fonction enti&re. Il est commode d'introduire 1l'ordre strict
une fonction f, entiére dans En, sera dite d'ordre strict inférieur ou
égal a e si

Log“f“R & Re quand R — w.
Il est bien normal que 1'ordre d'une fonction entig&re soit 1lié 3 la
rapidité avec laquelle décroissent ses coefficients de Taylor, disons
& l'origine. Nous n'utiliserons que le fait qu'une fonction d'ordre fini
a de "petits" coefficients (lemme 3.1.), mais il parailt intéressant

d'en indiquer la réciproque (remarque 3.2.).

LEMME 3.1. - Soit f une fonctlon analytique au voisinage d'un point
w de ¢®. I1 existe un nombre ¢y > 0 tel que, pour tout k eNn, on ait
k
D f(w)
Log | €< Clx] + 1)

De plus, si f est entiére d'ordre strict inférieur ou égal ée , 11 existe

c, >0 tel que, pour tout k eNn, on alt

b £ (w)
k!

1]

Log + ELog<|k|+1)$c2(Ikl+1).

On remarquera que la premiére inégalité exprime simplement que la

série de Taylor de f en w converge dans un voisinage de w.

Démonstration du lemme 3.1.

Il n'y a pas de restriction & supposer w = 0. Notons

k

a, = D~ f(0) , (k ENn) les coefficients de Taylor de f a l'origine.

1
k k!
On considé&re un polydisque D(0O,r) au voisinage duquel f est analytique,
et on note |f|r le maximum de f sur ce polydisque. Les inégalités de

Cauchy

‘kl. ‘flr pour tout k en"

lag| ¢ 7

entrafinent la premidre inégalité. Supposons maintenant que f est entiére
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d'ordre strictse; pour tout r »1, on a

Log IakI$ - |k] Log r + ¢ r€

2
ol c, ne dépend que de f (on a supposé w = 0)
Choisissons r = |k]1@ : on obtient

1
Log \ak|<— ° |k | Log k| + c, |k |
pour |k| suffisamment grand, ce qui permet de conclure «af

est une suite (indexée

Remarque 3.2. Inversement, si (ak%(émn

par Nn) de nombres complexes, telle que

- Mkl

\akklkl pour |k| suffisamment grand, avec A»0, alors

la fonction

f£(z) = 2_ a K

k

kelN
est entiére dans @n, d'ordre strict g %
pPour le démontrer on écrit (formellement)
Ko o0 a RK
lelge (2= o) B O+ 2 x+ " B 0y
R k AK
Jk| <k K=K K
o o
et, pour K suffisamment grand, on majore
K (e Rl/x)XK
n R 3 -
(K + 1) K par 5% d'ou
K ( AK)
“f“RsexP(Ca Rl/>\) pour tout R >
Jointe au lemme 3.1., la remarque 3.2. montre que l'on a, pour
f eutigre dans €" et a, = %T Dkf(o)
) Log Loglthy k| Log |¥]
(3.3.) 1lim sup —Tor & - lim sup D T
R —» +00 g Jk| =00 og|a,]

Pour les applications que nous avons en vue, nous allons utiliser
le lemme 3.1. pour &tudier la croissance des coefficients de Taylor de
M Ay

fonctions du type f, ... f

1 R L'inégalité que nous obtiendrons dans le

cas de fonctions analytiques au voisinage d'un point est essentiellement
celle de [2] prop. ! bis, qui est un raffinement de L[7] , chap. II,
formule (21). Dans le cas de fonctions entiéres d'ordre fini, nous ob-

tiendrons des estimations meilleures, et c'est cette amélioration qui
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nous permet d'avoir des majorations plus précises que celles de Straus

(ce point est en particulier fondamental pour obtenir le corollaire 1.3.).

Commengons par des fonctions du type f

LEMME 3.4. - Soit f une fonction analytique au voisinage d'un point

n . . P
wel . Il existe ¢ »0 tel gque, pour tout /\, K entiers positifs, et AelN,

s OgAgh k[ = K, on ait

1k A
T Df

k en™

Log ()| & ¢ (K +A) + n ALog(K + 1)

De plus, si f est entiére dans (En, d'ordre strictée, il existe c, tel

que
1 k A 1 K
max Logl—, D° £°(w)| ¢ - = K Log(= + 1) + c, (K +A) + nALog(K + 1)
k! e A 2
0 A A
[x]= ¥
Démonstration.
P 0n écrit la formule de Leibnitz
1ok A A X
= E ‘ ‘ 1 ]
Ky OF S ) o
)£1+...+)i>\=k j=1 &
oti la somme est étendue 3 l'ensemble des (){1,...,)(,\) ean)\ , avec
){1+...+ XX= k ; le nombre de termes de cette somme est majoré par
(K + l)nA D'aprés le lemme 3.1. ,

by A
X
voe 14 3y [0t o 20 ] e ge e n,
3 j=1
ce qui donne la premidre inégalirteé.

Supposons maintenant f entiére d'ordre strict e’ le lemme 3.1.

cz(\){j\+ 1)}

K Log(% + 1) + c2(K +A).

donne alors

A X. A g
Log ﬁ -—){1— lD ] f(W)L(Z 1 \)(J\ Log(\Xj\H)
j=1 A i=1

+

e

\(.—

A~

La derniére inégalité provient de la convexité de la courbe
y = x Log(x + 1) : si x ey x>\ (avec }\),1) sont des nombres réels 3 O,

avec x, + ... + x =X , on a

X Log( —))(: + 1)\( E Xj Log(xj + 1) -t
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LEMME 3.5. - Soient f],...,fv des fonctions analytiques dans un

voisinage d'un point w e€”. Il existe un nombre c, » O ayant la propriété

5

suivante. Soient A]""’Av’ K des entiers rationnels positifs ; pour
. 2 n -
0 g Aj e Aj (1 ¢J ¢») et ked ,|k} = K, on a
1k, M Ay 2
Log |—, D (f, ...f )(w)[ {c:. K + (E A-)(c,. + n Log(K + 1))
k! 1 » N5 Ey 5| 5
De plus, si fl""’fv sont toutes des fonctions entidres,d'ordre strict
$ @ €y respectivement, alors pour tout réel T dans l'intervalle
0 ¢T ¢1, on a
A A »
1 k . K
Log X1 D (f]l,..fvg)(W) {~(1-DK min %} Log(%x— +]{}+ cg K + (:;: Aj)(CB + n Log(K+1)).
RIS 3 3=l
Démonstration.

P On écrit encore une fois la formule de Leibnitz
v

A Y. M.
Dk(f]...f:"”)=z ]—r]—njfjJ

]
k!

1 . X!

X]+...+X»=k j=1 %
Le nombre de termes de la somme est au plus (K + l)r“> , que l'on majore
par exp(c6 K) . La premiére inégalité est alors immédiate 3 partir du

lemme 3.4. Pour obtenir la deuxiéme inégalité, on minore
¥ X.
e
j=1 j j

TK
> > , et en remarquant

en ne considérant que les j pour lesquels lﬁj

que la somme de ces ‘){J.' est supérieure i (1 - T)K «d

Afin de pouvoir introduire la notion d'ordre pour une fonction

méromorphe, il faut d'abord démontrer le lemme suivant.

LEMME 3.6. - Soient g et h deux fonctions enti&res non identique-

ment nulles d'ordre strict ¢e-_On suppose que g/h est entiére. Alors

g/h est d'ordre strict se-

Autrement dit si f et h sont des fonctions entidres non nulles, et
si fh et h sont d'ordre strictge, alors f est d'ordre strictée.

Démonstration (d'aprés [5) , lemme 7.4.10 et propositioms7.4.11,
7.4.12).

Pour x elR, x ?0, on note Log+ X = max{}og X, 0} , et
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Log x = max{—Log X, O} .

Désignons par A(v, O, r) la moyenne d'une fonction V sur la sphére

[zl = r de centre 0 et de rayon r »O.

Quitte 3 translater l'origine, on peut supposer h(0) # 0. Comme
Log+ \%|4L0g+ lgl + Log_ lhl R
et que, Log [h] étant sous~harmonique,
Log\h(O)kX(Log‘h!, 0, r) = A(Log+\h\, 0, r) - A(Log_lh', o,r),
on a
Miog, |B], 0, ) ¢ X (Log, |g|, 0, v) + A(Log, |nl, 0, r)- Log|n(0)]
D'autre part on a évidemment
X(Log+\g\, 0,r) $Log‘g|r , et X(Log+lh‘, 0, r) éLog\h\r .
Enfin, en exprimant par la formule de Poisson la fonction harmonique H
qui prend les valeurs Long%| sur la sphére “z" = r , et en écrivant
Log\%\ ¢H, on trouve
§] 2n-2 g
Log lh . (3.2 >\(Lc>g+ ‘h\ , 0, T).
7
D'oll finalement

Log |&| ¢ 22n(Log\glr + Log|h| _ - Log |n(0)]). a

R

Ce lemme 3.6. nous autorise 34 introduire la définition suivante :

DéFINITION. Une fonction f, méromorphe dans tn, est dite d'ordre
strict$e s'il existe deux fonctions entidres g, h , d'ordre strictée s

telles que f = g/h.

Contrairement au cas des fonctions entidres, l'ordre d'une fonction
~ n o . . . .
méromorphe dans € n'est pas déterminé par la décroissance des coeffi-

cients de Taylor en un point régulier (considérer par exemple 1/(1—21)).

Au § 1, nous avons considéré des fonctions transcendantes ; rap-

. . .. . n
pelons qu'une fonction £, analytique au voisinage d'un point we€ , est
dite algébrique s'il existe P g € [xl,...,xn+1] , P # 0, tel que

P(z, £(z)) = 0 au voisinage de w . Une fonction qui n'est pas algébrique

est dite transcendante (En fait nous pourrions nous limiter & ne
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considérer que des polyn®mes & coefficients algébriques). Bien que le
lemme suivant soit probablement classique, il semble opportun d'en &crire

une démonstration.

LEMME 3.7. - Les seules fonctions entiéres dans G et algébriques,

~ . i n P
sont les polynOmes. Les seules fonctions méromorphes dans € et algébri-

ques sont les fractions rationnelles.

Démonstration.

. . p n - .
P Soit f une fonction méromorphe dans € , algébrique

Montrons déjia que PO f est entiére. Ecrivons f = g/h, oli g et h sont deux

fonctions entiédres
. n .
Montrons que, en tout point weC , on a (avec les notations de [IO])

@ (5 B,

o

. ~ s . n
ce qui permettra de conclure gridce au théoréme de Cousin dans § . Comme

@, g(w) = @% (w) + @g(w) , il suffit de considérer we€" tel que
o )

@h(W) >®g(W)

Comme

on a

®Po(w) + k @ (w)y min {loh(w) + (k ~4) @g<w>} ,

lsfsk
donc
B, (v) + @ (w) 3 min (L- 1) (@ () -@, )+ @ )y @ .
P g h g h
o 1<k
Donc la fonction F = PO f est entiére , et vérifie
I L T A T
1 o 2 o k
Pour r grand, soit w scn, fwll=1r , tel que ‘F(w)‘ = lFlr ; on constate

alors que ‘Flr croft comme une puissance de r, donc F est un polyndme.

Enfin il est clair qu'une fonction rationnelle enti&re est un polyndme.
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§ 4. - Démonstration du théoréme 2.2. (Partie arithmétique).

Nous allons effectuer la partie arithmétique de la démonstration

du théoréme 2.2., la fin de la démonstration &tant reportée au § 5.

Pour cela, nous considérons un sous-ensemble fini S de Cn, dont
tous les &léments w vérifient les hypothéses 1, 2 et 3 du théoréme 2.2.
Soit €0, et soit X = §¢( e, + ... +ev) + € dans le cas général, et
X = §¢ e, *t - +€U) - (§- 1) +€ quand les fonctions £,...., £, sont

entieéres. Notre but est de démontrer le résultat suivant.(Les notations

sont celles de [10] ).

LEMME 4.1, - Il existe une suite (@N) de fonctions entiéres non

. . . n . . . . C .
identiques 3 O dans € , et 11 existe une suite (MN) d'entiers positifs,

avec MN >N, telles que

1. Pour tout keN", lkj<My , et wes,
p* P (w) =0
2. Pour tout r >0, on a
@¢N(o, £) ¢(R+ 0(1)) M, quand N —>oco.
Tout le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration du

lemme 4.1.

Manifestement, il n'y a pas de restriction i supposer que les fonc-

tions f]""’fv sont d'ordre strict inférieur ou égal 2 €1s sy res-—
pectivement. Pour 1 ¢j ¢ v, notons gj, hj deux fonctions entiéres,
d'ordre strict ¢ %, telles que fj = gj/hj, avec h__.| = 1 si fj est entiére;

de plus, pour we S, soit kj weiNn tel que

= j’w
lkj,wl = @h'(w) et D hj(w) # 0

N

Désignons par d un entier rationnel positif tel que dwi soit entier al-

gébrique pour tout w = (w .,wn) €S et 1¢ign =9+ 1.

T
Soit Aun entier suffisamment grand ; on désignera par &1,..., £

des fonctions positives de N qui tendent vers O quand A tend vers
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1'infini ; en particulier, A est choisi suffisamment grand pour que
€8<E/(€1+...+€p)
Aprés avoir choisi ainsi A, pour démontrer le lemme 4.1., et en par-

ticulier pour en vérifier la propriété 2, on considé&re un nombre réel

r>0, puis on désigne par N un entier suffisamment grand.

On définit des entiers Al""’AD’ L, par
€;
S N S A 1
; e ey Pl gdev
__3_}
L = NA BTV
Par convention, on notera ( A,./) au lieu de ( Al,...,kv,[l,...,{;_ 9+1),

0 &Ny < /\j , (1 ¢igw), O‘Zi ¢L, (1 ¢ign - v + 1). Ainsi on é&crira

E E au lieu de
A £
/\1-1 Ayl L-1 L-1
S S zs Fo 3o
>\1=o Av=o ;=0

£

=0
n-v+1]

Nous noterons N, les fonctions
TN A ¢ £

- » 1 n-v+1
CPA,[(Z) fl(z) fv(z) B RN
Nous poserons p = 1 dans le cas général (f],...,fv méromorphes),
et p =1 - E;:T%T:?r dans le cas ol fl""’fv sont entiéres.
I v
LEMME 4.2. - Soit w = (wl,...,wn) € S. Pour tout k em“, le nombre

k . .
o =D QX ?(w) appartient au corps de nombres Q<w1""

d(n—v+1)i

’wn—v+l)' De plus

. of est entier algébrique, et le maximum des valeurs absolues

des conjugués de « est majoré par

| |¢exp {(p + &K Log K},

o K = max {N , \k|}.
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Démonstration du lemme 4.2.

» Ecrivons ¢

’A n-¥+l [/ L. . —k.+h

LoaZ z = oe,! ) T )w.l t
: h h ! 1=1 i7hy7

1 n—y +1

ol on & noté h= (hl""’hn Va1’ Epovagr oo

somme sur h, est étendue i 1'intervalle max ( O, ki—'éi )< h; €k, . On constate
(n=v +1)L

A

kn)’ et olt, pour 1%i¢n-¥ +1 , la

ainsi que oL € Q(wl,..., ), et que d est un dénominateur de ex.

. ey +1
Majorons [oll :

— n-v+1
10§ k! (14 ()2 V1

ra
m;x ih—l’ ’Dh(fll...fjv)(w)‘} (ZL.max{l;;IL , 1} ).

i=1
On majore k! par lkl'k, , puis on considdre deux cas.

Premier cas : [kl¢ N/Logh.Alors la premidre partie du lemme 3.5 donne facilement :
Log |l & EII\T LogN .

Deuxidme cas : [k N/LogA.Comme

1
Y - - ) —
trl 2 [kl -(n-v+1)Ly(1 Logh) ki,

on a, pour T = 1/LogA :
iht

Log v/\ *1) > (W - £&,) Loglkl , (1£56V) 3

grice au lemme 3.5 et 4 la définition de )’ , on obtient :
Log(zy " (f ...f BIGIE (p-1+ &) Ikl Loglk] + o ficl + (Z /g)(c +nLog (lkl+1)) ,
ce qui permet de conelure. «

Nous allons effectuer la démonstration du lemme 4.1. en 3 pas.

Premier pas. Il existe des entiers rationnels p{( )\,Z) non tous

nuls, majorés par exp( 5.4 N Log N) en valeur absolue, tels que la

fonction

F = Z}j ?P()\,Z)(th

vérifie

Dk F(w) = O pour tout weS et keNn, Ikl <N.

P> Pour construire ces entiers rationnels, on résout le systéme

(n-v+])L.

p(h4) 4 DX @, o 1 =0,

n= Yl connues PC NS Z) dans Z, au plus N card s

ayant Al"'ADL
équations, 3 coefficients entiers algébriques dont les conjugués sont
majorés en valeur absolue par exp {(p + 85) N Log N} , grice au lemme 4.2.
En utilisant le lemme de Siegel (voir par exemple [9],lemme 1.3.1. et

exercice 1.3.b.), on obtient le résultat désiré .-
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Deuxiéme pas. Soit M = min @F(w) s autrement dit soit M le
weS n
plus petit entier tel qu'il existe v, € S et koefN . lko| = M, avec

k
p ° F(Wo) # 0. 0n a MpN, et

K
Log |D ° F(w ) |3 -(§-D(p + €,) M Log M.

k

p En effet, D ° F(wo) est un élé&ment non nul d'un corps de nombres

g+ DL

de degré ( §$ sur Q. Un dénominateur de ce nombre est
maximum des valeurs absolues des conjugués de ce nombre est majoré& par

exp {(}1 + 67) M Log M}, gridce au premier pas (M »N) et au lemme 4.2.
L'inégalité de la taille [9] (1.2.4.)
Logl?[),-(f- 1) Log \%‘— $ Log den(S),
valable pour tout nombre algébrique § non nul de degré ¢ §, donne 1la
minoration annoncée «f
¥ A.
Troisiéme pas. Soit § = F T_T th . La fonction ® est entiére,

j=1
non identiquement nulle, et vérifie

p¥ Pp(w) = 0 pour tout weSs, ken", [kl <M,

et, pour N suffisamment grand (par rapport 3 A et 3 r),

®y(0,r) ¢ (o +eete)(Sp - p+ 1 + g M

Comme ( €]+...+€v) (SP - Rt 1) +6& =X , le troisiéme pas termi-

nera la démonstration du lemme 4.1.

pComme

- v h. A~ A n-w+l L
¢=E ) p(k,f){‘ |ng th YT Zil} ,
N 7 j=1 i=1

la fonction @ est enti&re. D'autre part les relations

0¥ F(w) = 0 pour weS, ket®, || ¢<m,

provenant de la définition de M (deuxiéme pas), impliquent

pX g(w) = 0 pour weS, ka®® , lklcn.

De plus , si on note
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on a

k. Aj
pk'o b(w ) = pto F(w). TL[[DkJ’W hj(w)] ’ ,

. s b
pourvu que ko.et kj v alent €t& cheisis minimaux pour 1'ordre lexicographique (c¢f.D.W.
’

Masser, op.cit.).

Les inégalités de Cauchy montrent alors que
kY
o .
Log (D ¢(wo)l g Log “(zshr * (1% §g)M Log M ;
k.
donc, en tenant compte du deuxiéme pas et du fait que D 1>V hj(w) est un
nombre non nul ne dépendant pas de N, on obtient

Log B[, >~ (§p -~ p + 1 + & ) M Log M

Afin d'établir 1'inégalité désirée, on remarque que, la fonction ®¢(O,r)
dtant une fonction monotone non décroissante de r, il n'y a pas de res-
. . N s . n
triction & supposer Y > max ‘wf. On utilise alors une variante dams € de

weS
la formule de Jensen-Schwarz (cf. lemme 5.4. ci-dessous)

Loghgll, ¢Log @, -~ (1 -T) @,(0,r) Log R,
S T

avec = % , et R = M & *ey ; on majore “¢“R en remarquant que,

par hypothése ,

L h Rej H
og max {\gj\R s \ J.\R}S c ;

ainsi
n-vtl 2 @3
Loglgfl,<log (A - AL Y+ § N Log N + ¢ N ' 3+n L Log R¢E,, M Log M,
j=1
grice au choix de R. On minore enfin
TR 1
(1 -t) Log oy Par (—_:TTTI_ - 812) Log M.
€ @v

En composant les différentes estimations , on trouve

1

—_— - & - 4 M L M.
(el+_._+€” 12) Cb(O,r) Log M 4(SP po+olo+ 810 611) og
ce qui termine le troisiéme pas de la démonstration du lemme 4.1. .
I1 est bon de remarquer d&s maintenant que, dans le cas n = 1, le lemme
4.1. est suffisant pour démontrer le théordme 2.2. ; en effet, si un sous-

ensemble fini S de € vérifie les conditions 1 et 2 du lemme 4.1., alors
d'aprés la condition 1 on a

@¢N(O,r) My - Card S
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dés que r ymax |w|, donc la condition 2 donne
wa$

Card § £ )f .

Enfin, pour démontrer la remarque 2.3., il suffit d'utiliser une
astuce de [9] p. 93 : st Balgébrique n'est pas réel, 1'in&galité de
la taille s'écrit

2 Log \312" (§ ~2) Log l%l— SLog den(%),

pour tout $ ydegré de 3,

§ 5. - Zéros de fonctions entiéres et hypersurfaces algébriques.

Pour terminer la démonstration du théoréme 2.2. , il reste & voir
. n . . .

que, si un sous-ensemble de € est tel que chacune de ses parties finies
vérifie les conditions 1 et 2 du lemme 4.1., alors il est contenu dans

une hypersurface algébrique de degré au plus nX + 2n

Notation. Soient S un sous—ensemble fini de € , et X un nombre réel po-

sitif. Nous dirons que S vérifie la propriété 3)’( s'il existe une suite

((I)N) de fonctions enti&res non identiques i O dans ¢", et une suite

(MN) d'entiers positifs, avec M 3 N, telles que

N
1. Pour tout ke(Nn, |k|<MN . et weS ,
k <
D @N(w) = 0.

2. Pour tout r >0, on a

®¢ (0,r) ¢ (A+o(1)) MN quand N —>w .
N
LEMME 5.1.- Soient S un sous-ensemble fini de C° , # un nombre réel

positif et K un entier positif. On suppose que S vérifie la propriété

P

%
32 (n+K=-1)X+4 2n, tel que

Il existe alors un polyndme non nul P, de degré inférieur ou é&gal

@P(§)2K pour tout H eSS
(Nous dirons que P s'annule sur S avec un ordre supérieur ou égal & K).

Pour démontrer le théoré&me 2.2., on n'utilise ce lemme que dans le
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cas K = 1. Mais 1'énoncé général sera utile plus loin.

Démonstration du lewmme 5.1.

p On reprend la démonstration de BOMBIERI [3] , P. 282-286.
Le lemme 7 de [3] permet de construire , grice a 1'hypothéseg;){ , une
fonction plurisousharmonique V vérifiant

V(z) ¢ (XK + o(1)) Loglz| quand |zll— o ,

et
V(z) ¢ - (K + o(1)) Logu#“quand z Y eSs.

Soit §» 0. D'apré&s le théordme d'existence de [3] , i1 existe une fonction

‘s n . . N
F entiére dans ¢, non identique 3 O, telle que

f IFIZ e—cV (1 +,Z]2)—3nwn ¢ + oo,
™
2

avec c=22——1+
K

+ €

L'inégalité de la moyenne pour la fonction entiére F

R L RO
m r

B(z ,r)
(o]

n -
pour z e [ et r »0, entralne

2n
2 ! _ 2. -
,F' g—“ﬁ——z—ﬁ—[ sup eV (1 +[z|2)3nJ tw]2e V(1 [2] 2 3nwn
R T R zéB(zo,«z-)
_ n
D'od lzo|-R ¢
+4n+ .
lFl; £ RC RR+bn+ g pour R suffisamment grand, ce qui montre que

F est un polynome de degré au plus %)(K+2n+—§-= (n+K=-1)}{+2n+ %(){KH).

Comme ce degré A est un nombre entier, si on choisit € suffisamment petit,
on en déduit A ¢ {(ntK-1) ¥ +2Zn . Un calcul analogue au voisinage de SeS
montre que IF(Z)I . iz —ilK—l tend vers O quand z tend vers 3, donc

®.(3)>K -1 -

Pour que la démonstration du thdoréme 2.2. soit complé&te, il reste

3 se débarrasser de l'hypothdse de finitude de S.

LEMME 5.2. -~ Soit S‘o un sous—ensemble de (En, et Aun entier positif,

On suppose que toute partie finie de S0 est contenue dans une hypersur-
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face algébrique de degré‘A. Alors SO est contenu dans une hypersurface

algébrique de degré inférieur ou égal i A

Démonstration.

P Notons [ 1'ensemble des polynSmes de €[z] de degré ¢ A et de
hauteur ! ; dans l'espace € [z] des polyndmes, muni de la norme "hauteur",
TTest un compact. Pour toute partie finie S de S0 , notons 92 1'ensemble
des éléments de rTqui s'annulent sur S ; d'apré&s 1'hypothése, 9; est un

fermd non vide de T, Ecrivons SO comme une réunion croissante de parties

finies S(X) comme S' ¢ §'" = 9%" ngv, l'intersection de ces S(X) est
non vide. Donc il existe PélTtel que P(w) = O pour tout weS

La démonstration du théoréme 2.2. est ainsi terminée.

Nous allons maintenant poursuivre la discussion commencée dans [10]

PP, PR . . . o0 < ; :
sur les possibilités de généralisation 3 ¢ du résultat classique suil-

vant (considérer par exemple le lemme 6.2.1. de [9] , o 1'inégalité
R; -z z. R; - Rle
R,(z~z )J R, (R +p) ’ Iz! = Rl ’ lzjl <€
2 i 28 Te
peut &tre raffinée en
2 - 2
R2 -z z, § R2 + R]e
- 7’
R, (z zji R, (R @)
Si f est une fonction enti&re dans €, pour O «<r (R , on a
2 2
R” + r
(5.3.) Log |f|r\<Log|f|R - @.(0,1) Log ~——x

Rappelons que G&(o,r) est alors le nombre de zéros de f dans le disque
|zl ¢r-

Nous avons utilisé au § 4 1'analogue suivant de (5.3.) en dimension

supérieure.

LEMME 5.4. - Soit f une fonction analytique dans un voisinage d'une

boule BR(O) dans C". Sofent T et T deux nombres réels, 0 ¢T ¢!, r ¢R.

Alors on a

TR
6nr

Log f£f, ¢Log lelly - (1-1) @ (0,r) Log
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Démonstration: Pwcf. {3 , proposition 4, p. 273
(On peut raffiner ce lemme 5.4., mais ce n'est pas utile ici).

On peut envisager de généraliser (5.3.) d'une autre maniére.
D'aprés (5.3.), si S est un sous—-ensemble fini de €, pour toute fonction
f, entiére dans ¢, et s'annulant sur S avec un ordre » K, et pour tout
r, R réels vérifiant max \w[ £r {R, on a
wed

2
R2+r

(5.5.) Log |f] —

. Log |f|R - K Card S . Log

Nous avons dit dans l'introduction que la généralisation naturelle
de la notion de sous-ensemble fini de € était la notion de sous-ensemble
n P .
de € contenu dans une hypersurface algébrique. Pour cette raison nous

introduisons la notion suivante

. . L. n .
Notation. Soient S un sous-ensemble fini de € , et K un entier po-—

sitif . On pose

w(S,K) = inf{deg P; PeC {z], P # O, DkP(w) = 0 pour tout weS$S et keNn,|k|<K}-

Ainsi «w(S,K) est le plus petit degré des hypersurfaces algébriques
passant K fois par S. On notera w(S) = w(S,1).

On a évidemment w(S){W(S,K)  K(S), et, pour n = I, w(S,K) = K w(s),

De plus, comme un polyndme en n variables de degré ¢ A a (A; n) coeffi-
cients, siAyl est un entier tel que (A; n) > (K * E 1) Card S, alors
w(s,K)gA. Ainsi

u}(S,K)$(K+n—1}(Card S)I/n {(n - 1).

I1 est naturel d'espérer généraliser (5.5.) & " en remplagant
K.Card S par w(S,K). Pour cela, d'aprés le lemme 5.4., il suffirait

essentiellement de vérifier e (S,K) 4®f(o,r) pour r pmax ij et pour toute
weS

. . n .
fonction f enti&re dans @ nulle sur S avec un ordre » K. Une telle iné-

2
galité n'est pas vraie en géneral (par exemple pour § = {(],O)}dans c,
K =1, et f(zl’ZZ) =z, - 1, on a w(S) = Card S = 1 et@f(o,r)<] pour
tout r »0. Mais 1lim ®f(0,r) = 1). Néanmoins i1l semble raisonnable d'énon-
£ O

cer la conjecture suivante
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CONJECTURE 5.6. - Soient S un sous-ensemble fini de @n, et € un nombre
réel positif. Il existe une constante r, = ro(S, €) telle gue pour tout

entier K » 0 et pour toute fonction entiére f s'annulant sur S avec un or-

dre »K, on ait

@k(O,r);w(s,K) - K& pour tout r 3 r

Autrement dit cette conjecture stipule que parmi les fonctions qui s'an-
nulent sur S, celles qui ont le plus petit ®sont des polyndmes. Comme

beaucoup de résultats de ce paragraphe, cette conjecture est trivialequand

n=1 (avec ro=m2§‘w}).Elle serait aussi triviale si on autorisait r, 3 dé-
w

pendre de XK.

Voici une premiére justification de la conjecture 5.6. D'abord, si P
est un polyn8me non nul, on déduit facilement du lemme 5.4., en faisant
tendre R vers + o

(5.7.) @P(O,r)$ deg P pour tout r »O0.
Inversement,si f est une fonction enti&re dans ¢ vérifiant

®f(o,r)\<c pour tout t» 0,
alors l'ensemble des zéros de f est contenu dans une hypersurface algébri-
que de degré ¢C. Ce résultat, di & W.STOLL (cf. [3]) , proposition 3 (iii)),
serait une cons&quence de la conjecture 5.6. : pour toute partie finie S
de {w ecn, f(w) = O} » on aurait w(S) ¢ C, et le lemme 5.2. permet de

conclure.

Il y a un exemple en dimension n »2 dans lequel on sait remplacer

essentiellement K Card S par w(8,K) dans (5.5.) ; il s'agit du cas

d'un ensemble produit S = S X ... xS dans €" = ¢x...xC (cf. [10] ,
lemme 1.2.). Il est facile dans ce cas de calculer w(S,K).

LEMME 5.8. -~ Soient Sl""’sn des sous-ensembles finis de €, et soit
S = S1 X oou xSn leur produit dans €".
On a w(S,K) = K min Card Si

1gign
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Démonstration.
p Remarquons d'abord que 1'inégalité
w(8,K) (K min Card Si
lgign

est banale, puisque chaque polyndme

K
P.(z) =] I (z. - 2)
jsSi
s'annule sur S avec un ordre 7 K

Pour démontrer 1'inégalité dans l'autre sens, on procéde par récur-

rence sur n (le cas n = 1 étant trivial) : soit Pe € [z.] de degré stric-
tement inférieur 3 K min Card S. tel que DkP(w) = 0 pour tout|k|¢K et
1¢ig¢n L
weS. Soit w_ &S . Le polyndme
n n
P(zl,...,zn_l, wn) e@[zl,...,zn_ll
s'annule sur Sl X vou X Sn—l avec un ordre » K, et a un degré strictement
inférieur 3 K min Card S. ; d'aprés 1'hypothése de récurrence, ce poly-
lgig¢n~1 *
ndome est nul. Maintenant soit (zl""’zn—l) e(lln_l ; le polyn®me
P
(Z], ’zn—l’ Zn) e € [Zn)
s'annule sur Sn avec un ordre »K , et a un degré strictement inférieur

a K Card Sn' Dol P = 0 «

Le lemme 5.8. donne des exemples d'ensembles S pour lesquels
W(S,K) = Kw(S) . Mais cette relation n'est pas vraie en général
pour n = 2 et S = {.(0,0) ; (0,1); (1,0)} , on a w(S) =2 , et

w(S,2) = 3 (considérer le polyndme z, 22(21 + 2, - 1))

Nous allons démontrer le résultat suivant

PROPOSITION 5.9. - Soit S un sous—ensemble de €. La suite w______(IS(,K)

converge vers une limite D.o vérifiant

w(8) _ 2 <N

o Ogw(S) .

De plus on a w(S,K) 3 _QO K pour tout entier K » O.

w(S)
n

Il serait utile d'améliorer 1'inégalitéﬂo7, -~ 2 , et de savolr
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quelle est la meilleure inégalité possible. Il serait également inté-
ressant de savoir pour quels ensembles finis S on a ﬂb =w(S), c'est-a~-

dire w(S,K) = K. w(8) pour tout K> 0.

Il est assez surprenant de remarquer que la démonstration de la pro-

position 5.9. repose sur le lemme 5.1., que 1'on &nonce ainsi :

(5.10.) 8i S vérifie g; , alors «w(S,K) ¢ (n*+K-1) ¥ +2n ; en particulier

w(8)
n

) - 2

La proposition 5.9. va apparaitre comme une conséquence du théoréme
suivant , qui &tablit un lien entre les différents problémes que nous
P P . . .n .
venons d'évoquer : généraliser (5.5.) & € , minorer ®f(0,r) pour une

fonction f qui s'annnule sur S a4 l'ordre K, minorer w(S,K) en fonction

de K, n et w(S); enfin minorer X quand S vérifie Si.

/N
THEOREME 5.11. - Soient S un sous—ensemble fini de €7 , et lun nom-

bre réel positif. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i

(1) Pour tout €0, il existe une constante r

! rl(S,nﬂ £) telle que

. L . . n
pour tout entier K positif et pour toute fonction f entiére dans €,

nulle sur 5 avec un ordre 3» K, on ait

@ (0,r) » K(Nn - £) pour tout r yr,

(ii) Pour tout § avec O¢ £€¢1,11 existe une constante r2=r7(SyQ,5) telle que

pour tout entier K positif et pour toute fonction f entidre dans €, nulle

sur S5 avec un ordre » K, on ait

R
Log‘f\r <Loglf[R - (I-8)K(Q-¢€) Log E%? pour tout R >»r 2T,-

(iii) Pour tout entier K positif, on a

w(S,K) 3 KN

(iv) Pour tout réelX tel que S vérifie 5; , on a
X 5 0.
Remarque.
Nous montrerons que les propriétés (i),...,(iv) précédentes sont

équivalentes aux propriétés (ii)' et (iii)"' suivantes qui sont des
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conséquences triviales des propriétés (ii) et (iii) respectivement
(ii)' La propriété (ii) est vérifiée pour tous les polyndmes fsﬂl[z].
(iii)"' La propriété (iii) est vérifiée pour une infinité de K.

Démonstration du théoréme 5.11.

(1) =>(ii) est une conséquence immédiate du lemme 5.4.

(i1)' = (iii) . Soit K un entier positif. Soit PKeC [z] un polynd-
me non nul, de degré «w{S,K), nul sur S & l'ordre au moins X. D'aprés
(ii)', on a

w(S,K) 3 KN ~€ ) pour tout £ >»O

(comparer avec la démonstration de (5.7.)).

2

(1ii)' = (iv). D'aprés (5.10) , si S vérifiegzz , on a

w(S,K) ¢(n + K - 1) X+ 2n pour tout K

v

1.

On utilise (ii1i)', et on fait tendre K vers 1'infini.

(iv) ==~ (i). L'idée, due 3 P.LELONG, consiste & nier (i)

I1 existe alors £,0 tel que, pour tout entier N » O, il existe une fonc-
tion enti&re (PN non nulle, et un entier KN >0, avec

® (W)7,KN pour tout weS ,

¢

N
et
®  (0,N) (R (Q-8).
CPN
Soit ¢N = CPE , et soit MN = N KN . Alors S vérifie la propriétéf/;_e,

ce qui contredit (iv). «g

Remarque, D'aprés (5.10.), les propriétés précédentes (i),...,(iv)

sont vérifiées quand on choisit{l= u—)r(lél -2
On en déduit la proposition 5.9. (soit £ = lim sup Ci(—;—’K—) de
° N > w
(iii) ' ==>(iii), on déduit u)(S,K)>/.ﬂ_o K pour tout K »0), ainsi que le

corollaire suivant, qui constitue une premidre approche de la conjec-

ture 5.6.



PROPOSITION 5.12. - Sous les hypothéses de la conjecture 5.6., il

existe r, = r3(S,£ Y tel que

w(sS
CE(O,T); K( ‘ﬁ—l - 2 - £) pour tout T .
Nous avons indiqué un exemple ci-dessus d'un ensemble S pour lequel

la propriété (iii) n'est pas vérifiée avec fL = w(S). Inversement, d'aprés

le lemme 5.8., quand S est un produit Slx cee X Sn, la propriété (iii)
est vérifiée avec 1= w(S) = min Card Si . Pour un tel ensemble
lgign

S1 . xSn, d'aprés (i), la conjecture 5.6. est vraie. D'autre part on

sait démontrer un peu mieux que (ii) dans ce cas : en utilisant des for-
max |z| convient

zeS
(cf. [10] , lemme 1.2.). Un tel raffinement est utile dans certaines ap-

mules d'interpolation, on peut montrer que r,
plications ( (101 , théoréme 2.1.). Ici, il nous suffit d'utiliser la
propriété (ii) du théoréme 5.11. (avecf{l= min Card Si) pour déduire du

1¢ign
lemme 4.1. 1'énoncé suivant qui généralise un résultat de [I]

/ \
THEOREME 5.13. - Supposons que 1'ensemble des we” vérifiant les

conditions 1, 2, 3 du théoréme 2.2, contienne un produit S1 X ... xSn

Alors

m%n Card Sj € g( eyt oo + ey)‘
1{ign

De plus, si f],..., fu sont entiéres, alors

min Card S, ¢ §( eyt - te) - (§- 1.
14ign ] Y

Comme la seule propridté de & que nous ayons utilisée au § 4 est le
lemme 5.4., on peut &videmment démontrer le théoréme 5.13. sans utiliser

aucun des résultats de ce § 5, grice au lemme 1.2, de [10] (ou au lemme 2,

chap. IV, § 2 de [4] ).

Ce théoréme 5.13. laisse espérer une amélioration future de la con-
clusion du théoréme 2.2., sous la forme
Ag§Ce + ovv te,),
et, quand fl""’ fD sont entiéres,

A\(S( 61 + ... +e))) - (S- 1.
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