Séminaire P.LELONG,H.SKODA

(Analyse)
i8¢ et 19e année, 1978/1979.

PROPRIéTéS ARITHMéTIQUES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (III)
par Michel WA LD SCHMIDT

Les deux premiéres parties de cette &tude sur les propriétés arithmé-
tiques de fonctions de plusieurs variables sont parues dans ce séminaire
d'Analyse (Lecture Notes in Math., vol. 524, p. 106~129 et vol. 578, p. 108~
135). L'exposé donné le 21 Novembre 1978 &tait consacré 3 une démonstration
du théoréme de Baker (dans le cas réel homogéne) par la méthode de Schneider
en plusieurs variables, et aux résultats principaux des chapitres 7 et 8 de

[Wa 2] (voir aussi "Transcendence methods" , lecture 9, Queen's papers in

pure and applied mathematics,Kingston (Ontario), 1979).

Le texte qui suit est un développement de la méthode de Schneider en
plusieurs variables, comsistant en une généralisation en dimension supérieure

du théoréme des six exponentielles.

Le théoréme des six exponentielles est 1'énoncé de transcendance sui-

vant : soient Yyseees Yy (resp. X],..., Ad) des mombres complexes Q-linéaire-
ment indépendants. On suppose 2d>2+ d (c'est-3-dire 232 , d33 ol £33 ,

d »2). Alors 1'un au moins des nombres exp(yikj) est transcendant. On en dé&-
duit que si un nombre complexe x est tel que p° soit algébrique pour unme
infinité de nowbres premiers p (trois suffisent), alors x est rationnel.

-~

Nous &tudions une généralisation 3 plusieurs variables :

Yis eevs Yoo Al’ cen Xd sont dans ¢°, et on veut montrer que l'un des nom—
bres exp<Yi,Aj> est transcendant, oli¢Y,A» est le produit scalaire dans .

Nous montrerons qu'un lemme de Schwarz conjecturé dans [ Wa 2] permettrait
d'établir ce résultat sous 1'hypoth&se u{l) u(A)» u(T) + u(i),od
F=Zyl+n.+ﬂg,A=2k}+n.+2kd,auwt1@@wmt@0kkb

let généralisé défini dans {Wa 2] § 1.3. (voir § 3a ci-dessous ; pour n = 1|,
u(r) = rang; I'). Nous &tablirons quelques cas part%gulgfrs de cette conjecture.
Aingi nous montrons que si (xl,xz)eamz est tel que P, Py soit algébrique

pour une infinit& de couples de nombres premiers PysPys alors 1'un au moins

des trois nombres X5 Ky X + x, est rationnel.

Cette &tude est motivée par un probléme de WEIL [We] et SERRE [Se}]
sur certains types de caractéres du groupe des classes d'idéles d'un corps
de nombres algébriques (§ 1). Dans cette direction, nous &tabliroms 1'é&noncé

suivant. Soient k un corps de nombres , {0} 1les plongements de K dans ¢ ,
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et (x )éRd, oi d = [k : Q] . On suppose que le rang du groupe des unités de
k est € 2 . Si ﬂ(ca)xC‘E § pour tout chk , alors (x )EQ . S5i de plus les
nombres W(Ga) 6 appartiennent tous 3 un méme corps de nombres, alors

(xa)EZ’d . Pour le probléme de Weil il serait utile de supprimer 1'hypothése
que les x, sont réels (et aussi de supprimer 1'hypothé&se sur le rang du grou-
pe des unités de k).

Nous énongons d'abord quatre problémes (A), (Ao)’ (B), (C), et nous
montrong (§ 1) les implications (C) =3 (B) ==p (A) =>(Ao). Nous montrons en~
suite (§ 2) que (B) est un cas particulier de la conjecture de Schanuel, puis
(§ 3) que (C) est une conséquence du lemme de Schwarz conjectural de [Wa 2],
§ 7.1. Ensuite (§ 4) nous énongons les résultats due 1'6n peut obtenir sur
1a transcendance des nombres expeY )\j7 et nous les appliquons aux problé~
mes (B) et (C) grice & un lemme de transfert (§ 5) . La démonstration du

théoréme principal (th. 4.1.) est donnée au § 6.

§ 1. Sur certains types de caractéres du groupe des classes d'idéles

d'un corps de nombres algébriques.

a/ Enoncés des problémes.

Soient k un corps de nombres, kk’ (L gA T + rz) ses complétés pour
les valuations archimédiennes, M= [k)\ : R} (n;\ =1 pour I ¢ A £Ty s
no= 2 pour LR X« Ty * rz), f)‘ des entiers rationnels, 25 des nombres
réels, (1¢A ¢ T, +r ), o un nombre réel etfun idéal non nul de k. Pour
o€k , on note oy 1'image de ¢ dans k)\ . D'autre part soit k (Jc) le sous~-

groupe de k=k formé des a/e' ol a et o' sont des entiers de k tels que

L

it

o= a mod f . Pour o€ kx(f) , on définit

f)\

a .

= A “m (o + ip, )
X(a) ¥?J (Io‘}\]) . }a)\} )8 A

S8i gEQ et W)\=0 pour 1A £y + Ty, alors*X(a)ea pour tout
x
a €k (f).
8i, de plus, l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

a)gE 2, et f)\ est pair pour TiACT t Ty 3

b) 2g est un entier impair, r1=0, et f)\ est impair pour Tiek g7y *try
XGZ tels que
r s
A
X(e)=*TTa, u)\)‘ ,
done il existe un corps de nombres contenant tous les X(g) , cxek (JO)

alors il existe des entiers ry, s

Dans [ We ] , A.WEIL demande si la réciproque est vraie. Nous formulons

cette question sous forme de deux problémes. Le premier permettrait de montrer
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que siy est un caractére du groupe des classes d'idéles de k pour lequel les coef-
ficients de la série L de Hecke associée 3 Y sont algébriques, alors X est de type
(A) au sens de [ Wel.

Probléme (A). - 8i X(a) €Q pour tout aek*(f) , montrer que g€Q et que 0y = 0
pour 1‘k4r1 + Ty

Le second probléme concerne le cas ol les coefficients de la série L de

Hecke sont dans un corps de nombres fix€; il s'agit de montrer que X est de type

(Ao) au sens de [We] . Nous montrerons que c'est bien le cas si on suppose & priori

que ¥ est de type (A).

Probléme (Ab)’ ~ 8'il existe un corps de nombres K tel que X(o) € K pour
x ~ .
tout o € ¥ Qf), alors 20 €7, et £ = 20 mod 2 pour 1, * I¢Agr; + 1, Si de plus

r1>,l, alors o€7Z .

Nous introduisons deux autres problémes dont la solution impliquerait celle
de (A) (et donc celle de (AO)) et pour lesquels nous ré&soudrons quelques cas parti-
culiers. Pour les deux problémes qui suivent, nous considérons des nombres algébri-
ques non nuls ak,v s{1gA¢n, v = 1,2,...) et des déterminations log ak,v de leurs lo-
garithmes ., On consid&re des nombres complexes HyseeosX s et on suppose que les
nombres

n
[T
A=1 '

sont tous algébriques.

Probléme (B). ~ Si les nombres log o , (1 g Aé_n ,v = 1,2,..,) sont @

ALV
lin8airement ind&pendants, alors XXEEQ pour I¢i¢n .

Probléme (C). 8i les points de ¢

, loga_ ), (v=1,2,...)

(log a 0,V

l,\)".'

sont Q-linéairement indépendants , alors 1, Xps wee s X sont @-1linéairement dépen—

dants.

Nous allons &tablir les liens suivants entre ces problimes :
(C) == (B) == (A) ===>(Ao) .

b/ Un lemme préliminaire.

Pour &tablir les liens entre (Ao)’ (A} et (B), nous utiliserons le lemme

suivant .
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LEMME 1.1. - Soient k un corps de nombres, k' une extension de k ga~

loisienne surQ,g._[:_J_‘ un idéal entier de k . Il existe une suite a, d'éléments

de k (f) » et une suite p, de nombres premiers deux-d-deux distincts, tels

que
a/ P, Se décompose totalement dans k'

b/ il existe un id8al de k au-dessus de p, » et un seul, F\) » qui divise
( 0,0

cfﬁ ne divise pas (a ), et (a ) est premier & rf(a ).
U<y

Démonstration.

a/ Dans chaque classe d'id8aux de 1'anneau des entiers@de k, on
choisit un id&al entier premier éf‘ Soit/% un idéal entier de k multiple
de chacun d'eux et premier af‘. Gréce au théoréme de Tschebotareff il
existe un nombre premier p totalement décomposé dans k', avec (p,?lb(’) = 1.
Soit {‘E un idéal de k au-dessus de p, soitO]’ 1'idéal entier de k choisi au
début représentant 1l'inverse de ledans le groupe des classes d'idéaux .
Dcnc(’divise?ﬂ;et par conséquent (p,(ﬁy) =} . Enfin soit 8 un entier de k
générateur de 1l'idéal [6(7 Ainsi B est premier 5f, r&. est le seul idéal au~

dessus de p qui divise B, et Fz ne divise pas B.

b/ Par récurrence on va construire une suite Bo’ B!, ... d'entiers
de k premiers Ef, et une suite PosPysees de nombres premiers, tels que

les propriétés a/, b/, c/ soient satisfaites avec o, remplacés par B\)'

Pour construire Bo on utilise le a/, précédent.Une fois construits
Boyree ’B\)-—l , on choisit pour Mbun multiple des idéaux premiers divisant

les B; » (0 ¢i¢v) , ainsi que de leurs conjugués.

¢/ Comme G”If est fini, en remplagant la suite (B s Bl"") par une
suite extraite , on peut supposer 8 = B modf . Comme B est inversible daus
B'/f s = B /B Ek (j:) . Le lemme l 1. s'en déduit facilement.

¢/ Le probléme (Ao).

Montrons que le probléme (Ao) est une conséquence du probléme (A). On

suppose donc

X(a) €K pour tout a€ k*g')

Gr3ce & (A), on peut supposerg€ @ et f)‘

nxc
X(a) = r‘T ( T‘T) Ta)]
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Soit ;2111 une racine primitive 2m—idme de 1'unité, ol m est le dénominateur

de 0 . Soit k' la cl8ture galoisienne de k(i;zm). On peut supposer k'c X ,

On pose
a)\=f)‘+(;pour 14)\41']
ar2 SN =~2—f)‘ + ¢ pour rldsr] tr,.
Ainsi en dé&signant par Opseres Oy d = T+ 2r2) les d plongements de k
dans €, on a
r_I (05 @) JEK

i=1
pour tout aekx(f) , et nous allons en déduire aJ.E Z pour 1 ¢(j,d . On dési-
gne par Tyseess Tqs les plongements de k' dans &, avec d' = {k' : Q) , et
dlS?ﬂS 'rjh? = Uj pour 1¢J¢d. Notons bj = aj pour 1 (j¢(d et bJ. = 0 pour
d¢jg¢d'. Ainsi ar b.

]——I- (Tj(!) ek pour tout a€ kx(f)-

3=1

On utilise maintenant la suite (a\}) construite au lemme !.1. Soient ® un
entier, T le sous-groupe multiplicatif de k'* engendré par les 2d' nombres
Tj a\) > (1gjgad, 1¢v¢®2). Grice 4 la construction des « on vérifie que le
groupe de division de['dans k' est [’ lui-méme. La théorie de Kummer montre
alors que si 1'un des nombres rationnels bj n'est pas entier, le corps obte-
nu en adjoignant 3 k' les nombres

d' b

W(Ta>3

=1
a un degré qui tend vers l'infini quand ¢ tend vers 1'infini. Ceci termine la

démonstration.

d/ Le probléme (A) comme congéquence du probléme (B).

On choisit dans kx(‘f)ﬂ 02* trois nombres multiplicativement indépen-—

dants. L'hypothése X(a)eQ jointe au théorsme des six exponentielles implique
(rl * 21‘2)0’ + 1 iz n>‘ SPXEQ »
donc OE€Q et I n, ¢, =0 .
3 AT

On pose alors n = rl +r, - 1 (c'est le rang du groupe des unités de k)

et on Ecrit que pouraek SC) le nombre

r1+r2 OL n -1n>\¢)\

-f o
X(@) . m(;a}) A{alixc” ﬂ ! %,
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est algébrique. Utilisant le lemme 1.1., on définit
o = IUAG\)/GI_I +r2avl’ (Tghem, v = 1,2,...)
x,= in)\‘p)‘ s (Tghgn) .
Pour ré&soudre le probléme (A) il suffit donc de résoudre le probléme (B) dans
dans le cas particulier oii les X, sont imaginaires purs et les axvsont réels.
Le nombre des variables qui interviendront sera le nombre de Dirichlet de k,

n=rl+r2-l.

e/ Le probléme (B) est un cas particulier du probléme (C).

Nous allons établir un résultat plus précis : pour résoudre le problé-

me (B), il suffit que 1'on montre, sous les hypoth&ses qui y figurent, que

les nombres 1, Xypees, X SONE @-linéairement dépendants.

Démonstration.

On démontre ceci par récurrence sur n. Le cas n = | est banal. On sup~-
pose les hypothé&ses du théoréme (B) vérifiées. Or suppose donc de plus que
l'on a démontré la dépendance linéaire sur Q de 1, Xyperey X oo Soit
1, El,..., Er (avec Ogr<n) une base sur § du § espace vectoriel engendré

par 1, Xyseens X :

n T
= + b .
STt L P B o (sde®
Supposons r 3 1. Posons
n
1 = s $£8% s .
og Bs,\) A)=:1 b)"s loga)\’v (lgsgr , v 3 1)

En extrayant une sous—suite d'entiersVv, et en réordonnant les indices s, on

peut supposer que pour tout Vi, logB1 PPt log Bt sont @-lindairement in~—
» ’

»
dépendants, et que

t
log Bj,\) = ui=21 cu’j’vlog Bu,\) , (t<jigr) ,
avec cu’j’veq » et 1gt<r . L'hypoth&se d'indépendance linéaire des
log a)\,v permet detvérifier
log 65,\)= L cu,j,l log Bu,\) , (t<jsr , v21).

u=|
On vérifie aussi que les nombres Bu v (1 gugt ,vy1) sont Q-linéairement
£ 2

indépendants , et que si on pose
r

Yy =X, * j=§+] cu,j,l xj , (lgugt),



alors

L _
T—T 8 € Q pour tout v 21 .
a=] BV

Comme 1, Vys eoes ¥y sont Q-linéairement indépendants, 1'hypothése de récur-

rence donne une contradiction. Donc r = 0, et Kys ove 5 X sont rationnels.

f/ Deux méthodes duales.

I1 y a deux méthodes de transcendance pour attaquer les problémes
(B) et (C). La premidre utilise les fonctions
z Xjzp b b x oz

i n 171
€ 4, ses 4 € s € »

et les points de
2y, * . R YL

avec
2= En
Yy (log al’v, ooy log “n,v) ¢ , (vz1).
La deuxiéme utilise les fonctions
a v
fv(zl,..., zn) = I:I %y (v21) ,
avec les points de "+ 2 (x],...,xn) .

L'étude que nous ferons au § 3 montre que si on disposait d'un bon
lemme de Schwarz , on pourrait résoudre les problémes précédents par 1l'une
ou 1l'autre des méthodes. A 1'heure actuelle les lemmes de Schwarz que l'on
connait sont un peu plus précis dans le cas de sous-groupes de Rg?, et les
conditions diophantiennes qu'ils nécessitent sont plus faciles 3 vérifier
dans le cas de sous-groupes de rang n + 1. C'est pourquoi nous développe-
rons suttout 1a deuxidme méthode (§ 4) en supposant (xl, vany xn)GRn .
Avec cette hypothése , nous résoudrons les problémes (B) et (C) dans les
deux cas particuliers suivants :

a/ n=2
b/ 1le degré de transcendance sur § de Q(xl,..., xn) est inférieur ou égal

al.
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§ 2. Lien avec la conjecture de Schanuel.

Nous montrons d'abord que le probléme (B) est un cas particulier de
la conjecture de Schanuel. Puis nous dé&finissons un exposant de Dirichlet
(I pour les sous-groupes de rang quelconque de Gn, généralisant le¢ nombre
p (T, € dé&fini dans [Wa 2] > § 1.3, quand T est de type fini. Nous mon-—
trons enfin que la conjecture de Schanuel implique u(L(k*)) =0 quand

Y. +r
L kx SR 2 g5t le plongement logarithmique d'un corps de nombres.

Nous utiliserons uniquement la cons8quence suivante de la coujecture

de Schanuel (cf. par exemple [Wa l] ., § 7.5.) : si log Oys see s log o, sont

des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres alg8briques, alors

log &, ..., log o, sont algébriquement indé&pendants.

a/ Le probléme de WEIL est un cas particulier de la conjecture de

Schanuel.

Nous &tablissons pour commencer le lemme suivant :

LEMME 2.1. ~ Soient log o vdes logarithmes de nombres algébriques,

A,

1<Ag<n+l, 1 <v <n+l. On suppose que les nombres log Ay (g rgn, Igugntl)

¥
sont @-linéairement indépendants. Si le déterminant (n+1)x(n+l)

)

det(log ak,v

est nul, et si la conjecture de Schanuel est vraie, alors les &léments

Y, (Igh gntl)

(log ay greecs log ax’n+]

n+l P P
de € sont @-linéairement dépendants.

Démonstration.

Soit n2 +n + r le rang sur Q du Z-module engendré par les nombres
log o » (I1€xgn+l, Igyucntl).
PNy

a/ Montrons d'abord que r = 0. Aprés une &ventuelle permutation, on &crit pour

1 &s <n+l-r
n nt+l T
= o N
log an+l,r+s Ail vil as’x’vlogaxa)+ tE[ bs,t log ntl, v

On développe le déterminant sur la derniére colonne; on obtient ainsi un polynOme
en loga}\,v, {lgA¢n , Igvg n+l , et A=n+l, 1SV L) ; si r31, le coeffi~
cient de

log o

a1, 1 {log a2,l vo. log o )

ntl,n

est €gal 4 1, ce qui contredit la conjecture de Schanuel.
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Donec r = 0, et S
I a

T (lg sgn+i).
A=} v=1

log o loga

+1,s 5,4,V A’

b/ On montre que a = 0 pourv# s. Pour cela on développe le déterminant

S, A5V
comme un polyndme en log o v (1gign , Iy gn+1), on considére des entiers
3

)‘o’ v, 8, avec 14}\04 n, l<\)o<n+l, 1<SO< n+l , on choisit n—~1 entiers

. . . v .
Fpaeeen d tels que {so, Vs dyseees J)‘o,..., Jn}={1,...,n+l},

>\°-l, J)\o+" RS | Jn

et on considére le coefficient de

2
log al,j ... log Oy o3 (logaxo’vo) logoc)\o+1

oo loga_ . .
1 o A -1 n
[+]

’j)\ +1 ’Jl‘l
o

Ce coefficient est a . e(oo) oli € est la signature et 006 Sn+] est

so’)‘c»’\)c’
défini par
00(1) =15 1gign , 1 4 ).0
GO()\O) = \)O,
Oo(n+l)= S

Deonc =0 pour s # v, et on peut Bcrire

as,k,\) a
= +1).
log O‘nﬂ,s le :;17\’8 1°ga)\,s , {1€8 ¢n+l)

c/ On montre que a ne dépend pas de s. Pour simplifier les notations on

A,

le montre pour A= 1. Soient 5,98 deux entiers distincts entre | et n+l ;

1
on choisit jZ""’jn tels que {so, s j2""’jn} = {1, 2, ..., n+tl} ; dans

le développement du déterminant le coefficient de

log o,y .. log a

P n,i,

i = . ) 1
est 8(0’0) al’so + ewl)al,sl ol e(co) -e(cyl) La conjecture de Schanue
. On obtient finalement des nombres rationnels

log a],s log al,s
) 1

implique a = a
pliq l,so 1,sl

8,,++» , a_ tels que
1 n 2

log ntl,s Ail A log @ s o {(lgsgntl),
ce qui démontre le lemme 2.1.

L*'application au probléme (B) se fait de la manidre suivante. Sous

les hypothéses du probléme (B), on définit
n
+1).
log o )\E! %, loga)"v,(lsvsn 1)
Le lemme 2.1. entra‘inenalors (si la conjecture de Schanuel est vraie)

n+l,v

log o )\51 ay 1oga)‘,v , (1€v € n+l)

et, en admettant la conjecture de Schanuel , le déterminant de la matrice

+1,v

(log oy \’), (1 € A, v¢n) est non nul. Donc x, = a, pour tout A= l,.., n.
1 4

X A
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b/ Exposant de Dirichlet généralisé pour les sous-groupes de rang

infini.

Soit I'un sous-groupe de ¢ . On définit
rang, SW(P)

WD = min codim W

quand W parcourt les sous—espaces de ¢" distincts de ¢n, et Sy est la sur~
jection canonique g® —~¢"/W. Dire que p(I') est fini est &quivalent i dire
qu'il existe un sous-espace W de ¢n, de codimension 1, tel que SW(F) soit de
rang fini sur Z. SiT lui-méme est de type fini, ce coefficient u(I") coinci-
de avec le nombre u(l, ¢™) défini dans [Wa2}§ 1.3. Dans le cas général,

U(T) =» gi et seulement si pour tout réel p >0, il existe un sous~groupe T’
deT de type fini tel que u(I'')>u (on utilise un argument de compacité).

¢/ Conséquence de la conjecture de Schanuel.

r,+r
1

Soit L : k¥ —>R

bres k. Montrons que la conjecture de Schanuel implique u(L(k*)) = w,

le plongement logarithmique d'un corps de nom-

D'aprés le lemme 1.1., il suffit d'établir le résultat suivant .

LEMME 2.2. - Scient 1og(x;\ v’ {(1€X<n, 1gv<y) des logarithmes
4

@-linéairement indépendants de nombres algébriques, avec 23 n . On définit

Y, = (log a,

s s -e., log “n,v) , (1svg ),

\Y]
et

I'=Zryl+...+2y£cc“.

Si la conjecture de Schanuel est vraie, alors u(rI') = % .
Démonstration.

a/ Soient 61, veey 5: des éléments Q-linéairement indépendants de T,
O0&r <4, 11 existe des éléments 6r+l’ v ,61 de ' , tels que 61, vees 61

soient @-lindairement indépendants, et tels que si on é&ecrit

5j = (1°g B!, > log Bn»,j') Py (lsj < Z)’

PO
alors les nl nombres log BA j sont @-linéairement indépendants.
3

On démontre ce résultat par récurrence sur r, le cas r = O étant ba-
nal . Grdce 3 1l'hypothése de récurrence on peut supposer Gj = Yj pour
1<j <r. Notons 2

§_ = 2 h,v. .
T j=1 3 ]

Comme 61,..., Gr sont @-linairement indépendants, il n'y a pas de restric-

tion 3 supposer h, # 0. On définit alors Gj = Yj pour r + 1<j < 2. On a
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ainsi pour 1€A<n

1ogB)‘j = 1ogot)"j pour j #r, 1<j €2

et 2

log B = L h, log®y : .
B0 T 0 B
On en déduit facilement le résultat annoncé.
b/ Soient 8., ..., §_ des Eléments §~linBairement indépendants de [,
1 T
avec r€n . Si la conjecture de Schanuel est vraie, alors 5], ceey 61: sont

¢~linéairement indépendants.

En effet le rang de la matrice (log B)\ j)lsl<n est alors
b ) 3

1€j<r
égal 3 r.

¢/ Soit W un sous-espace de €, de dimension r, avec 0<r<n . Grice
3 b/, 1a conjecture de Schanuel implique rang, 'NWwgr , done

bor o 2
n~-r n

.

u(l) = min
ogr<n
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§ 3. Conséquences d'un lemme de Schwarz conjectural.

Soient I'= Wyl + ...+ ZYg‘etAﬂ Z’kl + ...+ 2 "a deux sous—groupes
de type fini de ¢" de rang % et d respectivement. On cherche 3 montrer que,
sous des hypothéses convenables, 1'un des nombres

exp <k, v> , (A€A,vyel)
est transcendant. On &tudie ici les conséquences de la conjecture 7.1.10 de
[Wa 2] (on montre en particulier qu'elle permettrait de résoudre le probléme

©).

La conjecture 7.1.10 de [Wa 2] stipule que T satisfait un lemme de
Schwarz avec 1'exposant H(T ) - € pour tout £>0. Nous supposons cette con-

jecture vraie ; nous supposons de plus que les nombres

eXp< Ay Y > (A€r , yeT)
sont algébriques, et nous en tiroms les conséquences.

Consé&quence 1. wrm g ‘—;L- + 1.
Cette inégalité résulte du théoréme 8.3.1. de [Wa2).

Conséquence 2, wMud) < (M + uway .

Pour cela nous utiliserons le lemme suivant (mentionné dans EWa 2:}
§ 2.5b et § 8.2c).

LEMME 3.1. ~ Soit W un sous-espace de ¢". Les fonctions

exp< y, 2> , (YET) , restreintes & W, engendrent un corps de degré de trans-

cendance >u(T) dimww .

Démonstration du lemme 3.1.

Soit w ,..., v, une base de W sur € ; soit p : ¢ —c 1'application

1°°
définie par
p{x) = (<x,w]> s sees <x,wr>) .

Le degré de transcendance sur € du corps engendré par les restrictions & W

des fonctions exp<y, z> , ( YET ) est &gal au rang de p(I) , et
rang, p(l)
u(l")\<m-—_ .

Démonstration de la conséquence 2.

D'aprés le lemme 1.3.1. de [Wa 2] , il existe un sous-groupe I'' de T

de rang &' contenu dans un sous-espace W de ¢" de dimension n' tel que
[ AN
u(rt, w)";"‘t >/H-

D'aprés le lemme 3.1., parmi les fonctions exp<i, z > , A€ A, restreintes
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3 W, il y en a au moins d'yn' y(A) algébriquement indépendantes. De la con-
> o g

séquence 1 on déduit

A 4!
g T
done p(A) ¢ 7 % o Comme u{(I') < %- , on obtient 1'inégalité annoncée.

Conséquence 3. p(f)<<§—§—g' et uwh) <3 % gl

Nous avons déji montré la deuxiéme inégalité A partir de la conséquen-
ce 1 (et 1la premidre inégalité s'en déduit par symétrie) mais il est facile
de les déduire toutes deux directement de la conséquence 2 par récurrence

sur n en utilisant le lemme 1.3.1. de [Wa 2] .

Conséquence 4. Dans le probléme (C) , il suffit de faire varier vde 1 &

n2 +n+ 1.
En effet, choisissons A= "+ Z(x},..., xn), d = n+l,

Yy, 1gvg?h, £=n2+n+l,

cee 5, log O
n x>

Y, = (log 4w v
T =12 Y + ...+ 2 Yl . Par hypothé&se les nombres e<Ys sont algébriques,
donc

9 1

AR

Donec 1, Kpseors X sont @-lindairement dépendants.

Congéquence 5. Sous les hypothéses du probléme (B), en notant

= n
Y, (log @y, s log ey Je€ , (v D)
et
r =ZY1+...+ZYV+... ,
on a
u(r) = o,

En particulier on en déduirait u(L(k*)) = o pour le plongement logarithmique L
d'un corps de nombres k, résultat que 1'on avait aussi d&duit de la conjec—
ture de Schanuel. Il peut &tre intéressant de noter (pour une éventuelle
récurrence ultérieure) que la démonstration de la comséquence 5 utilise un
lemme de Schwarz 7.1.10. en n~1 variables. (En particulier la conséquence 5

devient un théoré&me pour n = 2).

Démonstration. Si W est un sous—espace de 2" de codimension 1 tel que
sw(r) soit de rang fini sur #, on construit une suite (5],..., 6v, ces )

d'éléments de T'n W tels que

6v = (log Bl,v, ..., log %h Y, (v 1)

v
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oii les nombres log Bk,v (lgign 3V 3 1) sont @-lindairement indépendants.
On &crit que les dvappartiennent 4 W, et on est ramené 3 résoudre le problé-
me (B) {(avec n remplacé par n~1), ce qui est possible grice 3 la comséquen-

ce 4 (avec n remplacé par n~-1).

§ 4. Enoncés des résultats.

Considérons de nouveau deux sous-groupes de type fini de ¢” de

rang % et d respectivement ,
w 4Y g
r P et 2Ty

= + ... F .
A Z}\l 2Ad
Si on sait 3 priori que T satisfait un lemme de Schwarz avec un exposant

éy>§ + 1, alors le théoréme 8.3.1. de Eﬂa 2] donne la transcendance de 1'un
des nombres exp<)\i R Yj> , (1€igd, 1¢3 g¢2). 8i=n+1, il suffit de
connaitre un lemme de Schwarz avec un exposant @1 pour obtenir la conclu~

sion dé&s que d est suffisamment grand (d)-gg%a R

Dans [Wa 2] nous avons montré comment vérifier un lemme de Schwarz
pour I connaissant un coefficient de densit&. La d&finition de ce coefficient
(cf. Eda ﬂ, § 1.3.) requiert une propriété pour tous les TN’ N 2!, Ici nous
supposerons seulement que cette propriété est vraie pour une infinité& de N,

et nous appellerons la condition suivante hypothdse faible de densité. Nous

& n . - o eax ~
1'énongons seulement dans le cas I' CR, mais une &tude similaire peut &tre

faite dans € = R?" .

Hypoth&se. Il existe deux nombres réels positifs cet K tels que pour une in-
e . . ez . n

finité d'entiers N »1, on ait la propriété suivante : pour tout LE€R  avec
ICI £ 1, il existe Y ¢ PN tel que

ic - YI < c NI-K P

d
THEOREME 4.1. - Si K>§:H~, alors 1'un des nombres exp <Ai, y5>

est transcendant.

Nous allons donner plusieurs conséquences de ce ré&sultat, nous
démontrerons ensuite les corollaires en utilisant un lemme de transfert

(§ 5), et nous démontrerons le théorZme 4.1. au § 6.

Quand 2 = n+l, 1'hypoth&se est &quivalente 3 la suivante :

Yl’ veey Yn sont R~lindairement indépendants , et si on écrit

=x Y, 4+ ...+ x_Y_ , alors il existe une infinité d'entiers H tels
n+l 11 n n
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que

lh + hx, + ...+ hx l >e Hl/(l_K)
o 11 nn 2

pour tout ho’ ey hn entiers rationnels non tous nuls de valeurs absolues

PR < . s d .
inférieures 3 H (c¢f. § 5 ci~dessous). La condition ¥ >—— revient alors

d-n
3 dire que le nombre C = 1/(k-1) vérifie C <% - 1.
COROLLAIRE 4.2. - Soient Ky vees X des nombres réels.

Soient log aj v (1£j<n , 1€vgd) des logarithmes de nombres algébriques.
b4
On suppose que dans ¢” les d vecteurs

2ot log an,v) , (Igvgd)

(log a

sont Q-linéairement indépendants. Si les d nombres
n X,

[ el (svgd)
j=] 33\) d
sont algébriques, alors pour tout C>0 vérifiant C<-H -1, il existe un

entier H0 tel que pour tout }{}Hb 1'inégalité
b+ h ¢
o

X + ... + hx |<H—
171 nn

. . +1
ait une solution (ho, ees hn)E 2" avec

0 <max Ihi{< B.
0g<ign
Le résultat est non trivial si on peut choisir C>n. D'autre part
pour n = 1 et d = 3 on obtient le théordme des six exponentielles dans le
cas x, €R.

1
e cas n = 2 est spécialement intéressant.

COROLLAIRE 4.3. - Avec les hypothéses du corollaire 4.2., on suppo-

sen =2 et d infini. Alors I, x,, X, sont Q-linfairement dépendants.

1 72
On en déduit immédiatement une solution du probléme (C) dans le cas

n=2, (x],xz)e Rz. De plus le corollaire 4.3. montre que sous des hypothé-
ses naturelles une matrice 3 o dont les coefficients sont des logarithmes

de nombres algébriques réels a un rang égal a 3.

Nous déduirons du corollaire 4.3. les deux résultats suivants an-

noncés dans 1'introduction.

COROLLAIRE 4.4. ~ Si X ,%, sont deux nombres réels tels que

2

X, X
Py Py soit algébrique pour une infinité de couples de nombres premiers

PysPgs alors 1'un au moins des trois nombres X ,X,, % +X, est rationnel.

COROLLAIRE 4.5. - Soit k un corps de nombres de degré d dont le

rang du groupe des unités est €2. Soit{gl}l'ensemble des plongements de k

dans ¢ , et soit (gy)eﬁﬁp On suppose gque pour tout aek® il existe des
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des déterminations log oa des logarithmes des conjugués oo de o telles que
X -
T“‘I( on) %eQ. Alors (xc) GEQd.
g ]

Nous montrerons aussi que sous les hypothéses du probléme (C) dans
n .
le cas (xl. ceey xn)iER , 81 on suppose que le corps Q(xl, veey xn) a un
degré de transcendance sur § inférieur ou &gal 3 1, alors I, Eiserer X sont

@~linéairement dépendants. De plus

COROLLAIRE 4.6. -~ Sous les hypothéses du corollaire 4.2., on suppo-

§§.xj = xJ, (1gjgn), et d >3n2 +n+ 1. Alors x est algébrique de degré
£ n.

Démonstrations des corollaires.

1/ Pour déduire le corollaire 4.2. du théoréme 4.1., on pose

; n
T=2Z + Z(x], . xn) .
A=7AI + ... +7Ad
Av = (log ap e s log an,v)’ (gvgd),

et on utilise le lemme de transfert ci~dessous (corollaire 5.2.).

2/ Démontrons le corollaire 4.3.. On suppose donc n = 2, et
1, Xy X, @~linéairement indépendants. On pose

log 8= x, log ) log R

ainsip est algébrique. D'aprés le théoréme de Baker et Feldman (cf. par

exemple (Wa l] , théorBme 8.4.1.) il existe un nombre C1> 0 effectivement

calculable ne dépendant que de log o log dy s log B, tel que si
>

(bo’ bl’ bz) 652'3 vérifient

1,1°

<

|b0 logg+ b, log ot b, log a2’1|<3
avec B = max {[bo ’Ib1l . }bZ; , 2} , alors

b0 log B+ b] log a. + b2 log az’l = 0.

1,1
Soit C »2 ¢, + L. D'aprés le corollaire 2 avec d >2(C+1), pour tout HyH
il existe trois entiers rationnels non tous nuls tels que
-C
By + Byxy + hyxy <t
et

O<max |h,| <H .
j=0,1,24

On supposera, ce qui ne restreint pas la généralité, que ho’hl’hz sont pre-
miers entre eux dans leur ensemble. On 8crit “la relation précédente pour
H' =H+ 1 :
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-
1 1 ¥
lhQ *+ hyx, + h2x2|< (" + 1)

O<max |hl]<H+ 1.
j=0,1,2 7

On pose

o
]

Y ot

o = BiPy ~ Byhy
Yot

b, = h hy - hoh,

- Vot
2 = Byhg = hybo,

et on remarque que
2
max{[b | , [b,] , [b,|}<2H
et

b x, + b, ]<sm” (7D

1 1
-{c~-1)
Ibx, + b21<3ﬁ .

donc

~(C-1
]bo log B+ b, log a; + b, log a,]< 3(Jtog o + |log 0,]) B ©-n,

Dés que H est suffisamment grand, disons H 2H (avec H] sz) on en

1’
déduit
bO logfB + bl log al,; + b2 log a2’1 = Q,

Montrons que (bo,bl,bz) = (0,0,0). Sinon log B, log a log o sont

1,1° 2,1

Q-linéairement dépendants, et on distingue deux cas

a) log Ay g log &, 4 sonmt @-linBairement indépendants ; il existe alors
H] *

un couple unique (r,s)€QxQ tel que

b b
log B+ r log o + s log o = 0, donec v+~ =r, — = g, ce qui est incompa-
1,1 2,1 b, b,
tible pour H suffisamment grand (H )Hz) avec les inégalités
=(C~1) o
|boxj + bj|<3H , (G3=1,2)

car (Xl’ xz) & QZ.

b) log Gy ;= F log a , avec r€4Q. Alors
i

1,1

b, log B= - (bl + rbz) log al’]

=b {x, +r x,) loga N
o1 2 1,1

ce qui contredit notre hypoth&se sur 1'indépendance lindaire I, Xy Xye

Ainsi, pour tout H )Hz, on a b0 = b] = b2 = 0, donc

(ho, hl’ hz) = (hé, h;, hé)-En écrivant cela pour H = HZ’ H2 + 1, ... , on
en déduit hO + hlxl + hZXZ = 0, d'ol la contradiction.
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X, X
3/ Supposons que (x], xz)ele soit tel que P; Py € Q pour une

infinité de (p], pz) premiers. D'apr&s le corollaire 4.3, il existe

(a, b, c)e 23 avec {a, b) # (0, 0) et ax, + bxz = ¢ , Alors

x
b -a,1
(pyp,) €Q.
Si a et b sont tous deux différents de 0, on déduit alors du théo-

réme des six exponentielles a = b, x, + %, €Q, et de plus P; = p, pour

1
tous les couples (pl, pz), sauf peut-8tre deux.

Si par exemple b = 0, alors a # 0, et xle © ; de plus les nombres
p, prenment au plus deux valeurs distinctes, d'aprés le thdordme des six

exponentielles.

On notera que, compte-tenu des résultats explicites actuels de
la mé%?odgzde BAKER, si l'une des relations du corollaire 4.4. est par exem~
ple 2 ° 3 " = 5, alors le nombre de couples (p],pz) que 1'on doit utiliser
pour obtenir la conclusion (c'est-i~dire le nombre d dans le corollaire 4.2.)

est de 1l'ordre de 270.

4/ La démonstration du corollaire 4.5. repose sur le lemme 1.1. et
se fait de maniére analogue d celle de 1'implication (B) w3 (A) au § 1d. On
remarquera que la démonstration de 1l'implication (A) ==>(Ao) montre que si
tous les nombres

X
T coo’

sont dans un méme corps de nombres, alors (xc)e .

5/ Supposons que le corps Q(xl,...,xn) ait un degré de transcendance
sur @ inférieur ou &gal 32 1, et que 1, Epseers X soient Q-linéairement indé-
pendants. Soit K = Q() une extemsion transcendante pure de Q telle que
Q(xl,..., Xn) soit une extension algébrique de K. En prenant la norme sur K
de ho + h]xl + .. hnxn , on construié pour chaqueH>,H0 uncgolyname non
nul PHEEIX] tel que log {PH(G')]<—<:1 H 7, deg PH‘ Cys H(PH)gH , ol
€1s €y Cq Me dépendent pas de H. Si C» 3 Cylq s le critére de transcendance
de Gel'fond (cf. par exemple {Wa ﬂ , th. 5.1.1.) montre que PH(GQ = 0 pour

tout H3H , donc h_ + h,x, + ... + hx = 0, d'oii la contradiction .

[} [} 171 nn

On notera que si Xpseees X sont tous algébriques, il suffit, grice
au théoréme de Baker, de choisir d = 1 .,

D'autre part si xj = xJ, (lgjgn), on a cy, =mn, c3 = 1, et dé&s que

d> 3n2 + n on peut choisir C >3c2c3 .



§ 5. Un lemme de transfert.

Nous donnons ici le lemme de transfert qui a été utilis@ dans la

démonstration du corollaire 4.2.

Notations. Sc>1ent(9’ (]< igm , 1€} <n) des nombres réels . Soit
£ =m + n. On considére une base Yio occee Yy de &% (resp. (5!,..., ) ) de B™)

et on définit

n
Yoot “j)il &i,j Y o (1 ¢igm)
et o
ijziil 6:3 8 (1¢jgn) .
SoientT=2 y, + ... + Z y,CR" et A=Z§ + ...+ zazca‘“ .

Quand H et N sont des entiers positifs, on note
Ty ={al Yl *eee v a5 (8., ay)e 7 ; max Iak] <H}
Igkgl
et
A, ={b, & + ... +b § ; (b,,.u., b)E 2% ; max <Nk
N 19 g Sy 1 % 1<k;<2[bkl
Le résultat principal de cette section est une version quantitative du
théoréme de Kronecker, due A Khintchine.

PROPOSITION 5.1. - Il existe des constantes positives €13CpsC35C,

effectivement calculables en fonction de m, n et | 9’1 i |, (Igigm, Igjgn)
3

ayant la propriété suivante. Soient H et N des entiers positifs.
al si

min{[6] ; & €A ,6 40} 3c, B

alors pour tout ZeR® avec |§l g.l_; il existe vy eI‘H tel que
by-zl cep N .

b/ Inversement, si pour toutf €R" avec |Z|¢l, il existe y€ Ty avec

-1
ly-tl seg N,

alors
1

min{|§] ; §€b > 67 0}3c, H .

Démonstration.

On considére les formes linéaires
m

Lj(xl, ere o xm) = I 0;-_ j xi 3 (1&1 J< n)
=1 s
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et

[ne =]

u, (1€1i€m).

Mi(u], ...,un)= (91‘,3. 5

j=1
a/ L'hypoth&se entraine que pour tout u = (ul,..., un) €7" avec
max Iu.|‘c5 N , on a

I, )

lei<n max HMi(u)H ey B
I<igm

oli 1a double barre est la distance 3 1l'entier le plus proche .

-1

On en déduit

l<u,>) ¢ <@ 72 24!

max { X max |M. (W) || ; C max |u.]|}
- Igism © igjgn 3

avec X = ¢y H, C = cg N . D'aprés le théoréme XVII B de[Ca]l, p. 99, on

en déduit 1'existence de a€Z" avec
max IIL.(a) - z;n £C
1€jsm 3

et

max la,] € X .
Iigm

-1

L'existence de y vérifiant |y ~ 1|« e, N s'en déduit facilement.

§ # 0 tel que|d|<c, #! . on note

b/ Supgosons qu'il existe 6€AN,
n .. n
= = €
8 kzl bk 61( s U (bm+l""’ bm+n)€iR , et on choisit [E€R tel que
. 1
CRSEEY

Le théoréme XVII A de [Ca] > P. 99 montre que pour tout Y€ FH , on a

"Y“ Q‘ > C3 N-l

La proposition 5.1. est ainsi démontrée.

. . o s A n
Soit &> 1. Pour que T ait un coefficient de densité » ¥ dans R,
il faut et il suffit que 1l'on ait

min{|§]; §€A, 5 6 # 0} 3 ¢4 N/ D

pour tout N »1. Pour que I vBrifie 1'hypothi&se faible de densité (cf. § 4),
il faut et il suffit que cette inégalité soit satisfaite pour ume infinité
de N.

On remarquera que quand £=n + | et = 2"+ Z(xl,..., xn), alors A

17 e Xy et les conditions pré-

cédentes sur AN concernent les formes linéaires en !, Kys weny Koo

est le sous~groupe de R engendré par 1, x
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COROLLAIRE 5.2. - Soient «, iy svey X des nombres réels,

K >0, On suppose qu'il existe un nombre réel c10> 0 et une infini-

- hn)esz“ vérifiant

té d'entiers H>0 tels que pour tout (ho, h],
O<max |h,|<H, on ait
0gjgn -
b +hx +...t+hx|>ec w/U7K,
o 171 nn 10

Alors il existe un nombre réel €41 >0 tel que pour une infinité d'entiers

N >0 on ait la propriété suivante : pour tout (Cl,..., in)G!Rn vérifiant

max {c.fsl, il existe un entier k€Z, - Ngkg N, tel que
1€j¢n

"Cj -k Xj” scll N]—K pour 1<j<n .

Le théoréme 4.1. et la proposition 5.1. permettent de ramener la
solution du probléme C dans le cas ol les nombres log ak’v , {(1€Xgn, v3 1)
sont tous réels (seul cas utile pour le probléme (A)) 3 la condition d'ap-
proximation diophantienne suivante.

Avec les hypothé&ses du probl&me (C), on suppose (ce qui ne restreint
pas la généralité) que les n points de c®

log Gy « 5 «ee logty .), 1gig<n
(log a; . » log o o i<

sont €-linéairement indépendants; on peut alors dé&finir (Cﬂ N 6; v )
s 3

, ++0y log o )

pour v » ntl , comme &tant les coordonnées de (log ¢ .
’

1,v
dans cette base :

n
log Oy = I & _ loga (1€ X € n, v 3o+,

j=1 sV )ij ’
Montrer qu'il existe 1, 0 <n <%~ , et § entier positif , tels que pour une
infinité de H 1'indgalité
% n -n
(5.3.) z ] £ n 6 v“‘ |
v=o+t1 j=1 I I

. . . n
n'ait pas de solutions en entiers (hl"°" hn)GEZ avec O <max Ih.|< H.
Igjsn
Ici, méme le cas n = | n'est pas trivial, Par exemple peut-on

montrer l'existence d'un nombre n <1 tel que pour une infinité de H>O
on ait

. log 3 log 5 -n
nin {”h‘l—oﬁ'—zﬂ +nhgg'-°2-m>ﬂ ?

o<|h|<H
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§ 6. Démonstration du théoréme 4.1.

.. N . . N :
Soit F un entier suffisamment grand pour lequel 1'hypothése faible
de densité& est vérifide : pour tout ;ezm“,!clsl, il existe YWETNIZ vérifiant

) 1=K
Iz - vlge, N'7° .

On suppose que les nombres exp <Ai, Yj> , (1gig<d , 1 j <) sont tous algé-

briques, et on en déduira une contradiction.

seront des constantes convenablement

Les nombres cys Cos +ees C
Nl+(nK/d), L = [c} Nnx/d] , et

25
choisies indépendantes de N, On définit X =
on remarque que 1'hypoth&se 1 +(nk/d)<k entraine que X et LN sont petits

P

par rapports & N¢ .

Premier pas. On construit un sous—ensemble EN de PN vérifiant

Card Ey € c, N

et tel que pour tout CeiRn,IZISN/Z, il existe O € EN pour lequel

It - ol sec, N

On décompose le cube [—c4 N, ¢, N]n de R en K" cubes, avec
K = [05 NK] et dans chacun des petits cubes on choisit un point de FN’
ce qui est possible grice & 1'hypoth&se faible de densit&. Soit EN 1'ensem~

ble des points ainsi choisis.

Deuxiéme pas. Il existe des entiers ratiomnels.

Pl = pC 1, oeusliy), (0$u5<L, 1<]j<d) vérifiant
Q <max|p(u)|«$exp(c4 X)
W

tels que la fonction

F(z) = F(zp, ooy z) = EpG) [T
H

. =1
satisfasse

F(o) = 0 pour tout 0 € EN .

Grice au lemme de Siegel (cf. par exemple [Wa 1],lemme 1.3.1) on

2 N < . d .
résout le systéme de Card E, &quations 3 L~ inconnues

N
u. €A, ,0>
TpG TTe® © =0, (0€EY
u i=1

dont les coefficients sont des &léments d'un corps de nombres, de taille

logarithmique majorée par cg X.
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Troisiéme pas. Pour toutyeI’N ona F(y) =0,

La construction de EN au premier pas et le lemme de Schwarz 7.3.5.
de [Wa 2] montrent que pour R>r> g N, on a

R
log |F|r< log |F]R - e N* log ‘—:;; .

Pour R = ¢g N on a log ]F|R< ;o L R€c;; X. Soit yEly ; on en déduit

11
‘ K

[F(rylgexp (- e, B

Comme la taille logarithmique de F{Y) est majorée par €43 X, en prenant la

norme on trouve F(y) = 0.

Quatriéme pas. Pour tout entier M>N on a

(I)M F(Y) = 0 pour tout YE&T,
et
-
(I1)y, log |F | CMMS- cs M N

On démontre ces résultats par récurrence sur M. Pour M= N , la

propriété (I)N a été démontrée au troisiéme pas.

(I)M =-='=$'-(II)M . Comme FM/ pour tout zer™, lz]¢ m/2 , il existe

ve I‘M vérifiant

22Tyy2

M
ly-2;isc =1
16 HNKI

{C'est ici la partie la plus importante de la démonstration). Le lemme de

Schwarz 7.3.4. de Eda 2] donne pour R >rs v M
K-1 R
1og|F|r< log|F|R- cig My log e .
2
On choisit r = iy M {(avec c14>, 1+ 'E] f’yjf), R = 50 M, et on majore
log [FIR par ¢, LM gcy, X w/m. 3
(II)M =%"(I)M'H . Pour YeI‘M_”, on déduit de (]II)M et du choix convenable

de Ci4

[F(n) 1€ exp( = cpy MW .

Comme la taille logarithmique de F(Y) est majorée par oy L Ms}e25 X M/N, on
en déduit F) = 0.

Conclusion, La propriété (II)M pour tout M implique F = 0, ce qui

contredit 1'indépendance lindaire sur @ de )\],..., )‘d'
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Remarques finales 1. - La contradiction aurait pu €tre obtenue sans

faire tendre M vers 1'infini, en utilisant une généralisation (facile) & plu-
sieurs variables du th&oréme de Tijdeman sur le nombre de zéros de polyndmes
exponentiels (cf. [Wa 1] , chap. VI). Nous avons pu 1'éviter grdce au fait que

la fonction auxiliaire F est de type exponentiel ¢c,, L, mais le recours & un

21
tel lemme serait inévitable (avec cette méthode) dans la recherche d'un analogue

elliptique de 1'&tude que nous venons de faire.

2. - On peut raffiner le théoréme 4.1. des deux
maniére suivantes (simultanément ou indépendamment).

a/ On suppose que dans une base de En, les h premiéres composantes de
y],...,Y2 sont algébriques, avec I ¢hgn . Si la base en question est la
base canonique de Cn, on dérive alors la fonction auxiliaire par rapport i
Zis vees 2y ,et on utilise la méthode exposée par J.~C.Moreau dans ce Sémi-

naire pour démontrer le théoréme de Baker dans le cas non—homogéne. Par
exemple pour h = 1,£=n + 1, on obtient ainsi des résultats de transcen-

dance sur des nombres de la forme
.. n X.
Yi

e T a3 , 1gi<d,

1 %
avec vy, @j,i algébriques. Pour n = 2, il suffit de d = 5.

b/ On suppose que dans une base de Cn, les k premiers coordonnées de

A], ooy A

base canonique de m“, on fait alors intervenir Zys cees 2y dans la fonction
auxiliaire. On peut alors remplacer 1'hypothése'<>agg du théoréme 4.1. par
d .
k+d-n
Pour k = n on vérifie 1'hypothése faible de densité (et m@me en fait 1'hypo-

q sont algébriques, avec 1<kg¢n . Si la base en question est la

thése forte) pour tout K>] grice au théoréme de W.M.Schmidt, et on retrouve
ainsi la démonstration du cas réel homogéne du théoréme de Baker (par la mé-

thode de Schneider en plusieurs variables) mentionnée au début.

3. - I1 est important de noter que, quand on ef-
fectue simultanément les deux raffinements précédents, la premiére base de
¢ (dans laquelle les h premiéres coordonnées des Ai sont algébriques) peut
étre différente de la seconde base (dans laquelle les k premidres coordonnées
des \5 sont algébriques). Le cas h=n, k = 1 (avec d =%= n) correspond 3 la
nouvelle démonstration du théoréme de Baker par D.Bertrand et D.W.Masser .
Le cas h=1, k =n (avec d = 1,2 = n) correspond, aprés un changement de

variables, & la démonstration de J.-C.Moreau.
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