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Summary. We give an estimate from below for the distance
between two products of powers of rational integers. As an
example, we show that for positive integers z, y, m, n withy > 2,
=™ > y* and m/logy < 1.37 - 10*2, we have 2™ — y* > 2™/,

Résumé. Soient k et n deux entiers positifs avec 1 < k < n, ot
soient ay,...,ayq, Ay, ..., h, des entiers positifs, avec

=8

On cherche & minorer la distance entre ces deux nombres. Les
scules estimations effectives non triviales valables pour n quel-
conque utilisaient jusqu'ici la méthode de Baker. Nous proposons
une nouvelle minoration provenant d'une méthode de transcen-
dance différente, et nous en donnons une application & 'équation
de Pillai 2™ - y* = k.

A [ Ay A,
c" ...¢k5 *a&.”t‘ vee@pt.

1. Enoncé du résultat.

Soient n un entier > 2, a;,...,a, des nombres entiers posi-
tifs multiplicativement indépendants, et &,,...,b, des nombres
entiers rationnels non tous nuls ; ainsi

at‘ voeap # 1.
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Nous ordonnons les nombres a!“' de telle sorte que ah*' soit

le plus grand, ¢t nous appelons ao le plus petit des a; avec
1€<i<n—-1:

‘syg_‘lballosc" < |byllogas, G = :5?_‘;'2-:"“

Nous posons également
M = max{n**e™*1%; |b|/ log ao}.

l°:‘ coeagy - 1| >«P{-Co(n)losxhll°ur'-losca},

aves 1
Co(n) < AR H0pintd

Les meilleures minorations générales et explicites connues
jusqu's maintenant étaient celles de [BGMMS]. Notre énoncé ‘.
eulégimnentplmpr‘dawllmfaitpninmhdewme
parasite en log loga avec a = Max; cign &

La condition M > n**¢2*+10 n'est pas vraiment restrictive:
en comparant notre estimation avec la minoration triviale, nous
allons montrer qu'il n'yapaldcruuktiontwppontlb.lllogao
assez grand.

En effet, [a}* ---ab = l| étant un nombre rationnel non nul,
il est minoré par I'inverse d'un dénominateur :

lab ok = 1| 2 exp{-niballoga)

grice & notre condition a}"! < ak*!. Par conséquent, pour établir
la minoration du théoréme il 'y a pas de restriction i supposer

~
(1) niba| = Co(n)log M logay - -~ 108 Gu-1.
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Le membre de droite de (1) est au moins Cy(n)log M logag ;
en minorant log M par ¢’n, tant que notre constante Cy(n)
sera supérieure & n*™0eM on pourra supposer sans perte de

généralité
[bal/logag 2 nt" 4543,

De plus, si n > 3, le membre de droite de (1) est plus grand
que n(logag)?, donc si on remplagait [b,|/logag par [b,| dans
la définition de M on ne perdrait méme pas un facteur 2 dans
I'estimation finale.
2. Démonstration.

Nous montrons d’abord comment se ramener aux notations

de [W2] (avec un passage aux logarithmes), puis nous indiquons
comment conclure en reprenant les arguments de [W2]. Pour
terminer nous explicitons le calcul de la constante Cy(n).

a) Dés que lc:'---a:- -llSl/S,ona

by log @y + -+ 4+ by bog aa| < g|a"---a:' -1|

(volrparmplo[PW]hmmoz.S) Le probleme est donc ramené
& la minoration d'une combinaison linéaire de logarithmes de
nombres algébriques.
b) Pour nous ramener aux notations de [W2], nous posons
log A; = e(n + 1) loga;, E = ¢, D=1,
=023, €=2-10"°  «=1/76,
G=(14+¢)logM, Z =10+ 2logn,

2
Q-ﬂ%‘(l*(ﬂo

n~l
& =n(n+1)? (3n;-l) gt 1+ a)

_ 2a™3(3n 4 1)""1(2n 4 3)P42

2'(”-}-1)" (l+‘3)-‘, '('+‘3)'
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dn+1
2n “
On va voir que le théoréme est vrai avec

(2) Coln) = (5+logn)e(n+1)"(1 + ¢ )(5n + 13)es.
Vérifions d'abord que l'on a
G > max{2(n +1)Z; 2 + log(|b.|/ log ag) }

En effet, pour n > 2, on vérifie dlogn + 10 < ¢;(4nlogn 4+ 20n 4
10), donc (1 + ¢;)log M > 4(n + 1)(5 + logn). D’autre part on a
log M > 50+8log2 > 2/¢;, donc 2+log M < (1 +¢)log M. La
minoration annoncée de G est bien vérifide.

La principale différence avec [W2] est I'absence d'un facteur
2 dans la définition de cs ; cela permet de gagner un coefficient
2**! sur ce que nous donmerait une application brutale des
résultats de [W2]. Cette amélioration est due au fait que les
a; sont réels positifs (dans [W2] on travaille avec des nombres
algébriques complexes). Pour justifier ce raffinement, on note
d’abord que, dans le lemme 2.1 de (W1}, quand les u;; sont
réels, on peut remplacer 'exposant 2¢ de I'hypothése par ¢. 1]
en résulte que, dans I'hypothése (2.8) du corollaire 2.7 de [W1],
on peut omettre le facteur 2 & gauche, quand on suppose que
les fonctions analytiques considérées ont un développement de
Taylor & 'origine & coefficients réels. Ainsi, quand les nombres
loga; de [W2] sont réels, on peut omettre le facteur 2 & gauche
de (5.8) et de (6.4). La seule correction & apporter est dans la
minoration (8.2) des ¢; au paragraphe 8 de [W2] (II) : dans le
casn=2o0na

>33, c3>2:10°% ¢ =c¢>39-10°%
Cela permet de vérifier, pour n > 2,

S
cs>8n* 41, ¢3>12:10°n%, ¢ =cq>2-10°n'.
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On remplace finalement la condition (8.6) de [W2] par la majo-
ration C(n) < (5n + 13)ey /2.

¢) 1l ne reste plus qu'a calculer numériquement les valeurs de Cp
données par (2) :

3 4 5
4.65-10'% |2.21.10% 2221077

ne- 2
Co(n) < |2.45-10%

n= 6 7 8 9

Co(n) <

4.22.10%

1.39 - 10%

7.43 .10

6.11-10%

Co(ﬂ) < e""“"n‘“‘"

pour n 2> 10.

Le cas n = 2 du théoréme fournit I'énoncé suivant :

Ecllaire. Scisnt #, v, m; n; & des oot itifs satisfai
™ —y" = k:Onsuppose

™2k o y22
m

m<Clogy avee C=1.37-10"

Remarque. L'existence d'une constante absolue C' vérifiant la
conclusion du corollaire résulte déji du théoréme 2.2 de [PW),
mais la constante n'y est pas explicite. Toutes les autres estima-
tions (notamment celles de [BGMMS)) font intervenir un terme
logarithmique supplémentaire. D'un point de vue numérique,
P'estimation que 1'on déduit de la section 9b de [MW], & savoir

m < 9600(log y)(8 + log max{m,n})*,

[
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(9600 apparait comme majorant de 2(log3/log2)*1905) est
meilleure tant que m et n ne sont pas trop grands :

max{m,n} < 10°%¢,
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