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Résumé

De 2011 a 2018 avec Claude Levesque nous avons publié 12
articles en commun concernant |I'étude de familles d'équations
diophantiennes. Je raconterai la genese de quelques uns
d'entre eux, en commencant par la discussion que nous avons
eue a Rio en 2010 qui est a |'origine de ces travaux conjoints.
Je dirai aussi comment Etienne Fouvry nous a rejoints avant
de poursuivre ces recherches avec moi dans deux autres
articles plus récents.

J'ajouterai un mot sur le lien avec certains des travaux
d'Istvan Gaal.
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Representation of positive integers by binary cyclotomic forms.

6 Novembre 2017: Science Faculty, Mahidol University, Bangkok

ALGEBRA AND NUMBER THEORY 7:5(2013)
dx.doi.org/10.2140/ant.2013.7.1207

On binary cyclotomic polynomials
Etienne Fouvry

‘We study the number of nonzero coefficients of cyclotomic polynomials ®,,,
where m is the product of two distinct primes.
1. Presentation of the results

Let m > 1 be an integer, and let ®,, be the cyclotomic polynomial defined by

m
®,(X):= [] (X —exp@rij/m)).
=1
Gm=1
This monic polynomial belongs to Z[X], and its degree is equal to ¢(m), the Euler
function of the integer m. Let 6 (m) be the number of nonzero coefficients of ®,,.
Of course, 6(m) satisfies the trivial inequalities
2<0(@m) <em)+1,

which are optimal when one considers the case m = 1 or m = p, a prime number.
In these cases, all of the coefficients of ®,, are equal to 1.
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Message électronique a Etienne Fouvry 7 novembre 2017

Cher Etienne,
Hier j'ai donné un exposé a Bangkok (Mahidol University) sous le titre
representation of integers by cyclotomic binary forms
Il s’agit d’un travail en commun avec Claude Levesque, que je viens de retrouver a Mandalay d’ou je t'écris. Juste
avant que je commence mon exposé, un étudiant, qui allait y assister, m'a montré ton article
On binary cyclotomic polynomials
Algebra & Number Theory 7 (2013) n°5 1207-1223
I I'a trouvé en faisant une recherche sur internet par google a partir du titre de mon exposé. J'avais aussi fait une
telle recherche mais avec le mot forms au lieu de polynomials et je n'avais pas connaissance de ton article. En fait
nous considérons un probléme différent du tien: nous considérons les formes binaires
P, (X,Y) = Y"”(">q>n (X /Y) associées aux polynémes cyclotomiques ¢, (t) et nous étudions les entiers de
la forme ®,, (x, y) avec n > 3 et x, y dans Z satisfaisant max{|z|, |[y|} > 2.
J'en profite pour te poser deux questions a ce sujet.
1. La constante de Landau-Ramanujan C est définie par la condition que le nombre d'entiers < N représentés
pas la forme quadratique ®4(X,Y) = X2 4 Y2 est équivalent 3 CoN (log N)_l/2 quand N tend vers
—1/2

I'infini. A-t-on une propriété semblable avec une autre constante C'; et la méme fonction N (log N)

forme quadratique ®3(X,Y) = X2 4+ XY + Y2? Neil Sloane dans son encyclopédie
OEISA003136

semble dire que c’est vrai mais il ne donne pas de référence. Il dit aussi que les nombres représentés par 3 sont

exactement ceux représentés par la forme quadratique X2 + 3Y2. Jen'ai pas trouvé de référence, j'ai simplement

trouvé dans le livre de David Cox Primes of the form z2 + ny2 (Wiley) que les premiers représentés par

X2 4+3Y2 sont 3 et les premiers impairs congrus a 1 modulo 3. Je présume que la démonstration de I'existence

de la constante de Landau Ramanujan doit s'adapter ?

2. Est-il vrai qu'il existe une constante C5 telle que le nombre d’entiers < N représentés par les deux formes est

asymptotiquement C'o N (log N)fl/2 ? Ou bien ce nombre est-il un o(N (log N)71/2)? (Dans le deuxigme

cas je pose C'ay = 0).

Je te dis pourquoi nous souhaitons avoir la réponse a ces deux questions: avec Claude Levesque dans un travail en

préparation nous montrons que le nombre d’entiers < N de la forme @, (x, y) avec ¢(n) > 4 et

pour la

max{|z|, |y|} > 2 est majoré par 29N1/2(log N)1'161, donc est beaucoup plus petit. La réponse aux deux
questions ci-dessus nous permettrait de dire que le nombre d’entiers < N de la forme ®,, (z, y) avec n > 3 et
max{|z|, |y|} > 2 est équivalent a CgN(logN)71/2 avec C3 = Cg + C1 — Ca.

Merci d'avance.

Amicalement, Michel. 11
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