M.M.F.A.L Année 2001-02
Fonctions analytiques

EXAMEN du 12 juin 2002

Durée: 3 h

Exercice 1

2T

Soit 7 un nombre complexe de partie imaginaire > 0. Posons ¢ = e~*™". Considérons la fonction qui a z

associe

+oo
1 1)2 n iTZ
br(z) = = D (~1)"gimte) et

n=—oo

1. Démontrer que la fonction 6, est bien définie et est une fonction entiere.

2. Démontrer qu'on a 0,(—z) = —0,(2), 0.(z+1) = —0.(2) et O, (z+7) = —567%“&(2’).

3. En déduire que si n et m sont deux nombres entiers, on a 6.(n 4+ m7) = 0.

4. Démontrer qu’il existe zy € C tel que les segments Iy = [z20,20 + 7|, o = [20 + T, 20 + T+ 1], I3 =
[z0 + 7+ 1,20 + 1] et Iy = [20 + 1, 20] ne contiennent pas de zéro de 6,. Soient ¢, ca, c3 et ¢4 des chemins
(continus) de C a supports dans I, I, I3 et I, respectivement et reliant respectivement zg & 2o + 7, 20 + 7
azo+7+1, z0+7+1lazg+1let zg+1a 2.

5. Calculer (0./0:)(z+ 1) — (0./0:)(z) et (/0 )(z+7) — (0./6,)(2).

6. En déduire [, 07/0:(2)dz + [ 07/0:(2)dz puis [ 07/0:(2)dz+ [, 07/0-(2)dz.

7. Combien la fonction 6, a-t-elle de zéros dans l'intérieur du parallélogramme de sommets zy, zg + T,
2o+ 7+ 1 et zg+ 1. Quels sont les zéros de 6, ?

Exercice 2

Soit f une fonction continue [0,4+o0o[— R. Pour n entier > 1, on note I"(f) la primitive n-iétme de f qui
vaut 0 en 0.
1. Etablir Pégalité

rnw = [ 0 s

S (n—=1)! '

2. En déduire, pour a nombre complexe de partie réelle > 0, une définition de I%(f) compatible avec ce qui
précede et vérifiant de plus les conditions suivantes. On a I*(f)(0) = 0 ; Papplication (z, ) — I*(f)(x) est
continue ; pour x € [0, +oo[ fixé lapplication a — I%(f)(z) est holomorphe ; pour a € C de partie réelle
> 1, la fonction z — I%(f)(z) est dérivable de dérivée I*71(f)(z).
3. Soient « et  des nombres complexes de parties réelles > 0. Etablir la formule

1°F8(f) = I1*(I°)(f).

(On rappelle la formule I'(a)T'(8) = T'(a + ) j;)l te=1(1 —t)f~tat.)
4. Démontrer que I*(f)(x) tend vers f(x) lorsque « tend vers 0 par valeurs réelles > 0.
5. Supposons [ de classe C*°. Montrer que pour z €]0, 00| et @ nombre complexe de partie réelle > 0, on

! £(0)z°
Na+1)

En déduire que, pour tout z €]0, +o0l, la fonction o — I'*(f)(z) admet un prolongement holomorphe & C.
Quelle est la valeur de ce prolongement en —n, lorsque n est un entier > 0 ?

I(f)(@) = I () (@) +



Exercice 3

On note R et & les fonctions partie réelle et partie imaginaire respectivement. On rappelle que la fonction
¢ est donnée par le produit eulerien
1
& =1l1==

P
ol le produit porte sur les nombres premiers. Pour x nombre réel > 0, on pose

W(x)= Y logp

p,k,pk <z

et
k
dix) = Y (z—p*)logp
p.k,pk<z
ou p parcourt les nombres premiers et ou k parcourt les nombres entiers > 1. On rappelle la formule explicite
22 2Pt o0 1—2k

C/ C/ x
i(z) = 5 + Z(O)x - f(_l) - Zm - Zm’

P k=1

ou p parcourt les zéros de ¢ de partie réelle dans [0, 1]. Posons

6 = Sup{R(p)/p € C,((p) = O},

On rappelle le nombre N (T') de zéros de ¢ de partie imaginaire dans ]0, T'[ est égal & o= log 2= — L +O(log(T))
lorsque T tend vers 'infini.

1. Pour s nombre complexe de partie réelle > 1, établir successivement les formules :

fil(s)—zf ks 1 /Jrootsdz/)(t)1+1+5/+00t51(w(t)t)dt
(=2 k:1p gr= | =71 ! :

ou p parcourt les nombres premiers.
2. En déduire qu’on a
Inf{a € R/¢(z) =2 + O(z%)} > 6.

3. Démontrer les inégalités, pour = > 2,
Y1) — (= 1) <(z) <z +1) — Y (a).

4. Démontrer qu’on a, pour x > 1,

(e +1) —di(x) =z -

p

(x4 1)PTt — grHL
p(p+1)
lorsque z tend vers +00, et ou p parcourt les zéros de ¢ dans la bande critique.
5. Démontrer les inégalités, pour p zéro de { dans la bande critique et pour x > 1,
(x 4+ 1)PFHL — grtt 20+

i) = SGP

p+1 _ .p+1 0
|(x +1) x <2 ox .
p(p+1) S (p)l
6. En déduire la relation, pour tout nombre réel € > 0 et lorsque = tend vers I'infini

+0(1)

et

(et )t et
; plp+1) = 06"r)

7. Démontrer que I’hypothese de Riemann équivaut a la validité, pour tout nombre réel € > 0, de 'estimation
asymptotique
Y(x) = &+ O(x'/*%),

lorsque z tend vers +oco.



