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CHAPITRE V

UNE AXIOMATIQUE POUR
I APPARTENANCE

Apercu du chapitre. Ce dernier chapitre présente des éléments de culture
ensembliste ; on essaie de souligner les liens avec la logique.

Les axiomes de Zermelo revus par Fraenkel sont attribuables a Skolem.
Ils modélisent le comportement apparent des ensembles tenus pour usuels.
L’époque ignorait certains phénomenes, si bien que la liste ne reflete plus
ni les exigences, ni les espérances de la communauté mathématique actuelle.
La théorie résultante permet de coder a peu pres tout, mais souvent sans
élégance (§ 21). Son grand mérite est I'uniformisation des ordinauz (§ 22).
Aziomes de linfini et du choiz sont brievement discutés a part (§ 23) et font
de ZF une théorie de ’infini actuel. Modulo 'axiome du choix, I’arithmétique
cardinale s’y formalise bien, sans toutefois statuer sur I’hypothése du continu
(§ 24). On finit par trois constructions de modéles intérieurs. La hiérarchie
cumulative (§ 25) donne corps & la vision itérative des ensembles. Les en-
sembles héréditairement définissables a paramétres ordinauz (§ 26) font re-
venir les techniques modeéle-théoriques. Enfin la hiérarchie constructible de
Godel (§ 27) combine les deux : elle reprend I'engendrement cumulatif, mais
en contraignant modéle-théoriquement la fonction puissance. Et tout le reste
est combinatoire.

La position finale du chapitre n’est pas nécessairement une incitation a
approfondir. 11 fallait clarifier les concepts de la logique avant d’aborder une
théorie élémentaire particuliére, pour éviter certains écueils mathématiques
et épistémologiques courants.

L’étude positive de I'infini actuel fut amorcée par Georg Cantor a la fin du
XIX€ siecle pour :

— formaliser la récurrence longue (appelée « transfinie » par son inventeur) ;

— statuer sur 'hypotheése du continu (classes d’équipotence des parties de
la droite).
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

Le premier point est un succes indéniable grace aux ordinaux ; et par la suite
une théorie comme ZF a rassuré les réfractaires. Mais I’hypotheése du continu,
honorée par Hilbert de présider a sa liste de problémes, s’est avérée plus qu’ar-
due. Cantor a révolutionné la notion de nombre pour formaliser 'arithmétique
infinie ; 'exponentiation cardinale est d’une difficulté inattendue. Il n’y a pas a
I’heure actuelle consensus sur la valeur cardinale du continu, envisagé comme
réalité platonicienne; il n’y a méme pas consensus sur la valeur épistémologique
de cette question. Il semblerait que la découverte de comportements fantasques
pour les multiples modeéles de ZF ait mis a mal I'idée méme de réalité ensem-
bliste.

Il est étonnant a priori que les mathématiques soient codables dans un
langage aussi réduit que {€}. Mais un langage n’a pas de pouvoir descriptif
intrinseque ; ce qui compte est la complexité de la théorie. Il reste étonnant que
la combinatoire de I'appartenance infinitaire esquissée au début du XXe siecle
paraisse pouvoir formaliser toute pensée mathématique ; on n’assimilera pour-
tant pas les objets mathématiques a leur transcription ensembliste. Il demeure
étonnant a posteriori que soit si fréquente la confusion entre mathématiques
et étude de ZF'; a vrai dire elle est surtout fréquente chez les mathématiciens
incapables de citer de mémoire les axiomes de ZF.

Reste a expliquer les liens entre la logique mathématique et la théorie des
ensembles. Ces branches des mathématiques sont bien distinctes, mais exercent
des influences réciproques.

1. La théorie des ensembles influe sur la logique. En effet les propriétés
de certaines logiques (infinitaires, « d’ordre supérieur », etc.) dépendent
fortement du cadre ensembliste retenu.

2. La logique est inévitable en théorie des ensembles. Nos descriptions de €
souffrent en effet du phénomene d’incomplétude dans une forme critique :
de nombreux problemes naturels de combinatoire infinie sont non décidés
par (disons) ZFC. Une part de la théorie des ensembles repose donc sur
la construction de modeles plus ou moins pathologiques.

Mais il ne s’agit toujours pas de « fondements des mathématiques », dont I’étude
ne forme pas une branche des mathématiques.

§ 21. Axiomes, expressivité

Les axiomes de ZF furent dégagés progressivement, et ne représentent que
notre compréhension de la nature ensembliste dans les années 1920-1930.
Leur liste est en § 21.1; certaines de leurs conséquences, en § 21.2. Le pou-
voir expressif (§ 21.3) de la théorie est considérable : on peut coder toute la
pratique mathématique, au prix de lourdeurs avérées. Mais en un siecle notre
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21. Axiomes, expressivité

connaissance a progressé : on peut envisager des extensions & ZF. On retien-
dra que ZF n’est qu’un jalon dans I’histoire des mathématiques; ce n’est pas
un sommet indépassable, ni méme une direction certaine.

Prérequis : théorie naive des ensembles; § 6.

On n’axiomatise pas plus les ensembles qu’on n’axiomatise les éléments d’un
groupe ; on en axiomatise la loi. Ici la structure est la relation €. La théorie ZF
en est la description la plus consensuelle, en I’état actuel de nos connaissances.

Les spécialistes de combinatoire infinie manifestent leur indifférence a la
logique mathématique par un langage propre. Pour azxiomatique ZF), ils disent
théorie des ensembles; pour modéle, ils disent univers; pour partie du modéle,
ils disent classe; pour point, ils disent ensemble.

On lit parfois que « la notion de classe généralise celle d’ensemble ». C’est
plutot Uinverse : la notion d’ensemble formalise dans une théorie (ou une autre,
ZF n’étant qu’une premiére approximation) l'intuition ensembliste. L’inspira-
tion est que les ensembles mathématiques sont les « petites » parties définis-
sables de la réalité.

A la « petite partie » X correspond le point du modele X.

Des théories alternatives geérent a la fois des ensembles et des classes; cer-
taines ne différent guere de ZF mais d’autres I’étendent considérablement.

21.1. Axiomes faisant désormais consensus

Peignant d’aprés nature, ’'observation des ensembles « visibles » (ensembles
finis, entiers intuitifs, droite réelle) peut suggérer les axiomes suivants :

o extensionnalité; ¢ somme; e puissance; ¢ schéma de remplace-
ment; ¢ infini; ¢ fondation.

L’infini ne sera donné qu’en § 23.1, et la fondation en § 25. Ces axiomes
forment le bloc ZF; la fondation avait été oubliée a l’origine si bien que cer-
taines sources ’omettent encore. Dans cet ouvrage, AF fait partie de ZF. En
cas d’ambiguité nous le soulignerons.

On ajoute souvent un axiome étudié en § 23.2 :

&
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

¢ choix,

zFC auquel cas on parle de ZFC.

e Axiome d’extensionnalité. Un point du modéle est entiérement caractérisé
par ses points-éléments :

(Vo) (Vy){l(V2)(z €z = z e y)] = [z =y}

La réciproque est triviale. La « théorie des ensembles » tire son nom de cet
axiome : il n’y a d’autre structure que 'appartenance.

Remarque. Si (V,e€) vérifie I'extensionnalité et a est un point de V, alors a en
forme une partie définissable & parametres, de définition x € a. La réciproque
est fausse : il existe des parties définissables qui ne correspondent a aucun point
du modele (typiquement la partie universelle z = x n’est codée par aucun point
deés que vaut le principe de séparation de § 21.2; cette remarque est attribuable
a Russell et Zermelo, voir § 20).

La question de quelles parties, ou méme quels ensembles, sont définissables
sans parametres n’est pas sans intérét.

e Axiome de la somme/de la réunion. Un ensemble z étant donné, la
collection (définissable) de la réunion de ses membres forme un ensemble :

(V) Fy)(V2)[z ey < (Ft)(zet At e )]
U) Notation. Cet ensemble, unique par extensionnalité, est noté (-J(z).

Remarques

— On ne confondra pas avec la forme naive et plus faible : « une réunion
d’ensembles indexée par un ensemble est un ensemble ». La notion de
famille d’ensembles n’apparait qu’en § 21.3. J’ai donc préféré introduire
une notation non conventionnelle pour 'union d’un objet.

— Le début du chapitre ne considere qu’un modele & la fois, mais en toute -.

rigueur il faudrait noter J[V](z) pour indiquer le modéle ambiant; de
méme pour les autres constructions.

I’axiome suivant appelle une définition.

c Définition (sous-ensemble). Un ensemble z est un sous-ensemble d’un en-
semble y, noté x € y s’il vérifie la relation définissable appelée « inclusion » :
(V2)(zex — z€ey).

30
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21. Axiomes, expressivité

e Axiome de la puissance/des parties. Un ensemble z étant donné, la col-
lection définissable des ensembles inclus dans z forme un ensemble :

(V2)(Jy)(V2)(z €y < 2 € ).

pP(z) Notation. Cet ensemble, unique par extensionnalité, est noté P(z).

Remarques

L’axiome de la puissance est une généralisation audacieuse du cas fini, et
a lorigine de toutes les difficultés d’arithmétique cardinale. Nous n’avons
aucune indication de sa pertinence en mathématiques « usuelles » (théo-
rie des nombres, géométrie algébrique, systemes dynamiques, physique
mathématique, statistique...)

Si I'idéologie dominante de ZF est que les « petites » classes sont des en-
sembles (traduction : chaque « petite » partie définissable & parameétres
voit sa combinatoire d’appartenance intuitive reflétée par un point du mo-
dele), 'axiome de la puissance est hardi : car par le théoréme de Cantor,
P(X) est toujours strictement plus grand que X.

Le nom peut sembler malheureux : car « partie » est avant tout une notion
intuitive, extérieure au modele. L’axiome parle des sous-ensembles d’un
ensemble donné, pas de ses « parties » au sens extérieur.

A cause du nom privilégié par les spécialistes, on évitera dorénavant de
parler de « partie définissable » pour une partie ne correspondant & aucun
ensemble, et 'on emploiera plutot « collection définissable ».

e Schéma de remplacement. Pour chaque formule p(z,y,z) :

(¥2) { « o(x,y,z) définit une relation fonctionnelle y = f(z) » }
(V) Fe)(Vy)ly € ¢ = (Fz)(x € d A @(,y,2))]

Remarques

20
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

— Cet axiome exprime que l'image par une correspondance fonctionnelle
d’un ensemble (le domaine d), reste un ensemble (le codomaine ¢). Ce
schéma découvert par Skolem et Fraenkel est indispensable pour dévelop-
per la théorie des ordinaux formels (§ 22.1). Zermelo n’en avait qu'une
forme « statique » trop faible, le schéma de séparation (§ 21.2). 5

— Si lon étend le langage & {€} < L, il faut parfois prendre en compte
toutes les L-formules dans le remplacement.

(f(z):zec} Notation. A z et d fixés et posant y = f(x) pour p(z,y,2), cet ensemble,
unique par extensionnalité, est noté {f(x) : z € d} (la notation f(d) serait am-
bigué car d pourrait étre un point de dom f sans que f ne soit un e-morphisme).

o

o Axiome de Vinfini (AI). 1l existe un ordinal limite (§ 23.1). Aprés explica-
tion de la collection définissable Ord(-), son énoncé formel sera :

(32)[Ord(z) Az # & A (Vy)(z #y v {y})].

Cet axiome fait de ZF une théorie de l'infini actuel.

&

e Axiome de (bonne) fondation/régularité (AF). Il exprime que la struc-
ture V est bien fondée, i.e. que toute « partie » non vide du domaine possede
un point €-minimal. La notion de partie ne peut désigner que les collections
définissables, donc a priori c’est un schéma d’axiomes. Mais déléguant la capa-
cité a paramétriser par les formules au schéma de remplacement, la fondation
devient ’axiome unique suivant. 20

En restriction & chaque ensemble z, la relation €|, est bien fondée (toute
partie non vide contient un élément e-minimal) ; en symboles :

(Vo) {[Gy)(y e x)] = [Fy)lyex A (V2)(z ¢y v z¢ )]}

Cet axiome, ici simplement énoncé mais discuté en § 25, permet d’interdire
les pathologies type a1 3 as 3 ..., dont on n’a pas d’exemple dans le monde -;
visible.

o Axiome du choix (AC). Si z est une partition (de (J(z)), il existe un en-
semble ¢ qui intersecte chaque membre une fois et une seule; en symboles :

(Vz) [(Vy)(yex — (32)(z €y))
ANy V)i ez Anya ez A (F2)(zEyr AzEY)) = (Y1 = y2)] 50
— @) [(Vy)yex > (Fz)(zeynzecn (V) eynzec)— (2 =2))]
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21. Axiomes, expressivité

Il n’y a pas d’unicité de c. Cet axiome est discuté en § 23.2.

Remarques
— (Si ZF 1£1,) AC est indépendant de ZF, i.e. ZF £ AC et ZF f —AC;
quand on ’ajoute, on obtient I’axiomatique ZFC. 5

— Cet axiome anodin cristallise les malentendus. Il a pu inquiéter les espoirs
de mesurabilité; il peut choquer par I’absence de canonicité de ¢ (par
opposition & -J(z) et P(x), qui sont fonctionnels en z). Le cceur des
problemes et la raison d’étre de la théorie des ensembles est pourtant
I’axiome de la puissance. 10

On trouvera en notes conclusives des extensions possibles a ce jeu d’axiomes.

§ 21.2. Axiomes superflus (théorémes de ZF)

Les énoncés suivants sont conséquence des axiomes de ZF. Ils subsistent
dans certaines expositions vieillies.

e « Axiome » de 1’ensemble vide 1

Proposition. Tout modéle posséde un ensemble vide : ZF = (3z)(Vy)(y ¢ ).

Démonstration. Soit V = ZF; V n’est pas vide par définition de la sé-
mantique tarskienne. Soit ¢(x,y) la formule z # x. Elle définit une fonc-
tionnelle puisque V | (Va)(Vy1)(Vy2)(p(z,y1) A o(x,y2) — y1 = y2). Soit
d quelconque dans V; appliquant le remplacement, on trouve c tel que -o
VE Vy)|lyece (Fz)(zednx +#2a)],ie. VE Vy)(y¢c). O

@ Notation. Cet ensemble, unique par extensionnalité, est noté ¢J.
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

e « Axiome » de la paire

Proposition. ZF permet la formation des paires : ZF = (Va)(¥b)(3p)[(Vx)(z €
pe(x=avz=0>)]

Démonstration. On commence par observer que P((J) # J; en outre
g e P(g) et P(¥) € P(P(Y)). Soit alors ¢(z,y,a,b) la relation :
(x = Ay =a)v (= P(J) Ay = b). Cette relation est fonction-
nelle. Appliquant le remplacement & P(P(¢)), on obtient ¢ qui convient.

Déplacer la paire par excellence vers la paire voulue.

Ceci montre '« axiome » de la paire (qui est effectivement nécessaire sans
recours au remplacement). O .

{a,5} Notation. Cet ensemble, unique par extensionnalité, est noté {a, b}.
On peut généraliser & n éléments (pour n un entier intuitif).
e Schéma « d’axiomes » de séparation

Proposition. Pour chaque formule ¢(z,z) : ZF |= (Vz)(Vd)(3d')(Vx)[z € d' <
(xedn o(z,2))]. 15

Démonstration. Appliquer le remplacement & la relation fonctionnelle (y =
x) A o(x,2), avec domaine d. O

(xed:o(z)) Notation. A z fixé cet ensemble, unique par extensionnalité, est noté {z € d :
p(x,2)}.

Remarques

8
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— Un principe de compréhension non restreint en théorie des ensembles
aboutit naturellement aux paradoxes type menteur : la formule x ¢ x ne
définit pas d’ensemble. Un remede possible est le typage : la collection
des entités ayant une propriété de type n, forme une entité de type n+1,
etc. Cela dissipe le paradoxe. Une autre option est de modérer la compré-
hension, et de ne pouvoir I'appliquer que pour former des sous-collections
d’ensembles : on parle alors de séparation.

Le schéma de séparation a ainsi été introduit, assez informellement, par
Zermelo pour circonscrire les paradoxes sans recours au typage.

— Le schéma de séparation est strictement moins fort que celui de rempla- .
cement, et ne permet pas de développer la théorie des ordinaux (§ 25.3).

§ 21.3. Pouvoir expressif

ZF est suffisante pour formaliser toutes les constructions mathématiques,
souvent au prix de contorsions techniques ahurissantes.

u ¢ Union de deux ensembles. On pose a ub = -J({a, b}). 15
~ e Intersection de deux ensembles. Onpose a nb={zrea:xeb}.

(a,b) o Paire ordonnée. On prend souvent pour (a,b) 'ensemble {{a}, {a,b}}.
Ce choix est fréquent mais non universel ; il n’a pas que des avantages. Avec

b = a = {a}, on trouve (a,b) = {{a},{a,{a}}} = {a,{a}} = {a} = a, ce qui
semble inadmissible en vue de formaliser le concept de formule & parametres. -

e Produit cartésien de deux ensembles. Soit axb={pe P: (3z)(Iy)(z €

x aAyebAp=(x,y))}, ou P est assez gros, typiquement P(P(a u b)) dans le

codage le plus commun de la paire ordonnée.

:,f:a—0b ¢« Notion de fonction. On note f: a — b la relation :

(f S axb) a(Va)(aea— (oy)((@,y) € £)).

On note alors y = f(z) et 'on peut définir im f. On peut aussi introduire
des fonctions partielles et dom f.

» Ensemble des fonctions entre deux ensembles. Soit b* = {f € P(axb) :

a (f:a—0b)}.
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e Injections, surjections, bijections. Notions familiéres. Les cardinaux naifs,

qui sont des classes d’équivalence intuitives mais pas des ensembles, se mani-
pulent mal. (V. § 24 pour les cardinaux formels.)

e Notion de famille d’ensembles indexée par un ensemble. Une famille
{a; : i € T} est la donnée d’une fonction de domaine T.

e Union, intersection, produit cartésien d’une famille d’ensembles. Soit

U;ai = J(A) ot A = {a, : i € I}. Cette notation usuelle est malheureuse car
on risque de confondre avec I'opération plus primitive (-J(a;). Pour Pintersec-
tion (); a;, Vensemble I doit étre non vide ; procéder par séparation. Le produit
cartésien Il7a; est {f € (U, a:)' : (Vi)(i e I — f(i) € a;)}.

e Réécriture de axiome du choix. Un produit cartésien d’ensembles non
vides est non vide.

e Théoréme de Bernstein-Cantor-Schréder. Il n’utilise pas l'axiome du
choix (v. 1).

e Formalisation des structures classiques. N s’obtient via les ordinaux
limites (§ 23.1) ; diverses formalisations de R suivent (v. compléments § B).
Tout parait donc formalisable dans ZF. En revanche le degré d’inélégance
des codages est souvent rédhibitoire.

Exercices

21.1. Prendre une définition mathématique au hasard et la transcrire dans ZF ; recommencer
jusqu’a se convaincre du pouvoir d’expression.

21.2. Soient V = ZF et R une relation binaire & fibres-a-droite ensemblistes, i.e. pour chaque
a dans dom R, la collection définie par R(a,y) est un ensemble. Montrer que si dom R est un
ensemble alors im R aussi.

Définition (collection transitive). Une sous-collection définissable C d’un modele V est tran- -

sitive si elle est close e-inférieurement, i.e. V |= (Va)(Vy)(z € y A C(y) — C(z)).

21.3. Soient V |= ZF et C une collection non vide transitive. Pour la lisibilité, on note x ¢ C
au lieu de C(x). » Soit C = (C,€|¢). Par abus de notation, si a est un point de V, on note
anC={bea:beC}, quiest bien un ensemble. Montrer les points suivants :

(i) C vérifie extensionnalité ;
(if) C vérifie la réunion ssi C est close sous ), i.e. V= (Vz)(z e C — | J(z) e C);
(iii) C vérifie la puissance ssi V |= (Vz)[z e C — (P(z) nC) e C];
(iv) pour chaque formule (z,y,z), C vérifie le p-remplacement ssi V = (Vz)(Vd)[(z € C A
« p|c(=,y,2z) est fonctionnelle » Ad e C) — (pjc(d) N C) € C], ol p|c(x,y,2) désigne la

10
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relativisation de la formule (obtenue en bornant toutes les quantifications a C) et ¢ (d)
désigne ’ensemble-image de la fonctionnelle;

(v) C vérifie la fondation.

21.4. Montrer que ’axiome de fondation (en son énoncé technique) équivaut a : toute sous-
collection définissable non vide de V contient un point e-minimal. 5

21.5 (complexité de quelques opérations). On rappelle qu'une formule (modulo équi-
valence) est Ag si tous ses quantificateurs sont bornés, i.e. (Vz € y) ou (3z € y). Une formule
est 31 si (3z)Ao, et Iy si (Va)Ag, puis Iz si (Va)X1, ete. en « double hélice ». On travaille
dans V = ZF.

a. Montrer que « ¢ S y », « z = {z,y} », et « x est transitif » sont Ag. 10
b. Montrer que « y = P(x) et « x est clos sous P(-) » sont II;. Méme question avec la
réunion ).

c. Montrer que f: x — y est Ag, mais que « f est le graphe d’une fonction » est I1;.

21.6 (modéles de permutation). Montrer le lemme suivant.

Lemme. Soient V = ZF\{AF}, et R(z,y) une relation définissant dans V une fonctionnelle :5
bijective globale o. Soient a € b la relation a € o(b) et V7 = (V,¢). Alors V7 |= ZF\{AF}.

Application : former un modele V9 ayant un élément a tel que a = {a}. Suite a l'exer-
cice 25.8.

21.7 (« modeéle d’Ackermann »). Soit dans N la relation m ¢ n :si le m® chiffre du
développement en base 2 de n est 1. Montrer que (N,e) = ZF\{AI}. (Bien qu’on n’ait pas zo
encore énoncé Al cela entraine évidemment ZF\{AI} i~ Al)

21.8 (« pocket set theory » de Holmes). Cet exercice fait manipuler une alternative
minimaliste et remettre en cause certains réflexes acquis dans ZF'. ¢« La théorie PST en langage
{€} posséde un seul type d’objets, appelés classes, qui se diviseront en ensembles et classes
propres. Ses trois axiomes et son schéma d’axiomes demandent une suite d’abréviations. 25

— Ens(z) est « (Jy)(x € y) »; en conséquence on parle d’ensembles et de classes propres;

— {=z,y} désigne la classe des ensembles égaux & = ou & y (v. axiomes); (z,y) est la classe
{z,{z,y}}; v X y est la classe des ensembles de la forme attendue;

— frx > yest « f S x Xy code une relation fonctionnelle totale » ;

— frax~yest « f:x— y est bijective » ; z ~ y est pour « (If)(f: z ~y) »; 30

— Inf(z) est « y)AN[(y S z) A (f: 2> y)]».

Les axiomes sont les suivants.

Extensionnalité : (Vz)(Vy)[(z = y) « (Vz)(z €z < z € y)]

Schéma de collection d’ensembles : pour chaque formule ¢(z, z), 'axiome (Vz)(3c)(Vz)[z €
¢ © (Ens(z) A p(z,2))]; par extensionnalité on note ¢ = {z : Ens(z) A ¢(x,2z)}; at- 35
tention, il n’y a pas d’hypothéses sur z (qui peut donc nommer des classes propres) ;

Infini des ensembles : (3z){Ens(z) A Inf(z) A (Vy)[(Ens(y) A Inf(y)) — (z ~ y)]}

Equipotence des classes propres : (Vz){[—Ens(z)] — [(Vy)(—Ens(y) < = ~ y)]}

On note V = {z : Ens(z)} et Z = {z : Ens(z) A = ¢ z}; soit J = {z : Ens(z)A L}; pour a
un ensemble, {a} = {z : Ens(z) A * = a} (se méfier de la notation si —Ens(a)); soit enfin d o
vérifiant « infini des ensembles ».

11
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a. Montrer —Ens(Z), puis Ens() et & € Z. [Si —Ens(), alors par équipotence Z = J ;
jouer avec d et {d}.]

Montrer que si Ens(a), alors Ens({a}) [former {¢J,d}]; que si Ens(a) A Ens(b), alors
Ens({a, b}). En déduire que si ¢(z, y,) définit une relation fonctionnelle (éventuellement
partielle) de Ens vers Ens, alors il existe une classe f codant cette fonctionnelle.

b.

c. Montrer que si C' et D sont deux classes vérifiant C — D et D — C, alors C' ~ D.

d. En déduire que tout classe propre est équipotente & V', que toute sous-classe d’un en-
semble est un ensemble, et que deux ensembles équipotents le sont par une bijection
ensembliste.

Suite a ’exercice 22.10.

Notes conclusives schaft. [Zero8, premiére phrase]
Emergence de ZF : [Kanoy] est trés com-

Il y a d’excellents traités de théorie des en- plet. Pour le role de Hilbert, soutien so-

sembles. En langue francgaise, le récent [De-
hornoy]. En langue anglaise, deux références
fréquentes sont [Jech] et [Kunen]. s A leur
différence, la présente introduction insiste

15

lide mais parfois a larriére-plan malgré son
célebre (et tardif) « Aus dem Paradies,
das Cantor uns geschaffen, soll uns nie-
mand vertreiben koénnen » [Hil26, p. 170],

moins sur la combinatoire que sur la logique

v. [Mooo2a).
mathématique.

Cantor. « Pionnier de l'infini actuel et de
I’analyse fine de la droite, Cantor n’a guére
de responsabilité dans ZF et dans ce que
la seconde moitié du XX¢ siecle a appelé
« la théorie des ensembles », au sens axioma-
tique. Les travaux de Cantor s’étendent de
1870 & 1900. Ceux de Zermelo commencent
apres 1900; ceux de Fraenkel, presque en
1920.

Repéres historiques
Die Mengenlehre ist derjenige Zweig
der Mathematik, dem die Aufgabe zu-
fallt, die Grundbegriffe der Zahl, der
Anordnung und der Funktion in threr
urspringlichen Einfachheit mathema-
tisch zu untersuchen und damit die logi-
schen Grundlagen der gesamten Arith-
metik und Analysis zu entwickeln; sie
bildet somit einen unentbehrlichen Be-
standteil der mathematischen Wissen-

Zermelo. ¢ Zermelo vint a la théorie des en-
sembles par sa volonté d’établir le principe
de bon ordre; [Zerog| est son deuxiéme ar-

[Dehornoy] : Patrick DEHORNOY. La théorie des ensembles. T. 106. Tableau Noir. Paris :

Calvage et Mounet, 2017, p. xx + 649

[Jech] : Thomas JECH. Set theory. Second. Perspectives in Mathematical Logic. Berlin :
Springer-Verlag, 1997, p. xiv 4+ 634

[Kunen] : Kenneth KUNEN. Set theory. T. 34. Studies in Logic. London : College Publications,
2011, p. viii + 401

[Zero8] : Ernst ZERMELO. « Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I ». In :
Math. Ann. 65.2 (1908), p. 261-281

[Kanog4] : Akihiro KANAMORI. « Zermelo and set theory ». In :
(2004), p. 487-553 )

[Hil26] : David HILBERT. « Uber das Unendliche ». In : Math. Ann. 95.1 (1926), p. 161-190
[Moooz2a] : Gregory MOORE. « Hilbert on the infinite : the role of set theory in the evolution
of Hilbert’s thought ». In : Historia Math. 29.1 (2002), p. 40-64

[Zeroy4)] : Ernst ZERMELO. « Beweis, dafl jede Menge wohlgeordnet werden kann ». In : Math.

Ann. 59.4 (1904), p. 514-516

Bull. Symbolic Logic 10.4
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ticle dans le domaine, aprés une courte note
d’arithmétique cardinale. Au début de sa
carriére ensembliste, Zermelo ne cherchait
ni & axiomatiser la théorie de Cantor, ni a
en éliminer les paradoxes, ni & « fonder les
mathématiques ». La réception de [Zero4]
est discutée en § 23, notes conclusives. « In-
cidemment, le paradoxe « de Russell » fut
dégagé par Zermelo dans le cadre ensem-
bliste; [Zero7, p. 118] emploie 'expression
« Russellsche Antinomie » et note en bas de
page : « Indessen hatte ich selbst diese Anti-
nomie unabhdangig von Russell gefunden und
ste schon vor 1908 u. a. Herrn Prof. Hilbert
mitgeteilt. » Confirmation dans [RT81]. La
version de Russell concerne d’ailleurs le pro-
jet logique typé de Frege, pas la nature en-
sembliste. Zermelo vint donc a la séparation
par ses moyens propres et sans influence lo-

giciste. » La limitation du principe naif de -

compréhension (collecter des ensembles en
un ensemble) en principe de séparation (col-
lecter les ensembles d’un ensemble donné en
sous-ensemble) est due & Zermelo. Elle in-
duit un effort d’abstraction algébrique :
qui compte n’est déja plus 'objet ensemble,
mais la relation d’appartenance. La préhis-
toire, laborieuse, de la théorie des ensembles,
est Ihistoire de cette abstraction. e Suite a
laccueil chahuté de [Zerog4], Zermelo tenta
d’axiomatiser le comportement ensembliste
[Zero8]. 11 avait déja compris la possibilité
d’y formaliser les notions-clefs des mathéma-
tiques de son époque. ¢ La logique élémen-

taire n’étant pas alors éclaircie, chez Zer- ;-

melo I’ Aussonderungsaziom (axiome de sé-
paration) repose sur un concept de « pro-

ce =

&
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priété bien définie » bien vague. Contestable,
il fut contesté. Zermelo devait y revenir plus
tard, sans jamais opter pour la logique élé-
mentaire. V. Skolem ci-dessous. * [Zero8]
reste un coup de génie et moment majeur
de Thistoire de la méthode axiomatique. La
premiére axiomatisation des ensembles est
l’ceuvre, imparfaite, de Zermelo.

Fraenkel. Pour des raisons évidentes, il chan-
gea son prénom dans les années 1930.
» Conscient de 'imprécision de la séparation
chez Zermelo, Fraenkel tenta de l’élucider,
notamment dans sa cohérence de la négation
de I'axiome du choix [Frazz2a] (sans fonda-
tion). Cet effort précéde la communication
de Skolem, mais n’aboutit que treés partiel-
lement selon les critéres contemporains : la
notion de « bien défini » coincide peu ou prou
avec « obtenu par itération des autres opé-
rations ensemblistes ». ¢ Observant d’autre
part que la théorie de Zermelo ne permet-
tait pas de formaliser | J,, P™(w), Fraenkel
énonga un Ersetzungsaziom (axiome de rem-
placement) dans [Fra22b]. Le cadre formel
restait imprécis. « Il affina ad hoc dés [Fraz2s].
Ce dernier travail est postérieur a Skolem,
le mentionne, mais persiste a ne pas dis-
tinguer logique ambiante et théorie axioma-
tique. ¢ Fraenkel eut plus de visibilité que
Skolem ; je ne comprends pas pourquoi. La
confusion entre la logique et la théorie reste
assez prononcée chez Fraenkel, dont on peut
déplorer 'influence.

Skolem. Semble ne pas avoir eu connaissance
des travaux de Fraenkel : il ne les cite pas
dans [Skoz3]. « Dés [Skoz23, § 2], Skolem

[Zero7] : Ernst ZERMELO. « Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung ». In : Math.
Ann. 65.1 (1907), p. 107-128

[RT81] : Bernhard RANG et Wolfgang THOMAS. « Zermelo’s discovery of the “Russell para-
dox” ». In : Historia Math. 8.1 (1981), p. 15-22

[Frazza] : Adolf FRAENKEL. « Der Begriff ,definit“ und die Unabhéngigkeit des Auswah-
laxioms ». In : Berl. Ber. 1922 (1922), p. 253-257

[Fraz22b] : Adolf FRAENKEL. « Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre ».
In : Math. Ann. 86.3-4 (1922), p. 230-237

[Fra2s] : Adolf FRAENKEL. « Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre ». In :
Math. Z. 22.1 (1925), p. 250-273

[Skoz23] : Thoralf SKOLEM. « Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begriindung der Men-
genlehre ». In : 5. Kongre3 Skandinav. in Helsingfors vom 4. bis 7. Juli 1922. Helsinki :
Akademiska Bokhandeln, 1923, p. 217-232
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concevait et promouvait trés lucidement la Hausdorff avaient auparavant proposé des ;

logique élémentaire. Celle-ci révoque pour définitions différentes. La solution de Kura-

imprécision la notion zermelienne de « defi- towski n’a rien de nécessaire ni méme d’op-
nit », et renonce a la catégoricité. Une demi- timal car elle augmente le rang de fonda-
génération séparait les deux hommes; Sko- s tion (rgy, v. § 25.1) des objets. Consen-
lem avait souvent raison, et Zermelo avait suelle, mais pas canonique, elle fut adop-
parfois tort (v. théorémes de Loéwenheim- tée par von Neumann puis Bernays. Pour
Skolem et d’incomplétude). La polémique fut I’histoire, [Kano3, § 5]. Pour les alternatives

apre [Zer29], [Sko3o]. Ces articles précédent et les autres contextes, [SMo8]. « Pour les
la reprise de la définissabilité par Tarski dans :o uplets ordonnés, [Skos7].

[Tar3ia]. » Skolem était également arrivé
a l’idée du remplacement, énoncé dans nos
termes [Sko23, § 4]. Il est donc le premier &
avoir formulé ce qu’on appelle 'axiomatique
Zermelo-Fraenkel [Sko23]; il le fit non sans .; Axiomes postérieurs. L’axiome de détermi-
scepticisme (§ 15, notes conclusives). « La  hation apparait dans [MS62].

Axiome de fondation. V. § 25, notes conclu-
sives.

Axiome du choix. V. § 23, notes conclusives.

o

solution technique de Skolem combinant lo-  Modéle d’Ackermann (exercice 21.7) pour la
gique élémentaire et schéma d’axiomes s’est  théorie de Zermelo avec choix sans infini :
imposée; noter qu’elle induit relativisme et [Ackg7]. Son cadre théorique étant la récur-

abandon de la logique du deuxiéme ordre. -0 sivité, I’exposition d’Ackermann est orien-
von Neumann, puis Bernays. V. § Q, notes tée fonctions. » En termes techniques, les
conclusives. structures (Vi,; €) et (w; +,-) sont bi-
Paire (ordonnée ou pas). « L'« axiome » de  interprétables. Attention, les théories PA et
la paire est conséquence de ZF. Mais si ZF\{AI} U {—AI} ne le sont pas [ESVii,
I'on dégrade le remplacement en séparation, Theorem 5.1].

il faut bien mettre comme Zermelo un tel
axiome. De méme si ’on perd la puissance.

N

Terminologie, notations. ¢ On de-

» La paire ordonnée {{a},{a,b}} est due &  vrait parler de théorie de Fraenkel-Skolem-

Kuratowski [Kur21, Définition V]. Wiener, Zermelo; on pourrait méme se restreindre

[Zer2g)] : Ernst ZERMELO. « Uber den Begriff der Definitheit in der Axiomatik ». In : Fundam.
Math. 14 (1929), p- 339-344

[Sko3o] : Thoralf SKOLEM. « Einige Bemerkungen zu der Abhandlung von E. Zermelo : »
Uber die Definitheit in der Axiomatik« ». In : Fundam. Math. 15 (1930), p. 337-341
[Tar3ia] : Alfred TARSKI. « Sur les ensembles définissables de nombres réels I ». In : Fundam.
Math. 17 (1931), p. 210-239

[Kur21] : Casimir KURATOWSKI. « Sur la notion de I'ordre dans la théorie des ensembles ».
In : Fundam. Math. 2 (1921), p. 161-171

[Kanog] : Akihiro KANAMORI. « The empty set, the singleton, and the ordered pair ». In :
Bull. Symbolic Logic 9.3 (2003), p. 273-298

[SMo8] : Dana ScOTT et Dominic MCCARTY. « Reconsidering ordered pairs ». In : Bull.
Symbolic Logic 14.3 (2008), p. 379-397

[Skos7] : Thoralf SKOLEM. « Two remarks on set theory ». In : Math. Scand. 5 (1957), p. 40-46
[MS62] : Jan MYCIELSKI et Hugo STEINHAUS. « A mathematical axiom contradicting the
axiom of choice ». In : Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 10 (1962),
p.- 1-3

[Ackg7] : Wilhelm ACKERMANN. « Die Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre ».
In : Math. Ann. 114.1 (1937), p. 305-315

[ESV11] : Ali ENAYAT, James SCHMERL et Albert VISSER. « w-models of finite set theory ».
In : Set theory, arithmetic, and foundations of mathematics : theorems, philosophies. T. 36.
Lect. Notes Log. La Jolla, CA : Assoc. Symbol. Logic, 2011, p. 43-65
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3

a Skolem-Zermelo. Et l'on devrait cer-
tainement la noter Ensgegy,. ¢ J'ignore
de quand date Dlappellation « Zermelo-
Fraenkel » mais Skolem lui-méme ’adopta
[Skolem2]. (En 1950 [Skog2], il disait « Zer-
melo Set Theory ».) » La tradition fait re-
monter la notation V a [Peano, p. XI] : « Si-
gno V, quod classem ex omnibus individuis
constitutam, de quibus quaestio est, indicat,
non utimur. »

Questions de cohérence. ¢ Les phéno-
meénes d’incomplétude de § 20 touchent ZF.
On peut clairement formaliser la syntaxe et
coder "Coh(ZF)", d’ou : si ZF |- "Coh(ZF)",
alors ZF L. Plus en § P. « A la différence de
l'arithmétique pour laquelle le modele stan-
dard est tenu pour familier (sauf des ultra-
finitistes), la notion de modéle ensembliste
standard est plus incertaine. La théorie PA
est née de 'examen de (N;+, -) ; par contraste
il n’y a pas consensus plein sur le fait que ZF
soit la description axiomatique d’une réalité
univoque. ¢ En revanche un consensus ac-
tuel est que tout argument mathématique
doit étre menable dans ZF ; ceci n’est pas un
énoncé ni une définition mais une these épis-
témologique. Personne n’affirme donc pou-
voir démontrer la cohérence de ZF. Clest
pourquoi les énoncés ensemblistes sont des
résultats de cohérence relative, de la forme
« si ZF est cohérente, alors ZF U {¢} aussi ».
(Etonnamment7 pour étudier les paires de
modeles, on n’a pas besoin de travailler dans
ZF U{"Coh(ZF)"} : v. ex. 26.9.) » Rétrospec-

tivement, cela indique-t-il que méme la no- -

tion de modele standard de PA est illusoire ?
Cette vue a ses tenants.

ZF est-elle un fondement des mathé-
matiques ? ¢ Cette theése a pour elle Zer-

W
o

Y
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melo et contre elle Skolem :

Dapfs ich nicht friher etwas dariber pu-
bliziert habe, hat zwei Grinde: Erstens
bin ich inzwischen mit anderen Pro-
blemen beschdiftigt gewesen; zweitens
glaubte ich, dafl es so klar sei, dafi die-
se Mengenaziomatik keine befriedigende
letzte Grundlage der Mathematik wdre,
dafl die Mathematiker gréfSenteils sich
nicht so sehr darum kimmern wirden.
In der letzten Zeit habe ich aber zu mei-
nem Erstaunen gesehen, daf$ sehr viele
Mathematiker diese Axziome der Men-
genlehre als die ideale Begrindung der
Mathematik betrachten; deshalb schien
mar die Zeit gekommen, eine Kritik zu
publizieren. [Sko23, derniers mots]

» [’avis de Cantor sur le caractére central de
la théorie des ensembles semble avoir fluctué.
Celui de Poincaré en revanche était clair :
« Encore une fois les vraies mathématiques,
celles ot l’on ne patauge pas dans l'infini ac-
tuel, ne sont pas en cause. » n’est que I'une
des amabilités de l'incendiaire [Poio6]. « On
attend encore une critique en regle de l'ex-
pression « crise des fondements », qui entre-
tient les malentendus. ZF est d’abord un fon-
dement de la théorie transfinie; il se trouve
qu’on peut y développer toutes les mathé-
matiques mais c’est un sous-produit inat-
tendu. ¢ Plus étonnant : le pouvoir prédic-
tif de ZF ou ZFC en mathématiques usuelles
est immense car on peut y formaliser et dé-
montrer le théoréme de Riemann-Roch ; son
pouvoir prédictif en combinatoire infinie est
tres faible car elle ne statue pas sur HC.
e On relativisera cependant le pouvoir pré-
dictif de ZFC : un énoncé purement algé-
brique comme le probléeme de Whitehead en

[Skolem2]| : Thoralf SKOLEM. Abstract set theory. Notre Dame Mathematical Lectures, no. 8.
University of Notre Dame Press, Notre Dame, Ind., 1962, p. v+70

[Skos2] : Thoralf SKOLEM. « Some remarks on the foundation of set theory ». In :

Pro-

ceedings of the International Congress of Mathematicians, Cambridge, Mass., 1950, vol. 1.
Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1952, p. 695-704

[Peano] : Giuseppe PEANO. Arithmetices principia, nova methodo exposita. Augusta Tauri-
norum (Turin) : Fratres Bocca, 1889. XVI+20

[Poio6] : Henri POINCARE. « Les mathématiques et la logique ». In :

morale 14 (1906), p. 294-317
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Chapitre V.

est indépendant [She74b] (bonne exposition
dans [Ekl76]).

Les objets mathématiques sont-ils des
ensembles? « Qu'un cours de logique
fasse entiérement 1’économie de questions
épistémologiques serait choquant ; ceci m’in-
cite & donner une opinion. Par la provoca-
tion qui suit j’espére forcer a la réflexion.
e Du point de vue de l'histoire des idées,
les mathématiques sont devenues une science
« a systeme », procédant par exposés totali-
sants, environ a ’époque ou la philosophie
en est sortie. Il est vrai que le début du
XX€ siecle était propice aux totalitarismes, et
I'on jouera a voir en ZF leur avatar mathé-
matique. ¢« Sans doute fallait-il que le X1x®
siecle, en son positivisme naif, débouchat
sur une ontologie aussi pauvre que la posi-
tion formaliste « en mathématiques, tout est
ensemble ». Cette derniére, sous couvert de
neutralité idéologique, est une prise de posi-
tion bien plus radicale que tout ce que je sau-
rais me permettre : 1. elle impose un point de
vue, et 2. elle retire la possibilité de le contes-
ter & la communauté mathématique, pour-
tant premiére concernée. « On peut encoder
la diversité de la pratique mathématique a
I'intérieur du cadre ensembliste, qui en four-
nit une théorique unification. Cantor ne cher-
chait en rien cette formalisation qui lui est
postérieure, et dont la possibilité est 'une
des catastrophes épistémologiques et péda-
gogiques du XX€ siécle. « Analogie : les endo-
morphismes linéaires des espaces vectoriels
de dimension finie se représentent en base

o

10®
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par des matrices. Mais réduire ’algebre li-
néaire a ’algebre matricielle est une aberra-
tion intellectuelle. « L’enthousiasme des pro-
fesseurs de secondaire & présenter les entiers
comme des ordinaux de Mirimanoff (§ 22.1)
est consternant. Le plus coupable est bien
stir de tenir pour laxiomatique sans men-
tionner le concept de modele; et la chose
n’est pas si rare dans le sillage logiciste.

Choix des axiomes; aspects épisté-
mologiques. ¢ L’« axiome de l’ensemble
vide » est inutile si 'on considere des mo-
déles non vides; la combinatoire infinie du
vide est de peu d’intérét. o L’intérét du
remplacement n’est pas d’alléger les autres
axiomes : sans lui, la théorie ordinale est
insuffisante (exercice 25.2). Curiosité : en
bridant trop le remplacement, on ne peut
méme pas démontrer 'existence du cardi-
nal de Hanf (ex. 15.9) de la sémantique
pleine du second ordre [Bar72]. V. [Kani2].
+ Pour les axiomes hors-canon, [Mad88a]
(axiomes « usuels », HC, grands cardinaux)
et [Mad88b] (trés grands cardinaux, déter-
mination). Version longue dans la somme
[Maddy].

Extensions possibles Les axiomes sui-
vants ne font pas partie du canon des années
1920. Ils sont indépendants de ZFC mais en-
tretiennent divers liens. On verra donc ZF
comme un moins-disant (qui n’a d’ailleurs
pas fait I'unanimité immédiatement), en lui-
méme assez peu éclairant sur la nature en-
sembliste. Aucun consensus ne parait s’étre

[She74b] : Saharon SHELAH. « Infinite abelian groups, Whitehead problem and some construc-
tions ». In : Israel J. Math. 18 (1974), p. 243-256
[Ek176] : Paul EKLOF. « Whitehead’s problem is undecidable ». In : Amer. Math. Monthly

83.10 (1976), p. 775-788

[Bar72] : Jon BARWISE. « The Hanf number of second order logic ». In : J. Symbolic Logic

37 (1972), p- 588-594

[Kani2] : Akihiro KANAMORI. « In praise of replacement ». In :

(2012), p. 46-90

Bull. Symbolic Logic 18.1

[Mad88a] : Penelope MADDY. « Believing the axioms I ». In : J. Symbolic Logic 53.2 (1988),

p- 481-511

[Mad88b] : Penelope MADDY. « Believing the axioms II ». In : J. Symbolic Logic 53.3 (1988),

p. 736-764

[Maddy] : Penelope MADDY. Defending the azioms :

on the philosophical foundations of set

theory. Oxford University Press, Oxford, 2011, p. x+150
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imposé depuis. [Mak85, Theorem 2].

Hypothése du continu HC. « 280 = Ry ».

Discussion en § 24.3. e Au deuxiéme ordre : ZFC2. « La théo-
Axiome de constructibilité de Gédel V = L. rie élémentaire ZFC est la « schématisation »
« Tout ensemble est constructible ». « Cet (§ 11, notes conclusives) d’une théorie naive
axiome entraine AC et HC. Discussion en du deuxiéme ordre ZFC?. Le schéma élémen-
§ 27. taire de remplacement provient d’un unique

. . . i d’ord éri tifiant 1
Axiome de Grothendieck-Tarski. « Tout en- axiome d-ordre superieur quantiiant Sur ies

, . fonctions du domaine. Jamais rallié a la
semble est membre d’un univers de Gro- . 1 . . .
. . L. 1 logique élémentaire, Zermelo raisonnait au
thendieck. »  Cet axiome équivaut a ’exis-

s . deuxieéme ordre. ¢ La théorie du deuxiéme
tence d’un grand nombre de (petits) grands 2 , . . ;
. . N ordre ZFC? en sémantique pleine n’est pas
cardinaux ; techniquement, d’une classe co-

. . . . . absolument catégorique, mais ses modeles
finale de cardinaux inaccessibles. Discussion R .
<1 pleins sont connus : les V,; pour x inacces-
a lex. 25.5.

Divers axiomes de grands cardinaux. ¢ Ces 15
axiomes semblent s’ordonner linéairement,
sans qu’on comprenne actuellement pour-
quoi. C’est un indice fort que la recherche
ensembliste ne résulte pas d’une proliféra-
tion combinatoire anarchique, mais pourrait -o
parler d’une réalité sous-jacente. » Quelques

o

o

culaire : la sémantique pleine présuppose de
maitriser la notion de partie, par exemple en
travaillant dans un modele de ZFC. Le ré-
sultat indique ainsi un phénomene plus qu’il
ne le démontre; une théorie naive n’est pas
un outil fiable, mais une source d’inspiration.
« Pour donner un sens non naif & ZFC2, on

N

grands cardinaux sont envisagés en § SEs. adopte une théorie élémentaire a deux sortes,
+ Bonne premiére exposition dans [Dehor- ensembles/classes, et un schéma de rempla-
noy, § XII-X1V]. La référence est [Kanamori]. cement rassemblant les ensembles en classes.
Axiomes de détermination. « Soit X une -5 On obtient la théorie KM de Kelley-Morse,
classe de sous-ensembles du continu (ex. pro- beaucoup plus forte que ZF. « On retrouve
jectifs, analytiques, tous les sous-ensembles).  alors la vision de Zermelo : les Vy pour & in-
« Tout jeu sur un sous-ensemble de classe accessible jouent un roéle important. V. § Q.
X est déterminé. » o« Ces axiomes jettent » On ne confondra pas KM avec la beaucoup
une lumiére croissante sur la structure du so plus faible BGN (la « forme prédicative » de
continu, mais la forme la plus forte contredit KM).

AC. « Bonne premiére exposition dans [De-

hornoy, § xv]. La référence est [Woodin]. Théories alternatives. Qu’est-ce qu'une
Principe de Vopénka. En fait un schéma alternative & ZF 7 Cela dépend du but suivi.
d’axiomes trés forts. « Si C est une classe 35 On peut vouloir :

propre de L-structures (ensemblistes), alors

3

il y en a deux dont 'une se plonge élémen- 1. « fonder les mathématiques » (lauteur
tairement dans lautre. » (On peut en faire n’a jamais bien compris le sens de cette
un axiome dans BGN.) ¢ Ce schéma équi- expression) ;

vaut a : « pour toute logique A il existe & tel s« 2. axiomatiser, pour étudier, la combina-
que A soit k-fortement compacte » (v. SE5). toire ensembliste ;

[Kanamori] : Akihiro KANAMORI. The higher infinite. Large cardinals in set theory from
their beginnings. Second. Springer Monographs in Mathematics. Berlin : Springer-Verlag,
2003, p. xxii + 536

[Woodin] : Hugh WOODIN. The aziom of determinacy, forcing azioms, and the nonstatio-
nary ideal. revised. T. 1. De Gruyter Series in Logic and its Applications. Walter de Gruyter
GmbH & Co. KG, Berlin, 2010, p. vi+852

[Mak85] : Johann-Andreas MAKOWSKY. « Vopénka’s principle and compact logics ». In : J.
Symb. Log. 50 (1985), p. 42-48
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3. asseoir une formalisation des entiers et Théorie de Kelley-Morse (KM). Mal nom- -

des réels. mée, cette théorie des ensembles et classes
formalise rigoureusement au premier ordre la
théorie informelle ZFC2. Elle renforce consi-
dérablement BGN ou ZF : ainsi KM entraine
Coh(ZFC). V. § Q.

¢ Dans le premier cas une théorie élé-
mentaire monotype est peu maniable; mais
des alternatives catégoriques existent. ETCS
[Law64] équivaut & une forme faible de ZFC;

o

pour une liste de correspondances entre for- Théorie d’Ackermann (Ack). Autre théorie
mulations classiques et formulations catégo- des ensembles et classes, n’ayant pas eu la
riques, [Shu1g]. La récente HOTT, en lien avec ~ fortune de BGN. V. § Q, notes conclusives.
la topologie algébrique et la théorie de la dé- .o Théories sans axiome de la puissance. Cu-
monstration, a bénéficié d’une bonne com- riosités parfois étudiées par les spécialistes
munication. ¢ Dans le deuxiéme cas, préfé- [GHJ16]. Le sel de la combinatoire infinie est
rer une théorie peu typée, avec des seuls en- précisément cet axiome a l’origine de toutes
sembles, ou des ensembles et classes. Pour  les difficultés. La théorie des modeles estime

cela il y a notamment les théories d’Acker- 15 que la « bonne notion » est celle de puissance
mann Ack, de Bernays-Godel-von Neumann définissable; v. § 27.

BGN, de Morse-Kelley KM. Les deux pre-
miéres reviennent essentiellement a ZF(C);
pas la derniere. V. § Q. « Dans le troi-
siéme cas on ne fait pas mieux que Po- 2o
cket Set Theory, qui a le mérite de vexer
tout le monde, ou Alternative Set Theory
[Vopénka]. V. [HFL12]. « Reste le cas de NF
de Quine, qui sort de mode (v. infra).

Pocket Set Theory de Holmes. « Les ex 21.8
et 22.10 viennent de sa page. ¢ La théorie est
plus puissante qu’il n’y parait, car le prin-
cipe de collection d’ensembles est tres peu

losophes disent que PST est « imprédica-
tive »).  Dans PST la catégorie Ens n’est
pas cartésienne fermée (pas d’« ensemble des
Théorie de Bernays-Gédel-von Neumann -5 fonctions A — B »); mais les prétentions de
(BGN). Aussi notée NBG, dans lordre PST sont plus modestes que celles de NF,
chronologique. Cette théorie formalise di-  dul tombe sous le méme coup.

rectement la combinatoire des classes, i.e. le New Foundations de Quine (NF) [Quiz7]. « A

comportement attendu des collections d’en- la différence de ZF, la compréhension dans
sembles. Pour cette raison, elle est finiment ;0 NF n’est pas modérée en séparation, mais
axiomatisable. Un énoncé restreint aux en- sujette a une clause de typabilité des for-
sembles est conséquence de BGN ss’il 'est de mules en jeu. Pour un éloge, [Holg4]. N’ayant
ZF : le gain est donc strictement cosmétique. pas trouvé de critique en régle, je m’y risque.
V. § Q. e La lecture de Quine étonne au XXI® siecle.

[Law64] : William LAWVERE. « An elementary theory of the category of sets ». In : Proc.
Nat. Acad. Sci. U.S.A. 52 (1964), p. 1506-1511

[Shuig] : Michael SHULMAN. « Comparing material and structural set theories ». In : Ann.
Pure Appl. Logic 170.4 (2019), p. 465-504

[Vopénka] : Petr VOPENKA. Mathematics in the alternative set theory. Teubner-Texte zur
Mathematik. Leipzig : BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, 1979, p. 120

[HFL12] : Randall HOLMES, Thomas FORSTER et Thierry LIBERT. « Alternative set theories ».
In : Sets and extensions in the twentieth century. T. 6. Handb. Hist. Log. Elsevier/North-
Holland, Amsterdam, 2012, p. 559-632

[GHJ16] : Victoria GITMAN, Joel HAMKINS et Thomas JOHNSTONE. « What is the theory ZFC
without power set ? » In : MLQ Math. Log. Q. 62.4-5 (2016), p. 391-406

[Quigy] : Willard QUINE. « New Foundations for Mathematical Logic ». In : Amer. Math.
Monthly 44.2 (1937), p. 70-80

[Holg4] : Randall HOLMES. « The set-theoretical program of Quine succeeded, but nobody
noticed ». In : Modern Logic 4.1 (1994), p. 1-47
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Le but avoué est de poursuivre la simplifi-
cation des Principia (et NF finit par les en-
glober) ; cet objectif n’a rien de naturel pour
un mathématicien. Le ton est résolument lo-
giciste; la logique est pergue comme fonde-
ment des mathématiques : « All logic in the
sense of the Principia, and hence all ma-
thematics as well, can be translated. .. ». En
conséquence, Quine met sur le méme plan
propriétés de sa logique-cadre et de la théo-
rie qu’il forme, restant au niveau du lan-
gage; sa vision est syntaxique; il ignore le
concept de modeéle. « Ainsi NF ne décrit pas
une structure mathématique mais les possi-
bilités théoriques de la syntaxe; c’est théo-
riser le primat du langage sur l'objet. En
prétant lige hommage aux mathématiques,
la logique moderne a choisi une tout autre
voie et Quine fait figure de proto-logicien.

» L’interprétabilité de NF dans ZF (par rac- -

courci, on parle de « cohérence de NF ») est
un probléme ouvert, équivalent & la cohé-
rence de la théorie simple des types avec un
automorphisme incrémentant les types. En

revanche une variante de NF, avec atomes, -

est connue interprétable et méme étonnam-
ment faible [Jen68]. « Le nombre de mathé-
maticiens intéressés par NF décroit. Une rai-
son possible est que NF prouve la négation

de AC [Spes3]. Une autre est que si ZF ne -

permet qu’un développement laborieux de
I’algebre homologique, NF y échoue. En ef-
fet pour toute définition raisonnable de la
paire ordonnée, la catégorie Ens formalisée
dans NF n’est pas cartésienne fermée :
perd lopération A x B ou l'opération B4

elle -

21. Axiomes, expressivité

[McLg2].

Théories des ensembles non standard. L’ana-
lyse non standard (v. § 11, notes conclusives)
requiert de saturer des structures. Si l’on
veut des réels infinitésimaux, il faut saturer
R. Mais ’analyse n’est pas la simple étude
des réels en tant que structure algébrique. Si
I’on veut aussi des entiers infiniment grands
(p-ex. pour faire des suites non standard), il
faut aussi saturer N. Si 'on veut des fonc-
tions non standard, des mesures non stan-
dard, etc. On a ainsi trois options a priori.

1. Pour chaque probléeme donné, saturer
seulement les structures nécessaires pour
conduire 'argument non standard. Cette
approche ad hoc peut déplaire.

2. Former la « super-structure » comportant

R, ses parties, ses parties de parties, etc. ;
saturer le tout. Cette approche « a la
Robinson » est bien décrite en [Chang-
Keisler, § 4.4]. Noter qu’elle n’itére la
fonction puissance que par les entiers in-
tuitifs : elle n’a pas toute ’ampleur en-
sembliste.

3. Proposer une théorie des ensembles non

standard qui permettrait a la fois de for-
maliser toutes les mathématiques (dont
Panalyse) et de raisonner par saturation,
de maniére intégrée.

Une théorie des ensembles non standard
décrit donc « de lintérieur » une exten-
sion élémentaire V < V* entre modéles di-
sons de ZF, le second étant tres saturé.
» La plus célebre est Internal Set Theory
[Nel77], trad. [Nel89]. Son traitement trés

[Jen68] : Ronald JENSEN. « On the consistency of a slight (?) modification of Quine’s New
Foundations ». In : Synthese 19.1-2 (1968), p. 250-264

[Spes3] : Ernst SPECKER. « The axiom of choice in Quine’s New Foundations for Mathema-
tical Logic ». In : Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 39 (1953), P- 972-975

[McLg2] : Colin MCLARTY. « Failure of Cartesian closedness in NF ». In : J. Symbolic Logic
57-2 (1992), P- 555-556

[Chang-Keisler] : Chen-Chung CHANG et Jerome KEISLER. Model theory. Third. T. 73. Studies
in Logic and the Foundations of Mathematics. North-Holland Publishing Co., Amsterdam,
1990, p. xvi+650

[Nel77] : Edward NELSON. « Internal set theory : a new approach to nonstandard analysis ».
In : Bull. Amer. Math. Soc. 83.6 (1977), p. 1165-1198

[Nel89] : Edward NELSON. « Théorie des ensembles internes : une nouvelle approche de 'ana-
lyse non standard ». In : La mathématique non standard. Fondem. Sci. CNRS, Paris, 1989,

p- 355-399
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Chapitre V.

syntaxique, typique du style de Nelson, n’a
pas fait I'unanimité. En outre cette théo-
rie n’est pas la plus puissante & ce jour. La
somme [Kanovei-Reeken] en décrit une autre
ainsi que ses concurrentes. ¢ Les théories
des ensembles non standard sont des tenta-
tives, encore non consensuelles, de combiner
la théorie des ensembles a la logique mathé-
matique pour de meilleurs « fondements des
mathématiques ». J’évite donc le sujet.

En conclusion. Un dogme est fait pour étre

§ 22. Ordinaux

5

10

Une axiomatique pour ’appartenance

contesté, et la situation de monopole ZF
tient beaucoup a l’indifférence, méme non
assumée, de la communauté. De maniére gé-
nérale :

— ne pas prendre au sérieux les plaidoyers
pro-ensembles d’interlocuteurs incapables
de citer le schéma de remplacement ;

— chercher des contre-poisons au fondamen-
talisme chez Arnold ou Poincaré;

— retenir que la combinatoire infinie est un
sujet sérieux, mais spécifique.

Dans la théorie ZF on peut uniformiser les ordinaux naifs (bons ordres) par
une construction formelle (§ 22.1) ; la récurrence ordinale s’exprime alors élé-
gamment (§ 22.2), et permet & son tour d’asseoir techniquement l’arithmé-

tique ordinale (§ 22.3).

Rien dans cette section ne requiert I’axiome du choix AC. On n’invoquera

pas non plus Al ni AF.
§§ 3, 21.

Prérequis :

On relira § 3, se rappelant notamment :

stricts;

stricts;

segment initial de l'autre.

deux bons ordres sont toujours comparables :

la définition d’un bon ordre : toute partie non vide posséde un minimum ;

I'identité entre parties closes inférieurement propres et segments initiaux

tout bon ordre est rigide, i.e. isomorphe a aucun de ses segments initiaux -

I'un des deux doit étre

Gréace a 'ensemble des parties, la quantification ensembliste « toute partie
non vide » peut étre transcrite au premier ordre par (Va)(z € P(a) Az # & —
...). (En tablant sur le modéle ambiant pour fournir P, on peut méme écrire

seulement (V2)(@ #z S a — ...
ZF en logique élémentaire.

).) On peut donc parler des bons ordres de

[Kanovei-Reeken] : Vladimir KANOVEI et Michael REEKEN. Nonstandard analysis, aziomati-
cally. Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2004, p. xvi+408
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§ 22.1. Ordinaux formels

Gréace au schéma de remplacement on va donner un représentant canonique
de chaque ordinal de Cantor. Le choix n’intervient pas, mais le schéma de
séparation ne suffirait pas.

Définition (collection ou ensemble transitif). Une collection C est transitive
si (Vo) (Vy)(y € z A C(x)) — C(y)-

Daus le cas particulier d’un ensemble, la transitivité prend la forme (V) (Vy)(y €
zAzeX)— (ye X). Cest mal nommer car mal reconnaitre une propriété
plus générale : étre clos inférieurement sous la relation €. Les mémes collections
jouent le méme rdle central dans ’étude des modeles de PA, ou 'ordre est <. .

Définition (ordinal formel). Un ordinal formel est un ensemble X :
— transitif,

— et tel que (X,€) soit un bon ordre : (VY)(&J # ¥ € X —«Y a un
€-minimum » ).

Remarque. On voit ici I'intérét de travailler avec des ordres stricts : a € a
n’est pas une propriété attendue d’ensembles « naturels » (rappelons que ce
comportement est éliminé par 'axiome de fondation, mais licite autrement).

Ezemple. &, {@}, {,{T}}, ... sont des ordinaux formels. L’axiome de Uinfini,
discuté en § 23.1, est que ce ne sont pas les seuls. La formalisation sera un peu
inattendue, pour des raisons profondes (la suite donnée dans notre exemple -
n’est pas seulement indexée par les vrais entiers, mais par les entiers du modéle).

a, B On notera «, 3,... des ordinaux.
ord Notation. Soit Ord la collection définissable des ordinaux formels.

Lemme (d’hérédité). Soit o un ordinal formel. Alors o ¢ «; les éléments de «
sont exactement ses segments initiaux propres, et sont des ordinaux formels. -

Démonstration. Si a € «, alors comme (a,€) est un ordre strict, on a
a =« et a < «a: contradiction. Si 8 € a, on a 8 = I,(8). En effet si v € 3,
par transitivité v € a et v < 8, donc v € I, (). Si réciproquement v < 3
dans «, alors v € 8. Tout segment initial propre est de cette forme. Reste a s
montrer qu'un tel S est bien un ordinal formel. Il est clairement transitif, et
c’est encore un bon ordre comme toute partie d’un bon ordre. O

Théoréme (d’ubiquité; ZF). Tout bon ordre est uniquement isomorphe & un
unique ordinal formel.
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Démonstration. Unicité. Soient «, § deux ordinaux formels. On suppose
a ~ (. Soit v = a n B, encore un ordinal formel par définition. Si v = «a,
alors a € 3, mais par rigidité de bons ordres isomorphes, & = 3. Si v = 3 on
conclut de méme. Si enfin v est propre dans « et dans 3, alorsye an § = v,
contre le fait que v est un ordinal formel.

Existence. Soit A = (A4, <) un bon ordre fixé. Soit ¢(z,y) la relation :
xeAnOrd(y) A (3f)(f: (Ta(z),<) ~ (y,€)) (on utilise A et < comme pa-
rametres). La relation est définissable et fonctionnelle en y = f(z). Par rem-
placement, il existe un ensemble image c. Soit alors 'ensemble F' = {(a, ) €
A xc: (Ix(a),<) ~ (a,€)}. Comme dans le théoréme de comparaison de
§ 3.1, on montre que F est le graphe d’un isomorphisme entre A et (¢, €), qui
est un ordinal formel. Enfin A lui est isomorphe. O

Remarques

— Ce théoréme n’utilise pas 'axiome du choix, mais il demande le schéma
de remplacement (exercice 25.2).

— On note ord A l'ordinal formel d’'un bon ordre A. Dorénavant, on dira
simplement « ordinal » pour « ordinal formel ».

Proposition.

(i) La collection (Ord, €) est classe-bien ordonnée (toute sous-collection non -

vide posséde un minimum), et ses segments initiaux propres sont en-
semblistes (une sous-collection propre close <-inférieurement est un en-
semble) ; ce sont d’ailleurs les ordinaux.

(ii) Ord n’est pas un ensemble. Si X est un ensemble d’ordinaux, alors (-J(X)
est un ordinal, et coincide avec sup X (calculé dans Ord).

(iif) Si (€2, <) est une collection définissable classe-bien ordonnée qui n’est pas
un ensemble mais reste a segments initiaux propres ensemblistes, alors
Q et Ord sont uniquement classe-isomorphes (il existe une formule ayant
mémes parametres que ceux pour (2, <), et qui code un isomorphisme,
au sens intuitif).

Par opposition au cas ensembliste, le caractere classe-bien ordonné ne peut
s’écrire comme un axiome unique ; ceci demanderait de former « P(Ord) », qui
n’a pas de sens.

Démonstration.

(i) Soit C(z) une sous-collection définissable non vide; soit « dans C. Si

N
N

"
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« est minimum dans C, on a fini. Sinon on peut rechercher le mini-
mum dans la sous-sous-collection C'(z) A < a, qui par séparation est
lensemble {x € a : C(z)}. Comme « n’est pas minimum dans C, cet
ensemble est non vide ; comme « est bien ordonné, il existe un minimum.
Soit C'(x) un segment initial propre (au sens intuitif) de Ord; il est de
la forme C(z) <> Ord(z) A < a pour un certain ordinal a. Alors C(z)
est 'ensemble {x € o : Ord(x)} = .

(ii) Si Ord est un ensemble, alors Ord € Ord et donc est un ordinal ; mais
aucun ordinal ne vérifie a € a. 10
Par I'axiome de la réunion, (J(X) est un ensemble; par transitivité de
chaque ordinal, c’est un segment initial de Ord, et puisque c’est un
ensemble, il est propre. C’est donc un ordinal «, et clairement o =
sup X.

(iii) On reprend la démonstration du théoréme d’ubiquité, et 'on définit la
relation F(z, ) :

Qx) A Ord(a) A 3f)(f: In(z) ~ ).

Elle utilise les paramétres de (€2, <) (ainsi que ’hypothése que les seg-
ments initiaux propres de cette derniére sont ensemblistes); elle est
fonctionnelle ; elle établit un isomorphisme au sens intuitif entre son -o
domaine, qui est la collection définissable €2, et son image, qui est la
collection définissable Ord. O

Notamment la collection des suites (formellement) finies d’ordinaux obtenue
par les codages usuels vérifie (iii).

Remarques

— (ii) est attribué a Burali-Forti. Pour (iii) on n’oubliera pas 1’hypothése
sur les segments initiaux, sans laquelle Ord U {00} est un contre-exemple.

— Un indicateur important de la « taille » d’un modele est la collection Ord,
qui fournit son squelette. Mais pour formaliser une comparaison entre les
ordinaux Ord(V;) et Ord(Vs) de deux modeles, il faut au moins une s
inclusion dans un modéle commun.
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Ord A\

1%}

Ord est un squelette « plus ou moins long ». La notion méme de
comparaison demande que V soit englobé dans un \Y permettant
de le manipuler. Un tel V reste trop souvent implicite dans la
littérature.

§ 22.2. Récurrence et récursion ordinales

Le phénomene fondamental est la récurrence sur la collection Ord. Nous
aurions pu lexposer avec les ordinaux naifs (bons ordres), mais au prix d’un
énoncé sensiblement plus lourd.

Théoréme (récurrence ordinale). Soit ¢(z,z) une formule. Alors :

ZF = (Vz)  [(Va)(Ord(z) A (Vy)(y € © — 9(y,2)) = ¢(z,2))]
— [(V2)(Ord(z) — ¢(z, 2))]

Démonstration. On fixe z et 'on fait ’hypotheése ; noter qu’elle entraine
o(J,2). Soit X la collection d’ordinaux définie par Ord(z) A —¢(x,2). Si X
est non vide, son plus petit élément n’est pas J, ni aucun autre ordinal :
contradiction. O

Théoréme (construction par récurrence ordinale). Soient S(f) la collection
définissable : (Ja)(Fe)[Ord(a) A (f: o — ¢)] des fonctions de domaine un or- 5
dinal, et y = ®(x) une relation fonctionnelle (éventuellement & paramétres)
définie sur S.

Alors il existe une unique relation fonctionnelle y = F'(z) de domaine Ord

telle que : (Vo)[Ord(a) — F(a) = ®(Fj,)].

La conclusion s’interprete de la fagon suivante : si 'on connait les termes -o
de la Ord-suite (F(f))p<qa jusqu’a a exclu, alors on connait aussi la valeur en
a.
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Démonstration. L’unicité est claire : si F' et G conviennent, on prend par
I'absurde a minimal ot elles different, d’ott F'(a) = ®(F),) = ®(G|s) = G(a),
contradiction. Montrons 1’existence.

Soit Sa(f) la collection définissable : S(f) A (V8)[B € dom f — f(B) = -
®(fi)] des fonctions (i.e. des suites) dites ®-inductives de domaine ordinal.

Pour a fixé, il existe au plus une fonction ®-inductive de domaine «;
s’il en existe une, alors f|z est ®-inductive de domaine 3. Les fonctions de Sg
s’étendent donc les unes les autres, et la formule ¢(a) : Ord(a) A[(3f)(Sa(f) A
dom f = )] définit un segment initial I de Ord. S’il est propre, c’est un .
ordinal «; soit f la fonction ®-inductive de domaine a. Alors f u {(a, ®(f))}
est une fonction ®-inductive de domaine contenant « : contradiction. Il suit
que I est Ord entiere.

Soit enfin y = F(«a) la relation : (3f)[Se(f) A (o € dom(f) Ay = f(a))];
elle convient. Noter qu’elle n’utilise pas d’autres parametres que ceux de ®.

O

&

Remarque. L’énoncé se paraphrase ainsi :

On se donne un moyen (uniforme) de construire, pour tout ordinal
a, un objet F'(«) en fonction des F(8) pour § < a. Alors F(«a) est
bien défini pour tout ordinal a. 20

Naturellement, cela ne fait pas intervenir de choix.

§ 22.3. Arithmétique ordinale

Définissons par récursion ordinale des opérations algébriques sur Ord qui y
reproduiront I’addition, la multiplication, 'exponentiation d’ordres (§ 3.2).

s() Définition (succession ordinale). Soit « un ordinal formel. On note s(a) = =
a v {a}; c’est un ordinal formel, et le plus petit strictement supérieur & a.

On vérifie sans peine que la fonctionnelle ainsi définie est injective.

a+p Définition (addition ordinale). Soit o un ordinal fixé. Soit ®, la relation
fonctionnelle qui & une fonction f de domaine un ordinal 3 associe

Oa(f) =sup({s(y) : (yeim f) A Ord(y)} v fa}) =au (] s
y€im f:
Ord(y)
(La clause Ord(y) sert seulement & ce que ®,, soit définie sur toutes les fonctions
a domaine ordinal ; on ne peut parler de s(y) pour autre chose qu'un ordinal.)
Soit F, la fonctionnelle obtenue par récurrence. On pose « + 8 = F,(5).

ot
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On vérifie sans peine que 'addition ordinale est associative, de neutre .
Elle n’est pas commutative ni réguliere : avancant un peu sur l’ordinal des
entiers w (v. § 23.1),onaw+1#1+w=w (ou 1 = s()).

Noter que la définition est uniforme en a.

a-p Définition (multiplication ordinale). Soit o un ordinal fixé. Soit X, la relation
fonctionnelle qui & une fonction g de domaine un ordinal § associe

Xal9)= | +a).

yeim g:
Ord(y)

Soit G, la fonctionnelle obtenue par récurrence. On pose a - 3 = G, (5).

La multiplication ordinale est associative, de neutre 1, et distributive a
droite (seulement) sur ’'addition. Elle n’est pas commutative ni réguliére (méme .o
horsde ) tcarw -2 =w+w # 2w = w.

o® Définition (exponentiation ordinale). Soit o un ordinal fixé. Soit U, la rela-
tion fonctionnelle qui a une fonction A de domaine un ordinal 3 associe

\Ija(h> = U (y ’ a)'
yeim h:
Ord(y)

Soit H, la fonctionnelle obtenue par récurrence. On pose o = H,(f3). 15

Remarque. Ce n’est pas I'exponentiation cardinale, détaillée en § 24.3.

L’arithmétique ordinale a les propriétés voulues; v. ex. 22.6.

Exercices

Notre exposition des ordinaux a contourné I’axiome de fondation (discuté davantage en
§ 25), qui fait bien partie de ZF. Si un exercice requiert la fondation, on le signale. 20

22.1. Montrer que les ordinaux sont exactement :
a. les ensembles transitifs d’ordinaux ;

b. les ensembles transitifs dont tous les éléments sont transitifs. [Considérer le premier
ordinal o ¢ x et appliquer l’axiome de fondation & z'\«.]

22.2 (deux définitions des ordinaux). Cet exercice emploie la fondation. Soit V = ZF. -5
Soit C une sous-collection transitive de V; on note C la structure (C, €|¢)-

On note Ordj(z) la formule : « z est transitif, et tout y S = non vide posséde un €-plus
petit élément » (c’est la formule Ord de § 22.1), et Orda(x) la formule : «  est transitif, et
totalement ordonné par € ».
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a. Montrer que Ord; [V] = Ord2[V].
b. Pour a de C, montrer : V }= Orda(a) ssi C |= Orda(a).

¢. On suppose que C vérifie I’« axiome » de la paire. Pour a de C, montrer : V = Ord; (a)

ssi C = Ordj (a).
d. Montrer que c’est faux si C ne vérifie pas la paire.

e. Soient M un ensemble transitif et M = (M,G‘M). On suppose que M vérifie paire et
réunion. Montrer que Ord;[M] = Ordz[M] = Ord[V] n M = min(Ord[V]\M) est, dans
V, un ordinal limite.

Préférer Ord; a Orda permet de différer la présentation de I’axiome de fondation. Mais Ordsa
a ses mérites : I’absence de référence méme indirecte a la notion de partie, et la possibilité
de travailler sans fondation.

22.3. Soit A = (A, R) une relation binaire. Cette relation est bien fondée si :
VX))@ #X<cA) - Fz)(zre X A (Vy)(ye X - —~yRx))].
Un bon rang sur A est la donnée d’un bon ordre O = (O, <) et d’une fonction rg: A — O)
telle que A vérifie (Vz)(Vy)(zRy — rgx < rgy). Montrer le lemme suivant.
Lemme. Une relation binaire est bien fondée ssi elle est munissable d’un bon rang.
[Poser Ag4+1 ={ye A: (Va)(zRy — z € Aa)}.]

22.4. Montrer le résultat suivant. (L’ensemble des points fixes forme méme un club au sens
de l'exercice 24.8.)
Lemme. Soit F': Ord — Ord une fonctionnelle définissable a la fois :

— strictement croissante, i.e. 8 < a — F(B) < F(a),

— et continue, i.e. F'(a) = g, F'(8) pour a limite.
Alors F posséde des points fixes arbitrairement grands.

22.5. On travaille dans ZF. Soit f: P(X) — X. On considére la fonctionnelle ® qui & une
fonction g de domaine ordinal « associe :

®(g9) = f(X nimg).
Soit G la fonctionnelle obtenue par récursion ordinale.
a. Ecrire G(J), G(1), G(2).
b. Montrer qu’il existe une partie Y € X et un bon ordre < sur Y tels que :
- fY)eY;
- (lyeY »y=f{zeY:2<y}l
c. En déduire une forme du théoréme du saut de Cantor : P(X) ne s’injecte pas dans X.
d. Généralisation : soient X un ensemble non vide et 00 ¢ X. Montrer que P(X) ne s’injecte
pas dans X v {oo}.
22.6. On travaille dans ZF.

a. Vérifier les isomorphismes d’ordres o + 8 ~ a U< 3, a -8 =~ (a x B,lex), et af ~
(a(P) anti-lex) (v. § 3.2).

b. Vérifier les propriétés suivantes.

N
~

o
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— + est associative et réguliere & gauche, i.e. (a + 5 =a+7v) = (8 =17); elle n’est
pas réguliere & droite;

— + est strictement croissante a droite, i.e. (8 <) — (a+ 8 < a+y) mais seulement
croissante & gauche (donner un contre-exemple) ;

— - est associative et réguliere & gauche hors ¥, i.e. pour a >0ona (a-8=a-7v) >
(B =) ; elle n’est pas réguliere a droite;

- est distributive & gauche sur +, i.e. a(8+7) = aff + av; elle n’est pas distributive
a droite;
— DPexponentiation vérifie af - a7 = o 17 et (af)Y = P,
On peut en profiter pour réviser la forme normale de Cantor, ex. 3.3.

22.7.

a. Soit o un ordinal. Il existe un Ay ., (<)-énoncé caractérisant (o, <) & isomorphisme pres.

b. Soit k un cardinal. Il existe 8 < a < (2%)F vérifiant (o, <) = (8, <) [Ax,w(<)].
22.8 (tassement/contraction de Mostowski). Une relation binaire (X,¢) est exten-
stonnelle si elle vérifie Paxiome d’extensionnalité, et bien fondée si elle vérifie 'axiome de

fondation (toute sous-collection non vide de X posséde un élément e-minimal). [Noter qu’un
cadre ensembliste extérieur, ici V, est requis pour cette notion de sous-collection.]

a. Soit X un ensemble muni d’une relation telle que (X, ¢) soit extensionnel et bien fondé.
Montrer qu’il existe un unique ensemble clos e-inférieurement [« transitif » | Y et un
unique isomorphisme 7: (X, ) ~ (Y, €).

Pour formaliser proprement la construction, on pourra songer a l’exercice 22.3.

b. Application. On suppose (V,€) bien fondé (axiome de fondation AF). Montrer que si z

et y sont transitifs et que (z,€) ~ (y,€), alors z = y.

22.9 (ordinal de Hartogs). Avec l'axiome du choix, qui équivaut dans ZF au principe

de Cantor-Zermelo (tout ensemble est bien ordonnable; v. § 23.2), il existe des ordinaux de -

cardinalité (intuitive) arbitrairement grande.

On travaille ici dans ZF sans choiz; le but est de montrer qu’il existe néanmoins des
ordinaux « arbitrairement grands ». Un ordinal o est minimal si aucun ordinal moindre ne
lui est équipotent. On note E — F 1’énoncé « il existe une injection de E dans F' ».

a. Montrer que tout ordinal fini est minimal. Montrer que si a est un ordinal minimal infini,
alors a est un ordinal limite.

b. Soit X un ensemble. Montrer qu’il existe un ordinal qui ne s’injecte pas dans X.

c. On appelle ordinal de Hartogs et I’on note Hart X le plus petit tel ordinal. Montrer que
Hart(X) s’injecte dans P(P(X?)), puis que P(Hart(X)) s’injecte dans P(P(X?)).

d. Montrer que si « est un ordinal minimal infini et que E et F' sont des ensembles tels que -

a s’injecte dans F x F', alors « s’injecte dans E ou dans F'.

e. En déduire que si X n’est pas équipotent & un entier, alors Hart(X) = Hart(X?2); puis
que si X ~ Y2 pour un Y, alors Hart(X) s’injecte dans P(P(X)).

f. Montrer qu’en général Hart(X) s’injecte dans P(P(P(X))).

22.10 (ordinaux de PST). Cet exercice fait suite & I’exercice 21.8.

a. Développer la théorie ordinale dans PST. En particulier montrer que Ord = w; et que
tout ensemble s’injecte dans w.

&

40
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b. Déduire que PST démontre les axiomes de ZFC sauf la puissance. (Note : AF pour les
ensembles est indécidable dans PST.) Formaliser le corps réel et vérifier ’hypothése du
continu dans sa forme idoine.

c. Expliquer ’assertion : « PST permet I'arithmétique du troisiéme ordre ».

Suite et fin & I'exercice 27.8. 5

(*) 22.11 (arithmétique « naturelle »). Refaire I’exercice 3.3 sur la forme normale de Cantor.
En particulier tout ordinal s’écrit de maniére unique

a=w ky+ -+ w* - kyn,
ol n € w, les a; sont des ordinaux vérifiant ag > ... > an, et les k; sont des ordinaux finis
non nuls. 10

a. Soient «, 3 deux ordinaux. On les écrit o = 37 (w?i -a; et B = 37" (w?i - by, ol les
ordinaux finis a; et b; peuvent étre nuls. On pose alors :

a®p = Zw%‘-(aieri).

i=0
Montrer que @ est associative et commutative. Que vaut 1@ w?
b. Dans la notation précédente, on pose : 15
a®6 = @w’Yi@’Yj . (aibj)A
%)
Montrer que ® est associative, commutative, et distributive sur @. Interpréter en termes
de séries formelles.
c. Montrer que a+ 8 <a®@f et af <a®p.
d. ® est-elle obtenue en itérant @7 20
(%) e. Si X est un ensemble d’ordinaux, on note sup’(X) le plus petit ordinal > X (si max X
existe, sup’(X) = max(X) + 1; sinon, sup’(X) = sup(X)). Montrer que
’
a®f = sip({a® - : b < B} U fa- ®B:a- <al}),

puis que :

a® B =min{z: Va_ < a)(VA- < B)(z® (a— ®P-) > (a®B-)® (a— ® B))}. 2

o

A bien des égards, cette arithmétique est plus naturelle que l'arithmétique de structures

ordonnées.
Notes conclusives 1. L’ensemble E est un ensemble ordi- 35
naire d un noyau (le noyau e).
« Repéres historiques 2. St x ety sont deux éléments quel-
Je ferai remarquer encore qu’on peut 3o conques d,e E, Pun d’eur est un élé-
définir les ensembles S sans passer par ment de lautre.
lintermédiaire des ensembles bien or- En outre : 40
donnés. Soit E un ensemble S. Nous 3. St x est un élément de E, tout élé-
avons vu que : ment de x est un élément de E.
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Ces propriétés sont caractéristiques des Neumann : [Neu28a, 1X.1.Satz 9o]; plus re-
ensembles S, et peuvent servir d les dé- connaissable en [Neu28b, p. 387].
finir. [Mir17, p. 47] Paradoxe de Burali-Forti. + Cantor avait déja

identifié que la classe des cardinaux ne possé-
dait pas de cardinalité. ¢ Le style de Burali-
Forti [Burg?] est trés peanien. (Ceci repose
la question : qu’attend-on d’un formalisme?
la rigueur, la clarté d’exposition, ’inspira-
tion gabalistique, la construction d’un entre-
soi ?7) Sa conclusion n’est pas celle que nous
en tirons : il questionne le domaine d’appli-
cation du théoreme de comparaison. ¢ Voir
le passionnant [MG81].

Ordinaux formels.  Présents chez Mirima-
noff [Miri7, § 5 et 6, p. 45], qui procéde 5
a D'uniformisation des ordinaux naifs, axio-
matise les ordinaux formels, et démontre
leurs propriétés de base : tout § 22.1 est
dans [Mir17]. « Indépendamment von Neu-
mann redécouvrit les ordinaux formels dans 1o
[Neu23], invoquant la théorie de Zermelo
revue par Fraenkel; & I’époque il ne citait
ni Mirimanoff ni Skolem [Skoz23]. Ces pre-
miers travaux de von Neumann ne concer-
naient que les bons ordres et leurs propriétés s
comme rigidité, comparaison, ubiquité, mais
ne traitent pas la collection Ord; Burali-
Forti n’était pas cité ce qui semble étonnant.
(L’axiomatisation de von Neumann discutée Collapse de Mostowski (exercice 22.8). Pré-
en § Q, postérieure, cite bien Burali-Forti, -0 sent dans [Mos49, Theorem 3]; pourrait étre

Ordinal de Hartogs (exercice 22.9) d’un en-
semble. Présent dans [Harijs]. Théorisé par
I’école polonaise, p.ex. [Tar24b]. On trouve
aussi la notation R(X); elle crée des confu-
sions.

9

Mirimanoff et Skolem.) ¢ Selon von Neu- plus ancien.
mann ciFant une communication' oral\e, Zer-  Arithmétique naturelle (ex. 22.11). La somme
melo était proche de la construction des 1916 est bien de Hessenberg, mais le produit se-

[Neu28b, note 2 p. 374], sans pouvoir mon- rait dt & Hausdorff; v. [Ehro6, pp. 24-
trer I'ubiquité des ordinaux formels faute de - 25). Les égalités de la question e. sont dues
remplacement. « Je n’ai pas cherché de traces a Conway ; elles découlent trivialement du
de I'uniformisation chez Cantor. plongement des ordinaux dans les surréels
Récursion ordinale. Elle semble bien de von (§ T).

0
@

[Mir17] : Dimitri MIRIMANOFF. « Les antinomies de Russell et de Burali-Forti et le probléeme
fondamental de la théorie des ensembles ». In : Enseign. Math. 19 (1917), p. 37-52

[Neuz23] : Janos von NEUMANN. « Zur Einfiihrung der transfiniten Zahlen ». In : Acta Litt.
Sci. Szeged 1 (1923), p. 199-208

[Neu28b] : Janos von NEUMANN. « Uber die Definition durch transfinite Induktion und ver-
wandte Fragen der allgemeinen Mengenlehre ». In : Math. Ann. 99 (1928), p. 373-391
[Neuz28a] : Janos von NEUMANN. « Die Axiomatisierung der Mengenlehre ». In : Math. Z.
27.1 (1928), p. 669-752

[Burg?] : Cesare BURALI-FORTI. « Una questione sui numeri transfiniti ». In : Rend. Circ.
Mat. Palermo 11 (1897), p. 154-164

[MG81] : Gregory MOORE et Alejandro GARCIADIEGO. « Burali-Forti’s paradox : a reappraisal
of its origins ». In : Historia Math. 8.3 (1981), p. 319-350

[Har1s] : Friedrich HARTOGS. « Uber das Problem der Wohlordnung ». In : Math. Ann. 76.4
(1915), p- 438-443

[Tar24b] : Alfred TARSKI (SIGNE TAJTELBAUM-TARSKI). « Sur quelques théorémes qui équi-
valent & l'axiome du choix ». In : Fund. Math. 5 (1924), p. 147-154

[Mos49] : Andrzej MOSTOWSKI. « An undecidable arithmetical statement ». In : Fund. Math.
36 (1949), p- 143-164

[Ehro6] : Philip EHRLICH. « The rise of non-Archimedean mathematics and the roots of a
misconception I. The emergence of non-Archimedean systems of magnitudes ». In : Arch.
Hist. Ezact Sci. 60.1 (2006), p. 1-121
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Ordinaux et ZF. A lorigine, ZF sert a
donner un cadre aux idées de Cantor, notam-
ment a sa théorie des ordinaux. La définition
d’un bon ordre est un énoncé monadique du
deuxiéme ordre, par sa quantification univer-
selle sur les parties de I'ordre. Mais vu depuis
un modele de ZF (la théorie de Zermelo suf-
fit d’ailleurs), cet axiome s’écrit en logique
élémentaire : on a ainsi formalisé la théorie
ordinale intuitive au sein de ZF, éliminant
I’ambiguité du deuxieme ordre. Mais n’est-ce
pas tailler large 7 Dans quelle mesure le dé-
veloppement des ordinaux demandait-il une
théorie aussi expressive que ZF 7

Takeuti a étudié le probléeme dans une sé-
rie d’articles s’affinant progressivement. On
peut axiomatiser en logique élémentaire Ord
avec une grande quantité de structure arith-
métique (internalisation de la vérité pour les

formules atomiques, fonction d’appairement, -

schéma de minimisation — ces choses sont
naturelles depuis I’étude de PA), de sorte &
récupérer le pouvoir d’expression de ZF.

Théoréme ([Tak6s]). Dans un langage
idoine, il existe une L-théorie Torq des or-
dinaux et une traduction ¢ v * de L-
formules vers {€}-formules telle que : pour
tout énoncé, Torq = ¢ ssi ZF = p*.

C’est évidemment impossible sans struc-

ture arithmétique sur Ord, i.e. si I'on consi- -

dére simplement la théorie élémentaire des
ordinaux (ordres définissablement bons).
Voir aussi § 27, notes conclusives.

Ordinaux et modéles de ZF. La « lon-
gueur » (au sens le plus informel du mot)
de la droite ordinale Ord est un parametre
essentiel d’un modele de ZF mais ne le carac-
térise pas, un autre important facteur étant
le « degré d’ouverture » de la fonction puis-
sance.

N
o

o

40

22. Ordinaux

Donner un sens a ces mots suppose de pou-
voir comparer des modeles, comme suit. Si
ZF est satisfaisable, alors il existe un mo-
dele (V,€) et deux collections définissables
My, My qui équipées de la relation induite :

sont encore modeles de ZF, i.e. (M;, €M
) EZF;

ont mémes ordinaux, i.e.
Ord[Mz];

et pourtant sont non élémentairement
équivalentes — a plus forte raison, non
V-isomorphes.

Ord[M;1]

Les « modéles intérieurs » de § 26 et § 27
offrent de tels exemples.(Un modéle inté-
rieur est une sous-collection transitive C,
contenant Ord[V], et telle que C = (C,¢|c
) = ZF(C). Rien ne dit que la fonction puis-
sance calcule la méme chose dans V et dans
C.)

La connaissance des ordinaux ne permet
donc pas celle du modeéle; c’est d’ailleurs
évident sitoét qu’on a compris que la com-
plexité de la combinatoire ensembliste pro-
vient de la fonction puissance. En revanche,
la connaissance des ensembles d’ordinaux est
suffisante dans les cas non pathologiques (il
faut AC). Vopénka et Balcar ont montré
que deux modeles intérieurs ayant mémes en-
sembles d’ordinaux et dont l'un satisfait AC
sont égaux [VB67]. Koepke et Koerwien ont
méme donné une théorie « & deux sortes »
SO axiomatisant le comportement conjoint
des ordinaux et des ensembles d’ordinaux;
SO est bi-interprétable avec ZFC [KKo6].

Ordinaux de Hartogs (exercice 22.9).
Les majorations Hart(X) < P(P(X?)) et
Hart(X) — P(P(P(X))) peuvent sembler
grossiéres mais sont optimales.

Théoréme ([Hic80, Theorem 11]). Il est co-
hérent & ZF qu’existe X tel que Hart(X) 4>

[Tak65] : Gaisi TAKEUTI. « A formalization of the theory of ordinal numbers ». In : J. Symbolic

Logic 30 (1965), p. 295-317

[VB67] : Petr VOPENKA et Bohuslav BALCAR. « On complete models of the set theory ». In :
Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 15 (1967), p. 839-841
[KKo06] : Peter KOEPKE et Martin KOERWIEN. « Ordinal computations ». In : Math. Structures

Comput. Sci. 16.5 (2006), p. 867-884

[Hic80] : John HICKMAN. « Lambda-minimal lattices ». In : Z. Math. Logik Grundlagen Math.

26 (1980), p. 181-191

o
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P(P(X)). Bernstein en § 23, notes conclusives. 10

(Hickman fait noter le lien avec l'ordinal e Arithmétique de Jacobsthal. L’exer-
de Hartogs aprés sa démonstration.) « On cice 22.11 montre que arithmétique d’ordres
peut aussi étudier le plus petit ordinal o tel n’est pas la plus naturelle sur les ordinaux.
que X + «, appelé ordinal de Lindenbaum; s On peut également itérer la somme natu-

ce n’est pas nécessairement Hart(X). Il est relle pour obtenir encore une autre multipli- 5
briévement mentionné a ’ex. R.2. « Rappe- cation ; [Alt17] est trés bien fait pour s’initier
lons que remplacer les injections par des sur- aux liens entre les trois arithmétiques ordi-
jections a des effets inattendus; v. Cantor- nales.

§ 23. Axiomes de I’'infini et du choix

Les ordinaux dits « limites » font de ZF une théorie de l'infini actuel ; I’aziome 20
de Uinfini affirme qu’il existe de tels ordinaux. Le plus petit d’entre eux permet
notamment de formaliser Parithmétique en théorie des ensembles (§ 23.1).
L’aziome du choiz (§ 23.2) posséde de nombreux équivalents.

Prérequis : §§ 19, 21-22.

§ 23.1. Axiome de linfini -
e Successeur et ordinaux limites

Définition (ordinal successeur, ordinal limite). Soit a un ordinal.
— « est successeur s’il est de la forme s(5).
— « est limite s’il n’est ni ¢, ni limite.
Remarque. Paraphrasons a nouveau le théoréme de construction par récurrence ;o
ordinale :
On se donne F(F), ainsi que des moyens uniformes :

— pour « donné, de construire F(s(a)) en fonction des précé-
dents;

— pour « donné limite, de construire F'(«) en fonction des pré- 35
cédents.

Alors F () est bien défini pour tout ordinal a.

[Alt17] : Harry ALTMAN. « Intermediate arithmetic operations on ordinal numbers ». In :
MLQ Math. Log. Q. 63.3-4 (2017), p. 228-242
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e Axiome de ’infini
Al Al : il existe un ordinal limite.

Cet axiome fait de ZF une théorie de 'infini actuel. Puisque la propriété
« étre un ordinal limite » est définissable, par séparation la notation suivante
a un sens. 5

Définition (w, entiers).
w — Soit w le plus petit ordinal limite.

— Les entiers, ou ordinaux finis, sont les éléments de w.

Remarque. L’énumération des premiers ordinaux : &, {3}, {F,{T}}, ... peut
étre comprise en deux sens :

— sens intuitif (énumération par les vrais entiers),
— sens formel (énumération par w au sein du modele; facile & formaliser).

On sait refléter les vrais entiers au sein du modele, mais 'adéquation entre
vrais entiers et entiers du modele est incertaine. En fait cette question n’a pas
de sens formel car on ne manipule pas mathématiquement des objets intuitifs, .
seulement leur contrepartie technique. Aucune comparaison n’est possible entre
un objet intuitif et un objet formel; et toute démarche axiomatique crée du
non-standard.

L’axiome de l'infini est qu’il y a encore des ordinaux apres ’énumération
formelle. Rien n’empéche que dans un modele la suite formelle soit « plus -o
longue » (intuitivement) que sa part standard, auquel cas cette derniére ne
constitue pas un ensemble : elle ne forme pas une sous-collection définissable
de w puisque le concept intuitif « standard » échappe au pouvoir d’expression
du langage, si bien qu’on ne peut lui appliquer la séparation.

En conclusion, le plus décevant épistémologiquement, mais aussi le plus sir -
méthodologiquement, est d’appeler « entiers » les membres de w.

¢ Entiers du modéle

Proposition. Si V |= ZF, alors (wy ; &, 8|u, +|w, "|w) F PA.

Démonstration. Les propriétés arithmétiques sont toutes claires, sauf la 5o
surjectivité de s hors de ¢F, qui résulte de ce que si a € w alors « n’est pas
limite. Reste le schéma de récurrence de Peano. Soit ¢(z) une (+, -)-formule
donnée (éventuellement & parameétres) vérifiant les hypothéses de ce schéma.
On considére x(z) : Ord(z) A (¢(x) v & ¢ w). Par récurrence ordinale, x est
vraie sur Ord, donc ¢ 'est sur w. O s

33
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Remarques

— Les entiers portent plus de structure que + et - : le principe de récurrence

vaut maintenant pour des formules empruntant des notions ensemblistes.
De fait il existe des sous-collections e-définissables de w qui ne sont pas
(4, -)-définissables (I’ensemble des codes d’énoncés vrais, pour un codage
comme au chapitre IV, par le théoréme de Tarski de § 20).

1l existe donc des énoncés sur (w ; +,-) démontrables dans ZF mais pas
dans PA. C’est le cas de "Coh(PA)" (ou encore de la convergence des
suites de Goodstein).

Evidemment V posséde d’autres modeéles de PA. Mais wy est minimal,
dans le sens ou si (M ;0, s, +, ) est dans V et vérifie le principe de récur-
rence pour toutes les collections €-définissables, alors M est uniquement
isomorphe & w. C’est en effet un bon ordre infini, qui contient une copie
de w : et le principe de récurrence appliqué a I'image e-définissable de w
donne isomorphisme.

On vient donc, via la théorie ZF (théorie élémentaire), d’émuler 1’abso-
lue catégoricité de PA? (théorie du deuxiéme ordre). Ceci illustre bien
le choix méthodologique de I'entre-deux-guerres de formaliser les mathé-
matiques dans le couplage de la logique élémentaire et de la théorie des

ensembles. Les difficultés épistémologiques sont réduites; la logique est -

maitrisée ; seules demeurent les difficultés combinatoires, reléguées a I'in-
finie complexité ensembliste.

§ 23.2. Axiome du choix

Théoréme. Dans ZF, les énoncés suivants sont équivalents.

(i)
(i)

(iii)
(iv)

AC : une partition étant donnée, il existe un ensemble intersectant chaque
terme en un singleton.

Fonctions de choix : pour tout ensemble, il existe une fonction qui choisit
un point dans chaque partie non vide, i.e. :

(VA)ER)[(h: PAND} = A) A (Vo) (z € PIAN{D} — h(z) € 2)].

Produits non vides : si {4; : i € I} est un ensemble d’ensembles non vides, -

alors [ [; A; est non vide.

« Principe du maximum » de Zorn : tout (X, <) ensemble partiellement
ordonné inductif (toute partie totalement ordonnée est majorée) possede
un élément maximal.
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(v) Comparaison abstraite : si A et B sont deux ensembles, alors A — B ou
B — A.

(vi) Principe de Cantor-Zermelo : tout ensemble est bien ordonnable.

Remarque. Le dernier point se reformule en : tout ensemble est équipotent a un
ordinal ; cette formulation simplifie drastiquement la théorie des « cardinalités »
intuitives.

Démonstration.

(i)=>(ii). Soit A donné. On considére les z x {z} pour z € P(A)\{} : ces
ensembles disjoints partitionnent leur réunion U. Soit, par choix, ¢ in-
tersectant chaque terme x x {«} en un singleton. Envoyer x sur ['unique
a € A tel que (a,z) € ¢ nx x {z} définit une fonction de choix.

(ii)=(iii). Soit [ [; A; un produit d’ensembles non vides. Quitte a remplacer
A; par A; x {i}, on peut supposer les A; disjoints. Soient A = | |; 4;
et h: P(A\{J} — A une fonction de choix. Alors h(A;) € A;, donc la
fonction ¢ +— h(7) est un élément du produit cartésien.

(iii)=(iv). L’idée est claire : construire une suite strictement
croissante aussi longtemps que possible; elle devra s’arréter.

X

Formaliser ce dessin demande une forme de choix.

J est une partie totalement ordonnée, donc majorée. Soit C < P(X)
I’ensemble des parties totalement ordonnées de X, appelées chaines.
Par hypothése, chacune est majorée au sens large ; un majorant m € X
de C € C est strict si (Ve)(c € C — ¢ < m). Supposons que 'une des
chaines C' € C soit sans majorant strict. Un majorant de C' est alors sans
majorant strict, donc maximal dans X ; on a fini. On peut donc supposer
que toute chaine possede un majorant strict. Considérons le produit
cartésien, indexé par les chaines, des ensembles de majorants stricts : il
est non vide. Un élément associe a chaque chaine C' un majorant strict

w
ot

Soit (X, <) vérifiant les hypothéses; noter qu’il n’est pas vide puisque -

-
&
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mc.

Soit S la collection définissable des fonctions de domaine un ordinal,

a valeur dans X, et strictement croissantes. Si S(f), alors im f € C;
notamment la relation fonctionnelle ®(f) = mim s si S(f), et & sinon,
est bien définie. Par récursion ordinale, soit F' 'unique fonctionnelle telle
que partout F'(a) = ®(Fj,) = myp(g):8<a}- Par récurrence, pour tout
ordinal on a S(F,); donc F est définie sur Ord, et elle est strictement
croissante.

On a donc injecté Ord dans X ; cela force la « taille » de X a excéder celle
de Ord, mais nous n’avons pas encore formalisé la notion de cardinal.
Soit donc T'(z) la collection définissable (Ja)[Ord(a) A & = F(a)], qui
par séparation est un sous-ensemble de X. On considere alors la relation
réciproque F~!, fonctionnelle de 7' vers Ord; par remplacement son
image est un ensemble. Mais cette image est la collection définissable
dom F, i.e. Ord, qui n’est pourtant pas un ensemble : contradiction. 15

H

o

(iv)=(v). Soit X Plensemble des bijections entre une partie de A et une
partie de B, ordonné par l'inclusion (i.e. 'ordre de prolongement). On
voit que X est inductif, car si Y € X est totalement ordonné, alors
(J(Y) est encore une fonction bijective, i.e. [J(Y) € X.

D’apres le principe de Zorn, il existe un élément maximal f € X. Si -
dom f = A on a fini. Si im f = B on considére la relation réciproque
f~1, qui injecte B dans une partie de A : on a fini. Sinon, il existe a et
bvérifiant ae Ana¢domfetbe Bab¢imf. Alors f U {(a,b)} e X
contredit la maximalité de f.

(v)=>(vi). Soit X un ensemble abstrait. Soit Q(«) la collection définissable : -
Ord(a) A 3f)(f: @ — X) des ordinaux s’injectant dans X. Elle forme
un segment initial de Ord.

S’il n’est pas propre, tout ordinal s’injecte dans X : ici encore, cela
contredit I'idée intuitive de cardinalité, et nous procédons comme suit.
Soit la collection définissable des bons ordres sur les parties de X, donnée ;o
par :

(AY)BR)(Y € P(X)AR S Y?A« R est un bon ordre sur Y » rz = (Y, R)).

Par séparation, c’est un ensemble O. Sous notre hypothese, tout ordi-
nal est isomorphe a un élément de O ; deux ordinaux distincts ne sont
pas isomorphes & un méme élément. On applique le remplacement a la
relation fonctionnelle Ord(a) A  ~ « et au domaine O, pour trouver ;,
que Ord est un ensemble, contradiction.
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Donc €2 est un segment initial propre de Ord : il existe un ordinal « ne
s’'injectant pas dans X. Par hypothese, X s’injecte dans «, et en tant
que sous-ensemble de a hérite d’un bon ordre.

(vi)=(i). Soit z une partition de (-J(z). On met un bon ordre sur ce dernier.

A y € z on associe min y ; ¢’est bien défini. Alors {miny : y € x} convient.
O

Remarques

— Avec la formulation plus intuitive de la construction par récurrence ordi-
nale, on peut présenter (ii)=(iv) comme suit.

Construisons une suite de points de X indexée par les ordi- 10
naux. On prend G(&J) = xp € X (quelconque); pour tout a,
G(a+1) = myg(a), et pour a limite, G(a) = myg(p):gea}- Ceci
définit une suite ordinale croissante. Si elle stationne, le point
atteint est maximal. Sinon, on vient d’injecter Ord dans X :
on conclut comme plus haut. 15

Noter que pour franchir les limites on a bien besoin de I'inductivité de
X.

— Les équivalences sont méme dans ZF\{AF}.

— 1l existe de nombreux énoncés équivalents, par exemple le principe de
maximalité de Hausdorff (§ 2.1), le théoréme de Tychonoff (un produit -o
d’espaces topologiques ayant la propriété de Borel-Lebesgue, garde la pro-
priété), le théoreme de Krull (tout anneau au sens usuel posséde un idéal
maximal), le théoreme d’existence des bases dans les espaces vectoriels.

— Il existe aussi des énoncés un peu plus faibles : par exemple le théoreme de
Tychonoff pour les espaces séparés, 'axiome de l'ultrafiltre, le théoréme -s
de Krull pour les anneaux de Boole.

— 1l existe aussi diverses conséquences réputées sulfureuses comme le théo-
reme de Banach-Tarski, pourtant un énoncé de théorie des groupes; v. § S.

— L’axiome du choix est indépendant de ZF, dans le sens ou si ZF est
cohérente alors ZF u {AC} (§ 27) et ZF u {—=AC} le sont (le second s
demande du forcing; v. notes conclusives).

— Enfin le choix global est discuté en § 26.
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Exercices

23.1. Montrer que dans ZF\{AI}, 'axiome de l'infini équivaut a :

Br)[Fexnr (Vy)yexr —yu{y}ex)]

On appelle parfois « axiome de 'infini » cet énoncé. L’intuition reste que « la collection des

entiers est un ensemble », ou encore « w < Ord » (guillemets de rigueur).

23.2. On suppose que tout ensemble non équipotent & un entier formel, est équipotent a
son carré. Montrer AC. [Partir de X et former Y = X 1 Hart(X), ou Hart(X) est comme &

Dexercice 22.9 le plus petit ordinal ne s’injectant pas dans X.]

23.3 (notions de finitude). On travaille sans AC. Soit E un ensemble.

a. Montrer, sans choix, les équivalences :

— il existe une injection w — E;

— il existe une bijection F ~ F U {00} (ot o0 ¢ E);

— il existe A & E et une bijection E ~ A.

Un tel ensemble est dit « infini au sens de Dedekind », la négation étant « fini au sens

de Dedekind ».

b. Un ensemble est formellement fini s’il est en bijection avec un élément de w.

Montrer que si E est formellement fini, alors il est fini au sens de Dedekind.

c. Montrer que E est formellement fini ss’il existe k < w ne s’injectant pas dans E. En

déduire que E est formellement fini ssi P(P(E)) est Dedekind-fini.

d. Montrer que tout ensemble bien ordonnable et fini au sens de Dedekind est formellement

fini.

e. Montrer que la collection des ensembles finis au sens de Dedekind est close sous réunion et
produit binaires. (Attention, en général elle ne ’est pas sous puissance : v. exercice 23.4).

f. Montrer que si E est fini au sens de Dedekind, alors ’ensemble des uplets injectifs finis
(union sur w des fonctions injectives n — E) est fini au sens de Dedekind.

g. On suppose le principe de Cantor-Bernstein dual (v. § 1), i.e. 'énoncé :

F — E,alors E ~ F ».

«si B — F et

Déduire de ce qui précéde que si E est fini au sens de Dedekind, alors il est formellement

fini.

Sans choix, il peut exister des ensembles finis au sens de Dedekind non formellement finis :

v. notes conclusives.

23.4. On travaille dans un modele de ZF sans choix.

a. Soit A un ensemble. Montrer que A — w ssi w < P(A).
[Pour la réciproque, partir d’une w-suite Fo dans P(A) et trouver une intersection finie
Ko telle que chaque membre la contient ou ’évite. Mettre alors de coté Ko, construire

une nouvelle w-suite Fi, et réitérer.]

b. On note A la collection des ensembles finis au sens de Dedekind, i.e. ne contenant pas
de copie de w. Montrer I’équivalence des points suivants :

(i) A est close sous A-réunion, i.e. si A(D) et (Vz)(z € D — A(z)), alors A(|J(D));

(ii) A est close sous image directe;

(iii) A est close sous puissance;

co
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(iv) A est la collection des ensembles formellement finis.

23.5 (ensembles amorphes). On travaille sans choix; fini signifie « en bijection avec un
entier ». Un ensemble A est amorphe s’il est infini mais que tout sous-ensemble est fini ou
cofini. On suppose A amorphe.
a. Montrer que A et P(A) sont finis au sens de Dedekind. [Ex. 23.3 et 23.4.]
b. (i) Soit IT une partition de A en une infinité d’ensembles. Montrer que II est formée
d’ensembles finis, et qu’il existe un unique n tel que cofiniment souvent, les membres
de II sont de cardinal n.
*) (i) Montrer que Sym(A) est Dedekind-fini. [Sinon prendre un sous-groupe dénombrable

H < Sym(A). Etonnamment ses orbites sont finies et ont presque toutes la méme
structure.]

c. (i) Sur P(A) soit U le filtre cofini. Sur P(A?) soit Uz = {C € A% : {ac A:{be A:
(a,b) € C} e Uy} € U1 }. Montrer que les Uy, sont des ultrafiltres non principaux.
(ii) Soient C' € U et C’ = {(a2,a1) : (a1,a2) € C}. Montrer C’ € Usz. [Les phénomeénes
finis le sont uniformément.] En déduire qu’il n’y a pas de fonction de choix sur les
parties & 2 éléments de A.
*) (iii) Généraliser : donner un ultrafiltre de P(A™) compatible avec 1'action naturelle de
Sym(n), et montrer qu’il n’y a pas de fonction de choix sur Alnl,

23.6 (AC équivaut a (Krull booléen et Los)). Parler d’ultraproduits sans axiome du
choix demande un aménagement : [[; A;/U est & comprendre comme l'ensemble des classes
de I-suites génériquement définies, i.e. fonctions partielles de domaine dom f € U.

Théoréme. ZF = AC < [(tout filtre d’un anneau de Boole est inclus dans un ultrafiltre) A
(théoréme de Los)].

a. Rappeler le sens facile.

b. Un ensemble I est électif si tout produit indexé par I d’ensembles non vides, est non -

vide. Montrer que 1’ensembles des parties électives d’un ensemble I forme un idéal (éven-
tuellement, 1) de 'anneau P(I).

c. Montrer le sens réciproque. [Soit I non électif, comme attesté par [[; X; = . Sur
A =Tu|]; X;, mettre la relation aEb :si (be I Ara€ Xp) v (b¢ I A a=Db), et penser &
5= [(i)] € A*]

23.7 (choix dépendant et sous-structures élémentaires). Un arbre ensembliste est
un ordre partiel A = (A, <) ayant un plus petit élément (enraciné) et tel que chaque A<, est
un bon ordre. La hauteur de a € A est alors h(a) = ord A<q ; celle de A est sup{h(a) : a € A}.

a. Montrer (sans choix) que tout arbre ensembliste dénombrable de hauteur w sans élément
maximal posséde une branche infinie.
b. L’aziome du choiz dépendant (ACD) est I’énoncé :
tout arbre ensembliste de hauteur w sans élément maximal posséde une
branche infinie.
Montrer que ZF u {ACD} |= AC,, (toute famille dénombrable d’ensembles non vides
possede une fonction de choix).
*) c. Déduire que sur ZF, ACD équivaut a : toute structure infinie en langage dénombrable

posseéde une sous-structure élémentaire dénombrable. [Mener pas-a-pas une construction
a la Skolem. AC,, ne suffit pas.]

5
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23.8 (théoréme de Tychonoff et choix). Soit V |=ZF.

a. On suppose que dans V, tout produit d’espaces de Borel-Lebesgue est encore de Borel-
Lebesgue. Montrer V |= AC. [Partir d’une famille (X; : ¢ € I). Sur X; mettre la topologie
cofinie puis ajouter un singleton ouvert {#;}.]

b. On suppose que dans V, tout produit d’espaces compacts est encore compact. Montrer
V =« Krull booléen » (tout anneau de Boole posséde un idéal maximal). [Les morphismes

A — 2 forment un fermé de 24.]

23.9 (théoréme de Diaconescu). Il faut connaitre les multivers de Kripke pour la logique
intuitionniste (§ G). Soit M un modele intuitionniste de la théorie de Zermelo Z vérifiant le
principe de choix « toute relation totale a une fonction de choix ». Montrer que pour chaque
énoncé ¢ et tout monde p, on a (M, p) = ¢ v —¢ (satisfaction intuitionniste).

Remarque. Par persistance, M est une catégorie de structures & théorie élémentaire constante
le long de <. Notamment si < est dirigé, cette théorie est constante ; I'information ne s’affine

pas. Ainsi :

en logique intuitionniste, la théorie de Zermelo avec une forme de choix entraine

le tiers-exclu.

Notes conclusives

Pourquoi l’axiome du choix donne-t-il
des frayeurs aux apprentis mathématiciens ?
Tout le monde sait que c’est 'axiome de la
puissance qui f... le bor...

e Repéres historiques
Ein System S heifst unendlich, wenn
es einem echten Theile seiner selbst
dhnlich ist; im entgegengesetzten Falle
heifst S ein endliches System.

Avec sa note contenant une reformu-
lation et :

In dieser Form habe ich die Defini-
tion des Unendlichen, welche den Kern
meiner ganzen Untersuchung bildet, im
September 1882 Herrn G. Cantor, und
schon mehrere Jahre friher auch den
Herren Schwarz und Weber mitgetheilt.
Alle anderen mir bekannten Versuche,
das Unendliche vom Endlichen zu un-
terscheiden, scheinen mir so wenig ge-

20

n
o

lungen zu sein, dafl ich auf eine Kri-
tik derselben verzichten zu diurfen glau-
be. [Dedekindz, § 5, par. 64 p. 17]

Axiome du choix. ¢ Zermelo a démontré son
théoréme dans [Zerog], les axiomes em-
ployés restant pour le moins implicites sauf
le choix dont le role est pointé, puis re-
démontré dans [Zero7] avec un véritable
travail de clarification des axiomes débou-
chant sur [Zero8]. C’est a cet effort que
I'on doit I’émergence de ZF, et non & une
volonté de « résoudre la crise des fonde-
ments ». * [Zero4] ne fut pas unanime-
ment accepté [Moo78]. Texte historique ma-
jeur sur sa réception en France : [Hados].
e Hausdorff chercha un moyen général d’évi-
ter le recours a la récurrence transfinie pour
certaines constructions (v. § 2). De méme
[Kur22b] contient une forme du lemme de
Zorn. Ce dernier est énoncé sans démonstra-

[Moo78] : Gregory MOORE. « The origins of Zermelo’s axiomatization of set theory ». In : J.

Philos. Logic 7.3 (1978), p. 307-329

[Hados] : Jacques HADAMARD. « Cing lettres sur la théorie des ensembles ». In :

Math. France 33 (1905), p. 261-273

Bull. Soc.

[Kur22b] : Casimir KURATOWSKI. « Une méthode d’élimination des nombres transfinis des
raisonnements mathématiques ». In : Fundam. Math. 3 (1922), p. 76-108
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tion dans le remarquable [Zor3s], et appliqué
a la théorie des corps algébriquement clos
de Steinitz [Steio]. Cette forme eut grand
succes; v. [Cam78]. » En 1939 Teichmiil-
ler [Teigg] faisait le point, peut-étre indé-
pendamment ; je n’ai pas localisé Darticle.
On ne peut exclure qu'un texte paru dans
Deutsche Mathematik ait délibérément falsi-
fié I'histoire.

Sources des exercices. » Notions de finitude
(ex. 23.4) : v. citation supra. La ques-
tion a. est de Kuratowski, mais parait dans
[Tar24a, Annexe]; pas trace de publica-
tion directe par Kuratowski. Autre argu-
ment dans [HSo1, Fact 8.1]. « Exercice 23.6 :
[How7s]. » Ex. 23.7 : attribué & Boolos
par [AK21, p. 230]. « Théoréme de Dia-
conescu (exercice 23.9). [Dia7s] en langage
trés topos-théorique, ramené dans [GM78] &
une demi-page élémentaire. On rappelle (§ 1)
qu’en théorie intuitionniste des ensembles, le
théoréme de Cantor-Bernstein aussi entraine
le tiers-exclu [BP1g]. « Ensembles amorphes

[Zorgs] : Max ZORN. « A remark on method in transfinite algebra ». In :

Soc. 41.10 (1935), p. 667-670

[Ste1o] : Ernst STEINITZ. « Algebraische Theorie der Kérper ». In :

137 (1910), p. 167-309

[Cam78] : Paul CAMPBELL. « The origin of “Zorn’s lemma” ». In :

p. 77-89
[Teizg]
Deutsche Math. 4 (1939), p- 567-577

"

o
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(ex. 23.5) : introduits sans nom dans [Tru74]
ou ils forment la classe Aj. Analyse poussée
de la notion, inspirée par la géométrie for-
tement minimale, dans [Trugs]. » Théoréme
du carré de Tarski (exercice 23.2) : [Tar24b,
Théoréme 2|, parmi d’autres énoncés simi-
laires d’arithmétique cardinale.
Tarski told me the following story. He
tried to publish his theorem (stated
above) in the Comptes Rendus Acad.
Sci.  Paris but Fréchet and Lebesgue
refused to present it. Fréchet wrote
that an implication between two well
known propositions is not a new result.
Lebesgue wrote that an implication be-
tween two false propositions is of no in-
terest. And Tarski said that after this
misadventure he never tried to publish
in the Comptes Rendus. [Myco6]

o Aspects des entiers.

Confusion a éviter. On ne confondra surtout
pas ordinaux > w et entiers non standard au

Bull. Amer. Math.
J. Reine Angew. Math.

Historia Math. 5.1 (1978),

: Oswald TEICHMULLER. « Braucht der Algebraiker das Auswahlaxiom? » In :

[Tar24a] : Alfred TARSKI. « Sur les ensembles finis ». In : Fund. math. (1924), p. 45-95
[HSo1] : Lorenz HALBEISEN et Saharon SHELAH. « Relations between some cardinals in the
absence of the axiom of choice ». In : Bull. Symbolic Logic 7.2 (2001), p. 237-261

[How7s] : Paul HOWARD. « Lo$’ theorem and the Boolean prime ideal theorem imply the
axiom of choice ». In : Proc. Amer. Math. Soc. 49 (1975), p. 426-428

[AK21] : David ASPERO et Asaf KARAGILA. « Dependent choice, properness, and generic
absoluteness ». In : Rev. Symb. Log. 14.1 (2021), p. 225-249

[Dia75] : Radu DIACONESCU. « Axiom of choice and complementation ». In :

Math. Soc. 51 (1975), p. 176-178

[GM78] : Nicolas GOODMAN et John MYHILL. « Choice implies excluded middle ». In :

Proc. Amer.

Z.

Math. Logik Grundlagen Math. 24.5 (1978), p. 461
[BP1g] : Chad BROWN et Pierre PrapIC. « Cantor-Bernstein implies Excluded Middle ».

Prépublication hal-02103517. 2019

[Tru74] : John TRuss. « Classes of Dedekind finite cardinals ». In : Fundam. Math. 84 (1974),

p. 187-208

[Trugs] : John TRuss. « The structure of amorphous sets ». In : Ann. Pure Appl. Logic 73.2

(1995), p- 191-233

[Myco6] : Jan MYCIELSKI. « A system of axioms of set theory for the rationalists ». In :
Notices Amer. Math. Soc. 53.2 (2006), p. 206-213
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sens des modeles de PA. Ce sont deux géné-  ZF [Enai4]. (Naturellement cet énoncé de-
ralisations orthogonales des entiers, comme mande d’avoir travaillé dans un modele am-
sont distinctes les ceuvres de Cantor et de biant ¥ }= ZF, si bien que l'existence de mo-
Skolem. déle devient ¥ = [V'=""ZF"] au sens tech-
Les entiers du modéle sont-ils standard? La , Mique des sections finales.) .

question « tous les entiers de w[V] sont-ils Limite au paradoxe de Skolem. A supposer
standard, i.e. de wvrais entiers? » n’a pas de que nous maitrisions la notion (la croire ab-
sens formel. Les vrais entiers sont des ob- solue revenant a avoir fixé un méta-cadre for-
jets intuitifs et non formels, mais on n’écrit mel V) de dénombrabilité, et que ZF soit co-
de preuves formelles qu’avec des objets for- .o hérente, il existe un modele dénombrable de

mels. La question prend sens si I’on forma- ZF. En revanche il n’existe pas de modele ef-
lise les notions jusqu’alors intuitives dans un  fectif de ZF, i.e. récursivement présenté. S’il
¢ méta-modele » V englobant tout. En ce y en avait un, disons M, alors la partie stan-

cas, si w[V] coincide avec w[V], on parle d’w-  dard de Th(w[M]) serait une théorie com-
modéle ; cette notion mal nommaée est exploi- .5 plete et récursive étendant PA, contre son
tée en § P. incomplétude. On peut également procéder

via le théoréme de Tennenbaum (§ 19, notes

Retour sur Iincomplétude de PA. ¢ Les
suites d’entiers définies par Goodstein (exer-
cice 3.5) convergent [Goo44] ; la démonstra-
tion est menée dans ZF. En fait ZF est in- 2o
dispensable [KP82]. On a donc un énoncé de
PA vrai dans N mais non démontrable dans
PA ; il illustre I'incomplétude de PA, mais sa
nature est « vraiment » arithmétique et non
abstraitement logique.

Modéles de PA, entiers des modéles de ZF

conclusives).

Notions de finitude. Les diverses no-
tions de finitude envisageables coincident en
supposant ’axiome du choix ; pas sans. Pour
plus de notions distinctes, [Lévi8] (certains
résultats déja obtenus par Mostowski) ; état
de l’art en [De 02]. La suite se concentre sur
formellement fini et Dedekind-fini.

N

Tout modele de PA n’est pas nécessaire- — Le choix dénombrable (un produit dé-
ment de la forme w[V] puisque w[V] nombrable d’ensembles non vides est non
"Coh(PA)", alors qu’il existe des modeles de vide) entraine « non fini implique non
PA U —{"Coh(PA)'}. On n’a pas de carac- so Dedekind-fini ». ¢ Démonstration : pour
térisation générale des modeles de PA qui chaque k£ < w, il existe une injection
sont de la forme w[V]; on en a une dans frx: k< E; en choisir une par entier for-
le cas dénombrable. Soit M = PA dénom- mel, puis former J,, im fg.

brable. Alors M = w[V] pour un V |= ZF — Pourtant ’équivalence « Dedekind-fini =
ssi M est récursivement saturé et est mo- 35 fini » est plus faible que le choix dénom-
déle de ’ensemble des {+, - }-conséquences de brable. « D’aprés [Jech2, Theorem 8.6]

[Goo44] : Reuben GOODSTEIN. « On the restricted ordinal theorem ». In : J. Symbolic Logic
9 (1944), p. 33-41

[KP82] : Laurie KIRBY et Jeff PARIS. « Accessible independence results for Peano arithmetic ».
In : Bull. London Math. Soc. 14.4 (1982), p. 285-293

[Ena14] : Ali ENAYAT. « Standard models of arithmetic ». In : Idées fizes : a Festschrift de-
dicated to Christian Bennet on the occasion of his 6oth birthday. Sous la dir. de M. KAsA.
T. 61. Goteborg : Department of Philosophy, Linguistics et Theory of Science, University of
Gothenburg, 2014

[Lévs8] : Azriel LEVY. « The independence of various definitions of finiteness ». In : Fundam.
Math. 46 (1958), p. 1-13

[De 02] : Omar DE LA CRUZ. « Finiteness and choice ». In : Fundam. Math. 173.1 (2002),
p- 57-76

[Jech2] : Thomas JECH. The axziom of choice. Studies in Logic and the Foundations of Ma-
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23. Axiomes de U'infini et du choix

« Equivalents du choix. e On peut remplir
un livre avec les équivalents de axiome du
choix dans ZF : [Rubin-Rubin].

appliqué a X, cardinal singulier de co-
finalité w, il (est cohérent qu’il) existe un
modeéle ou tout ensemble s’injecte dans
les entiers ou contient une copie des en-
tiers, mais ou AC,, est en défaut. « Dans 5
ZF\{AF}, cela semble apparaitre (sans

— L’implication « comparaison = AC » ap-
parait dans [Har15] : en langage moderne,

forcing, par modeles de permutations)
dans [Lév64, p. 147]. Jignore d’ou vient
la version « avec AF » (par forcing).

L’équivalence « Dedekind-fini fini »
n’est donc pas une forme de choix; on

si X est un ensemble, il existe un ordinal
a tel que a 4> X (exercice 22.9), donc
par comparaison X <— «, ce qui munit X
d’un bon ordre. Le renforcement suivant
n’est pas publié.

Théoréme ([FOBo8]). Soient V = ZF

peut pourtant lui chercher des reformu-

lations [Her11, Theorem 12]. ¢t I < k < w Alors V [= AC ssi

V E« pour toute k-famille d’ensembles
Ei,...,E, il existe 1 < 7 # j < k tels
que E; — Ej ».

— DL’existence d’ensembles Dedekind-finis
mais non formellement finis est cohérente
a ZF : exercice 25.8 (en violant choix et
fondation) ou le « deuxiéme modele de
Cohen » (en violant le choix). Cela peut
méme se produire avec des ensembles ré-
putés naturels, comme suit.

&

On ignore si la propriété est encore vraie
avec des familles indexées par w.

— Théoreme de Krull et axiome du choix.
Dans ZF :

— Dexistence générale d’idéaux maxi-
maux dans les anneaux commutatifs
unitaires équivaut a I’axiome du choix ;

Théoréme ([Mili1, Theorem 1.4]). 1l
est cohérent & ZF qu’existe un ensemble
Dedekind-fini, formellement infini, et bo-

rélien dans R — lexistence d’idéaux maximaux dans

les seuls anneaux de Boole équivaut
a lexistence générale d’idéaux pre-
miers dans les anneaux commutatifs
unitaires (annoncé par Scott, mais

— Enfin méme dans un modele ou les di- [Ban83]).
verses notions formalisées coincident, rien e Curiosité dans ZF on sait ramener
ne dit qu’elles refletent aussi la notion in- ;o0 AC & un énoncé a cing quantificateurs (on
tuitive (v. « Aspects des entiers » supra), compte vraiment les quantificateurs, pas ’al-
de méme qu’un modeéle de PA peut dé- ternance), et l'on sait que c’est impossible
passer N. avec trois; mais c’est ouvert avec quatre

— Il est cohérent & ZF qu’a équipotence
prés existent 280 ensembles Dedekind-
finis [Tru74, Theorem 7].

N

&

thematics, Vol. 75. North-Holland Publishing Co., Amsterdam-London; American Elsevier
Publishing Co., Inc., New York, 1973, p. xi+202

[Lév6y] : Azriel LEVY. « The interdependence of certain consequences of the axiom of choice ».
In : Fundam. Math. 54 (1964), p. 135-157

[Her11] : Horst HERRLICH. « The finite and the infinite ». In : Appl. Categ. Struct. 19.2 (2011),
P. 455-468

[Mil11] : Arnold MILLER. « A Dedekind finite Borel set ». In : Arch. Math. Logic 50.1-2 (2011),
p. 1-17

[Rubin-Rubin] : Herman RUBIN et Jean RUBIN. Equivalents of the aziom of choice. second.
T. 116. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics. North-Holland Publishing Co.,
Amsterdam, 1985, p. xxviii+-322

[FOBo8] : David FELDMAN, Mehmet ORHON et Andreas BLASS. « Generalizing Hartogs’ Tri-
chotomy Theorem ». 2008

[Ban83] : Bernhard BANASCHEWSKI. « The power of the ultrafilter theorem ». In : J. London
Math. Soc. (2) 27.2 (1983), p. 193-202
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

[Maeo7].  Enfin rappelons que les équi- Cantor-Bernstein dual. Le principe de
valences de § 23.2 requiérent les autres Cantor-Bernstein dual est D’énoncé
axiomes de ZF; en logique du deuxitme (VE)(VF)[(E —» F AF - E)— (E~F)].
ordre, elles sont fausses (ex. 12.8). Il est clair avec choix; on ignore s’il est

équivalent au chotz. Un renforcement l’est
Retour au théoréme de Cantor-Bern- ;5 [BMgo]. En tout cas « Cantor-Bernstein
stein. dual » n’est pas conséquence de ZF sans

Subpotence et surpotence. Notons E — F choix : exercice 25.8.

s’il existe un injection de E dans F, et E —

F' §’il existe une surjection de E sur F'. Cohérence relative

— Lénoncé (VE)(VF)[(E — F) — (F — L’axiome de l'infini est évidemment indépen-
E)] se montre sans choix. « En effet on ~ dant de ZE\{AL}. « ZF\{Al} # Al a été vu

peut supposer E # (F; prendre alors un a l'ex. 21.7. « Pour voir ZF\{AI} ¥ —AL
eo € E. On construit une surjection en il faut admettre la cohérence d’une théorie

retournant le graphe de E < F, et com- de l'infini actuel, typiquement ZF. Mais par

plétant par f — eg la ol ce n’est pas 5

défini. » Ce raisonnement est valable sans d’étre établie dans ZF, encore moins dans

choix, mais requiert une disjonction de ZF\{Al}.

cas i.e. du tiers exclu. L’axiome du choix aussi est indépendant de
— Le principe de partition est I'énoncé : ZF. » Cohérence positive : Godel dans 'uni-

(VE)VF)[(F - E) — (E — F)]. « Il ., vers constructible (§ 27). Puis Godel encore

se montre aisément avec choix mais on suggéra une preuve plus simple via la dé-

o

ignore s’il est équivalent au choizx. L’an- finissabilité par ordinaux (§ 26) * La co-
nonce [San+21] ne convainc pas les spé- hérence négative est plus subtile. ¢ Fraen-
cialistes. L’état actuel de nos connais- kel [Frazza] (§ 21) obtint la cohérence de
sances reste [Higgs]. .; —AC dans le systéme informel de Zermelo,

sans fondation, sans schéma de remplace-
ment, et surtout ou la séparation reposait
sur la notion maladroite de « (bien) défini »,
que Fraenkel tenta imparfaitement d’éluci-
der (v. § 21, notes conclusives). « La mé-
thode « de permutation » (exercice 25.8)

— Ne pas confondre le principe de partition
avec I’énoncé d’existence de sections en-
semblistes: (VE)(VF)(Vg)[(g: F - E) —
@A (f: E— F)Aa(gof=1dg)]. « Dans
ZF, ce principe équivaut & AC. 30

Retourner une injection demande du tiers- pour —AC est de Mostowski [Mos39] ; on dé-
exclu (comme d’ailleurs Cantor-Bernstein, truit AF. C’est donc une preuve de cohérence
[BP19]), retourner une surjection demande  relative de ~AC dans ZF\{AF}. « Pour —AC
du choix. On ignore encore si le second point dans ZF (avec AF), il fallut attendre le for-
est une caractérisation du choix. 35 cing [Coh63b].

[Maeo7] : Kurt MAES. « A 5-quantifier (€, =)-expression ZF-equivalent to the Axiom of
Choice ». 2007

[San+21] : Adonai SANT’ANNA et al. « Flow : the Axiom of Choice is independent from the
Partition Principle in ZFU ». 2021

[Higgs] : Masasi HIGASIKAWA. « Partition principles and infinite sums of cardinal numbers ».
In : Notre Dame J. Formal Logic 36.3 (1995), P. 425-434

[BMgo] : Bernhard BANASCHEWSKI et Gregory MOORE. « The dual Cantor-Bernstein theorem
and the partition principle ». In : Notre Dame J. Formal Logic 31.3 (1990), p. 375-381
[Mos39] : Andrzej MosTowskI. « Uber die Unabhingigkeit des Wohlordnungssatzes vom
Ordnungsprinzip ». In : Fundam. Math. 32 (1939), p. 201-252

[Coh63b] : Paul COHEN. « The independence of the continuum hypothesis ». In : Proc. Nat.
Acad. Sci. U.S.A. 50 (1963), p. 1143-1148
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« Topologie avec ou sans choix

Espaces non métriques. Hors espaces mé-
triques, il n’y a pas de liens généraux entre
compacité et compacité séquentielle. « Un
espace compact non séquentiellement com-
pact : [0,1][%1] par le théoréme de Tycho-
noff d’'une part et 'argument diagonal de
Cantor d’autre part. « Un espace séquen-
tiellement compact non compact : N; avec
pour ouverts ses segments initiaux. La non-
compacité est claire; pour la compacité sé-
quentielle, se rappeler que les suites sont in-
dexées par w.
Une compacité séquentielle indécidable dans
ZFC. La compacité séquentielle de X =
[0, 1]R1 (pour la topologie produit) est indé-
cidable dans ZFC. En effet axiome de Mar-
tin MA [Sho7s] a les propriétés suivantes :
— dans ZFC+ —HC, il entraine la compacité
séquentielle de X ;
— il est conséquence de ZFC + HC.
En conséquence, si HC est vérifiée, alors
X ~ [0,1][0*1] n’est pas séquentiellement
compact; en revanche si —HC est vérifiée,
alors X l’est. Comme HC est indécidable
dans ZFC, la compacité séquentielle de X
aussi.
Espaces métriques. Dans ZF sans choix, pour
un espace métrique, compact entraine sé-

quentiellement compact; dans ZFC, la réci- -

proque est vraie; ces choses sont classiques.
¢ En revanche, toujours dans ZF sans choix,

24. Cardinaux

W

24. Cardinaux

il existe un espace métrique séquentiellement
compact qui n’est pas compact. En effet
dans le premier modéle de [Coh63b], les réels
possedent un sous-ensemble infini qui ne
contient pas de sous-ensemble dénombrable,
i.e. I © R qui n’est en bijection avec au-
cun ordinal fini, et tel que —(3f)(f: N — I).
Quitte & passer aux transformations usuelles,
I peut étre pris non majoré; notamment il
ne sera pas compact. Mais une w-suite a va-
leurs dans I ne peut prendre qu’'un nombre
fini de valeurs : donc I est séquentiellement
compact.

Théoréme de Tychonoff et choix. D’apres
lexercice 23.8, le théoréeme de Tychonoff
équivaut & AC [Kelgo] (Particle de Kelley
contient une erreur notoire dans sa défini-
tion de la topologie sur Y;). Sans choix on
peut sauver quelque chose.

Théoréme (ZF; [Loe65]). Soient I un en-
semble bien ordonné et (X;,T;) des espaces
de Borel-Lebesgue. Alors leur produit est en-
core de Borel-Lebesgue.

Par ailleurs si I’on remplace la notion d’es-
pace topologique par celle de locale, alors le
théoréme de Tychonoff est vrai sans choix
(mais les structures résultantes n’ont de
points que sous AC) [Joh81].

Les conséquences patho-topologiques de
—AC fournissent leur lot de publications an-
nuelles.

Outre la récurrence ordinale, le second aspect de la révélation cantorienne est
d’avoir rénové le concept de « taille » en revenant & l'opération de comptage.
La cardinalité s’éclaire en termes d’ordinaux (§ 24.1); 'addition et la multi-
plication cardinales sont bien comprises (§ 24.2), mais ’exponentiation reste

[Shots] : Joseph SHOENFIELD. « Martin’s axiom ». In :

p. 610-617

Amer. Math. Monthly 82 (1975),

[Kels0] : John KELLEY. « The Tychonoff product theorem implies the axiom of choice ». In :

Fund. Math. 37 (1950), p. 75-76

[Loe6s] : Peter LOEB. « A new proof of the Tychonoff theorem ». In : Amer. Math. Monthly

72 (1965), p. 711-717

[Joh81] : Peter JOHNSTONE. « Tychonoff’s theorem without the axiom of choice ». In : Fund.

Math. 113.1 (1981), p. 21-35
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

énigmatique (§ 24.3). Les sections §§ 24.1 et 24.2 n’emploient pas I’axiome
du choix; § 24.3, si.
Prérequis : §§ 21-23.

Définition (cardinal d’un ensemble). Pour X un ensemble bien ordonnable,
on appelle cardinal formel de X le plus petit ordinal en bijection avec X, noté
card X.

Remarques

— On rappelle que dans ZFC tout ensemble est bien ordonnable, donc tout
ensemble amorphe possede un cardinal.

— En revanche 'expression « cardinal d’'un ensemble amorphe » suppose
de travailler avec AC; sans lui, la situation est catastrophique (v. notes
finales).

— Dans ZFC, deux ensembles X et Y ont méme cardinal naif (i.e. sont
équipotents, v. chapitre I, § 1.1) ss’ils ont méme cardinal formel.

Les sections § 24.1 et § 24.2 ne demandent pas de choix.

24.1. La collection des cardinaux et la fonctionnelle aleph

Définition (cardinal formel). Un cardinal formel est un ordinal minimal pour
I’équipotence, i.e. qui n’est en bijection avec aucun ordinal moindre.

On note traditionnellement s un cardinal formel. Tout cardinal d’ensemble

bien ordonnable est bien un cardinal formel. Dorénavant nous dirons simple- -

ment « cardinal » au lieu de « cardinal formel ».

Remarques

— 11 suit du principe de comparaison ordinale que deux cardinaux sont tou-
jours comparables.

— Tout ordinal fini (i.e. élément de w, § 23.1) est un cardinal : récurrence -

immédiate.

— Tout cardinal est un ordinal; s’il est infini, ¢’est méme un ordinal limite
(« hotel de Hilbert »).

— 1l existe une définition de cardinal limite en tant que cardinal, qui n’est
pas un pléonasme.

— La borne supérieure d’un ensemble de cardinaux est un cardinal.
En notation évidente, disons o = sup C, qui est un ordinal. Supposons
card o < «. Par définition de la borne supérieure il existe kK € C tel que
card a < k; pourtant kK = card kK < card «, contradiction.
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24. Cardinaux

Les cardinaux formels forment une collection définissable, ce qui permet la
notation suivante.

Notation. Soit Card la collection définissable des cardinaux.

Proposition (et définition). Il existe un unique isomorphisme de collections
ordonnées entre (Ord, <) et (Cards,, <) (cardinaux infinis); il est noté X.

Démonstration. Comme toute sous-collection de Ord, la collection Cards,,
est définissable, bien ordonnée, a segments initiaux propres ensemblistes.

Lemme (Hartogs). La collection Card est cofinale, i.e. non majorée, dans
Ord.

Démonstration. La démonstration ne demande pas l’axiome du choix;
elle était a l'exercice 22.9 (et implicite dans la preuve du théoréme 23.2).
Noter qu’avec ’axiome du choix on a un argument plus simple : si Card est
majorée, disons par «, on peut par choix prendre un ordinal équipotent a
P(a); par le théoréme « du saut » de Cantor, il n’est pas dans . O

Si Card était un ensemble, et donc un ensemble d’ordinaux, elle serait
majorée, contradiction. C’est donc une classe propre. Ainsi Cards,, est une
collection classe-bien ordonnée, a segments initiaux propres ensemblistes : par

Remarques
— N = cardw est le premier cardinal infini.

— Ny est le premier cardinal non dénombrable. On retiendra le raisonnement
suivant, illustrant I'efficacité du point de vue cantorien.

. Un cardinal infini & réunion ordinaux rdin k. En
Lemme. Un cardinal infi est la réunion des ordinaux de cardinal < k. E
particulier Ry est la réunion de tous les ordinaux dénombrables.

Démonstration. Soit x un cardinal infini. La collection définissable des
ordinaux de cardinal moindre forme un ensemble : sinon ce serait Ord entiere,
alors qu’il existe des cardinaux (et donc des ordinaux) majorant strictement &
d’apres le lemme de Hartogs. Soit « leur borne supérieure (union). On affirme
que « = & : il suffit de le voir en tant qu’ordinaux. Soit S un ordinal.

Si k < B, alors k = cardk = card § < 8 donc B ¢ « : ceci montre a S &
i.e. @ < k. Si réciproquement 3 € k, alors card3 < f < k : donc B est de
cardinal moindre. D’ou « € . O

47
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Chapitre V. Une axiomatique pour 'appartenance

Remarque. Considérant la fonctionnelle X: Ord — Ord, on voit que ’équation
N, = a possede des solutions arbitrairement grandes (exercice 22.4).

Enfin la fonctionnelle X permet une définition utile.

Définition (cardinal successeur). Un cardinal est successeur il est de la forme
Ny 415 limite s’il est de la forme X, avec « ordinal limite.

En général on note k™ le plus petit cardinal > x; c’est bien sfir un succes-
seur.

24.2. Addition et multiplication cardinales

Définition (ZF; addition et multiplication cardinales). Soient x, A deux car-
dinaux.

— On note kK + A le cardinal de ’ensemble bien ordonnable x L A = (k X
{0) w (A {1}).

— On note k- A le cardinal de I’ensemble bien ordonnable k x .

Il y a quelque chose a justifier. Notons +carq la premiere opération et +o.q
la somme ordinale (§ 22.3). Alors k L A est équipotent & kK +orq A, donc bien
ordonnable, et :

K +card A = card(k +0rq A)-

Ceci justifie de ne pas noter les indices Ord ou Card : c’est clair d’apres contexte,
ayant annoncé qu’on pensait a k et A comme cardinaux plutét que comme ordi-

naux. Idem pour la multiplication. D’ailleurs ces notions dégénerent a 'infini. -

Proposition (ZF). Soient x, A deux cardinaux.
(i) Si k ou A est infini, alors kK + A = max(k, A).

(ii) Si x ou A est infini et l'autre est non nul, alors x - A = max(k, A).

Démonstration. Supposons k = A. Ce qui fera marcher la démonstration
dans les deux cas est le principe (immédiat par contraposée) : si v est un
ordinal avec card vy < k, alors v < k.

(i) Clairement xk < card(k u A) < card(k u k) = k + k. Il suffit donc de
montrer £ = k- 2 pour tout x infini. Récurrence sur  (légitimée par la
fonctionnelle X).

Mettons sur &k x {0,1} lordre suivant : (z,1) <
(y,5) st (@ < wy) v @ =y A < )

-
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24. Cardinaux

Le bon ordre qui fait marcher la preuve

C’est un bon ordre A (minimiser sur x, puis sur ). Soit p = (z,i) € A.
Alors I4(p) € L.(z+1) x {0,1} et I(x+ 1) est propre dans x, donc par
récurrence :

card I4(p) < card Io(x + 1) -2 = card I,(z + 1) < &,

d’ott ord I4(p) < k. Soit a = ord A, clairement limite. On vient de voir
que si v € a, alors v < k. Ainsi a = U,Yea'y < K,donc k-2 =card A =
card o < k.

(ii) On suppose en outre A # (J. Cette fois il s’agit de montrer 2 = &.

Mettons sur k x k 'ordre suivant :

max(z,y) < max(z,t)
(z,y) < (2,t) si v max(x,y) = max(z,t) Az < z 10
v max(x,y) =max(z,t) Ax=2zAy <t

Le bon ordre qui fait marcher cette seconde preuve

C’est un bon ordre B (minimiser le max, puis la premiére composante,
puis la seconde). Cette fois pour p = (z,y) € B, notant m = max(z,y) €
k,ona Ig(p) S (m+1)2. Ici encore les segments initiaux de ce bon ordre
sont tous de cardinal < x, donc d’ordinal < & il suit k2 = card B < -,
K. O

Corollaire (ZFC). Si X est un ensemble infini, alors X2 est équipotent & X.

Cet énoncé caractérise en fait AC : exercice 23.2.
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§ 24.3. L’exponentiation cardinale et ’hypothése du continu
La proposition suivante est naive et sa preuve laissée en exercice.

Proposition (ZF). Soient X,Y, Z trois ensembles.
— XY“Z est équipotent & XY x X7 ;
— XY*Z est équipotent a XYZ;
— (ZFC) si X est infini, X - Y, et que Y a au moins deux éléments, alors
YX est équipotent a 2X.
On travaille dorénavant avec ’axiome du choix.

e Exponentiation cardinale

Définition (ZFC; exponentiation cardinale). Soit A* = card A\* (en tant qu’en-
semble de fonctions).
Remarques

— L’exponentiation cardinale n’est pas ’exponentiation ordinale :
expoa(2,w) = w mais  expe,q(2, o) > No,

car par le théoréme du saut card P(w) > cardw. On ne rencontre hélas
pas toujours deux notations distinctes pour ces opérations essentiellement
distinctes.

— Noter le role de 'axiome du choix : rien ne garantit sinon que A" soit
bien ordonnable.

— Meéme en présence de choix, ZFC contraint trés peu 'exponentielle. Par -

exemple, l'injectivité de 2% est indécidable.

e Hypothése du continu. En montrant que X ne se surjecte jamais sur P(X),
Cantor a établi 2% > R. Quelles sont les valeurs possibles pour 2%0 ?

Hypotheése du continu : 280 = Xy,

Remarques

— Dans ZFC, HC équivaut a : toute partie infinie de la droite est soit dénom-
brable, soit en bijection avec la droite. C’est d’ailleurs I’énoncé d’origine,
qui peut se formuler en termes de cardinalités intuitives, sans choix. Mais
il est délicat de travailler sur ces derniers en ’absence de choix; il est
méme cohérent a ZF que R posséde un sous-ensemble infini sans sous-
ensemble dénombrable (Cohen).
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24. Cardinaux

— ZFC ne décide pas HC (Godel, Cohen). Il y a pire : 'absence de consensus
sur la vérité de HC (certains pronant ou ayant proné 2% = Ry), voire sur
le sens d’une vérité pour HC. Certains théoriciens des ensembles consi-
dérent la cohérence comme vérité ultime, sans référence a une nature
ensembliste trop invisible.

— L’hypothese du continu généralisée HCG est : (Vk = Ng)(2F = k7T), ol
k1 désigne le cardinal successeur (v. 24.1).

La suite esquisse une premiére limitation sur la valeur de 2.

Théoréme (G. Kénig; ZFC). Soient I # J et pour chaque i € I, deux
ensembles A;, B; avec card A; < card B;. Alors card | J; A; < card[[; B;.

Noter qu’en ’absence de choix, le membre de droite peut étre 7.

Démonstration. On peut supposer les B; disjoints entre eux, et A; < B;.
Montrons 'inégalité large. Pour chaque i on fixe un b; € B;\A;. A a;, €
UI A; = |_|I A;, on associe la fonction qui envoie i # iy sur b;, et ip sur a,,.
On vient bien d’injecter la réunion dans le produit.

Montrons I'inégalité stricte en éliminant 1’égalité. Sinon il existe une sur-
jection f: |J; A; — [; B:. Notons ¢;: A; — [ J; A; Pinjection canonique, et
mi: | [; Bi = B la projection canonique. Pour i € I, la composée :

WiofoLi:Ai%UAi—)HBi_»Bi
I I

laxiome du choix et I'on forme 8 = (b;);c;. Par hypothése, 8 = f(a;,) pour
un a;, € A;,. Pourtant :

bio = ”Tio(ﬁ) = iy © f(a’io) = Ty © fo Lio(a’io) € T, © f(Aiov

contradiction. O

Corollaire (ZFC). 2% # X,,.

Démonstration. Supposons 1’égalité 2% = R,,. Pour n € w, soit A, = X,,.
Noter que pour n fixé, A, < X, = 2% . En outre U, An = Xy, ; une inclusion
est claire; réciproquement si a € R, alors carda est un N,, et @ € N, 41.
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ne peut étre surjective par cardinalité. Donc il existe b; ¢ m;0f(A4;). On emploie -

N
o
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Ainsi d’apres le théoréeme de Konig :

Ry = JAn < card [ 2% = (2%)% = PRI L
contradiction. O

Remarque. L’argument ne montre pas 280 < X, : on a utilisé I’égalité absurde
des le début de la preuve.

A toutes fins utiles on rappelle que la cardinalité n’a rien d’absolu : si deux
modeles partagent un point z, et méme s’ils ont en commun la méme droite
ordinale Ord, ils n’ont pas de raison de s’accorder sur card z.

Exercices

24.1. (3, beth, est la deuxiéme lettre de I’alphabet hébreu.) On définit par récurrence ordi-
nale : Jo = No, Jai1 = 272, et aux limites Jg, = sup{dg : B € a}.

a. Si besoin, reformuler la construction en termes de récursion ordinale.

b. Montrer que 3 est strictement croissante et majore X. Montrer que ’hypotheése du continu
généralisée (« pour tout cardinal k, on a 2% = kT ») équivaut & : R et J coincident.

c. Un cardinal x > Rq est fortement limite si (VA < r)(2* < k). Montrer que x est
fortement limite ssi de la forme J, pour « limite.

@) d. Montrer 35° = Jy,11.
24.2 (axiome de symétrie de Freiling). Soit I = [0, 1]. Commengons par une heuristique.

—_ On tire au hasard un point x € I. La probabilité qu’il soit rationnel est nulle;

presque stGrement il est irrationnel. On tire & présent au hasard deuz points
z1,x2 € I. Presque slirement, x2 n’est pas dans 1 - Q (qui est dénombrable).
Donc il existe z1,z2 tels que z2 ¢ f(z1), ot 'ensemble f(z1) = x1 - Q (choisi
tel dans ce premier exemple) est dénombrable et ne dépend que de 1.
Soit plus généralement f: I — Py, (I) une fonction qui & chaque réel de I
associe une partie dénombrable de I. Comme précédemment, si 'on tire deux
réels x1,x2 € I, alors presque siirement 2 ¢ f(x1). La nature ne dépend pas
de Pordre de tirage; presque siirement xzo ¢ f(z1) A z1 ¢ f(z2); il existe donc
des solutions & cet énoncé, et 'on peut quantifier sur f. Ceci motive I’axiome
suivant.

On appelle aziome de symétrie (d’ordre Rg) 1’énoncé :
ASyxy : (VAIf: T —= Pyy(I)) = Bz1)(Bze)(wr € I Axz