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§1. Cohomologie équivariante (1985-2003)

Mes contributions en cohomologie équivariante concernent les trois thèmes suivants :

• Interprétation des opérateurs de Bernstein-Gelfand-Gelfand et des polynômes de Schubert
en cohomologie de de Rham équivariante des variétés de drapeaux.

• Détermination explicite de l’anneau de cohomologie T -équivariante à coe�cients entiers
des sous-variétés de Schubert des variétés de drapeaux des groupes de Kač-Moody.
Interprétation des opérateurs de Demazure et de Bernstein-Gelfand-Gelfand.

• Introduction de la classe d’Euler équivariante en un point fixe isolé (pas nécessairement
lisse) d’une variété algébrique complexe munie de l’action d’un tore.

• Etude du rapport entre la classe d’Euler équivariante en un point isolé et la lissité ration-
nelle au voisinage de ce point. La classe d’Euler équivariante généralisée d’un point fixe
isolé d’une variété algébrique complexe est représentée par une fraction rationnelle à un
nombre fini de variables et coe�cients rationnels. Je donne quelques critères de lissités
algébrique et rationnelle en termes de ces classes. Dans le cas des variétés de Schubert, les
descriptions explicites des classes d’Euler équivariantes généralisées que j’avais donées dans
ma thèse rendent ces critères de lissité e↵ectifs.

La suite décrit avec beaucoup plus de précisions chacun de ces sujets.

1.1 Cohomologie singulière équivariante

Soit G un groupe topologique. Un «G-espace (à droite, à gauche)» est un espace topologique
muni d’une action continue de G (à droite, à gauche). Un «fibré principal de groupe G» est

⇤
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§1.1 Alberto Arabia §1

un G-espace à droite IE sur lequel G opère librement ; le quotient IB := IE/G est la «base du

fibré principal». Un «espace universel pour G», est un fibré principal IEG, topologiquement
contractile, sur lequel G opère librement (il en existe toujours d’après Milnor [Mil]) ; sa base
IBG est un «espace classifiant pour G». Cette terminologie provient de la théorie des fibrés
principaux. Un fibré universel pour G possède la propriété fondamentale suivante. Pour tout

fibré principal IE de groupe G et base IB , il existe une application continue f : IB ! IBG,

unique à homotopie près, telle que IE ' f
�1
IEG :

IE ' f
�1
IEG 9999999K IEG??y

??yG

??y
??yG

??y
??yG

IB === IB
f�������! IBG

L’ensemble des classes d’homotopie d’applications continues de IB vers IBG paramètre ainsi
les classes d’isomorphie de fibrés principaux de groupe G et base IB , ce qui justifie d’appeler
«classifiant» l’espace IBG.

Une conséquence de cette propriété universelle est que deux espaces classifiants pour G sont
toujours homotopiquement équivalents et leurs cohomologies sont canoniquement isomorphes.
Plus généralement, pour tout fibré principal IE de groupe G et base IB , le homomorphisme
H
⇤(f) : H⇤(IBG)! H

⇤(IB) est canonique, c’est le «homomorphisme caractéristique de IE», il
sera noté :

�
G

IE : H⇤(IBG)! H
⇤(IB) .

L’image de �GIE est la «sous-algèbre caractéristique de IE dans H
⇤(IB)», ses éléments sont les

«classes caractéristiques de IE».

Pour tout G-espace X , l’action «diagonale» de G sur IEG⇥X , i.e. l’action définie par
(m,x) · g := (mg, g

�1
x), fait de IEG⇥X un fibré principal de groupe G ; la classe d’homo-

topie de sa base XG (notée et aussi IEG⇥GX ) est indépendante du choix du fibré universel
IEG. Lorsque X est le G-espace réduit à un point ‘•’, on a •G = IBG. Enfin, pour toute applica-
tion continue G-équivariante entre G-espaces f : X ! Y , l’application fG : XG ! YG définie
par fG

�
(m,x)

�
:= (m, f(x)) est continue. On a des diagrammes commutatifs :

X
f����! Y

cX

??y
??y

L ??y
??ycY

• ======id •

 
XG

fG����! YG

cX;G

??y
??y

L ??y
??ycY ;G

•G ======id •G

La correspondance X  XG, f  fG est fonctorielle de la catégorie Top •(G) des G-espaces
(basés sur un point), où les morphismes sont les applications continues G-équivariantes, vers la
catégorie Top •G des espaces topologiques basés sur •G.

La «cohomologie (singulière) G-équivariante à coe�cients dans un anneau A» est, par défi-
nition, la cohomologie singulière de XG à coe�cients dans A, i.e.

H
⇤
G
(X;A) := H

⇤(XG;A)

La cohomologie G-équivariante est un foncteur contravariant de Top •(G) vers la catégorie
des H

⇤
G
-algèbres ; où H

⇤
G

est une notation abrégée pour H
⇤
G
(•;A).
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§1 Travaux Antérieurs à 2003 §1.2

Remarques
• Lorsque G = {1}, on a trivialement H

⇤
{1}(X;A) = H

⇤(X;A). Plus généralement, la pro-

jection p2 : IE⇥X ⇣ X , p2(m,x) = x, induit une surjection XG ⇣ G\X d’où l’homomor-

phisme canonique H
⇤(G\X;A)! H

⇤
G
(X;A) qui relie la cohomologie ordinaire de l’espace

G\X desG-orbites de X à la cohomologieG-équivariante de X . Ce morphisme est bijectif

lorsque G opère librement sur X .

• Pour tout G-espace X , le morphisme structural de la H
⇤
G
-algèbre H

⇤
G
(X;A) est l’homo-

morphisme caractéristique �
G

IEG⇥X : H⇤(IBG;A)! H
⇤(IEG⇥GX;A).

1.1.1 Restriction de groupes en cohomologie équivariante. Un fibré universel IEG pour
G est également universel pour tout sous-groupe G

0 de G. En particulier, pour tout G-espace
X , on a une surjection canonique IEG⇥G0X ⇣ IEG⇥GX induisant l’«homomorphisme de res-

triction» entre les cohomologies équivariantes H
⇤
G
(X;A)! H

⇤
G0(X;A)

1.2 Cohomologie de de Rham équivariante

Lorsque G est un groupe de Lie agissant di↵érentiablement sur une variété di↵érentielle M ,
on a la notion de la «cohomologie de de Rham G-équivariante de M » définie par les méthodes
décrites par Henri Cartan dans [Crt].

Soient S(g⇤) l’algèbre des polynômes sur g à coe�cients complexes et (⌦⇤(M), d) le complexe
des formes di↵érentielles sur M à valeurs dans C. Le produit tensoriel S(g⇤)⌦C ⌦⇤(M) est l’al-
gèbre des formes di↵érentielles µ(Y ) 2 ⌦⇤(M), dépendant polynomialement de Y 2 g ; elle est
munie d’une graduation en posant deg(P ⌦ µ) = 2d(P ) + d(µ), pour P 2 S(g⇤) et µ 2 ⌦⇤(M)
homogènes de degrés d(P ) et d(µ) respectivement.

L’application �G : S(g⇤)⌦ ⌦⇤(M)! S(g⇤)⌦ ⌦⇤(M), définie par :

�G(µ)(Y ) = d(µ(Y )) + 2⇡i cY µ(Y ) , pour chaque Y 2 g,

où cY désigne la contraction par le champ de vecteurs associé à l’action infinitésimale de Y

sur M , est une antidérivation de degré +1 qui commute à l’action de G sur S(g⇤)⌦ ⌦⇤(M)
induite par l’action coadjointe sur S(g⇤) et par images inverses sur ⌦⇤(M). La restriction de
�G à la sous-algèbre des G-invariants :

⌦⇤
G
(M) := [S(g⇤)⌦ ⌦⇤(M)]G ,

c’est-à-dire à la sous-algèbre des formes di↵érentielles µ(Y ) vérifiant :

g · (µ(Y )) = µ(ad(g)(Y )) , pour tous g 2 G et Y 2 g,

vérifie �2
G
= 0 puisque �2

G
(µ(Y )) = 2⇡i LY (µ(Y )), où LY désigne la dérivée de Lie. Le couple�

⌦⇤
G
(M); �G

�
est une algèbre di↵érentielle graduée, c’est l’«algèbre des formes di↵érentielles G-

équivariantes de M », sa cohomologie H
⇤
DR,K(M ;C), est l’«algèbre de cohomologie de de Rham

G-équivariante de M ».

Les propriétés suivantes découlent aussitôt des définitions :

• H
⇤
DR,G(•;C) = S(g⇤)G.
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§1.3 Alberto Arabia §1

• La structure de H
⇤
DR,G(•;C)-module de H

⇤
DR,G(M ;C) est celle induite par la structure de

S(g⇤)G-module de ⌦⇤
G
(M).

• H
⇤
DR,G(M ;C) = S(g⇤)G ⌦C HDR(M ;C), lorsque G opère trivialement sur M .

• H
⇤
DR,{1}(M ;C) = HDR(M ;C).

Remarque. Lorsque G est compact, l’identification classique pour une variété di↵érentiable

entre sa cohomologie de de Rham et sa cohomologie singulière (à coe�cients complexes) se

généralise au contexte équivariant à l’aide des méthodes de [Crt] ; on a donc un isomorphisme

canonique

H
⇤
G
(M ;C) ' H

⇤
DR,G(M ;C) ,

et en particulier H
⇤
G
(•;C) ' S(g⇤)G .

1.2.1 Restriction de groupes en cohomologie de de Rham équivariante. Soit G
0

un sous-groupe fermé du groupe de Lie G. La restriction des fonctions polynomiales sur
g à g0 induit un morphisme de complexes : (⌦⇤

G
(X), �G)! (⌦⇤

G0(X), �G0) qui donne lieu à
l’«homomorphisme de restriction de groupes en cohomologie de de Rham équivariante» ⇢G

G0 :
H
⇤
DR,G(X)! H

⇤
DR,G0(X) correspondant, modulo l’isomorphisme de le remarque précédente, à

l’homomorphisme de restriction de groupes en cohomologie singulière équivariante de la section
1.1.1.

Lorsque G
0 = {1}, on a S(g0) = C et la restriction de S(g⇤) à S(g0⇤) cöıncide avec le mor-

phisme d’évaluation à l’origine P 7! P (0), pour cette raison on notera ‘v0’ ce qu’on aurait dû
noter ⇢G{1}.

1.3 Cohomologie de de Rham équivariante des variétés de drapeaux (1985–1989)

Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe, d’algèbre de Lie g. Soient K un
sous-groupe compact maximal de G, d’algèbre de Lie k et � l’involution associée. Soient H un
sous-groupe de Cartan de G, �-invariant, d’algèbre de Lie h et B un sous-groupe de Borel de
G contenant H , on note �+ et ⌃ respectivement les systèmes de racines positives et simples
correspondants à ces choix. Soient T = K \H , tore maximal de K d’algèbre de Lie t, de nor-
malisateur T 0 = NK(T ), et W = T

0
/T le groupe de Weyl muni de l’ordre de Bruhat-Ehresmann

‘4’ défini par ⌃. On note X = G/B = K/T la «variété des drapeaux de G», elle est munie de
l’action naturelle de K (et donc de T et T

0) à gauche. L’ensemble X
T des points fixes de X

sous l’action de T est T
0
/T = W .

Dans [A1,A0], on généralise les constructions et théorèmes de l’article de Bernstein-Gelfand-
Gelfand [BGG], qui concerne la cohomologie ordinaire de X , au contexte de la cohomologie de
de Rham équivariante de X .

1.3.1 La famille des formes linéaires L w . La décomposition X =
`

w2W Xw , où Xw =
BwB/B est une «cellule de Schubert» : espace a�ne isomorphe à C`(w), munit X d’une struc-
ture de CW-complexe où toutes les cellules sont de dimension paire. L’adhérence Xw d’une
cellule Xw définit le «cycle de Schubert» �w 2 H2`(w)(X;Z) et la famille {�w}w2W est une base
(homogène) du Z-module H

⇤(X;Z).
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§1 Travaux Antérieurs à 2003 §1.3

Les formes C-linéaires
H

2`(w)
DR (X;C) h�w, i����! C

µ 7����!
Z

Xw

µ
Xw

jouent un rôle central dans [BGG] et leurs analogues en cohomologie de de Rham équivariante
sont les formes S(t⇤)-linéaires notées L w :

H
⇤
DR,T (X;C) L w����!h�w, i H

⇤�2`(w)
DR,T (•;C) ✓ S(t⇤)

µ(Y ) 7����!
Z

Xw

µ(Y )
Xw

1.3.2 Homomorphisme de Chern-Weil en cohomologie équivariante. L’autre ingrédient
fondamental dans [BGG] est l’homomorphisme de Chern-Weil qui réalise H

⇤
DR(X;C) comme

quotient de l’anneau S(t⇤). On rappelle à continuation sa définition habituelle et sa généralisa-
tion en cohomologie équivariante.

Soit ✓ une connexion K-invariante de la fibration principale ⇡ : K ⇣K/T = X , de déri-
vée covariante r et courbure r(✓). Pour tout P 2 S(t⇤) le cocycle P (�r(✓)/2⇡i) 2 ⌦⇤(K)
provient de X , i.e. est de la forme ⇡

⇤
µ pour un (unique) cocycle µ 2 ⌦⇤(X). On note

P (�r(✓)/2⇡i) 2 H
⇤
DR(X;C) la classe de cohomologie déterminée par µ. L’application :

S(t⇤) C h����! H
⇤
DR(X;C)

P 7����! P
�
�r(✓)/2⇡i

�
,

est un homomorphisme indépendant de la connexion ✓ choisie ; c’est l’«homomorphisme de

Chern-Weil».

Nicole Berline et Michèle Vergne généralisent cette construction au contexte équivariant
en faisant intervenir l’application moment K 3 k

JY7��! ✓(YK)(k) 2 t, où YK dénote le champ
de vecteurs associé à l’action infinitésimale à gauche de Y 2 k sur K . Elles remarquent que
pour P 2 S(t⇤) et Y 2 k, la forme di↵érentielle P

�
� JY �r(✓)/2⇡i

�
2 ⌦⇤(K) est de la forme

⇡
⇤(µ(Y )), où µ(Y ) est un cocycle du complexe

�
⌦⇤

K
(X), �K

�
. Notons P

�
� JY �r(✓)/2⇡i

�
la

classe de cohomologie de de Rham K-équivariante de X déterminée par µ(Y ). Comme dans le
cas classique, l’application :

S(t⇤)
C hK����! H

⇤
DR,K(X;C)

P 7����! P
�
� JY �r(✓)/2⇡i

�
,

est un homomorphisme indépendant de la connexion choisie ([BV]) ; c’est l’«homomorphisme

de Chern-Weil en cohomologie K-équivariante».

Pour tout sous-groupe fermé K
0 ✓K , le même procédé donne lieu à l’homomorphisme de

Chern-Weil en cohomologie K
0-équivariante C h K 0 : S(t⇤)! H

⇤
DR,K 0(X;C) ; il cöıncide avec la

composée
S(t⇤)

C h K����! H
⇤
DR,K(X;C)

⇢K

K0����! H
⇤
DR,K 0(X;C)

C h
K0

x?
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En particulier, C h et C hK sont reliés par v0 : H⇤DR,K(X;C)! H
⇤
DR(X;C) et le diagramme

suivant est commutatif.
S(t⇤)

C hK������! H
⇤
DR,K(X;C) 3 µ(Y )���

���
L

v0

??y
??y

S(t⇤) C h������! H
⇤
DR(X;C) 3 µ(0)

1.3.3 Le programme de [A1,A0]. Les éléments introduits dans les paragraphes précédents
se retrouvent rassemblés dans le diagramme commutatif

S(t⇤)
C hK������! H

⇤
DR,K(X;C)

⇢K

T������! H
⇤
DR,T (X;C) L w������!h�w, i S(t⇤) 3 P (Y )���

���
L ??y v0

L ??y v0
L ??y v0

??y
S(t⇤) C h������⇣ H

⇤
DR(X;C) =========== H

⇤
DR(X;C) h�w, i������! C 3 P (0) ,

(D)

où la deuxième ligne, qui représente le cas classique (non équivariant) a été étudiée par
Bernstein-Gelfand-Gelfand ([BGG]). L’objet principal de leur travail est la détermination d’une
famille de polynômes {Pw}w2W ✓ S(t⇤), les «polynômes de Schubert», réalisant la base duale de
la base des cycles de Schubert via l’homomorphisme de Chern-Weil C h dont on connaissait la
surjectivité et le noyau depuis la thèse de A. Borel ([B0]). Les polynômes de Schubert vérifient :

h�v,C h (Pw)i = �
w
v , pour tous v, w 2W .

Le but de [A1,A0] est l’étude du diagramme (D) dans sa globalité en portant un intérêt par-
ticulier à la ligne équivariante où les généralisations équivariantes des définitions et théorèmes
de [BGG] sont traitées. Le passage du cas équivariant au cas classique se fait à l’aide du résultat
suivant :

Proposition ([A0]). Soit K un groupe de Lie compact et connexe, d’algèbre de Lie k opé-

rant à gauche sur une variété M dont la cohomologie rationnelle est nulle en degrés impaires.

L’homomorphisme :

H
⇤
DR,K(M ;C) v0����! H

⇤
DR(M ;C)

µ(Y ) 7����! µ(0) ,

est alors surjectif et ker
�
v0

�
= S(k⇤)K0 ·H⇤DR,K(M ;C), où S(k⇤)K0 est l’idéal de S(k⇤)K des po-

lynômes s’annulant à l’origine.

Nous passons maintenant en revue les propriétés les plus remarquables des morphismes de la
première ligne du diagramme (D) dans les trois sections suivantes.

1.3.4 Homomorphisme C h K . A la di↵érence du cas classique, cet homomorphisme est bi-
jectif. A ce sujet, les méthodes de [Crt] appliquées à la définition de Berline-Vergne permettent
de démontrer le résultat général suivant qui couvre le cas des groupes de Lie compacts.

Proposition ([A0]). Soit G un groupe de Lie, H un Sous-groupe fermé de G, d’algèbre de

Lie h. On suppose que le fibré principal G⇣ G/H admet une connexion G-invariante ✓ , de
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dérivée covariante r et courbure r(✓). Alors l’homomorphisme de Chern-Weil équivariant

S(h⇤)H C h G����! H
⇤
DR,G(G/H;C)

P 7����! P
�
� JY �r(✓)/2⇡i

�
,

est un isomorphisme indépendant de la connexion choisie.

1.3.5 Morphisme de restriction de K à T en cohomologies de de Rham équiva-

riante. Soit M une variété di↵érentiable munie d’une action à gauche de K . Le morphisme
de restriction de groupes ⇢K

T
se factorise à travers H

⇤
DR,T 0(M ;C) en ⇢K

T
= ⇢T

0

T
� ⇢K

T 0 :

H
⇤
DR,K(M ;C)

⇢K

T 0����! H
⇤
DR,T 0(M ;C)

⇢T
0

T����! H
⇤
DR,T (M ;C)

⇢K

T

x?

Les méthodes de [Crt] permettent de démontrent que ⇢K
T 0 est bijectif ([A0]) (

1), et le ⇢T
0

T
s’iden-

tifie, par ailleurs, à l’inclusion H
⇤
DR,T (M ;C)W ✓ H

⇤
DR,T (M ;C) dans la mesure où ⌦⇤

T 0(M) est

homotope à ⌦⇤
T
(M)W et donc H

⇤
DR,T 0(M ;C) = H

⇤
DR,T (M ;C)W .

1.3.6 Applications L w et opérateurs de Bernstein-Gelfand-Gelfand. Le théorème sui-
vant, résultat principal de [A0,A1], répond à une question de Michèle Vergne à propos des
applications L w .

Théorème ([A0,A1])

a) Soient ↵ 2 ⌃, r↵ 2W la réflexion associée à ↵ et w 2W . On suppose que r↵w > w avec,

alors :

L r↵w = A↵ � L w

où A↵ est l’opérateur agissant sur S(t⇤) défini dans [BGG] par :

A↵(P ) =
r↵ · P � P

↵
, pour tout P 2 S(t⇤).

b) Si r↵1· · · r↵` est une décomposition réduite de w , alors :

L w �C h T = A↵1 � · · · �A↵`

L’assertion (b) de ce théorème explique très simplement le résultat, démontré dans [BGG]
par des méthodes combinatoires, qui établit l’égalité entre les composées

A↵1 � · · · �A↵` = A↵01 � · · · �A↵0`

lorsque r↵1· · · r↵` et r↵01· · · r↵0` sont des décompositions réduites d’un même w 2W , ce qui jus-
tifie de noter Aw ces composées. Notons Ae = idS(t⇤). Les éléments de la famille {Aw}w2W sont
les «opérateurs de Bernstein-Gelfand-Gelfand». Les égalités encadrées du théorème précédent

1 Lorsque M est réduite à un point, on retrouve l’isomorphisme de Chevalley S(k⇤)K = H
⇤
K
(•;C) '

H
⇤
T 0(•;C) = S(t⇤)W , bien connu en théorie des groupes.
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admettent donc la réécriture :

L w = Aw � L e et L w �C h T = Aw pour tout w 2W .

1.3.7 L’opérateur As. Soit s l’élément de plus grande longueur de W . Pour tout P 2 S(t⇤),
on a : As(P ) = L s �C h T (P ) d’après l’assertion (b) du théorème précédent. Mais L s est l’in-
tégrale sur la variété di↵érentiable et compacte X et s’explicite à l’aide de la formule de loca-
lisation de Berline-Vergne ([BV]) en une somme finie ([A0]) :

As(P ) =

P
w2W (�1)`(w)

w · PQ
↵2�+

�↵ =
X

w2W
w

✓
PQ

↵2�+
�↵

◆

1.3.8 Polynômes de Schubert. La famille {Pw}w2W ✓ S(t⇤) des «polynômes de Schubert»

est définie dans [BGG] par : (
P

s :=

Q
↵2�+

�↵
|W |

,

P
w = Aw�1s(P

s) , pour tout w 2W .

où P
e = As(P s) = 1, d’après 1.3.7. La proposition suivante, transposition au contexte équiva-

riant de résultat principal de [BGG], devient un corollaire immédiat du théorème 1.3.6.

Proposition ([BGG]). Pour tous v, w 2W , on a :

L v(C h T (P
w)) = Av(P

w) =

⇢
P

wv�1
lorsque `(wv�1) = `(w)� `(v),

0 sinon.

En particulier :

h�v,C h (Pw)i = h�v,C h T (P
w)i(0) = Av(P

w)(0) = P
wv�1(0) = �

w
v .

Remarque. La famille des polynômes de Schubert {Pw}w2W qui réalise la base de H
⇤
DR(X;C)

duale de la base des cycles de Schubert de H⇤(X;Z), n’est pas unique dans la mesure où le mor-

phisme de Chern-weyl C h : S(t⇤)! H
⇤
DR(X;C) à un noyau non trivial égal à S(t⇤) · S(t⇤)W0 .

La proposition précédente montre que cette famille est une base de H
⇤
DR,K(X;C), pour sa struc-

ture de S(k⇤)K-module. Le fait que H
⇤
DR,K(X;C) est un S(k⇤)K-module libre de rang |W |, se

traduit modulo l’isomorphisme C h K : S(t⇤) '�! H
⇤
DR,K(X;C), par le théorème bien connu qui

a�rme que S(t⇤) est un S(t⇤)W -module libre de rang |W |.

1.3.9 A propos de l’anneau des coe�cients. Les résultats de [A0,A1] sont aussi vrais en
cohomologie rationnelle où il convient de remplacer HDR,K par HT 0(•;Q) et S(t⇤) par Q⌦
R (T ), où R (T ) (⇠ Z[X1, . . . , Xdim T ]) désigne l’anneau des représentations de dimension finie
de T , canoniquement isomorphe à H

⇤(IBT ;Z) (cf. 1.4.1). Le cas des coe�cients entiers mérite
quelques commentaires. Le diagramme (D) garde un sens en cohomologie entière, en e↵et, les
applications h�w, i et L w sont définies sur Z (les opérateurs Aw laissent stable R (T )) et les
homomorphismes de Chern-Weil C hK et C h peuvent être remplacés par les homomorphismes
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caractéristiques des T -espaces à droite IEK⇥KK (⇠ IEK ) et K respectivement :
⇢
�
T

IEK
: R (T ) = H

⇤(IBT ;Z)! H
⇤
K
(X;Z)

�
T

K
: R (T ) = H

⇤(IBT ;Z)! H
⇤(X;Z)

Mais si le morphisme �TIEK
est toujours bijectif, le morphisme �T

K
n’est plus nécessairement

surjectif et on ne peut plus espérer paramétrer la base duale de la base des cycles de Schubert
à l’aide des éléments de R (T ). Il est d’autre part clair que le conoyau de �T

K
est un Z-module

de torsion et que les points fermés de son support sont précisément les nombres premiers que
l’on doit inverser pour donner un sens au polynôme de Schubert P s. La torsion de coker(�T

K
) a

été étudiée par ailleurs par M. Demazure dans [Dem1] et A. Borel dans [B1].

1.3.10 Transformée de Fourier de la mesure de Liouville. Une autre application suggé-
rée par Michèle Vergne du lien qui relie l’intégration sur les cycles de Schubert et les opérateurs
Aw est donnée dans [A1]. Soit f une forme réelle sur k nulle sur t?, telle que �if soit dominante
régulière, c’est-à-dire �if(h↵̌) > 0 pour toute coracine h↵̌. L’orbite K · f de f dans la représen-
tation coadjointe de K dans k⇤, est munie d’une forme symplectique K-invariante canonique
�f qui est la forme fondamentale d’une structure kählérienne sur K · f . D’autre part, l’identifi-
cation K · f = K/T = X permet de poser (K · f)w := Xw , et les couples

�
(K · f)w,�f

�
sont

des variétés complexes symplectiques. Notons b�w
f la transformée de Fourier de leur mesure de

Liouville ([BV]) . On a alors pour tout Y 2 t ([A1]) :

b�w
f (Y ) =

Z

(K·f)w
e
ihY,xi

e
�f (x) =

Z

(K·f)w
e
if(�JY � !

2⇡ i ) =

= L w C h T

�
e
if
�
= Aw

�
e
if
�
(Y )

où le terme de droite fait apparâıtre le prolongement naturel de l’action de Aw à l’algèbre
des fonctions entières sur t. Dans le cas particulier où w = s, on retrouve la formule d’Harish-
Chandra ([Hrs]) (cf. 1.3.7) :

Z

K·f
e
ihY,xi

e
�f (x) =

P
w2W (�1)`(w)

e
if(w�1Y )

Q
↵2�+

�↵ ·

1.4 Anneau de cohomologie singulière T -équivariante des variétés de Schubert
(1989)

1.4.1 Cohomologie singulière T -équivariante. L’objet de [A1,A0] était l’étude des anneaux
de cohomologie de de Rham K-équivariante et ordinaire de K/T , ou, ce qui revient au même,
des anneaux de cohomologie singulière K-équivariante et ordinaire de K/T à coe�cients dans
Q. Dans ces travaux l’homomorphisme de Chern-Weil joue un rôle fondamental dans la mesure
où il réalise ces anneaux comme quotients de l’algèbre S(t⇤) (resp. Q⌦R (T )). Mais cette
propriété cesse d’être vérifiée dans le cas des cohomologies T -équivariante et ordinaire à coef-
ficients entiers. L’article [A3], qui s’intéresse à cette situation, fait alors appel au théorème de
localisation de Borel-Atiyah-Segal qui permet de réaliser H

⇤
T
(X;Z) plutôt comme sous-anneau

d’un anneau de structure très simple. Le paragraphes suivant expliquent les bases de la mé-
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thode utilisée dans [A3] qui mène la détermination de la loi multiplicative de H
⇤
T
(X;Z) et plus

généralement de H
⇤
T
(Xw;Z), pour tout w 2W .

1.4.2 L’anneau R (T ) et le théorème de localisation. La cohomologie singulière T -
équivariante possède quelques propriétés qui la rendent particulièrement agréable. Tout d’abord,
l’isomorphisme S(t⇤) ' H

⇤
DR,T (•,C) = H

⇤
T
(•;C) (cf. 1.2) résulte par changement de base d’un

isomorphisme à coe�cients entiers ch : R (T ) ⌘�! H
⇤
T
(•;Z), où R (T ) ' Z[X1, . . . , XdimR(T )] dé-

signe l’anneau des représentations de dimension finie de T . Le morphisme ch fait correspondre
à une représentation irréductible complexe C� de T de poids �, la première classe de Chern
du fibré en droites IET ⌦T C� ⇣ IBT . Ensuite, on a une propriété considérablement plus in-
téressante qui relève du fait que pour tout sous-groupe fermé H ✓ T tel que dimH < dim T ,
le morphisme de restriction de groupe H

⇤
T
(•;Z)! H

⇤
H
(•;Z) a un noyau non trivial, autrement

dit, H⇤
H
(•;Z) est un H

⇤
T
(•;Z)-module de torsion. La propriété en question connue sous le nom

de «théorème de localisation», est la suivante.

Théorème ([B-al,AS]). Soit Y un T -espace de dimension cohomologique finie, notons Y
T
le

sous-espace des points fixes de Y sous l’action de T . Alors, les noyau et conoyau de l’homo-

morphisme de restriction aux points fixes H
⇤
T
(Y ;Z)! H

⇤
T

�
Y

T ;Z
�
sont des R (T )-modules de

torsion. Autrement dit, le morphisme :

Q (T )⌦R (T ) H
⇤
T
(Y ;Z) restriction���������!

aux points fixes
Q (T )⌦R (T ) H

⇤
T

�
Y

T ;Z
�

où Q (T ) désigne le corps de fractions de R (T ), est un isomorphisme.

En particulier, lorsque Y
T
est discret, on a :

Q (T )⌦R (T ) H
⇤
T
(Y ;Z) '�! Q (T )⌦R (T ) H

⇤
T

�
Y

T ;Z
�
= App(Y T ;Q (T ))

où App(Y T ;Q (T )) désigne l’algèbre des applications de Y
T
à valeurs dans Q (T ).

1.4.3 Détermination de l’anneau de cohomologie (T -équivariante) entière. Le théo-
rème de localisation s’avère très utile lorsque le T -espace Y est compact, que Y

T est fini et
que Y admet une décomposition en CW-complexe dont les cellules sont T -stables, de dimen-
sion paire et possèdent un unique point fixe. Pour chaque w 2 Y

T , on note alors Yw la cellule
contenant w ; on a Y =

`
w2Y T Yw . Ces conditions sont vérifiées notamment dans le cas des

variétés de Schubert et des variétés de Bott-Samelson. Dans ces cas :

D-1) H
⇤(Y ;Z) est un Z-module libre de rang |Y T |.

D-2) H
⇤
T
(Y ;Z) est un R (T )-module libre de rang |Y T |.

D-3) L’homomorphisme de restriction aux points fixes ⇥ : H⇤
T
(Y ;Z)! H

⇤
T
(Y T ;Z) est injectif

de conoyau de R (T )-torsion (théorème de localisation) ; il identifie donc H
⇤
T
(Y T ;Z) à

une certaine sous-algèbre de App(Y T ;R (T )).

D-4) L’accouplement naturel h , i : Hd(Y ;Z)⌦H
d(Y ;Z)! Z, entre les groupes d’homologie

et cohomologie entières de Y de même degré d, s’étend à la cohomologie équivariante

h , i : Hd(Y ;Z)⌦H
⇤
T
(Y ;Z)! H

⇤�d
T

(•;Z) .

– 10 –



§1 Travaux Antérieurs à 2003 §1.4

On note L � : H⇤
T
(Y ;Z)!R (T ) la forme R (T )-linéaire définie par un élément homo-

gène � 2 H⇤(Y ;Z).
Pour toute base homogène {�1, . . . ,�s} de H⇤(Y ;Z), la famille {L �1, . . . ,L �s} est une
base du R (T )-module HomR (T )

�
H
⇤
T
(Y ;Z),R (T )

�
. Les formes linéaires L � se prolon-

gent de manière unique, d’après le théorème de localisation, en des formes Q (T )-linéaires
L� : App

�
Y

T ;Q (T )
�
! Q (T ).

H
⇤
T
(Y ;Z) ⇥

,����! H
⇤
T

�
Y

T ;Z
�
= App

�
Y

T ;R (T )
�
✓ App

�
Y

T
,Q (T )

�

L �

??y L�

??y
R (T )

✓
,�������������������������������������! Q (T )

L �(µ) = L�(⇥(µ)), pour tout µ 2 H
⇤
T
(Y ;Z) .

Proposition ([A3]). L’image de ⇥ est la sous-algèbre de App(Y T ;R (T )) des éléments

f vérifiant :

L�(f) 2R (T )

pour tout � 2 H⇤(Y ;Z), ou, ce qui revient au même, pour tout � dans une base (homo-

gène) de H⇤(Y ;Z).

D-5) L’ensemble Y
T est muni d’un ordre partiel ‘4’ en posant u 4 w lorsque u 2 Yw . Pour

chaque w 2 Y
T , l’adhérence Yw est T -stable et définit le cycle �w 2 Hdim Yw(Y ;Z) et la

famille {�w}w2Y T est une base de Z-module de H⇤(Y ;Z). Pour chaque w 2 Y
T , la forme

linéaire L�w , notée désormais Lw , se factorise à travers le morphisme de restriction

App
�
Y

T ;R (T )
� restriction���������⇣

de Y
T à Y

T

w

App
�
Y

T

w ;R (T )
�
✓ App

�
Y

T

w ;Q (T )
�

où Y
T

w = {u 2 Y
T | u 4 w}.

Pour chaque u 4 w, notons �u : App
�
Y

T

w ;Q (T )
�
! Q (T ) l’évaluation au point u, i.e.

�u(f) = f(u). La famille {�u}u4w est une base de l’espace des formes Q (T )-linéaires sur
App

�
Y

T

w ;Q (T )
�
de sorte que pour chaque w 2 Y

T donné, il existe une unique famille
{quw}u4w ✓ Q (T ), telle que, pour tout f 2 App(Y T ;Q (T )),

Lw(f) =
X

u4w
q
u
w �u(f) =

X

u4w
q
u
w f(u)

Soit Q la matrice dont les lignes et colonnes sont indexées par les éléments de Y
T et

dans laquelle le coe�cient Qw,u en ligne w et colonne u est

Qw,u =

⇢
q
u
w lorsque u 4 w,

0 autrement.

D-6) La matrice Q est inversible d’inverse notée R := Q
�1.

Théorème. Pour w 2 Y
T
, soit P̃

w : Y T ! Q (T ) l’application donnée par la colonne

d’indice w de la matrice R, i.e.

P̃
w(u) = Ru,w
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Alors

a) Pour tous u,w 2 Y
T
, on a Lu(P̃w) = �

w
u et la famille {⇥�1(P̃w)}w2W est duale de la

base {�w}w2Y T de H⇤(Y ;Z).
b) La famille {P̃w}w2Y T est une base du R (T )-module ⇥(H⇤

T
(Y ;Z)) ; en particulier, les

coe�cients de la matrice R appartiennent à R (T ).
c) Pour tous u,w1, w2 2 Y

T
, le coe�cient du produit P̃

w1P̃
w2 en P̃

u
est donné par la

formule :

Lu(P̃
w1P̃

w2) =
X

v4u
q
v
u P̃

w1(v) P̃w2(v) =
X

v4u
q
v
uRv,w1 Rv,w2

d) Soient AY l’ensemble des variables {Aw}w2Y T et IY l’idéal de l’anneau des polynômes

Z[AY ] engendré par les relations

R (w1, w2) := Aw1Aw2 �
X

u2Y T
Lu(P̃

w1P̃
w2)Au

L’homomorphisme de Z[AY ] vers H
⇤
T
(Y ;Z) qui associe Aw 7! P̃

w
induit un isomor-

phisme de Z[AY ]/IY sur H
⇤
T
(Y ;Z).

L’anneau de cohomologie T -équivariante de Y est donc entièrement déterminé par la
connaissance de la famille des fractions rationnelles {quw}u4w ✓ Q (T ).

Remarque. La matrice Q est, dans notre convention, triangulaire inférieure, de même

donc que la matrice R. Les applications P̃
w

sont par conséquent, nulles partout sauf au

point w , lorsque w est maximal pour l’ordre ’4’, en particulier lorsque la cellule Yw est

de dimension maximum.

D-7) On a un isomorphisme H⇤(Y ;Z) ⇠= Z⌦R (T ) H
⇤
T
(Y ;Z) (suite spectrale d’Eilenberg-Moore)

et le cup produit de la cohomologie ordinaire H
⇤(Y ;Z) découle de celui de H

⇤
T
(Y ;Z).

1.4.4 Opérateurs de Demazure Dw . La démarche décrite dans la section précédente est
appliquée dans [A3] pour déterminer l’algèbre H

⇤
T
(X;Z), où X = G/B est la variété des dra-

peaux d’un groupe G de Kač-Moody (en particulier, d’un groupe semi-simple complexe) (2).
Une partie important du travail concerne les applications L w de (1.4.3 (4)), cas particuliers
d’une opération plus générale abordée en appendice de [A3]. Cette opération est l’opération
⇡⇤ d’«intégration sur les fibres» pour une fibration T -équivariante ⇡ : M ⇣ N dont la fibre F

admet une structure de CW-complexe fini orienté mais où la base N n’est pas supposée de
dimension cohomologique finie. L’intégration sur les fibres définit un morphisme de H

⇤
T
(N)-

modules ⇡⇤ : H⇤T (M)! H
⇤�dim(F )
T

(N), qui intervient dans la généralisation au contexte équiva-
riant des opérateurs cohomologiques {Dw}w2W de Demazure, eux mêmes intimement liés aux
applications L w . Dans la suite on décrit la version équivariante de ces opérateurs.

2 Comme dans le cas des groupes semi-simples complexes, la variété de drapeaux X d’un groupe de Kač-
Moody admet une décomposition cellulaire T -stable dont les cellules sont de dimension paire et contiennent
un unique point fixe identifié à un élément du groupe de Weyl W . En contrepartie, X peut ne pas être
de dimension cohomologique finie, cela se produit exactement lorsque W est infini. Dans ces cas, X est
néanmoins limite inductive de T -espaces conformes aux hypothèses de 1.4.3 et la démarche en question
s’applique moyennant de petites précautions.
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Considérons X⇥X muni de la structure produit deG-espaces à gauche. Pour chaque w 2W ,
notons Tw l’adhérence de l’orbite G · (e, w). Les projections canoniques p1, p2 : X⇥X ⇣ X sont
G-équivariantes et leurs restrictions à Tw sont des fibrations de base X de fibres isomorphes
aux variétés de Schubert Xw et Xw�1 respectivement. On définit l’opérateur

Dw : H⇤
T
(X;Z)! H

⇤�2`(w)
T

(X;Z)

par Dw := p1⇤ � p⇤2 ; c’est un opérateur R (T )-linéaire homogène de degré �2`(w).

Notons Appb(W ;R (T )) l’algèbre des applications f : W !R (T ) de degrés bornés (3), i.e.
telles qu’il existe Nf 2 N vérifiant deg(f(w)) < Nf pour tout w 2W . L’homomorphisme de
restriction ⇥ : H⇤

T
(X;Z) ,! H

⇤
T
(W ;Z) = Applb(W ;R (T )) est injectif de conoyau de R (T )-

torsion ((3)). Les opérateurs Dw se prolongent donc de manière unique en des opérateurs Ãw

agissant sur App(W ;Q (T )).

Le théorème suivant donne les propriétés fondamentales des opérateurs Dw et précise leurs
liens avec les applications L w et Lw (cf. (4)).

1.4.4-1. Théorème ([A3]). Soient w,w1, w2 2W , alors

a) Dw1 �Dw2 =

⇢
Dw1w2 lorsque `(w1w2) = `(w1) + `(w2) ;

0 sinon.

b) Dw = Dr↵1
� · · · �Dr↵`

, pour toute décomposition réduite r↵1· · · r↵` de w .

c) Pour w 2W , soit Ãw l’opérateur sur App(W ;Q (T )) vérifiant ⇥ �Dw = Ãw �⇥.

i) Pour chaque ↵ 2 ⇧, l’opérateur Ãr↵ fait correspondre à f 2 App(W ;Q (T )) l’application

W 3 w 7��! Ãr↵(f)(w) :=
f(wr↵)� f(w)

w · ↵ ·

ii) Ãr↵1
� · · · � Ãr↵`

=

⇢
Ãr↵1···r↵`

lorsque r↵1· · · r↵` est une expression réduite ;

0 autrement.

d) L w = L e �Dw = Lw �⇥ = Le � Ãw �⇥.

Le théorème suivant, corollaire de l’assertion (d) ci-dessus, traduit la proposition de ((4)) qui
décrit H

⇤
T
(X;Z) comme sous-algèbre de App(W ;R (T )).

3 Condition toujours satisfaite lorsque G est un groupe semi-simple complexe ; W étant alors fini.
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1.4.4-2. Théorème ([A3]). Le morphisme ⇥ : H⇤
T
(X;Z)! Appb(W ;R (T )) établit un iso-

morphisme entre H
⇤
T
(X;Z) et l’ensemble des applications f de Appb(W ;R (T )) satisfaisant

à l’une quelconque des deux conditions suivantes :

A-a) Ãw(f)(e) 2R (T ), pour tout w dans W , où e désigne l’élément neutre de W ;

A-b) Ãw(f) 2 Appb(W ;R (T )), pour tout w dans W .

En particulier, im(⇥) est la plus grande partie de Appb(W ;R (T )) stable sous l’action des

opérateurs Ãr↵ .

1.4.5 Base duale de la base des cycles de Schubert. Comme expliqué en ((5)), les appli-
cations Lw se décomposent suivant des sommes finies :

Lw(f) =
X

u4w
q
u
w f(u) , pour f 2 App(W ;Q (T )).

avec {quw} ✓ Q (T ) uniquement déterminé. Dans le cas des variétés de drapeaux, des descriptions
explicites de ces fractions sont obtenues à l’aide de désingularisations des variétés de Schubert
par des variétés de Bott-Samelson. On a :

Théorème ([A3,A0]). Soit r↵1· · · r↵` une décomposition réduite de w . Pour chaque i =
1, . . . , `, notons "i l’un des éléments de {1, r↵i} ✓W . Alors :

q
u
w =

X

("1,...,"`)

1
Q`

j=1�"1· · · "j(↵j)

où la sommation est indexée par les `-uplets ("1, . . . , "`) vérifiant "1· · · "` = u.

Les coe�cients de la matrice Q = [[quw]]w,u sont donc connus dans le cas des variétés de dra-
peaux. La colonne d’indice u = s de Q est nulle sauf sur la dernière ligne w = s où l’on trouve
le coe�cient :

q
s
s =

1Q
↵2�+

↵
·

Ceci étant, la base duale de la base des cycles de Schubert se lit dans les colonnes de la
matrice inverse R = Q

�1 (cf. (5)). Pour w 2W , notons P̃
w 2 App(W ;R (T )) l’application

donnée par la colonne d’indice w de R, i.e. P̃w : u 7! Ru,w . On a :

P̃
s(u) =

⇢Q
↵2�+

↵ lorsque u = s,

0 autrement.

�
et P̃

e(u) = 1 , pour tout u (4).

Le théorème suivant, corollaire des théorèmes 1 et 2 de 1.4.4, est l’analogue exact du théo-
rème de [BGG] concernant les polynômes de Schubert (cf. 1.3.8), il s’en distingue sur deux
points qui nous semblent essentiels. Premièrement : les polynômes P

w 2 S(t⇤) sont remplacés
par des applications P̃

w : W ! S(t⇤), et deuxièmement : nous nous intéressons maintenant à
la cohomologie à coe�cients entiers plutôt que rationnels.

4 Inutile pour la suite (cf. 1.5.2-2).
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Théorème. La famille {P̃w}w2W d’applications de W à valeurs dans R (T ), caractérisée par

les égalités :

Lu(P̃
w) = �

w
u , pour tous u,w 2W ,

est stable sous l’action des opérateurs Ãv . Pour tous v, w 2W , on a :

Ãv(P̃
w) =

⇢
P̃

wv�1
lorsque `(wv�1) = `(w)� `(v),

0 sinon.

En particulier : P̃
w = Ãw�1s(P̃

s)

1.4.6 Structure de W -module de App(W ; R (T )). L’action diagonale du groupe de Weyl
sur IEK⇥TX , donnée par w · (m,x) = (mw�1, wx), induit une action sur H⇤

T
(X;Z). En faisant

opérer W sur App(W ;R (T )) par l’action

(w · f)(u) = w · (f(w�1u)) ,

l’application ⇥ : H⇤
T
(X;Z)! App(W ;R (T )) est un morphisme de W -modules et l’image de

la composée ⌅ des homomorphismes :

R (T )
�T

IEK����!' H
⇤
K
(X;Z)

⇢K

T����! H
⇤
T
(X;Z) ⇥

,����! App(W ;R (T ))
⌅

x?

est contenue dans App(W ;R (T ))W .

Or, f 2 App(W ;R (T ))W , si et seulement si, f(w) = w(f(e)), pour tout w 2W , autrement
dit, une application invariante est entièrement déterminée par sa valeur au point e 2W . Comme
d’autre part Le � ⌅ = idR (T ), l’homomorphisme ⌅ est injectif et son image est la sous-algèbre
App(W ;R (T ))W . On a donc des identifications

R (T ) =====
�T

IEK

H
⇤
K
(X;Z) =====

⇢K

T

H
⇤
T
(X;Z)W ✓���!

⇥
Appb(W ;R (T ))

et l’égalité, pour tout w 2W ,

⌅ �Aw = Ãw � ⌅

qui montre que Ãw prolonge l’opérateur Aw de Bernstein-Gelfand-Gelfand défini dans 1.3.6.

La proposition suivante explique maintenant le lien entre les familles

{Pw}w2W ✓ Q⌦Z R (T ) et {P̃w}w2W ✓ Appb(W ;R (T ))

Elle montre que d’un point de vue heuristique, Pw correspond, via l’homomorphisme de Chern-
Weil C h T , au symétrisé de P̃

w sous l’action de W .

Proposition. Pour tout w 2W , on a :

P
w =

✓
1

|W |
X

u2W
u · P̃w

◆
(e) =

1

|W |
X

u2W
u
�
P̃

w(u�1)
�
.
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Par exemple (cf. 1.3.8) :

P
s =

1

|W |
X

u2W
u
�
P̃

s(u�1)
�
=

s
�Q

↵2�+
↵
�

|W | =

Q
↵2�+

�↵
|W | ·

1.4.7 Explicitation des opérateurs Ãw . L’action du groupe de Weyl s’avère également très
utile pour la description des opérateurs Ãw . La proposition suivante est conséquence immédiate
du fait que ces opérateurs sont W -équivariants (il su�t de le vérifier pour les Ãr↵ ce qui est
très simple).

Proposition ([A3]). Pour w 2W et f 2 App(W ;Q (T )) on a :

Ãw(f)(v) = v
�
Lw(v

�1 · f)
�
=

X
u4w

v(quw) f(vu) pour tout v 2W .

1.4.8 La matrice R et le cup produit de H
⇤
T
(X;Z). Les remarques de 1.4.6 et la proposi-

tion précédente interviennent dans une jolie description des coe�cients de la matrice R = Q
�1.

En e↵et :
�
u
v = Lv(P̃

u) =
P
a

q
a
v P̃

u(a) =
P
a

q
a
v

�
Ãu�1s(P̃

s)
�
(a)

=
P
a

q
a
v

⇣P
b

a
�
q
b
u�1s

�
P̃

s(ab)
⌘

=
P
a

q
a
v a

�
q
a�1s
u�1s

�
P̃

s(s)

et le coe�cient de la matrice R en ligne v et colonne w vaut (5) :

Rv,w = v(qv
�1s

w�1s)
�Q

↵2�+
↵
�
.

En appliquant le théorème de ((6)) le cup produit de H
⇤
T
(X;Z) devient explicite.

Théorème. Pour tous w1, w2 2W , on a

P̃
w1P̃

w2 =
�Q

↵2�+
↵
�2 X

u2W

⇣ P
v2W

q
v
u v(q

v�1s
w�11 s

) v(qv
�1s

w�12 s
)
⌘
P̃

u

où l’on convient que q
v
u = 0 pour tous v 64 u.

1.4.9 Le cup produit de H
⇤
T
(X$;Z). Fixons un élément $ 2W . Tout ce qui a été dit à

propos de H
⇤
T
(X;Z) s’applique à H

⇤
T
(X$;Z) à de petites modifications près.

1) Les éléments de la base {P̃w
$}w4$ de H⇤

T
(X), duale de la base {�w}w4$ de cycles de Schubert

de X$ , sont les restriction des applications P̃
w de 1.4.5 à l’ensemble {u | u 4 $}.

2) Le cup produit de H⇤
T
(X$;Z) est donné par la même formule du théorème 1.4.8 dans laquelle

les indices w1, w2, u, v parcourent maintenant l’ensemble {u | u 4 $}.

5 Je remercie Alain Lascoux de m’avoir fait part de ces égalités qu’il avait observées en 1986 dans le cas des
variétés de drapeaux des groupes SL(n;C).
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1.4.10 Liens avec l’article de Kostant-Kumar [KK1]. Notons Z[W ] la Z-algèbre de W .
On munit Q [W ] = Z[W ]⌦Z Q (T ) de la structure d’algèbre donnée par le produit

(�w ⌦Q1)·(�v ⌦Q2) = �wv ⌦ (v�1 ·Q1)Q2 .

Kostant et Kumar s’intéressent au Q (T )-module à gauche ⌦ = Hom�
Q (T )(Q [W ],Q (T )) des

homomorphismes de Q (T )-modules à droite sur lequel ils font opérer Q [W ] par la formule

(a ·  )(b) =  (at · b) , pour tous a, b 2 Q [W ],  2 ⌦,

où a 7! a
t est l’anti-automorphisme de Q [W ] donné par (�w ⌦Q)t = �w�1 ⌦ w ·Q. Or, ⌦ est

canoniquement isomorphe à Appl(W ;Q (T )) et l’action de Ã↵ sur ce dernier correspond alors
à l’action de l’élément x↵ 2 Q [W ] définit par Kostant-Kumar :

x↵ := �(�r↵ + �e)⌦ ↵�1 .

Grâce à cette observation simple, la proposition suivante, démontrée par des méthodes com-
binatoires dans [KK1], apparâıt comme corollaire immédiat du théorème 1.4.4-1-(b).

Proposition. Soient r↵i, r�i des réflexions simples.

a) Lorsque `(r↵1· · · r↵`) = `, on a x↵1· · ·x↵` = x�1· · ·x�` , pour toute décomposition réduite

r�1· · · r�` de r↵1· · · r↵` .

b) Lorsque `(r↵1· · · r↵`) < `, on a x↵1· · ·x↵` = 0.

Pour chaque w 2W , Kostant-Kumar notent xw l’élément de Q [W ], défini d’après l’asser-
tion (a), à l’aide d’une décomposition réduite quelconque r↵1· · · r↵` de w. L’action de xw sur
⌦ correspond donc exactement à l’action de Ãw sur Appl(W ;Q (T )). Les opérateurs xw , con-
sidérés pour la première fois dans la note [KK1], apparaissent ainsi comme les localisations des
opérateurs de Demazure Dw en cohomologie équivariante.

1.4.11 Sous-module ⇤ et cohomologie T -équivariante de X . Un objet important de
[KK1] est la partie ⇤ ✓ ⌦ définie comme l’ensemble des h 2 ⌦ satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

a) h(xt
w) 2R (T ), pour tout w 2W ;

b) h(xt
w) = 0 pour presque tout w 2W .

On reconnâıt dans (a) la condition (A-b) du théorème 1.4.4-2 qui caractérise l’image du
morphisme de restriction aux points fixes ⇥ : H⇤

T
(X;Z)! H

⇤
T
(W ;R (T )). Par conséquent,

⇤ = H
⇤
T
(X;Z) et le théorème suivant est immédiat.

Théorème ([KK1]). On munit ⌦ de la structure d’algèbre de App(W ;Q (T )).

1) ⇤ est une R (T )-sous-algèbre de ⌦ ;

2) ⇤ est un R (T )-module libre admettant une base {⇠w}w2W vérifiant ⇠
w(xt

v) = �
w
v , pour tous

v, w 2W .

3) ⇤ est stable sous l’action des xw 2 Q [W ] ;
4) L’application ✓ : ⇤⌦R (T ) Z! H

⇤(X;Z) définie par ✓(⇠w ⌦ 1) = µ
w
, où µ

w
est la classe de

cohomologie duale du cycle de Schubert �w , est un isomorphisme d’algèbres graduées.
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Remarque. L’identification faite dans [A3] entre l’algèbre ⇤ et la cohomologie T -équivariante
de X est à la base de l’article [KK2] consacré à la K-théorie T -équivariante de X .

1.5 Classes d’Euler équivariantes et singularités (1998)

1.5.1 Classes d’Euler équivariantes. Revenons sur l’expression des fractions rationnelles
q
u
w de la section 1.4.5 :

q
u
w =

X

("1,...,"`)

1
Q`

j=1�"1· · · "j(↵j)
, pour tous u 4 w 2W .

Ce qui nous intéresse dans ces expressions maintenant, c’est la fait qu’il s’agit d’une somme
finie d’inverses de produits de `(w) poids de T . Il est a priori très surprenant que le résultat
final d’une telle somme, qui comporte la plupart du temps beaucoup de termes additifs, puisse
être l’inverse d’un seul produit de `(w) poids. C’est pourtant bien ce que l’on constate lorsque
Xw = X , autrement dit, lorsque où w = s (l’élément de plus grande longueur de W ). Dans ce
cas, la formule localisation de Berline-Vergne donne :

q
u
s = (�1)`(u) 1Q

↵2�+
�↵

, pour tout u 2W .

La raison de cette simplification est intimement liée au fait que Xs est une variété lisse. En
e↵et, dans ce cas, 1/qus correspond à la classe d’Euler T -équivariante du plongement {u} ✓ X

dont je rappelle à continuation l’idée générale de la construction.

Pour fixer les idées, donnons-nous une variété algébrique complexe Y de dimension d munie
de la topologie transcendante et orientée par sa structure complexe. Un point y 2 Y est dit
«rationnellement lisse dans Y » s’il existe un voisinage Uy ✓ Y tel que, pour tout z 2 Uy :

H
i
z

�
Y ;Q

�
= 0 si i 6= 2d, et H

2d
z

�
Y ;Q

�
⌘ Q .

Lorsque tout y 2 Y est rationnellement lisse dans Y , on dit que Y est «rationnellement lisse».

Supposons Y munie d’une action de T à gauche (action continue pour la topologie transcen-
dante su�t). Pour tout point fixe y 2 Y

T rationnellement lisse dans Y , le morphisme de Thom-
Gysin :

R
Y
: H⇤

T ,y(Y ;Q)[2d] ⌘ H
⇤
T
({y};Q) est bien défini et c’est un isomorphisme. Notons �y,Y

son inverse, puis ⌧(y,Y ) = �y,Y (1) la «classe de Thom».

La «classe d’Euler équivariante de y dans Y » est l’élément de H
2 dimC Y

T
({y};Q) défini par la

restriction de la classe de Thom au point y , i.e.

EuT

�
y,Y

�
:= ⌧(y,Y ) y ,

L’identification canonique entre H
⇤
T
({y};Q) et Q⌦Z R (T ) réalise la classe d’Euler équiva-

riante d’un point fixe rationnellement lisse comme un polynôme homogène de degré dimCY à
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coe�cients dans Q. On a par construction

µ y = EuT

�
y,Y

�Z

Y

µ , pour tout µ 2 H
⇤
T ,y(Y ).

En particulier, lorsque Y = Xs, on a q
u
s = 1/EuT

�
u,X

�
, pour tout u 2W .

1.5.2 Classes d’Euler équivariantes généralisées. Lorsque y n’est pas rationnellement
lisse dans Y , l’application

R
Y
: H⇤

T ,y(Y ;Q)! H
⇤
T
({y};Q) n’est pas nécessairement surjective

ou injective et le formalisme précédent ne s’applique plus tel quel. Maintenant, si y est isolé
dans Y

T , le théorème de localisation permet de prouver que
R
Y
est néanmoins bijective modulo

R (T )-torsion, de même par ailleurs que la restriction H
⇤
T ,y(Y ;Q)! H

⇤
T
({y};Q). Il s’ensuit que

pour tout élément sans torsion µ 2 H
⇤
T ,y(Y ), la fraction µ y

�1 R
Y
µ 2 Q (T ), est non nulle et

ne dépend pas du choix d’un tel µ, d’où la définition suivante.

Définition ([A4]). Soit Y une variété algébrique complexe munie d’une action de T continue

pour la topologie transcendante. Pour tout point y 2 Y
T isolé, la fraction rationnelle :

EuT

�
y,Y

�
:=

µ yR
Y
µ
2 Q (T )

où µ est un élément sans torsion arbitrairement choisi dans H
⇤
T ,y(Y ), est appelée la «classe

d’Euler T -équivariante (généralisée) de y dans T ». Lorsque EuT

�
y,Y

�
2 Q⌦R (T ) on dit

que cette classe est «polynomiale».

Il est clair que lorsque y 2 Y
T est rationnellement lisse dans Y , la classe d’Euler équivariante

généralisée est polynomiale et cöıncide avec la classe d’Euler équivariante classique.

Avec cette définition l’égalité dans la proposition suivante, connue sous le nom de «formule de

localisation» dans le contexte di↵érentiable est toujours vérifiée lorsque Y
T est discret, même

si Y est singulière.

1.5.2-1. Proposition ([A4]). Les données étant comme ci-dessus,

Z

Y

µ =
X

y2Y T

µ y

EuT

�
y,Y

� , pour tout µ 2 H
⇤
T,c(Y ,Q).

En particulier, si Y est compacte connexe de dimension strictement positive

0 =
X

y2Y T

1

EuT

�
y,Y

� ·

1.5.2-2. Exemple. Dans le cas où Y = Xw , on a

(
q
u
w = 1/EuT

�
u,Xw

�
pour tout u 4 w.

0 =
P

u4w q
u
w lorsque w 6= e.

Et la fraction q
u
w est l’inverse d’un polynôme homogène de degré `(w) lorsque u est rationnel-

lement lisse dans la variété de Schubert Xw .
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1.6 Critères de lissité rationnelle et algébrique (1998)

Dans [A4] on introduit le formalisme du morphisme de Thom-Gysin équivariant dans la caté-
gorie de T -pseudovariétés dans le but d’étudier les propriétés des classes d’Euler équivariantes
généralisés liées à la géométrie des espaces sous-jacents. On obtient alors des conditions assu-
rant l’équivalence, pour un point fixe isolé y d’une variété algébrique Y munie d’une action
de T , entre le fait d’être rationnellement lisse et le fait d’avoir une classe d’Euler équivariante
polynomiale. L’un des principaux résultats de ce travail est le critère de lissité suivant.

Théorème ([A4]). Soit T := (S1)r ✓ (C⇤)r =: H . On considère une représentation linéaire

algébrique de H dans Cn
à poids dans un même demi-espace ouvert, de multiplicité 1 et deux-

à-deux non colinéaires. Soit Y un fermé de Zariski dans Cn
, équidimensionnel et H-stable. Soit

EY le C-sous-espace vectoriel de Cn
engendré par les droites vectorielles H-stables contenues

dans Y . Notons dY := dimC(Y ), dE := dimC(EY ) et {↵1, . . . ,↵dE} la liste des poids de T dans

EY .

a) Alors : 1

EuT

�
0,Y

� = (�1)dE
P

↵1· · ·↵dE

, avec P 2 H
2(dE�dY )
T

.

De plus : P = 1, si et seulement si, 0 est algébriquement lisse dans Y .

b) Supposons qu’il existe un plongement | : C⇤ ,!H tel que les poids ↵i restreints à C⇤ soient
strictement positifs et tel que le quotient (Y \{0})/|(C⇤) soit rationnellement lisse et sans

cohomologie rationnelle en degrés impairs. Alors :

1

EuT

�
0,Y

� = (�1)dE
P

↵1· · ·↵dE

, avec P 2 H
2(dE�dY )
T

\{0} sans facteur linéaire.

De plus : P est scalaire, si et seulement si, 0 est rationnellement lisse dans Y .

1.7 Critères de lissité (rationnelle) des variétés de Schubert (1998)

Dans le cas des variétés de Schubert, la démarche de Kazhdan-Lusztig de l’appendice de [KL]
conduit à une situation où l’on peut appliquer directement le critère 1.6-(b) pour démontrer le
théorème suivant.

Théorème ([A4]). Soient v 4 w 2W . Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le point v est rationnellement lisse dans Xw .

b) EuT

�
y,Xw

�
est polynomiale, pour tout y 2W vérifiant v 4 y � w .

Les méthodes de [A4] redémontrent les critères de lissité précédemment connus suivants.

Théorème. Soient v 4 w 2W .

On note S(v, w) l’ensemble des réflexions r 2W vérifiant rv 4 w , et s(v, w) le produit des

racines � 2 v�� telles que r� 2 S(v, w). Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le point v est rationnellement lisse dans X(w).
b) Card(S(y, w)) = `(w), pour tout y 2W vérifiant v 4 y � w . ([Crl])
c) EuT

�
y,X(w)

�
= ? s(y, w), pour tout y 2W vérifiant v 4 y � w , ([Kum])

où ? est un scalaire non nul.
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De même que :

d) Le point v est algébriquement lisse dans X(w).
e) EuT

�
v,X(w)

�
= (�1)Card(S(v,w)) s(v, w), ([Kum], [Bri2 ])

1.8 Critères de lissité des variétés de représentations d’un carquois (2003)

Dans les années 2000-2002 un certain nombre de travaux s’intéressaient à la lissité ration-
nelle des variétés des représentations de carquois, notamment ceux de Robert Bédard, Ralf
Schi✏er et Philippe Caldéro ([BS,CS]). Leur principal résultat était l’équivalence entre « lissité

rationnelle » et « lissité algébrique » pour les variétés des représentations d’un carquois de type

Dynkin. Leur approche était combinatoire et reposait sur l’interprétation de Lusztig ([L1,L2])
des coe�cients des matrices de changement de base entre la base canonique et les bases de
Poincaré-Birkho↵-Witt de la partie positive U+ d’une algèbre enveloppante quantique U, en
termes de cohomologie d’intersection locale des clôtures de Zariski des orbites de représentations
de carquois.

Dans cette problématique, j’ai pu rapidement comprendre qu’un certaint tore agissait sur
l’espace de représentations d’un carquois avec des poids de multiplicité un dans un même demi-
espace ouvert de l’espace de poids, laissant stable chaque variété de représentations. Mon critère
de lissité ([A4]) pouvait de lors être appliqué donnnat alors une version beaucoup plus générale
de l’équivalence de Bédard-Schi✏er-Caldéro dans la note [A7]. Au delà de cette généralité élargie
du résultat, il me parâıt important de souligner que ma preuve tient en une note de quatre pages
contrairement aux précédentes nécessitant plus de cent pages.

Soit Q un carquois fini d’ensemble de sommets S et de flèches F , tel que :

Q -i) Il existe au plus une flèche de F reliant deux sommets de Q .

Q -ii) Il existe une injection ı : S ! N telle que ı(source(f)) < ı(but(f)) pour tout f 2 F .
Dans ce cas, on peut supposer que ı(S ) est l’intervalle [1, n] où n = #S . On identifie
alors S à l’intervalle [1, n] et F à un sous-ensemble de [1, n]2, on note ‘i! j ’ pour
(i, j) 2 F .

1.8-1. Remarques. La condition Q -(ii) est équivalente à « Q est sans circuit orienté ». Les conditions Q -
(i,ii), clairement vérifiées par les carquois de type Dynkin, sont aussi vérifiées par des carquois admettant
une infinité de classes d’isomorphisme de représentations indécomposables. Les conditions en question sont
donc beaucoup moins contraignantes pour un carquois que celle d’être de type Dynkin.

Je démontre alors

Théorème [A7]. Pour une variété de représentations O d’un carquois Q vérifiant les conditions

Q -(i,ii), les assertions suivantes sont équivalentes

• O est rationnellement lisse, • O est algébriquement lisse, • O est un espace a�ne.

§2. Équivalence de Green et objets quasi-projectifs (1998)

Dans certains travaux de Marie-France Vignéras apparâıt la notion de module presque-
projectif. On appelle ainsi un module Q admettant une présentation projective ⇡ : P⇣ Q
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telle que ker(⇡) est stable sous l’action des endomorphismes de P. Notons EQ = End(Q) et
Mod�(EQ) la catégorie des EQ-modules à droite. Les modules presque-projectifs sont impor-
tants dans la mesure où ils vérifient l’«équivalence de Green» énoncée dans le théorème suivant.

Théorème. Soit Q un A-module de type fini presque-projectif.

Le foncteur HomA(Q, ) : Mod(A) Mod�(EQ) induit une bijection entre les classes d’iso-

morphie des A-modules simples S tels que Hom(Q,S) 6= 0 et les classes d’isomorphie des EQ-

modules à droite simples.

L’appendice de l’article [Vig] était destiné dans un premier temps à la démonstration d’un
certain nombre d’équivalences de catégories liées aux modules presque-projectifs dans le cadre
abstrait des catégories abéliennes. Cette recherche nous a permis de dégager une notion plus
générale que la presque-projectivité : la «quasi-projectivité», vraiment au cœur des
équivalences. Dans le cas d’une catégorie de modules sur un anneau A, un mo-
dule Q est quasi-projectif lorsque pour toute surjection ⌫ : Q⇣ N, le morphisme
induit ⌫⇤ : EQ = HomA(Q,Q)! HomA(Q,N) est aussi surjectif.

Un module presque-projectif est quasi-projectif et le théorème ci-dessus est démontré dans
[A5] pour tout module quasi-projectif de type fini. De plus, on donne une caractérisation des
quasi-projectifs en termes d’une équivalence de catégories significative dans la théorie des re-
présentations modulaires.

Théorème ([A5]). Soit Q un A-module de type fini sans Q-torsion. Il y a équivalence entre :

a) Q est quasi-projectif.

b) HomA(Q, ) : C0Q  Mod�(EQ) est une équivalence de catégories, où C0Q désigne la sous-

catégorie pleine des A-modules sans Q-torsion, quotients de sommes directes de Q.

Où un A-module M est dit «sans Q-torsion» lorsque HomA(Q,N) 6= 0 pour tout sous-module
non nul N ✓M .

§3. Relèvements des algèbres lisses et de leurs morphismes (2001)

3.1 Relèvements algébriques

Dans [A6] j’étudie les problèmes de relèvements évoqués dans la section précédente en eux-
mêmes. J’y montre par exemple que l’utilisation du théorème d’approximation d’Artin (théo-
rème d’existence non e↵ectif) pour le relèvement au niveau †-adique des morphismes n’est
pas nécessaire, ce qui représente une simplification considérable dans la théorie de Monsky-
Washnitzer. On généralise aussi de manière uniforme les théorèmes de relèvement connus jus-
qu’à présent ; le cas le plus surprenant étant la propriété (R-i) qui est démontrée sans aucune
restriction sur le couple (R, I), autrement dit :

3.1-1. Théorème ([A6]). Pour tout anneau R, tout idéal I ✓ R et toute R-algèbre lisse A,

il existe une R-algèbre lisse dont la réduction modulo I est isomorphe à A.

Pour démontrer cette généralisation, j’utilise l’idée, sous-jacente dans la thèse de Elkik ([E]),
de construire des relèvements lisses pour les R-algèbres lisses à l’aide de relèvements projectifs
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de R-modules projectifs de type fini. Or, étant donnés une R-algèbre B et un B-module pro-
jectif M , le module M n’est pas toujours la réduction modulo I d’un B-module projectif, cela
est pourtant possible au voisinage étale de I dans B près (6), ce qui me su�t pour faire marcher
l’idée de Elkik moyennant quelques vérifications techniques. Plus précisément, je démontre :

3.1-2. Théorème ([A6]). Pour tout anneau R, tout idéal I ✓ R, toute R-algèbre de type fini

B et toute présentation libre et finie d’un B- module projectif de type fini M :

B
p L�! B

q ⇧�!M ! 0 , (⇧)

il existe une B-algèbre B" intersection complète et voisinage étale de I dans B , un B"-module

projectif de type fini M" , et une présentation libre et finie de M" :

B
p
"

L�! B
q
"

⇧�!M" ! 0 ,

de réduction modulo I isomorphe à (⇧).

Quant à la propriété (R-ii), elle est vraie toujours sans hypothèse supplémentaire sur le couple
(R, I), mais uniquement au voisinage étale près :

3.1-3. Théorème ([A6]). Étant donnés un morphisme de R-algèbres h : A! B , et des relè-

vements pA : A⇣ A et pB : B ⇣ B , où A est lisse, il existe une B-algèbre B" intersection

complète et voisinage étale de I dans B , et un morphisme de R-algèbres h : A! B" qui relève

h. En d’autres termes, on a un diagramme :

où " : B ! B" désigne l’homomorphisme structural et où pB" est l’homomorphisme induit par

" à partir de pB .

La propriété (R-iii) est prouvée dans [MW] à partir d’une propriété d’homotopie également
généralisée dans [A6]. On rappelle que deux morphismes de R-algèbres u0, u1 : A! B sont
dits «homotopes » lorsqu’il existe un morphisme de R-algèbres h : A! B[T ] tel que u0(a) =
h(a)(0) et u1(a) = h(a)(1). Le théorème suivant donne une idée assez précise de l’ambigüıté des
relèvements des morphismes par l’existence d’une homotopie au voisinage étale près.

3.1-4. Théorème ([A6]). Soient A une R-algèbre lisse et u0, u1 : A! B deux morphismes

de R-algèbres dont les réductions modulo I sont homotopes (par exemple égales). Il existe alors

une B[T ]-algèbre B[T ]" , intersection complète et voisinage étale de I , de (T ) et de (1� T )
dans B[T ], et un morphisme de R-algèbres h : A! B[T ]" tels que pi," � h = ui . En d’autres

6 On appelle «voisinage étale de I dans B » toute B-algèbre B" , étale sur B et telle que la réduction
modulo I du morphisme structural " : B ! B" est un isomorphisme.
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termes, on a un diagramme :

où l’on note " : B[T ]! B[T ]" l’homomorphisme structural et p0,", p1," : B[T ]" ! B les mor-

phismes de B[T ]-algèbres induits par " à partir de p0 et p1 respectivement.

Les deux derniers théorèmes sont en fait des corollaires d’un théorème technique général,
analogue algébrique de la propriété par laquelle Monsky-Washnitzer définissent les algèbres fai-
blement complètes tr̀es lisses, j’y reviendrai dans 3.2.

3.1-5. Théorème. Soit A une R-algèbre lisse et donnons-nous :

8
>>>><

>>>>:

• Une paire d’homomorphismes de R-algèbres

A
'�! C

p⌘���B, où p est surjectif de noyau

noté K (K = B compris).

• Un homomorphisme de R-algèbres h : A! B

vérifiant ' = p � h.

Alors :

a) Pour chaque entier strictement positif n, il existe une application ⌘n : A! B telle que :

8
<

:

(i) pB � ⌘n = h � pA ,

(ii) p � ⌘n = ' ,

(iii) ⌫n � ⌘n est un homomorphisme de R-algèbres.

A
9⌘n99999K B

pA

?y?y
?y?y pB

A
h����! B

où ⌫n : B ! B/((I ·B) \K)n désigne la surjection canonique.

(L’homomorphisme pn est celui induit par p.)
b) Il existe un voisinage étale B" de I ·K dans B , intersection complète sur B , dont on note

" : B ! B" l’homomorphisme structural et p" : B" ⇣ C l’homomorphisme induit par p, et

il existe un homomorphisme de R-algèbres h" : A! B" tels que h" = " � h et ' = p" � h" .

En d’autres termes, on a un diagramme :
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3.2 Relèvements faiblement complets très lisses

Les résultats de la section précédente concernent l’aspect «algébrique» du problème des relè-
vements dans la mesure où les algèbres lisses sur R sont relevées en des algèbres lisses sur R

donc de type fini sur R. Dans la définition de la cohomologie de Monsky-Washnitzer, on doit
encore appliquer le foncteur de complétion faible qui nous fera ressortir du cadre des algèbres
de type fini. A ce sujet, il est important de souligner que si " : B ! B" est un voisinage étale de
I dans B , la complétion faible "† : B† ! B

†
" est un isomorphisme, ce qui permet de simplifier

les résultats de la section précédente. En particulier, le théorème 3.1-5 s’énonce maintenant de
la manière suivante.

3.2-1. Proposition. Soient A,B,C trois algèbres sur R où A est lisse sur R. Pour toute

paire de morphismes de R-algèbres B
† p�⇣C

' � A
†
, où p est surjectif (de noyau arbitraire),

et pour chaque morphisme de R-algèbres h : A! B vérifiant ' = p � h, il existe un relèvement

h : A† ! B
†
de h, tel que ' = p � h.

Or, c’est très précisément par cette propriété de A
† que Monsky-Washnitzer définissent les

relèvements «faiblement complets très lisses». L’existence de tels relèvements est établie dans
[MW] pour une classe de R-algèbres lisses restreinte, et l’existence en toute généralité y est
énoncée de manière conjecturale. Le théorème suivant, simple paraphrase de la proposition 3.2-
1, établit cette conjecture moyennant le théorème 3.1-1.

3.2-2. Théorème ([A6]). Soient R un anneau nœthérien et A une R-algèbre lisse. Pour tout

relèvement A lisse sur R de A, l’algèbre A
†
est un relèvement faiblement complet très lisse

de A.

3.3 Critère d’a�nité des schémas †-adiques
On se donne un anneau commutatif nœthérien R et un idéal I ✓ R. On note R := R/I .

Pour tout schéma a�ne lisse (X;OX) au-dessus de R, et toute R-algèbre A lisse sur R, re-
lèvement de A := �(X;OX) et de complétion I-adique faible notée A

†, Meredith associe un

espace annelé (X;O
†
A †) au-dessus du même espace topologique X (cf. [Mer]) que nous appelons

schéma †-adique a�ne-lisse. Un schéma †-adique lisse est alors défini comme étant un espace
annelé localement isomorphe à un schéma †-adique a�ne-lisse.
Cela dit, pour tout schéma †-adique lisse (X;O

†), soit O † le faisceau sur X associé au
préfaisceau qui fait correspondre à l’ouvert U ✓ X , l’algèbre �(U ;O

†)⌦R R. L’espace annelé

(X;O †) est alors un schéma ; on l’appelle ŕeduction (modulo I ) de (X;O
†).

S’il est aisé de voir que la réduction d’un schéma †-adique a�ne-lisse est un schéma a�ne
lisse, la question réciproque, posée déjà par Meredith dans [Mer], est restée ouverte depuis. J’ai
apporté une réponse positive à cette question, plus précisément, je démontre :
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Théorème d’a�nité lisse (2.1.8 [A17])

a) Pour tout ouvert a�ne U ✓ X d’un schéma †-adique lisse (X;O
†), le sous-espace annelé

(U ;O
†
U) est un schéma †-adique a�ne-lisse.

b) Pour tout ouvert a�ne U ✓ X d’un schéma †-adique lisse (X;O
†), le morphisme de R-

algèbres ↵(U) : �(U ;O
†)! �(U ;OX) est un relèvement f.c.t.f. très lisse.

c) Un schéma †-adique lisse et de réduction a�ne est a�ne-lisse.
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(Mai 1959).

[G2] A. Grothendieck. Formule de Lefschetz et rationalité des fonctions L ; Séminaire Bourbaki, Vol.
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