Sur le Topos infinitésimal p-adique

d’un schéma lisse 11
Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout”

Résumé. Soient R un anneau commutatif noethérien et I un idéal de R. Nous avons construit
dans I'article précédent le site infinitésimal f-adique d’un schéma lisse sur R/I dans le but de dé-
finir sa cohomologie de de Rham f-adique. Les objets du site sont les schémas f-adiques définis par
Meredith. Dans cet article nous démontrons le critere d’affinité: un schéma f-adique est affine si
et seulement si sa réduction est un schéma affine. Le critére d’affinité produit beaucoup d’objets
et de morphismes du site infinitésimal et lui donne beaucoup de souplesse. Nous utilisons le cri-
tere d’affinité pour démontrer 1'existence du produit fibré dans la catégorie des schémas t-adiques.
Chemin faisant nous avons été conduits a revoir les fondements de la théorie des schéma f-adiques
pour les débarrasser des restrictions sur le couple (R,I) imposées dans I'article de Meredith.
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ALBERTO ARABIA & ZOGHMAN MEBKHOUT 80

§0. Introduction

Soient R un anneau commutatif noethérien et I un idéal dans R. Si X est un schéma
lisse sur Ry := R/I nous avons construit dans l’article précédent ([A-M]) le site infini-
;(nf afin de définir la cohomologie de de Rham f-adique de X . Les
objets du site sont des schémas f-adiques définis par Meredith ([Mr]). Dans cet article
nous démontrons le «critére d’affinité»: Un schéma t-adique est affine si et seulement si
sa réduction est un schéma affine. Le critére d’affinité produit beaucoup d’objets et de
morphismes du site infinitésimal et lui donne beaucoup de souplesse. Nous utilisons le cri-
tere d’affinité pour démontrer 'existence du produit fibré dans la catégorie des schémas
t-adiques: La catégorie Schzf(R; I) des schéma f-adiques posséde des produits fibrés.
L’existence du produit fibré est nécessaire pour étudier les opérations cohomologiques
pour la cohomologie de de Rham f-adique.

tésimal t-adique X

Chemin faisant pour démontrer ces théorémes nous avons été conduits a revoir les fon-
dements de la théorie des schémas f-adiques pour les débarasser des restrictions sur le
couple (R,I) imposées dans [Mr].

Nous décrivons maintenant plus en détail le contenu de cet article.

Le schémas f-adiques affines. La «complétion I-adique faible» a été introduite par
Monsky-Washnitzer ([MW]) comme substitut de la « complétion I-adique formelle » dans
le but de corriger les défauts des nombres de Betti de la cohomologie de de Rham des sché-
mas formels. Etant donnée une R-algebre de type fini A, sa complétion I-adique faible
Al est une sous-algebre de sa complétion I-adique formelle A avec laquelle elle partage la
propriété d’étre de Zariski et d’étre un relevement de A, := A/TA, i.e. A; = Al = 21.
Une algebre de la forme A' est dite « faiblement compléte de type fini» (f.c.t.f. en bref). La
nature fonctorielle de la correspondance (_)7: Alg(R) ~~ Alg;.;(R) permet de mimer

les constructions usuelles de la théorie des schémas.
Pour A € Alg.;(R;I) notons X := Spec(Af;) et soit (X;0x) le schéma algébrique
affine associé & Af;. Pour f € Af, I'algebre AT{%} = (A [%])T dépend uniquement de

la classe modulo I de f et lorsque D(f) C D(g) C X, il existe un morphisme canonique
ygT : AT{%} — AT{ é } On a ainsi une correspondance fonctorielle

D(f) ~ AT {4} —Lo Al [4] = 1(D(F); 0x )

c| lvt @ Lvs

D(g) ~ AT{1} =2 Al [L] = I (D(9);0x )

dont les termes A”'{%} définissent un faisceau de R-algebres sur X noté Oy, et dont
fleches 7, définissent une surjection de faisceaux de R-algebres mw:04 — Ox L’espace
annelé (A" := (X;04), noté aussi X1 = (X;0,+), est «le schéma t-adique affine asso-
cié a Al ». Le morphisme 7 réalise un plongement fermé canonique X — 1.

Le procédé de localisation suivi de complétion faible, «la localisation {-adique», per-
met aussi d’associer, comme dans le cas algébrique, a un morphisme de R-algébres
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80 TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE

a: A" — B un morphisme d’espaces annelés (a) :(B')”— (A')". La correspondance
Al ~ (AT)", @~ (@) est alors fonctorielle et le plongement X < 27 est naturel relati-
vement & la catégorie Alg(R;I).

Lorsque I opére de maniere nilpotente sur Af, I'algebre Af est de type fini sur R
et 'on a AT{%} = Af [ﬂ pour tout f € Af. Dans ce cas, le schéma f-adique 21 est un
schéma algébrique affine et la théorie j-adique n’apporte rien de nouveau. C’est plutot
dans le cas ot Al est plate sur R que la théorie trouve tout son intérét. Plus précisément,
étant donné un schéma affine X lisse sur R/I, son algebre de fonctions régulieres R(X)
admet des relevements p : AT — R(X) plats sur R. La classe d’isomorphisme de A dans
Alg;.;(R;I) est alors indépendante du relevement p mais le plongement fermé X < 1
par contre n’est déterminé qu’a homotopie prés ([MW,Ar|). De méme, tout morphisme
f: X — Y entre schémas lisses sur R/I admet des prolongements f': #T — &1 rendant

commutatif le diagramme
X—— 2t

£l L#

Y — %!

mais fT est au mieux déterminé & homotopie pres. Ces idées qui constituent le point de
départ de Monsky-Washnitzer pour définir le foncteur de cohomologie de de Rham p-
adique sur la catégorie des schémas lisses sur un corps de caractéristique fini, se heurtent
A de sérieuses obstructions liées & la non fonctorialité du plongement X — 2% lors du
passage du cas affine au cas général. Dans l'article « Sur le Topos infinitésimal p-adique
d’un schéma lisse I» ([A-M]) nous donnons une définition intrinseéque de la cohomologie
de de Rham p-adique qui contourne cette difficulté.

Le but du présent article est I’étude des propriétés générales des schémas f-adiques. La
plupart des propositions sont motivées par leurs analogues dans la théorie des schémas
formels ou algébriques. Il est assez rassurant de constater qu’au-dela de quelques diffi-
cultés techniques, schémas formels, schémas f-adiques et schémas algébriques partagent
bon nombre de propriétés de base.

Les deux propositions suivantes précisent la nature du foncteur de localisation f-adique
dans les constructions des schémas f-adiques affines.

Proposition (3.3.4). Soient Al, Bl € Alg;.(R;I).

a) L’espace annelé (A")™:= (Spec(Al;);04 ) est localement annelé.

b) Pour tout morphisme de R-algébres 1: Bf — A", le morphisme (1) : (A" — (B')”
est un morphisme d’espaces localement annelés. Le foncteur (_)” est donc a valeurs
dans catégorie Loc-ann / gi)- des espaces localement annelés au-dessus de (R).

Notons Aff If(R; I) 'image essentielle du foncteur ()™ : Algg.(R;I) ~» Loc-ann /gi)-.

Théoréme (3.3.8)
a) Le foncteur (=) : Alg;(R; I) ~ Aff If(R; I) est une équivalence de catégories.

— 3 —
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ALBERTO ARABIA & ZOGHMAN MEBKHOUT 50

b) La catégorie Aﬁ'zf(R; I) possede des produits fibrés.

Localisation des modules. Pour A" € Alg;.;(R;I), le foncteur de «localisation t-adique»
(L) : Mod(A") ~ Mod(0y)

fait correspondre au module M le faisceau (M)~ sur X associé au préfaisceau Oy ® 41 M .

Le théoréme suivant rassemble plusieurs résultats déja démontrés dans [M] mais sous
des hypotheses restrictives sur le couple (R;I).

Théoréme (3.2.5). Soit Al € Alg.;(R;I). Alors:
a) Le foncteur (_)": Mod(A") ~ Mod(0y) est exact.
b) Pour tout Af-module M et tout ouvert principal D(f) C X :
i) Le morphisme canonique AT{%} ®a M — I'(D(f); M) est bijectif.

ii) Pour tout recouvrement principal @4 = {U;} de D(f), on a
Hi(@é;M~) =0, pour tout > 0.

iii) H'(D(f); M") =0, pour tout i > 0.
¢) Le foncteur (_)”: Mod(Af) ~ Mod(0y4) est pleinement fidéle.

La proposition suivante est le pendant du théoreme d’acyclicité des modules quasi-
cohérents en théorie des schémas. Il est démontré dans [M] en supposant que (R,I) est
un anneau de valuation discréte complet d’idéal maximal I.

Théoréme (4.2.3). Soit (X,04) le schéma t-adique affine associé a Al € Alg;.;(R;I).
a) Si M € Mod,,(O4), on a H (X ;) =0 pour tout i > 0.
b) Le foncteur (_)”: Mod(A") ~ Mod..(O4) est une équivalence de catégories.

Les schémas f-adiques. On appelle ainsi un espace localement annelé 2 = (X,0,+)
au-dessus (R)™ localement isomorphe & un schéma f-adique affine. On note Schif(R; I)
la sous-catégorie pleine de Loc-ann /(Ri)" dont les objets sont les schémas f-adiques.

Soit Ox := 04 /I0y4. Lespace annelé X := (X,0x) que nous appelons «la réduction
de X5, est un schéma algébrique localement de type fini sur R, et nous avons, comme
dans le cas affine, un plongement fermé X — 2. Lorsque 27 est t-adique affine sa ré-
duction X est affine. La réciproque de cette propriété: «le critere d’affinité», est aussi
vérifiée.

Théoréme (5.1.1). Un schéma t-adique est affine si et seulement si sa réduction est un
schéma affine.

Ce critere joue un role fondamental dans la théorie ou il produit beaucoup d’objets
et de morphsimes du site infinitésimal et lui donne beaucoup de souplesse (cf. [A-M]).
Le critere d’affinité est aussi utilisé pour démontrer I’existence du produit fibré dans la
catégorie des schémas f-adiques:

4
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61 TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE §1.1

Théoréme (6.2.3). La catégorie Schif(R; I) possede des produits fibrés.

Plan de l’article. La section 1 rappelle des définitions et des résultats de base des
articles de Monsky-Washnitzer ([MW]) et Meredith ([M]).

Dans la section 2 nous prouvons trois théoremes concernant les localisations f-adiques.
Ces théoremes sont des cas particuliers des principaux théoremes de I'article, ils concen-
trent dans leurs preuves toutes les difficultés techniques spécifiques au contexte f-adique.
On se place dans la situation ot I'on se donne f, fo € AT € Algy;(R;I) avec fi+ fo =1,
on note alors (X,0x) le schéma affine associé & A'| et U, := D(f;).

« Le théoréme 2.2 qui montre 'annulation de la cohomologie de Cech du préfaiscean
Oy relative au recouvrement % = {U;,Us}. On en déduit dans la section 3 les théo-
remes d’acyclicité des faisceaux associés aux schémas f-adiques affines (th. 3.2.5). Ce
résultat était déja démontré dans [M] par une autre méthode et sous des hypothéses
restrictives sur le couple (R;I).

o Le théoreme 2.5.1 qui montre qu'un O4-module dont les restrictions aux ouverts
U, sont engendrées par leur sections globales, est lui-méme engendré par ses sec-
tions globales. On en déduit dans la section 4 quun module cohérent sur un schéma
t-adique affine est engendré par ses sections globales (th. 4.2.3). Notre démarche gé-
néralise et simplifie celle de [M] qui démontre cette propriété en supposant ’anneau
R de valuation discrete d’idéal maximal I.

o Le théoreme 2.4.1 qui montre que un schéma t-adique %t obtenu en recollant deux
schémas f-adiques affines Y;' de réductions les schémas algébriques U; respective-
ment, est lui-méme un schéma f-adique affine. On en déduit dans la section 5 qu’'un
schéma f-adique de réduction affine est un schéma f-adique affine (th. 5.1.1). Ce
résultat est, a son tour, nécessaire pour prouver dans la section 6 l'existence de
produits fibrés dans la catégorie des schémas f-adiques (th. 6.2.3).

Les sections 7 et 8 donnent quelques résultats utiles concernant la lissité et la platitude

des schémas schémas f-adiques.

§1. Préliminaires
1.1 Notations

o Le couple (R;I) désignera tout au long de cet article la donnée d’un anneau unitaire
commutatif et ncethérien R et d’un idéal I C R. Le mot «algébre » sera synonyme de
R-algebre sauf mention explicite du contraire. Les algebres seront notées A, B,C, ...

o Pour s=1,2,..., on pose R, := R/I° et, plus généralement pour toute R-algebre
(R-module...) A on note Ag:= A®gr R, la «réduction modulo I* de A». Le cas
s =1 est de spéciale importance, A; sera aussi appelé «la réduction de A ». Pour tous
$9 > s1, application A;, - As,, (z mod I*2A) +— (z mod I** A), est «la surjection
canonique » ; 'image d’un élément = par une telle surjection sera notée T.

— 5 —
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§1.2 ALBERTO ARABIA & ZOGHMAN MEBKHOUT 81

« Etant donnée une Ry-algebre Aq, on appelle «relévement de Aq» la donnée, d'une
part d’'une R-algebre A, et d’autre part d’'un morphisme p: A — A; dont la réduc-
tion, a savoir 'application induite p; : A ® g Ry — A1, est bijective. Lorsque A; est
plate, lisse, ... sur Ry, le relevement p : A — A; sera dit respectivement «plat, lisse,

..» si la algebre A est respectivement plate, lisse, ... sur R.

« Les espaces topologiques sous-jacents a nos espaces annelés seront des espaces sous-
jacents a des schémas sur Ry, ils seront notés X,Y,Z,... Pour tout anneau S
la notation (X;0x/g) désignera un espace annelé par des S-algebres. La notation
(X;0x) sera synonyme de (X;0x /g, ).

« On note A le complété séparé I-adique de A, i.e. A= lim {Ag — Ag}.

1.2 Complétion f-adique

Suite & Monsky et Washnitzer ([MW]) «la complétion I -adique faible », que nous appel-
lerons « complétion t-adique», d'une R-algeébre A est la sous-algebre Al C A des éléments
z tels qu'il existe n € N~ {0}, des éléments ay,...,a, € A et une famille de polynémes
{p; € R[X1,..., Xp]}jen, le tout dépendant de z, tels que:

e p, € I'R[X;,....X,],VjEN;

degp;
J+1

()

2= 50 pjlar,...,an) avec {

e Pensemble { }jen est borné.

1.2.1. La complétion f-adique vérifie les propriétés suivantes (loc.cit.) :

a) L’application canonique de A vers A se factorise & travers Al en un morphisme na-
turel que nous notons 1(A): A — Al

b) Pour tout morphisme d’algébres «: A — B, il existe un et un seul morphisme d’al-
gébres af : AT — BT tel que a0 1(A) = 1(B)oa.

¢) La correspondance A ~ A', a~ al est fonctorielle et 1(_):(_) — (_)" est un mor-
phisme de foncteurs.

d) Si I est nilpotent dans A, on a A= Al = A.

e) Pour s =1,2,... les morphismes canoniques A, — Af; — ﬁs sont bijectifs.

f) Si A est une R-algébre de type fini de générateurs algébriques (&1,...,&;), on peut
prendre (ay,...,amy) = (£1,...,&) dans la définition (1), quel que soit z € Af.

Définition ([MW]). Une algebre A est dite «faiblement compléte» (f.c. en bref) lorsque
I'application +(A): A — (A)' est bijective. Une algebre faiblement compléte B est dite
de «type fini» (f.c.t.f. en bref) lorsqu'elle est quotient de R[X,...,X,]’ pour un cer-
tain £ € N, dans ce cas l’ensemble des images des X; est «un systéme de générateurs
t-adiques» de B.

— 6 —
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Notations. On notera Alg; (R;I) (resp. Alg(R;I)) la sous-catégorie pleine de la ca-
tégorie Alg(R) des R-algebres dont les objets sont les algebres faiblement completes
(resp. de type fini). Un objet dont la notation comporte le symbole ‘}’ appartient a
Alg.(R;I), mais il y aura un certain abus: la notation Al désignera tantot une al-
gebre faiblement complete, tantot la complétion t-adique d’une algebre A, cette derniere
pourra aussi étre notée (A)! dans les passages ol la nuance sera importante.

1.3 Rappels sur les algebres faiblement compléetes

1.3.1. Dans cet article nous allons utiliser, souvent sans référence, certaines propriétés

de base établies par Monsky-Washnitzer ([MW]) et Meredith ([M]). Voici une liste de ces

propriétés valables lorsque 'anneau R est noethérien (loc.cit.).

a) Pour toute A € Alg(R) I'application t(Al): AT — (AN est bijective, autrement dit
Al € Alg;.;(R;T). De plus, si A est de type fini, A" est f.c.t.f.

b) Si Al est f.c. I'idéal TA' est contenu dans le radical de Jacobson de Af.

c) Soit A une algébre. Si A et A sont neethériennes, Al est plate sur A ([M]).

d) Une algébre est f.c.t.f. si et seulement si c’est un quotient de R[X1,...,X,,]! pour m > 0.

e) Une algebre f.c.t.f. est noethérienne.

f) Si Al est f.c.t.f. (AT, T A") est un anneau de Zariski. En particulier, f € Al est inver-
sible si et seulement si sa réduction f € Af| Dest.

¢) Un module de type fini sur une algébre f.c.t.f. est I-adiquement séparé.

h) Soit o : A" — BT un morphisme d’algébres f.c.t.f., notons & sa réduction modulo T.
1) Si @ est surjective, « est surjective.
2) Si @ est bijective et B est plate sur R, o est bijective.

La proposition suivante est une reformulation de plusieurs résultats de [MW].

1.3.2. Proposition
a) Le foncteur (_)': Alg(R) — Alg;.(R;I) est adjoint & gauche du foncteur d’inclusion
de Alg; (R;I) dans Alg(R). Autrement dit, le morphisme fonctoriel :

Homomp: (A', B') — Homompg(A; B')
a —— aoi(A)

est bijectif pour tous A € Alg(R) et B' € Alg;.(R;I).

b) Soit € I'une des catégories Alg;.(R;I) ott Algy;(R;I). Pour tous AT, B, ST € € et
pour tous morphismes de R-algébres o: St — Al et 5: 8" — B, munissons Af et Bt
des structures de ST-algébres définies respectivement par a et (3. Alors, le foncteur

Homomg; (A",_) x Homomg (B',_) : € ~» Ens
est représentable par (Af ®@g BN et les morphismes

Al — (Al og BN et Bl — (Al @ g BY)f
a—— a®l b— 1®0b

Autrement dit, les catégories Alg (R;I) et Algg(R;I) possedent des coproduits.

_7_
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1.3.3. Localisation t-adique. Etant donnés f €A € Alg (R;I), il existe une algebre
AT{%} € Alg;.(R;I) et un morphisme ufT CAl - AT{ % }, uniques a isomorphisme cano-
nique pres, tels que tout morphisme d’algebres p: AT — B tel que p(f) est inversible se
factorise de manieére unique a travers Z/fT. L’algebre AT{%}, qu’on appellera «la localisa-
tion t-adique de Al en f», est la complétion faible de la localisation algébrique Af [ﬂ ,
i.e. AT{%} = (AT [ﬂ)f, en particulier, si AT est f.c.t.f., il en est de méme de AT{%}.

1.3.4. Lorsque aucune confusion ne sera a craindre on notera de la méme maniére un

lément a € AT et son image vy'(a) € AT{%}.

1.3.5. Voici quelques propriétés utiles de la localisation f-adique (cf. [MW M]).
a) Si f € A€ Alg(R), le morphisme canonique A[%]T — (A)T{%} est bijectif.

Soient f,g € A" € Alg;.(R;T).

b) Le morphisme canonique A, [%] — AT{%}S, est bijectif pour tout s=1,2,...
c) Si f est inversible dans Af, [%], le morphisme canonique A'; [%] — Afy [%] est la
réduction d’un et d’un unique morphisme de Af-algébres AT{%} — Af{é}.

d) Si A" est f.c.t.f., I'algébre AT{%} est de Zariski (1.3.1-f) et plate sur Al ([M]).

1.3.6. Commentaire. Il est assez clair & partir des définitions que pour A € Alg;.(R;I)
et f€ A, ona lim picg, Bf = Al on RBy désigne la famille des sous-algebres f.c.t.f. de
A qui contiennent f. On a donc un morphisme canonique Z : lim picg, BT{ %} — AT{%}
qui est surjectif mais qui n’est pas nécessairement injectif. En effet, A‘L{%} est l'espace
séparé I-adique associé a I'espace lim gicgy » BT{%} mais ce dernier n’a a priori aucune
raison d’étre séparé. L’algebre AT{%} n’est donc pas nécessairement la limite inductive

des localisations des sous-algebres f.c.t.f. de AT contenant f.

1.4 Localisation f-adique dans le cas f.c.t.f.

1.4.1. Localisation {-adique de modules. Etant donnés f € A' € Alg;;(R;T) et un
Af-module M la «localisation t-adique de M en f» se définit de maniere analogue au

cas algébrique. On pose
M{$}:=A{{}oa M

et on note v, (M) : M — M{%} I’application canonique m — 1 ® m.

1.4.2. Lorsque aucune confusion ne sera a craindre on notera de la méme maniere un
élément m € M et son image vy (M)(a) € M{%}

— 8 —
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61 TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE §1.5

1.4.3. Proposition. Pour f € AT € Algg(R;I) I'ensemble Sy := {f" + I A" |n € N} est
un systéme multiplicatif de Al et pour tout Af-module M, le morphisme canonique

St AT M — M {4}

est injectif. Le noyau du morphisme canonique v; (M) : M — M{%} est I’ensemble
des m € M tels (f +w)-m =0 pour certains w € TA" et N € N (dépendants de m).
En particulier, si m € ker(v;1(M)), on a fNm € (IA")-m pour N €N assez grand.

Preuve. Supposons le module M de type fini sur A'. Le AT{ % }—module AT{%} Qat M
est alors de type fini donc I-adiquement séparé (1.3.1-g) et le noyau du morphisme
M) = Al[f] on M L(A*[17f])®id A @a M= M{3}

contient 1’adhérence I-adique 0 de 0 dans M [%] . Réciproquement, on a aussi ker(u) C0
puisque les réductions modulo I® de u sont des isomorphismes (1.3.5-b). Par conséquent
ker(p) = 0. Or, comme Af [%] est noethérien et que M[%] est un Af [%] -module de type
fini, on a 10 = 0 et donc (1 +w) -ker(u) = 0, pour un certain w € I Af [%] ; autrement dit
(fN +w) -ker(u) =0, pour certains N € N et w € T A'. La réciproque étant claire, on a
ker(p) = Annulpg /g (fY 4+ w). Cela étant, vf(M) se factorise & travers le morphisme
canonique v¢(M): M — M[%] ,d.e. vl (M) = povy(M), de sorte que v (M)(m) =0
si et seulement si vy (M)((fN +w)m) =0, ou encore fM(fN +w)-m=0 pour M €N
assez grand et indépendant de m puisque ker(v;T(M)) de t.f. On a ainsi prouvé que pour
tout Af-module de type fini M il existe N € N et w € T A" tels que

ker(VfT(M) :M—>AT{%}®AT M) = Annuly (N +w).

Dans le cas ol M est un Af-module arbitraire on note (m) le sous- Af-module de M

engendré par un élément m € M. On a alors le diagramme commutatif:

<m>;> M

VfT(<m>)l l vl (M)
1 ideC 1
A em)——A{; oM
ou (id® C) est injectif puisque 'algebre AT{%} est plate sur A’ (1.3.5-d). Il s’ensuit que
m appartient au noyau de I/fT(M ), si et seulement si, il appartient au noyau de 1/f,<m>T
déja étudié dans le paragraphe précédent. [

1.5 Algebres f.c.t.f. et complétion d’algebres de t.f.

On prendra garde du fait que le foncteur ()7 : Alg;(R) ~ Alg.;(R;I) n’est pas es-
sentiellement surjectif. La proposition suivante nous permettra souvent de contourner
cette difficulté.
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1.5.1. Proposition. Etant donnés une algébre Al fc.t.f. et des éléments ay,...,a,, € Al
il existe une algebre de type fini B, des éléments by,...,b,, € B et un morphisme d’al-
gébres p1: B — Al avec a(b;) = a;, tels que les morphismes induits

Pisnie: Bl ] @p Al — A{ =0} (©)
sont des isomorphismes quel que soit ’ensemble {i,...,i:} C{1,...,m}.
Si de plus (ay,...,am) = AT, Ialgébre B et les éléments by, ...,b,, peuvent étre choisis

tels que (by,...,b,) = B.

Preuve. Fixons un morphisme surjectif p: R[X]' — Al (1.3.1-d) et soit B la sous-
algébre de R[X]! engendrée par R[X] et des éléments by, ..., by, vérifiant u(b;) = a;. Les
applications B [ bil“l‘bit}T —» AT{ ail--l-ait } induites par p sont alors clairement des surjec-
tions, de méme donc que les p;, . 4,. D’autre part la réduction modulo I°® de ;.. i,
s’identifie & I’isomorphisme de localisation algébrique (1.2.1-e, 1.3.5-b):

(1iy,...i0)s : Bs[——] @, Al TATS[ 1, (0s)

bilmbit Ay Qiy

et ker(u;,.. ;) est contenu dans 'adhérence I-adique de (0), or Bl:bil"l'bit]T ® Al est
I-adiquement séparé (1.3.1-g).

L’argument qui précede reste vrai pour peu que 'on ait une algebre de type fini B
et un morphisme u: B — A" dont I"image contienne les a; et tel que pf: Bt — Af soit
surjectif. Il s’ensuit que si 'on a 1=73",a,;a; on peut remplacer B par la localisation
B( ’1,,b’m)[ﬁ] ott u(b;) =a; et ou B(b),...,b,,) désigne la B-sous-algebre de BT

engendrée par des éléments b, € BT vérifiant puf(b,) = a’. u

§2. Recouvrements et recollements j-adiques

Dans cette section nous prouvons trois théoréemes techniques concernant les localisa-
tions f-adiques dont on déduira par des raisonnements plus ou moins formels les princi-
paux résultats de I'article.

2.1 Préliminaire technique

2.1.1. Proposition. On se donne un élément P et un idéal K de R[Xj] = R[X1,...,X/].
Pour tous d,s € N, notons I*[X]4 le sous-R-module des polynémes de R[X] & coeffi-
cients dans I° et de degré total majoré par d.

a) Il existe des entiers positifs N(P,K) et D(P,K), tels que les ensembles :

Cl1(P,K,s) = {Q € I’[X] ‘ PNQe (K+IS+1[)?]), pour N assez grand}
C2(P,K,5) = {Q € I°[X] ‘ PNPEQ ¢ (K + I [X gy pipx) si Q € I° p?]d}

sont égaux quel que soit s € N.

—10 -
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-

b) Plus généralement, si Q € I°[X ]y et si PNQ e (K +1I°""[X]), pour N assez grand
et pour un certain r € N, alors P™N(PK) Q ¢ (K+I5+T[Y]d+TD(P)K)).

- — —

¢) Pour tous d,s €N, on a (K+I*[X]) N R[X]g € K+I*[X]4sp(,K)-

Preuve. Pour chaque d,s €N, notons F4(I;R[X]) :=I*[X ]| UT, ot U et T dé-
signent des variables formelles. On munit F*¢(I; R[Xj ]) de la structure de R-module
de I°[X]4 et I'on considere F**(I; R[X]) := D aen I°[X]q UST* muni de la structure
d’algebre positivement graduée donnée par les égalités :

Q1 UsiTd . Q- Us:T® .— Q10 psitsapditd, ,
pour tous s;,d; € N et Q; € I [)?]d La R-sous-algebre
F*(IR[X]))=R&R[X, T& R X, T’ & - ® R X, T & ---

est engendrée par R® R[X ], T, et F*(I;R[X]), vue comme F"*(I; R[X])-algebre, est
engendrée par R® I'U. 1l s’ensuit que ?*’*(I;R[Y]) est une R-algebre de type fini et
c’est donc un anneau noethérien.

Existence de N(P,K). L’inclusion C2(P,K,s) C C1(P,K,s) est claire. L’ensemble des
sommes finies ZS,dQs,d UsT? ot Qs .4 € C1(P,K,s) est un idéal noté € de I’anneau noe-
thérien F**(I; R[X]), il est donc de type fini, I'existence de N(P,K) s’ensuit de méme
que linclusion inverse C2(P,K,s) D C1(P, K, s)

Existence de D(P,K). Pour D €N, 'ensemble C(D) des éléments Zsde&d UsT? de

€ tels que PNIPEIQ, 4 e (K + 11! [f]dﬂj), est un idéal de F*(I; R[X]), et comme €
est la réunion de la suite croissante d’idéaux €(0) C€C(1) C---C(D)C---,ona €= C(D)
pour D assez grand. On peut donc prendre pour D(P, K) la borne inférieure de tels D.

L’assertion (b) résulte par itération de (a), et (c) est cas particulier de (b) avec P =1.m

2.2 Exactitude des suites courtes de Mayer-Vietoris
2.2.1. Notations. Pour fi, fs € A € Alg(R) on notera

v AHA[%] , Vﬁ : A[%] HA[ﬁ]
les morphismes canoniques de localisation algébrique.

De maniére analogue, si fi, f» € A' € Alg;.(R;I) on notera
vl Al — AT{%}, VfQT : AT{%} — At{ﬁ}
les morphismes canoniques de localisation f-adique.

Lorsque aucune confusion ne sera a craindre on notera de la méme maniere I'élément
d’une algebre et son image dans un localisé.

— 11 —
Lundi 23 juillet 2007



62.2 ALBERTO ARABIA & ZOGHMAN MEBKHOUT 62

2.2.2. Le cas algébrique. Lorsque (fi,f2) = A, la suite de Mayer-Vietoris du fais-
ceau structural Ox,r du schéma affine associé a A relatif au recouvrement principal
X = D(f1)UD(f2) est la suite exacte bien connue en géométrie algébrique

)

0%A%A[%]@A[%]—)A[ﬁ]—)0 (MV)

ou €(z) = (z,x) et d(x,y) =2 —y. Le théoreme 2.2.4, qui concerne la version f-adique
de cette propriété, sera démontré suivant une démarche tres proche de celle du cas algé-
brique que nous rappelons brievement maintenant et qui repose pour l’essentiel sur les
deux propriétés élémentaires suivantes :

MV-a) Le noyau de v; : A — A[%] est I'idéal des a € A tels f¥a=0 pour N > 0.

MV-b) Lorsque 1 = f1 + (2 fo, le développement de (Q f1+ G f2)?N donne des éléments
&~ (qui dépendent polynomialement de {¢;, f;}), tels que & v f¥ +&n f¥ = 1.

Voici comment elles sont utilisées.
Injectivité de €. Si e(x) =0, il existe N >0 tel que fNx =0 (MV-a), et alors (MV-b)
=& nfle+bnfra=0

Exactitude du terme central de (MV). Soient z; = a;/fN € A[fi] avec a; € A. La
condition x; = z9 dans A[ﬁ}, équivaut a 'égalité sur A (MV-a):

(fif)™(f2 a1 — fVas) =0, pour M > 0. (%)
et grace a I'égalité 1 =& pron [N +&aren f27Y (MV-b), 'élément
a:=& N [l o+ & mn frlas € A (%%)

vérifie bien a = x; dans A[fi] pour ¢ =1,2. En effet, dans A[%} I'égalité ‘a = x1’ équi-
vaut & I'égalité ‘ fNa=a;’, or:

a=& v T Na+&nn £ ao

= &N TN ar + & nen £ N ar, (dapres (x))
= a/l

Exactitude & droite de (MV). Dans A[ﬁ] on a les décompositions (MV-b):

( 1 )N_El,Nf|N+§z,NfzJV _fl,N+52,N
fif - TV o I

pour tout N € N. En particulier, un élément z € A[ﬁ] est toujours de la forme

y = a9 _ &N a+ SN

FifN = % N

avec a € A. On y voit bien que z appartient a I'image de &y.
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2.2.3. Le cas f-adique. Dans ce cas nous serons amenés a monter I'exactitude de la
complétion f-adique de (MV), c’est-a-dire de la suite
P 171 171 &' 17t

0-A' ——A[t]' oAl ——A[F£]" - 0. (MVT)
Nous utiliserons, comme nous venons de le rappeler, la description du noyau du mor-
phisme canonique Af — AT{%} (prop. 1.4.3), des expressions polynomiales de & n en
termes de (;, fi, et plus important encore des estimations (2.1.1) des degrés M et N
dans (x) et (xx) nécessaires pour 1’étude de la convergence f-adique. Abordons mainte-

nant la preuve du théoreme annoncé dans 2.2.2.

2.2.4. Théoréme. Soient fi,f» € A € Alg;.((R;I) tels que (fy, fo) = A, la suite

0 A —Al{1loAl{Ll} 2 A{;L) 0 ({(Mv})

avec ¢ (z) = (x,7) et &' (z,y) =2 —y est exacte.

Preuve. La proposition résultera de montrer l'exactitude de la complétion f-adique
(MVT) des suites (MV). En effet, si A" est f.c.t.f., il existe d’aprés 1.5.1, une algebre
de type fini B, des éléments by,by € B vérifiant (b;,b;) = B et un morphisme y: B — A'

avec p(b;) = a; tels que
Al{+}=A'op B[E]! et A{f:}=ATeg B[]

La suite (MVT) résulte alors d’appliquer le foncteur (_) @i AT & la suite

OHBTéB[é}T@B[%]Té—OT)B[ﬁFHO (1)

Or, si nous supposons la proposition démontrée pour les suites (MVT), la suite (1) sera
une résolution Bf-plate du Bf-module B [bll—bz]T qui est lui-méme Bf-plat (1.3.5-d) et la

suite ({MV}) sera, par conséquent, elle aussi exacte.

Supposons maintenant donnée une algebre de type fini A avec fi,f, € A vérifiant
(fi,f2) = A. Notons A':=(A)". Un élément de A et son image dans A’ par le mor-
phisme canonique +(A) : A — Al seront notés de la méme maniére. On a AT{ %} =A [%] f

quel que soit f € A.

Injectivité de €'. Pour = € ker(e!), on a v (2) = 0 pour i = 1,2. Par 1.4.3, il existe des en-
tiers NV; est des éléments w; € TAT tels que (fY" +w;)z =0. Comme Afy+ Afo = A, il
existe & € A tel que >, §ifiN"' =1 et Annuly:(z) contient un élément de la forme (1 + w)
avec w € T AT et donc Annulyi(x) = AT (1.3.1-f).

Exactitude du terme central de (MV'). Fixons une famille @ = (ay,...,a;) de géné-

rateurs algébriques de A en tant que R-algebre. Fixons une relation (i fi+ Gfo=1
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§2

dans A. Notons f := (f1,[2) et ¢ = (¢1,¢2). Notons {Zf,ﬁ,?} la famille de variables

{Ay,..., Ay, F1,F>, 71,75} et considérons la surjection de R-algebres:

Ay —— a 1<k<l et i=1,2
F; '_>fz
Z; 'ﬁg

dont on notera K := ker(a). On a donc o' (I™A) = K + I"™[A, F, Z], pour tout m € N.

Un élément Z; € A[%]T s’exprime toujours comme somme d’une série (1.2.1-f)

. pij € D[AT], et
zi=y. pij(a,1/f;) avec { J [ i )
>0 deg 7, (Pig) < G+ 10,

et donc aussi comme somme d’une série

qi’j(ﬁ’,fi) {qi,j EIj [Z,FZ], et

; i+1)C;
>0 f’L(J )

Z; =

Lorsque 7 € A[ }T @A[ ]T on pose C' =sup{Cy,C5} et alors

2 9,;(@, f1) L
. FoTIo {qm— €IV[AF], et
7= = _ avec
2 >0 | @24(@, f2) deg— —(¢i;) <2(j+1)C,
f§]+1)C ;
Pour s € N on définit le polynéme S; ; € R[/T ﬁ] par 1’égalité

- = s s—1)C - = - =
i: qi;(AF) ZJ:()Fi( 7 0,5 (A, F) Sis(A,F)
i20 Fl(jJrl)C - Fi(s+1)C - Fl(s+1)C ?

de sorte que

Supposons maintenant que ’on ait do(z1,22) = 0 dans A[ﬁp.

Pour chaque s € N, on a par réduction modulo I**!:

[ (@ F) = [ S e (@, ) =0 dans Ao [£7],

autrement dit, il existe N > 0 tel que

(flfQ)N (f2(8+1)051,s(67 ?) f (s+1) 05278(6, ?’)) c Is+1A,

ou encore, grace a la surjectivité de «,

(FlFQ)N[F,Z(“”+1 S1.o(A, F) — FeCg, g(f_l',ﬁ)} e K+ I*Y[A,F, 7],

pour chaque s € N et pour N > 0 assez grand.
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On remarquera que le terme entre crochets dans la relation (2) est, a priori, seulement
dans I° [/_1', F, Z], de sorte que (2) exprime son appartenance a l'ensemble C1(F}; Fy, K,0)
de la proposition technique 2.1.1. L’égalité C1(F1Fz, K,0) = C2(FFy, K ,0) (loc.cit.), et
lassertion 2.1.1-(b) pour s =0 et r = (s+1), nous donnent N € N tel que:

(F1F2)(s+1)N (FQ(SJrl)CSl,s(A: F:) o F1(8+1)CSQ7S(1I, F’)) c K+ Is+1[1[1’, F” Z] ’ (3)

mais cette fois quel que soit s € N.
La relation (3) étant 'analogue de I'égalité (x) dans 2.2.2, nous procédons au recolle-
ment des Si7S(E,fi)/fi(s+1>C suivant la méthode expliquée dans 2.2.2.

En développant pour chaque L € N 'expression (Z1Fy + Z,F»)?F, on obtient des poly-

nomes =; 1, € R[F,Z] vérifiant :

{ (Z1Fy + ZoFy)*t =, 1(F, Z) F + 8y 1(F, Z) F¥,
et degF}’Z (:i,L) =3L
On pose alors comme pour (%) dans 2.2.2:

=

R ("4’3 Fv Z) = Zi:l 9 Ei,(s—O—l)(N—{—C)(ﬁ? Z) F'(Sle)NSi,s(A’v F)v

K3
ol 'on remarquera que deg . — 7(Rs) <(s+1AN+C).

Par construction, I’élément R(a, 7. Z) € A est le recollement de z;, 2z, modulo I°*!.

Ainsi, et apres évaluations de degrés, on voit que pour chaque s > 1 on a:

Rs(/iﬁ)?) _Rs—l(gaﬁ72) S (K—‘—Is[/f,ﬁ,Z]) N R[gaﬁaz](s+1)4(N+C)a
ou encore, grace a 2.1.1-(c),
Ry(A,F,Z) =Ry 1(A,F,Z) e K+ '[A,F. Z) 6

ot C:=4(N+C)+ D(1,K).
Il existe donc Py € I'® [[f,ﬁ, Z] de degré polyndéme majoré par (s+ 1)6’ tel que Py =
Rs— Rs—y mod K. La série infinie a(Ro)+ >, ;a(P;) représente ainsi un élément

z € Al tel que z = a(R,) mod I**! pour tout s € N, mais alors
vil(z) = z; mod I**!, pour tout s € N,

autrement dit v;7(2) = 2, cqfd.
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Exactitude & droite de (MV'). Nous reprenons les notations des paragraphes précé-
dents. La famille { @, 1/(f1f2)} est un systéme de générateurs algébriques de la R-algebre
A[ﬁ] et un élément z € A[ﬁ]‘t s’exprime alors comme somme d’une série (1.2.1-f)

p; € U[A,T];
2= 0, Pi(@1/(1]2))  avee {djeg;j@j)w(ju).

Or, pour L € N on a (cf. (6))
7.< (7.0
It

LB (F O Sl (F O 2u(F. <)

oL
Frr = 232 =g T

—

de sorte qu’en substituant les monémes 7% qui interviennent dans pj[Z, T] par

TV =2, [ (F,Z)TF + 2,1 (F, Z)Tf (5)

P —

dont le degré en {ﬁ ; A , T} est 4L, on obtient les décompositions
TQ)“FRlJ(A F 7z , 1Y)

(i) pj(A,T) = Ry (4,
(i) Ry, R €I7[ff F,Z,T]
4

(i) deg ; 1= 5 . (Fiy) <4CG+1)

de sorte que la série formelle

Zi ::Zj>0 ,J(E7f7< 1/fz)>

appartient bien a A[%]T Ceci termine la démonstration puisque, par construction, on

aura z = z1 + 29 dans A[ﬁ]T ]

2.3 Cas particulier de ’algebre des polynémes

Dans cette partie nous revoyons la surjection 8 du théoréme 2.2.4 dans le cas par-
ticulier de l'algébre R[X,...,Xy, F] et des polynémes f; =F et fo=1—F, soit donc
I'application &' (z,y) =z —y,

R[X,F|[4]'& RIX, F][ )1 25 RIX, F] [ ) ©)

2.3.1. Une section linéaire de dof. L’algebre R[)?,F][ﬁ] est un R[X]-module
libre de base ’ensemble {F’”, (ﬁ)n ‘ meZetneN\ {0}} On a la décomposition

directe en R[X ]-modules libres

—

RIX. Fl[ ] = RIX.F) & @,., RIX|(2)" © @, RX)(Zp)". (0
et donc

pour tout k € N.
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La décomposition (7) permet d’exprimer les éléments z € R[XH,F][F(lliF)]Jr comme
sommes de séries la forme

2= 0 B F) +Q(X, 3) = By (X, ) (9)
avec, pour tout j € N et pour un certain C' € N,
Pj7Qj,Rj € IjR[)?7T]7
Q;(X,0)= R;(X,0)=0,
sup{deg P;,deg@;,degR;} < C(j+1).
Remarquons que lorsque z =0, on a pour chaque r € N:

Z§:on(f,F)+Qj(f,%)—Rj(f )GITHR[X F’F(l 77

auquel cas on a d’apres (8) et pour chaque r € N,
>0 Pi(X, F)+Q (X, §) € ' R[X, F],
Yo Ry(X. 5 € IT“R[X -
La conséquence de cette remarque est que pour tout z € R[)?,F] [F(liF)]T, les séries

=) F(XF)+Qi(X.5) et orp(x):=) Ri(X.p) (10

dépendent seulement de z et non pas de la série de la forme (7) qui le réalise. Nous avons

ainsi deux applications clairement R[)? ]"-linéaires

JFMXHMMJHMXHE]a<nFMXﬂMMﬂHMXﬂFﬂﬂ

et z—0(2): (or(2),—01-r(2)) est, par construction, une section R[X]-linéaire de &,

RIX, F][ 715"~ RIX. FI[+]' & RIX, FI[ 5] =~ RIX, F] [ )

| " I

2.3.2. Modules R, .. 5, (C). Pour F,...,F, € R[)_(,F] et C €N, onnote Rp, .. . (C)

(11)

le sous- R-module de R[X, F][ ) 'aFL]T (= R[X, F][ ]T)des éléments de la forme
2= < Z (X F, ,F%) ou la série > o, Z (X F, T) est telle que:
e Z,c URIX,F,Th,...,T}],
wen (L e
® A8 pT 4TS (J+1);

on dira alors que la série D o ; Z; «est de type R(C)».

2.3.3. Lemme
a) Ona R[X F][£ . 2] =Ulcen Rp....r, (C).
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b) Pour chaque C' €N, on a
50 (Rr(C)®R1_p(C)) =Rp1-r(C) et o(Rp1-r(C)) CRp(C)DR1_r(C)

Preuve. (a) résulte des décompositions (7) et (8). Pour (b) on remarque que comme
o est une section de dy l'assertion résultera des inclusions ‘C’. Celle concernant &y est

claire. Pour l'autre, des égalités pour tous a,b € N\ {0}

Fo() = S (D F =157 et (§)" ()" = Sun() + Sha(25)
ot Sq.qa(Y) € Z[Y] est de degré d, vont nous permettre des réécritures de la forme (9):

2(X,F,#.t5) = P(X.F) +Q(X, ) - R(X, 5)

o, si Z().(',F7 T, Ts) € IjR[)?,F, T] de degré total majoré d, il en sera de méme pour

les polynomes P,Q, R ; 'inclusion concernant ¢ en découle aussitot. [

2.4 Un théoreme pour le recollement des algebres f.c.t.f.
Le théoréme suivant jouera un role clef dans la question du recollement des schémas
f-adiques affines de réduction affine de la section 5.

2.4.1. Théoréme. On se donne f € A € Alg(R,) et des relévements f.c.t.f.

G BTa»A[i}, et v:C'— Al; =

On choisi f € Bt et f e C' relevant f et on suppose qu’il existe un isomorphisme de
R-algebres ¢ : CT{%} — Bf{ﬁ} rendant commutatif le diagramme
1 ® 1
cl{+} — BY{Z5}
'y{l/f}l Y lﬁ{l/(lff)}

Al — A

f(llff)} f(11*f>}

Alors, dans le diagramme commutatif

Bl & ¢ 2B}

ﬁl lw lﬁ{l/(kf)}

AlJ] oAl — Al 5]

=

avec §y(z,y) =z —y et 6, (z,y) =z — ¢(y), I'application §,! est surjective.

—

Preuve. Fixons une famille {ai,...,a;} de générateurs R-algébre A. Notons X =
{X1,...,X;} et soit 7: R[X,F| — A I'épimorphisme d’algébres défini par 7(X;) = a,
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et ©(F)= f. Pour chaque P € R[Y,FL le morphisme 7 induit une surjection de R-
algebres de R[X, F][L]T sur Z[

] nous la noterons:
Tp: R[X,F][%]T—»Z[ﬁ]
Par la propriété universelle de ’algebre des polynémes et de la localisation, il existe des

relevements g : R[X F][ ]' — Bt et m_p: R[X FH ]THCT de Tr et de T_F
respectivement.

| RIX P[5 ot LAl =]

:

Les morphismes 7w et m_p sont surjectifs d’apres 1.3.1-h. Dans le diagramme

RIX,F|[1]1 "= Bl 2 A

| . ) |

TF

=

TI-F

R[X,F| --"-  R[X,F|[ 75

m,Fi lml/afF)}
Cl{i} —= B}

Iexistence du morphisme de R-algebres @ rendant le diagramme commutatif résulte de

la propriété universelle des algebres de polynémes. Comme ¢ =id mod I, on peut méme
définir @ de sorte que ¢(P) = P mod I, pour tout P € R[X,F], auquel cas (F(1 — F))
est inversible (1.3.1-b) et @ induit un endomorphisme de R-algebre ¢ : [X F][ Fi- F)]Jf
rendant commutatif le diagramme

RIX,F|[ip) —2— RIX, Fl [t 5]
mr{1/F} | Lrri/a-m)
Cc'{$} z BY{ 5}

Or, comme R[X Fll# Fli- F)] est une R-algebre f.c.t.f. plate et ¢ =id mod I par cons-
truction, le morphisme ¢ est un isomorphisme (1.3.1-h).

Nous avons ainsi tous les ingrédients du diagramme commutatif

RIX.F|[#]' @ RIX.F[]| == RIX.Fl[ ]|
] [mor , iwp{l/ )
ol 1
B @ ct R AN Bt { s }

et la surjectivité de (55(,T résultera de celle de d,'.

Développement de Taylor de ¢. Comme ¢ : R[).() v [ﬁ] est un morphisme d’algebres

égal & 'identité modulo I, on a pour P € R[)_(,F] :

¢(P(X17"'7XZ7F)) :P(¢(X1)77¢(Xl)7¢(F))
:P(Xl+h1a"'aXl+hlvF+hf+1)
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ou h, €1 R[X F] [ F F)Tf On aura donc un développement en série de Taylor :

d) ZO<m| Me41 hm ’ h?jﬁ“ Am] AZL&-ZlJrl’ (12)

,,,,,

o A" =L % et AL, = # 57 - Chaque h; s’écrit d’autre part comme série de la forme

hi —Z Hu XFVIl?"l )

avec H; ; € IjR[)?,F, T] vérifiant, pour un certain M € N (indépendant de 7):
deg(Hm)gM(j—Fl), VJEN\{O}, i=1,...,0.
Les produits h{"" - h?}f{ ' ont alors des développements en séries de la forme:

mi Met1 (X 11
hi™ e hyy i = E :‘m‘ng”-{J(X’F’F’I—F)7

1 —,

ol 7 = (my,...,mes1), |M|:=mi+--+me1, Hmj € VR[X,F,T] et
deg (Him ;) <M(j+|m|), VjeN. (13)
On obtient ainsi un développement de (12) comme somme dénombrable de la forme

0= . M (X F g olp) AT AT (14)

avec L .
Hp; € PRIX,F,T] et valj(Hg;)>j>|m| (15)

et donc aussi grace a (13):
deg (H ;) <M (j+ |mi|) < 2Mvaly (Hi ;) - (16)

Pour I = (i1,...,is) € N’, on notera X' := X{'... X}*  puis [I| =i, +---+ip et donc
deg(XT) = |I|. De méme, pour i € N1, on notera A™ = A™ .. A
Soit 2 € Rr(C) et z =3 ;4 Zk()_f,F, %) une série de type & (C) (cf. 2.3.2).

Pour chaque k € N fixe, Zk(f, F, %) est somme de termes de la forme X7 F® (%)b avec
[I|+a+b< deg)?’F’T(Z;g). On a alors

AXTF(5)") = AKX F ()" +aX TP (5) A(F) =bXTF (1) AR,
ou A(F) € {0,1}. Il s’ensuit que A()?IF“(%)b) = Q()?,F,%) ot Q € R[X,F,T)] vérifie
deg @ < |I[+a+b+|m| <dege . (Zy)+|mil.

EEaR)

Par conséquent, on aura pour chaque i

AT (@)= ATZXFE) =) Zn (X ),
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avec pour tout k€ N:
7t (X, F,T) € I"R[X ,F,T], et
deg (Z57 ;) < deg (Zy) +|mi| < C(k+1) + || < (17)
< C(valy(Zy) +1) + |mi| < C(valr(Z5; ;) + 1) + |mi] .

ou il convient de retenir les inégalités

k <valp (Zu(X,F,T)) < valy (2 (X, F.T)) (18)

En rassemblant toutes ces remarques on obtient une somme formelle dénombrable

V=D s (X 5 725) 75, (X F ) (19)

—

o I'on a d’apres (15), (16) et (17) et pour Hy ; et Z ;. considérés dans R[X,F, T,
deg?’py?(Hﬁj Z;—%)k) < (2M +1)valy(Hr ) + C’(vall( ) + 1)
et donc, si C' >2M +1:
deg(H7i,j 255 1) < C(vali(Hi j 25 ) +1) (20)

Cela étant, pour chaque v € N, I'inégalité valr(Hzm ; Z—> x) <o implique k< v (18) et
|mi| < j <wv (15) de sorte que seul un nombre fini de termes de la série (19) sont de va-
luation inférieure & un entier donné. Aussi, si nous notons J; la somme (finie) des termes

de la série (19) de valuation I-adique égale a j, la série 3, Jj()?, +. 745 ) converge vers
¢(z) mais, plus important encore, on a ¢(z) € Rp1-p(C) d’apres (20).
Ces mémes raisonnements s’appliquent pour z € #,_p(C) ce qui prouve:

Lemme 1. SiC >22M +1,0n a: qS(%F(C)) CRp1_r(C) et (b(%l,F(C)) CRp1-r(C).

Nous somme maintenant en mesure de prouver la surjectivité de 5¢T ce pourquoi il
suffira, d’apres (2.3.3-a), de monter que ses restrictions

ST
Rp(C) %R _p(C) ——Rpy r(C),
(bien définies lorsque C' > 2M + 1) le sont.

Nous avons déja montré que dy : Rp(C) SR _F(C) — Rp1-r(C) est bien définie, sur-
jective (2.3.3) et de section R-linéaire o = (op(—),01-p(~)) (cf. 2.3.1-(11)).

~

Lemme 2. Soit C >2M+1. Si z€ Rp1_p(C), on a I'égalité dans R[X, Fl[& Fi- F)]

z= Zoq —1)o;- F] (Z) — (b(ZKj o1-F [(d) — l)Ul_F}j(z)) (21)

o, les séries du membre de droite convergent vers des éléments de Rp(C) et Ri_p(C)
respectivement.
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Preuve. Pour r € N, soit w = ZT<ka(f7F FoF) ot Yo, Zg est de type R(C)

(2.3.2). On a bien évidemment w € I" R[X, F] [F( FJT mais aussi grace au lemme 2.3.3

et au lemme 1:
or(w) =, Zu(X, P ge) et o p(w) = 3,0, Z{(X, F, 25),
{(@5 D(w) =¥ Z1 (X F g 7).
ot les séries >, 1 Zp > ,.<i Zp et Do, 1< Zy son de type R (C). On aura donc

[(¢—1)01—F]j(z)22r+j<kz( )(X F’F’l F)

pour une certaine série ) i<k Z ) de type R (C) de sorte que dans la somme dénom-
brable du deuxiéme membre

Zogj (0= Dor-¢] (w) = Zogj (Zrﬂ'gk 20 (X %, ﬁ))

il n’y aura qu'un nombre fini de termes d’indice donné et la série obtenue en les addi-
tionnant sera encore de type R (C).

Pour terminer, si nous notons pour simplifier U := (¢ — 1)o1_p, on a

D0, 0 U (2) —¢(ZO<A01,FUJ‘(,2)) _
B Z i U7z = Zogj np U= (0 -1) (Zogj O1-F Uj(z))
5 ) (5, )

ce qui termine la démonstration du lemme et donc celle du théoreme. om

2.5 Un théoréme pour le recollement de modules sur une algebre f.c.t.f.
Le théoréme suivant joue un role clef dans I’étude des faisceau cohérents sur une schéma

t-adique affine de la section 4.2.

2.5.1. Théoreme. On se donne f € A" € Algg(R;I), un Af|-module de type fini L,

des relevements 1 fr
{ M — L[], M eMody(A'{$})

V:N—»L[Lﬂ NEModtf(AT{ﬁ})

On suppose qu’il existe un isomorphisme de Af {f } -modules ¢ : N{ } — M{1 f}
rendant commutatif le diagramme

N{3} —=M{s}
vl @ [enen
Ll=p7] = Llsa=p)]

Alors, dans le diagramme commutatif
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Mo N ML)
wl v Lut1/1-5)
f— p— 5 f—

Ll e L] —— L7

avec §o(z,y) =z —y et 8, (z,y) =2 —¢(y), le morphisme 4,' est surjectif.

Preuve. Soit 7: (AT)Z — L une surjection de Af-modules et notons de la méme ma-

niere les surjections induites apres localisation f-adique 7 : (AT{%})K - L [%} ol x €

{f,1—f,f(1—f)}. Notons 7 des relevements de 7
(A3 =M —=L[;]  (A{5}) > N——L[]
| r T | T

Les applications 7 sont surjectives puisque de réduction surjective et que M et IN sont

—_
|

L

de type fini sur des anneaux de Zariski.
On notera {ey,...,e¢} la base canonique de (Af{ﬁ})e. Soit 9 : (Af{ﬁ})‘g un

endomorphisme de Af-modules tel que v(e;) = e; mod I et tel que mo) = por.
. P . 4
(A7 1) — (A b
ﬂl fa> iﬂ
N{;} = M{}

Le morphisme 1 est bijectif. En effet, surjectif puisque son conoyau est a priori séparé
(1.3.1-g) et de réduction modulo I nulle, puis injectif puisque son noyau est alors facteur
direct de (AT{ﬁ})é et de réduction nulle.

On a ainsi les ingrédients d’un diagramme commutatif
Syl
(A{:}) e (A D) —— ({75 )"

S A

M © N —— M{g5}

ot 8y (z,y) =2 —(y). La surjectivité de d,! résultera de celle de .

Si nous fixons maintenant une surjection d’algébres « : R[)?, F]l — Al avec o(F) = f,

1
F(-F)

I'identité modulo I et tel que mo ¢ =1 om. La surjection de 5¢,T résulte alors de celle de

ces idées permettent aussi de construire un isomorphisme ¢ : (R[Y K| |T)¢ égal &

(RIZ.FI[3])" @ (RIX.F)[L5] ) 2= (RX. Fllar] ) (©

avec 641 (z,y) =2 — ¢(y).
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La démarche pour prouver la surjectivité de 6¢T est la méme que dans la preuve du
théoreme 2.4.1, elle est basée sur les propriétés suivantes.
i) La surjectivité du morphisme
(RIX.FI[+]") @ (RIX . FI[+)") == (RIX . Fl [zt
ot 8'(Z,¥) = (xi — Yi)i=1... ¢, évidente car somme directe de surjections (2.2.4).
ii) L’existence d'une section linéaire o de 8. On pose o(Z) = (o (x;))i=1.....
iii) Les sous-modules &, (C)* C (R[Y,F} [1])% (cf 2.3.2) vérifient
a) (RIX,FI[L]N =Ulcen .(C)".
b) Pour chaque C € N,
8! (Rr(C) @ R1_p(C)) = Rp1-r(0), 0(Rp1-r(C)") CRr(C) & R1_p(C)"
puisqu’il en est ainsi coordonnée par coordonnée d’apres 2.3.3.
iv) L’isomorphisme ¢ conserve Ry (C)* pour C > 0.
Soient e = ¢ —id et z; ; :=€(e;);, pour 4,5 =1,...,0. Ona z ; := IR[X, Fll+ Fie F)]T
et des séries Zlgk Zi,j’k(?( F,T,T5) vérifiant deg Z; ; , < Mk pour un certain M € N
telles que z;; = 1<y Zijk (X F, },, T F) Pour ¥ € Rp;_ r(C)¢, choisissons des sé-

ries D o<, Pin de type R 1 r(C) telles que z; = >, Pi n(X F, L, ). Alors, dans
les sommes formelles

e(&); = Zi:l WA clei); = Zi:l L (ZK” Pi’") (ZKk b k) (+)
onadegP;, Z; i <C(n+1)+Mk et, par conséquent, si C' > M
deg Py Zi j o < C(valp(Pin Zi ji) +1).

Ainsi, en regroupant les termes de (x) par valuation I-adique on a €(7) € Rp1-p(C)*
et donc aussi ¢(Rp1-p(C)") =Rp1-r(C)-.

Ces propriétés sont tout ce qu’il faut pour démontrer I'analogue du lemme 2 de la
preuve du théoreme 2.4.1 qui s’énonce maintenant en disant que pour tout C > M et
pour tout 7 € Rp1-r(C)* les séries dans membre de droite de I'égalité formelle

7= Zo<j or[(6=Dar-r](7) - ¢(ZO<]. o1-r[(é- 1)01’F]](?)>
convergent bien vers des éléments de R r(C)¢, autrement dit, les applications
5¢T : %F(C)f S5 %1,F(C)Z —hqlepylfp(O)Z

sont bien définies et surjectives des que C' > M.

La surjectivité de 64" dans (o) est alors conséquence de la propriété iii-(a). ]
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§3. Schémas f-adiques

Dans cette section nous rappellerons la définition de Meredith ([M]) des «schémas
formels faibles (affines)», que nous appelons «schémas T-adiques (affines)», et redémon-
trerons ses théoremes d’acyclicité en les débarrassant des hypotheses superflues sur le
couple (R;I) dont nous ne supposerons que la ncethérianité de R. Mais auparavant nous
commencons pas quelques remarques sur la cohomologie de Cech.

3.1 Cohomologie de Cech

Dans cette partie on note Y un espace topologique et 98 une famille d’ouverts vérifiant
les propriétés suivantes

2B-1) B est une base de la topologie de Y, i.e. tout ouvert de Y peut étre recouvert par
des ouverts de 9B et 9B est stable par intersection finie.

PB-ii) De tout recouvrement d’un ouvert de 9B par des ouverts de 98 on peut extraire un

sous-recouvrement fini.

PB-iii) Pour tous Uy,...,Uy € B de réunion U € ARB, il existe V € B tel que
U=U,UV et VCUU---UU,.

Exemples

¢ Y est l'espace topologique sous-jacent au schéma affine associé a un anneau A et 9B

est I’ensemble des ouverts principaux.
Vérifions (#8-iii). L’inclusion D(f) C D(f1)UD(f2)U---UD(fe) équivaut a l'exis-

tence d’une égalité de la forme fN = fi+Gfo+ -+ fe avec NEN et (; € A.
Il s’ensuit que si nous notons g = 2522 Cifiyonaaussi D(f) = D(f1)UD(g) et bien
évidemment D(g) C D(f;).

« Y l’espace topologique sous-jacent a un schéma séparé et #B ’ensemble de ses ouverts
affines. Conséquence de la propriété précédente.

3.1.1. Lemme. Soit & C 9B vérifiant

F -i) Tout ouvert dans 9B admet un recouvrement par des ouverts de F .
F -ii) Tout ouvert de 9B contenu dans un ouvert de F appartient a F .

F -iil) Un ouvert de 9B réunion de deux ouverts de F appartient a F .

Alors & =3B.

Preuve. Pour U € &, notons £(U) le plus petit des cardinaux des recouvrements de U
par des ouverts de &. Supposons le lemme prouvé pour tout W € % tel que ¢{(W) < ¢
et soit U eB avec {(U)={, On a U=U,U---UU,; avec U; € F. Par ($B-iii) il existe
VeBavecU=U UV et VCU,U---UUp. Maisalors VeF car V=U,_, ,(VNU)
et chaque (V NU;) € F d’apres (#-ii) et on conclut par (9-iii). m
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3.1.2. Cohomologie de Chech de préfaisceaux. A partir de maintenant, ’espace Y et
I’ensemble 98 sont fixés. L’ensemble 98 muni des inclusions entre ses ouverts est une sous-
catégorie de la catégories des ouverts de Y. Soit & un préfaisceau de groupes abéliens
sur la catégorie 9B. Etant donnés un ensemble totalement ordonné (A,<), une famille
AU ={U;|ieA} d’éléments de &B de réunion un élément U € &B et un entier n € N, «le
groupe des n-cochaines de Cech & valeurs dans & relatives o P » est le groupe :

Cm( %790) = Hi(]<i1<---<i" g)(Uiomizf)

ou U, 4, :=U;y;N---NU,,. Le «n-cobord » est 'application :

6n 2 C™(UP) —— C™ (WU P)
w [ — 6n(w)i07"')in+l = Zk:O,...,n+1(_1>kwi0’.,‘,{,\“..,,in“

On a 6,41 00, =0, d’ott «le compleze de Cech & valeurs dans P et relatif ¢ P »:

(CH(U:2),08.,) = (0 SO U p) Ny RENUEXD) L“)

dont I’homologie, notée H*(%;@), est la « cohomologie de Cech de P relative & B ».

L’«augmentation» e(U) : P(U) — C*(U;P) = [1;c9q P (U; N U), produit des morphismes
de restriction #(U) — P (U; NU), est & valeurs dans HO(%;%).

3.1.3. Proposition. Supposons que pour tous U,U;,Us € RB tels que U=U;UU,, le
complexe de Cech augmenté :

0 2U) L) o) 2P (Un) — 0 (22)

est exact. Alors
a) Pour toute famille ? = {U,},cq d’ouverts de 9B de réunion un ouvert U € 9B, le com-
plexe de Cech augmenté :

0 2) 2 02y 2 N ) s O Gl () S
est exact.
b) Soit P le faisceau sur Y associé a &, alors pour tout ouvert U € 9B :
i) Le morphisme canonique & (U) — I'(U;&) est bijectif.
ii) H{(U;%) =0, pour tout i > 0.

Preuve

a) Par récurrence sur le plus petit cardinal ¢( %) des sous-familles finies de %4 qui recou-
vrent U (2B-ii). Lorsque ¢(%/) =1 on a U; = U pour un certain i € 2 et le complexe de
Cech augmenté est homotope & zéro (*). Supposons maintenant £(%£) > 1 et 1’assertion
(a) démontrée pour tout recouvrement ¥ d'un ouvert de 9B vérifiant £( ) < (( ).

1 Cf. [Go] p. 222, dernier paragraphe de §5.7.
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Notons £:=£0(%), soit Uy,...,U; une sous-famille minimale de %/ de réunion U et
soit V € B vérifiant (98-iii), i.e.

U=U,UV et V=UH LV UL

On considere alors le bicomplexe

0 0
! ) o

0——2(U) C*(au; )
l e(Ur)®e(V) - l <

0—2(Uy) &2 (V) CULN U2 B CHV A up)  (23)
! !

0— 2, NV) (V) CHULNV N WD)
! !
0 0

ou les colonnes sont définies a 'aide des suites

0= P i ) ——PUNU;, ;) BPV AU, i) ——PU,NV AU, ) — 0,

ip

qui sont exactes par I'hypothese de la proposition, quels que soient n € N et i; € 2.
Le complexe de Cech augmenté 0 — & (U) — C*( ;%) est donc quasi-isomorphe au
complexe simple associé au sous-bicomplexe des lignes inférieures de (23). Or, ces lignes
sont exactes par hypothese de récurrence puisque (U1 N ) =1, (VN 3) < l—1 et
LU, NV N %)< -1 par construction. Ceci termine la preuve de (a).

b) Résulte de considérations générales sur la cohomologie de Cech que nous rappelons
brievement (cf. [Go] §5.8). Pour tout ouvert W CY et chaque recouvrement % de
W par des ouverts de % on dispose du complexe de Cech C’*( AU;P). Les propriétés
3.1-(9B-x) assurent l’existence de raffinements pour deux tels recouvrements et on peux
définir une cohomologie de Cech relative & 9B, notée H, (W), comme limite induc-
tive des H*( ;%) suivant une famille cofinale convenable de recouvrements (loc.cit.).
La correspondance W ~ H(W;#) définit alors naturellement un préfaisceau sur Y
que nous notons ., (). D’apres (a) on a

F(U;Jk;(g’)) =P (U), pour tout U € 4B,
et les mémes raisonnements s’appliquent au préfaisceau Jk% (2) sur Y, l'application
canonique F(U;jﬁ;(?]’)) — F(U;Jk()(%fb,(y))) est donc bijective pour tout U € 98.

Or, v (Jvf?ﬁ(g))) est le faisceau 2 sur Y associé & 2 et (b-i) est prouvée. Il s’ensuit
que le morphisme canonique

Hy(W:;2) — H'(W;2)

est bijectif pour tout ouvert W C Y. En particulier, Hi(U;ﬁ) =0pouri>0et U ecRB
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et le théoréme 5.9.2 dans [Go] qui relie la cohomologie de Cech & la cohomologie de

faisceaux s’applique ; le morphisme canonique
H (W;2) — H (W;2)

est bijectif pour tout ouvert W C Y. On conclut que Hi(U;%) ~ H,(U;#) =0 pour
i>0et UeRB dapres (a). m

3.1.4. Remarque. Si dans I’énoncé de 3.1.3 les suites (22) sont uniquement supposées
exactes & gauche, la méme démonstration prouve que les complexes de Cech augmentés

dans (b) sont exacts & gauche et I’assertion (b-i) en découle.

3.2 Le foncteur (_)": Mod(A") ~ Mod(0y)

3.2.1. Soit A" € Alg(R;I) et notons (X;0x) le schéma affine associé & I’algebre A,
réduction modulo I de Af. Soient f,g € Af. Lorsque f =g mod I, 1’élément g est inver-
sible dans A'{ %} (1.3.1-f) et donc AT{%} = Al{ é }. La correspondance qui associe & I'ou-
vert principal D(f) C X I'algebre AT{%} est ainsi bien définie. De méme, D(g) C D(f),
si et seulement si g € /f, auquel cas f est inversible dans AT{%} et il existe morphisme

canonique (1.3.3) «de restriction» de AT{%} vers AT{é}. La correspondance Py

Pa:D(F)~ AL} @4 (D(f)2Dlg) ~ (A{1} — AT{1})

est un préfaisceau sur la catégorie #B des ouverts principaux de X dont on notera Oy; le

faisceau d’algebres sur X qui lui est associé.
3.2.2. Plus généralement on considérera le foncteur
(L) : Mod(A") ~ Mod(0y;)

de la catégorie des Af-modules (& gauche) vers la catégorie des €, -modules (& gauche)

qui fait correspondre au Af-module M le faisceau M~ associé au préfaisceau sur 94 :
Pr(-)i=Pa () @4 M D(f) ~ A{$} 00 M = M{$},

et qui fait correspondre au morphisme de Af-modules o : M — N le morphisme de fais-

ceaux & = M~ — N~ associé au morphisme de préfaisceaux idgpAT Qa: Py — PN .

3.2.3. Morphisme d’adjonction. La composée d’un morphisme de Af-modules « :
M — /(X)) avec les morphismes de restriction 4(X)— .4(D(f)) se factorise d'une
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unique maniére en une application a{%} : M{%} — A(D(f)) et la famille des dia-

gramimes
M —2 . (X)

z/fT(M)i W J{rest
M{%} ——= N (D(f))
est un morphisme de préfaisceaux sur la catégorie 9B des ouverts affines de X dont on
notera Z(M;A)(«) : M~ — A le morphisme de faisceaux sur X associé. L’application
ainsi définie
E(M;A) : Hom g (M, A(X)) — Homg, (M, 4),

est clairement fonctorielle par rapport a M et 4.
Terminologie. Pour tout 4 € Mod(Ox ), le morphisme Z(N (X)) : N (X)™ — AN sera

appelé «le morphisme canonique ».

3.2.4. Proposition. Soit A" € Alg;.(R;I) et notons (X;0x) le schéma affine associé
a Aly. Le foncteur (_)": Mod(A") ~ Mod(0y;) est I’adjoint a gauche du foncteur des
sections globales I'(X;_) : Mod(0O4) ~ Mod(A"). Plus précisément, I’application

E(M;h) : Hom g (M, I'(X;5.4)) — Homg, (M, ),
est bijective.

Indication. On a d’une part Homg, (M. 4) >~ Homg, (%4 @ M;.A4) par I'adjonction du
foncteur « faisceauz associé» et d’autre part Hom 4 (M; A (Y')) =~ Homy, (#4 @ M;A). m

Le théoréme suivant rassemble plusieurs résultats démontrés dans [M] sous des hypo-
theses restrictives sur le couple (R;I).

3.2.5. Théoréme. Soit Al € Alg.(R;I). Alors:

a) Le foncteur (_)": Mod(A") ~ Mod(0y) est exact.

b) Pour tout Af-module M et tout ouvert principal D(f) C X :
i) Le morphisme canonique AT{%} Qat M — F(D(]_"’); M~) est bijectif.
ii) Pour tout recouvrement principal @ = {U;} de D(f), on a

Hi(%;M~) =0, pour tout i > 0.
iii) H'(D(f); M") =0, pour tout i > 0.
c) Etant donnés deux Af-modules M et N , Papplication naturelle induite par le fonc-

teur ()~
E(M,N):Homa(M,N)— Homg, (M",N")

est bijective, i.e. le foncteur () est pleinement fidéle.
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Preuve. Nous nous plagons dans le contexte d’application de la proposition 3.1.3.
L’espace topologique est X := Spec(A';), 'ensemble d’ouverts & est I’ensemble des ou-
verts principaux de X et le préfaisceau sur 9 est défini pour chaque Af-module M par
la correspondance #py (cf. 3.2.2):

D(f) ~ @ (D(f)) := AT{%} ®ar M

Le foncteur M ~~ &y est alors exact puisque chaque AT{%} est un Af-module plat
(1.3.5-d). L’assertion (a) en découle car le foncteur “faisceau associé” est lui aussi exact.

De I'égalité de préfaisceaux Ppr(—) = Pyi(—) ® 41 M on déduit aussitot identification
des complexes de Cech

(C*(U:%n1),0.) = (C* (U P ), 6.) @ 0 M

pour toute famille finie %/ d’ouverts principaux de X et de méme pour les complexes
de Cech augmentés lorsque %/ est un recouvrement d’un ouvert U € #8. En particulier,
si U,Uy,Us € RB vérifient U = Uy UUs,, le complexe de Cech augmenteé :

0 — Pap(U) —— Py (U1) © Par (Un) =22 Par(Uss) — 0 (24)

s’identifie a
(0 — P4 (U) == 24 (U1) ® Py (Un) — Py (Ur2) — 0) ®at M

et exactitude de (24) résulte puisque 0 — Py (U) — C*({U;,Us};Pa41) est exact (2.2.4)
et que ses termes sont des A'-modules plats (1.3.5-d).

L’hypothese de la proposition 3.1.3 est donc vérifiée par @y; quel que soit le Af-module
M et (b) en découle.

L’assertion (c) peut étre justifiée comme corollaire de la proposition 3.2.3 et de 'as-
sertion (b-1) mais admet aussi la démonstration directe suivante.

Suite & (b-i) le foncteur I'(X,_):Mod(0O4) ~ Mod(Al) est inverse & gauche de
(L) : Mod(Al) ~ Mod(0y:) et 'application Z(M,N) est injective pour tous M, N €
Mod(A'). Soit maintenant ¢ : M~ — N~ un morphisme de €4 -modules. Pour chaque
ouvert principal U = D(f) € X on a un diagramme commutatif de Af-modules

M o(X) N
Vf"(M)l ll’f"(N)
11 Cage ) ATy 1
M{?} =I'U;M")——T(U;N") _N{?}
et p(U) =1® p(X) puisque ces deux morphismes coincident sur le sous—AT{%}—module

engendré par M, i.e. sur M{%} tout entier. On a donc ¢ = (p(X))” et Z(M,N) est
bien surjective. =
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3.2.6. Remarque. Comme conséquence de 3.2.5-b-i, la bijection naturelle dans la pro-
position 3.2.3 pour tout M € Mod(A') et tout .4 € Mod(0y;) :

v(M . A) : Homg,, (M",A") — Hom 4 (M . /(X))

est celle induite par le foncteur des sections globales I'(X;_).

3.3 Schémas j-adiques affines

3.3.1. Espaces localement annelés. ([EGA;]) Un espace topologique annelé est un
couple (X;0x) formé d’un espace topologique X et d’un faisceau d’anneaux Ox sur X.
Un morphisme de (X;0x) vers (Y;0y) est un couple (a,a®) ott a: X — Y est une
application continue et o : Oy — o, Ox est un morphisme de faisceaux d’anneaux. Ces
données constituent la « catégorie d’espaces annelés», notée Esp-ann.

Etant donné un espace annelé S, on note Esp-ann /s la «catégorie des espaces anne-
lés au-dessus de S » dont les objets sont les morphismes d’espaces annelés 7x : X — S et
les morphismes o : mx — my sont les morphismes d’espaces annelés o : X — Y tels que

Ty O =T7Tx.

Un espace annelé (X;0x) est dit «localement annelé» lorsque les fibres Ox , de Ox
sont des anneaux locaux. La catégorie Loc-ann des espaces localement annelés est la
sous-catégorie de Esp-ann dont les objets sont les espaces localement annelés et les mor-
phismes sont les morphismes d’espaces annelés (a,a”): (X;0x) — (Y;0y) tels que les
applications induites aff : Oy o(z) — Ox » sont des homomorphismes locaux d’anneaux
locaux (on appelle ainsi tout homomorphisme entre deux anneaux locaux 7: A — B tel
que I'image inverse par n de I'idéal maximal de B est I'idéal maximal de A).

La catégorie Loc-ann /s se définit de maniére analogue & Esp-ann /g.

3.3.2. Le foncteur (_)7: Algg.¢(R;I) ~ Esp-ann /(gi)-. Les constructions 3.2 font

correspondre & A’ € Alg;.;(R) I'espace topologique annelé (A')™:= (Spec(A';);04).

Si I'on se donne maintenant un morphisme de R-algebres f.c.t.f. n: AT — BT il existe
pour chaque f € A un et un seul morphisme 77{%} : AT{%} — Bt{ﬁ} (¢f. 1.3.3), «la
localisation f-adique de n en f», rendant commutatif le diagramme :

A 1 Bt
'] W1 o Lo
A{$} —=B{ 5}

et 'on déduit, comme dans la théorie des schémas classique, un morphisme canonique
d’espaces annelés o : (BT)” — (A')". En particulier, le morphisme structural s : Rl — Af
donne lieu & un morphisme d’espaces annelés s™: (A")” — (R)™ et toutes ces construc-

tions associent donc & Af € Algg(R;I) un espace annelé au-dessus de (R')
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La correspondance Af ~ (A7), 5~ 1", est fonctorielle et contravariante de la catégorie
Alg;.¢(R; I) vers la catégorie Esp-ann /igi)-, on la note:

()" Alggy¢(R; ) ~ Esp-ann /gi-

Le lemme suivant est élémentaire

3.3.3. Lemme. Soit A € Alg;(R;I).

a) Le morphisme canonique A [%] — AT{%}l est bijectif pour tout f € A.

b) Soit {¢f DAl AT[j |a < beA} un systéme inductif dans Algg(R;I) ou (A,x) est
partiellement ordonné filtrant supérieurement. Notons Al := li_rr}uATa. Alors, l'idéal
T Al est contenu dans le radical de Al .

c) Si I est nilpotent dans A', I'espace annelé (A")™ est le schéma affine associé a Al.

d) Soit P € Spec(A'y). La réduction modulo I de I'algebre (O )y, fibre de Oy en B,
est I'anneau local (Al1)q. Le morphisme naturel my : (O ) — (04, g est surjectif
et c¢’est un isomorphisme modulo I, i.e. ¢’est un relevement.

Indication. Dans Dassertion (b) un élément x € A, s’exprime comme somme finie
r=7 ;&a; avec § € I et a; € lim, A;. Comme la limite est filtrante, il existe a € 2 as-
sez grand tel que les a; sont les images d’éléments a,; d'un méme AL ;mais 14> &ag,
est inversible dans Al (1.3.1-b) et alors 1+ x est inversible dans Al_. (]

3.3.4. Proposition. Soient A', Bt € Alg;.;(R;I).

a) L’espace annelé (A')” = (Spec(A'1);04 ) est localement annelé.

b) Pour tout morphisme de R-algébres n: B — AT, le morphisme (1) : (A")” — (B')”
est un morphisme d’espaces localement annelés. Le foncteur (_)” (cf. 3.3.2) est donc
a valeurs dans catégorie Loc-ann /g, soit

(=) : Algg(R; I) ~» Loc-ann / gi)- .

Preuve

a) Soit P € Spec(Al}). On a (Oq )y = lglfAT{%}, ot f € Af; ~ . Pour chaque f &P,
I'idéal engendré par I dans AT{%} est contenu dans le radical de AT{%} (1.3.1-b)
et comme cette propriété est préservée par passage a la limite inductive (3.3.3-b),
lalgebre (Oy)yp la vérifie aussi. L’anneau (04 )q est alors local si et seulement si sa

réduction modulo I Dest, ce qui est bien le cas (3.3.3-d).
b) Pour 9 € Spec(A';) on a le diagramme d’anneaux locaux :

#
(OBt )y 1 B (Oa )

”n*lmi i’ffn

(B'1)yiq —— (A1)

ol les morphismes verticaux, ceux du lemme 3.3.3-d, sont locauz, de méme aussi, mais
pour des raisons évidentes, que 77?; . 11 s’ensuit que nj‘g est lui aussi local. L]
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3.3.5. Réduction du faisceau structural. Pour tout espace annelé (X;0) au-dessus de
(R)” et pour tout s € N on notera (0), le faisceau d’algebres engendré par le préfaisceau
U~ T'(U;0)®r R, et ms:0— (0), la surjection canonique.

Pour A" € Algg.(R;T), soit (a,a”): (Aly)”— (A" le morphisme d’espaces annelés
associé & la surjection canonique A" — Af,. On a a = idgpec(ar,) €t at  Og — Oy, se
factorise & travers m, : Oy — (041)s en un isomorphisme de (O )5 sur Oy .

3.3.6. Schémas f-adiques affines. On appelle «schéma T-adique affine » tout espace an-
nelé isomorphe & un espace de la forme (A")” avec A" € Alg;(R;T). La sous-catégorie
pleine de Loc-ann /)~ dont les objets sont des schémas {-adiques affines est la « caté-

gorie des schémas T-adiques affines» ; elle sera notée AffIf(R;I).

3.3.7. Proposition. Soient f € A" € Alg;.;(R;I) et notons (A") = (X;04). L'espace
annelé induit par (A")" au-dessus de l'ouvert principal D(f) C X est canoniquement
isomorphe au schéma T-adique affine associé a AT{%}, ie.

T\~ — (ATL 1)~
Preuve. Conséquence immédiate de 3.2.5-b-i [

Voici maintenant le principal résultat de cette section.

3.3.8. Théoréeme

a) Le foncteur (_)": Algg(R;I) ~~ Aﬁ'zf(R; I) est une équivalence de catégories.
b) La catégorie Aff If(R; I) possede des produits fibrés.

Preuve

a) Notons I':Esp-ann /- ~ Alg(R) le foncteur qui fait correspondre & un espace
annelé (X;0x) l'algebre I'(X;0x) et a un morphisme (a,a”):(X;0x)— (Y;0y)
le morphisme I'(Y,a#): I'(Y;0y) — I'(X;0x). Le morphisme naturel de foncteurs
() = I'o ()" est alors Iidentité sur Alg(R;I) (3.2.5-b-i, [M]) ce qui prouve la
fidélité du foncteur ().

Soient (A")" = (X;04), (BY) = (Y;0pg) et (a,a®): (A")” — (B')” un morphisme
d’espaces localement annelés au-dessus de (R')™. Le morphisme o : Ogi — a, Oy est
un morphismes de faisceaux de R-algebres.

R-i) Pour chaque B € Spec(A';), on a un diagramme commutatif :

a#
(Op1)aem) —— (Oa)p
““@”l lw«m
=
((OBTI )a(‘B) — (014“ )‘13

ou 7(*) est local et surjectif (3.3.3-d) et a% est local par hypothese. On en déduit

que &§ est local.
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R-ii) Le morphisme o induit un morphisme de faisceaux @” : (@ﬁ)l — Oé*(@Bt)1
(3.3.5) et donc un morphisme d’espaces annelés (a,a”) : (A'1)” — (BT})” qui est,
d’apres (R-1), un morphisme d’espaces localement annelés entre deux schémas af-
fines (3.3.3-¢). On a donc (a,a”) = ()" ou 77:= ['(Y;a") : Bl — Al| n’est autre
que la réduction modulo I de I’homomorphisme 7 := I'(Y;a#) : Bt — Af. On en
déduit que:

a=n", etalors o '(D(f))=D(n(f)), pour tout f € BT, ()

Cela étant, le morphisme o : Ogi — o, O4 donne, pour chaque f € BT, le diagramme
commutatif suivant ou les fleches verticales sont les applications canoniques.
| =I'(D(1);a¥)

l
B =I(D(1):0p) D(D();0.0x) = I(D(1))i0x ) = A

VfTJV l l Vo)

: I(D(f);0%) : :
B} = I'(D(f);0p) ———— I (D(f);a.0a) 5 I'(D(n(f)):0a) = A 5057}
les égalités (=)p) résultent d’appliquer 3.2.5-b-i et (=) de (¢). Or, la localisation

t-adique de n en f, i.e. 'application n{ } BT{ }HAT{ lf)} (¢f. 3.3.2) est bien

’unique morphisme rendant (%) commutatif, par conséquent I'(D(f);a”) —77{ }

I(D(1);a)
_—

et on a bien:

(o, ™) =I(Y;a7).

Nous avons ainsi prouvé que le foncteur (_)": Algg.(R; I) ~ Loc-ann /g est plei-
nement fidele, c’est donc une équivalence sur son image essentielle, i.e. sur Aff If(R; I).
b) Conséquence immédiate de (a) et de 1.3.2-(b). ]

3.4 Catégorie des schémas j-adiques
3.4.1. Schémas f-adiques. La «catégorie des schémas t-adiques», notée SchIf(R; I),
est la sous-catégorie pleine de Loc-ann /)~ des espaces annelés tels que chaque point

admet un voisinage ouvert isomorphe a un objet de Aff If(R; I).

3.4.2. Notation. On note 27 := (X;0,) un schéma f-adique. L’espace annelé induit
par 21 au-dessus d’'un ouvert U C X est noté @' := (U;04,:) avec donc O 4 := 0y ;.

3.4.3. Proposition. Le sous-espace annelé @' induit par un schéma t-adique 27 au-
dessus d’un ouvert U C X est un schéma T-adique.

Preuve. Soit x € U. Par définition de schéma f-adique il existe un ouvert V' C X avec
r €V et tel que ¥ = (V;0yy,) est un schéma f-adique affine. Notons W un voisinage
de z principal dans V et tel que W CU. Alors 21 = (W;0, \w) est aussi I'espace
induit par le schéma affine (V;0,:) au-dessus de son ouvert principal W, c¢’est donc un
schéma f-adique affine (3.3.7). L’espace annelé %2/' est donc un schéma f-adique affine. m
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3.4.4. Proposition. Soit #T € Schzf(R; I).
a) L’algébre I'(X;0,+) est séparée.
b) Si X est quasi-compact, 'algébre I'(X;04+) est aussi faiblement compléte.

Preuve
a) Soit &R := {U, }ica un recouvrement de X avec % EAﬁ'If(R; I). On a la suite

X : _
exacte So()

—— L jea I'(Uij;05) (o)

avec ['(U;;0 1) € Algg . (R;I). Lalgebre I'( X ;0 4+ ) se réalise ici comme sous-algebre
d’un produit d’algebres séparées; elle est donc séparée.

e(R
0 D(X;0,) 2 g T(U30,1)

b) Lorsque X est quasi-compact, le recouvrement 9 dans (¢) peut étre choisi fini auquel
cas l'application do(ZR) est continue entre un espace faiblement complet, car somme
finie d’espaces f.c., et un espace séparé (d’apres (a)), son noyau est alors faiblement
complet. L]

3.4.5. Réduction d’un schéma t-adique. Pour tout schéma f-adique 27, I'espace an-
nelé (X;(0y1)s) (cf. 3.3.5) est un schéma localement de type fini (3.3.3-c) au-dessus de
Spec(Ry), il sera appelé «la réduction modulo I de X' »

Terminologie. Un schéma f-adique # sera dit «de réduction affine, séparée, ...» s'il
en est ainsi du schéma algébrique (X;(0y1)1).

§4. Modules cohérents sur un schéma fj-adique

4.1 Modules cohérents sur un espace annelé

Soit (X;0x) un espace annelé. On rappelle qu'un Ox-module .4 (& droite) est « quasi-
cohérent » lorsque pour chaque x € X il existe voisinage ouvert V, et une suite exacte a
droite de Ox ‘V$ -modules

@mm Oxly, —’@%w Ox |y, —— )y, —0, (25)

ot A, et B, sont des ensembles d’indices arbitraires. On note Mod.con(Ox) la sous-
catégorie pleine de Mod(0x) dont les objets sont les € x-modules quasi-cohérents.

Un Ox-module 4 est dit «de type fini» lorsque pour tout = € X il existe un voisinage
ouvert V,, et une surjection p, : @%m Ox |y, —» A}y, avec B, fini.

Le Ox-module A est dit «cohérent» lorsqu’il est de type fini et que pour toute sur-
jection locale p; : @y Ox |y, — M|y, avec B, fini, le faisceau ker(p,) est de type fini.
On note Mod,(Ox) la sous-catégorie pleine de Mod,.con(0x) dont les objets sont les
Ox-modules cohérents.

4.1.1. Réductions de modules cohérents. De méme que nous ’avons fait pour les
faisceaux d’algebres (cf. 3.3.5), si 4 € Mod(€x), on note (M) le faisceau engendré par
le préfaisceaun M @ R;. Le faisceau (M) est la «réduction modulo I® de M ».
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4.2 Modules cohérents sur un schéma fj-adique affine

Les assertions suivantes résultent aussitot du théoreme 3.2.5.

4.2.1. Proposition
a) Soit A € Algg(R;I).

i) Pour tout A'-module M, le faisceau M~ est un Oy -module quasi-cohérent.

ii) Pour tout A'-module de type fini M, le faisceau M~ est un 04 -module cohérent.

iii) Le foncteur (_)": Mod(A") ~ Mody con(€4) est pleinement fidéle.

b) Soit &' un schéma f-adique.

i) Les catégories Mod.con(Og1) et Modeon(0y1) sont abéliennes.

it) Si M est Oyi-cohérent, on a M|y, = T'(U; )", et donc H (U;dk) =0 pour j >0,
pour tout ouvert U (affine) assez petit.

ill) Si ol € Mod.con(Oy+1), sa réduction modulo I*, le faisceau (M )s, est un (Oyt)s-
module (algébriquement) quasi-cohérent. Lorsque (X;(0y4+)1) est un schéma (al-
gébrique) afline, le faisceau ()5 est engendré par ses sections globales, i.e. il est
isomorphe a I'(X; (M )s)".

4.2.2. Acyclicité. La proposition suivante, pendant du théoreme d’acyclicité des mo-
dules quasi-cohérents en théorie des schémas, jouera un réle important dans la suite. Il
est démontré dans [M] en supposant que (R, I) est un anneau de valuation discréte com-
plet d’idéal maximal I, nous allons le prouver dans le cas plus général ot R est seulement
supposé neethérien.

4.2.3. Théoréme. Soit (X,04) le schéma t-adique affine associé a A" € Algy . (R;I).
a) Si M € Modo,(O4), on a H (X ;) =0 pour tout i > 0.
b) Le foncteur
(L) : Mod;(A") ~» Mod.p(Cy1)
est une équivalence de catégories.

Preuve. D’apres 3.2.5 il suffira de prouver que ()~ est essentiellement surjectif. Soit, .4
un Oyi-module cohérent. Nous allons appliquer le lemme 3.1.1. Soient 98(X) I’ensemble
des ouverts principaux de X et F4(X) 'ensemble de V € B(X) tels que 4 (V') est un
Ox (V))-module de type fini et le morphisme canonique (V)™ — /|, (cf. 3.2.3) est bijec-
tif. Les propriétés 3.1.1-9B-1 et 3.1.1-98-ii sont immédiates d’apres 4.2.1 et la proposition
résultera de vérifier la propriété 3.1.1-98-iii qui dit que si Von a D(f) = D(f1)UD(f)
avec D(f;) € F4(X), on doit avoir aussi D(f) € F4(X).

Etant donnée une décomposition
D(f)=D(f)UD(f>), avec D(f;)€B(X), (26)

il existe g; € A*{%} avec 1= fig1 + faga et quitte & nous restreindre au sous-schéma
t-adique ouvert (V;0y) = (AT{%}T et & remplacer D(f;) € B(V) par D(f;g:) € B(V)
nous pouvons supposer que 'on a 1= f; + fo dans (26).
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Notations et remarques.

R-1) Vi:= D(f;) et Viz:= D(f12) = D(fifo),

R-2) Mody, v, (0y) : sous-catégorie pleine de Mod.o,(Oy) des Oy-modules A tels que
Ny, =A(Vi)7; c’est une sous-catégorie abélienne de Modon (Oy ).

R-3) Si 4 € Modon(Oy) on note A := (A);, la réduction modulo I de A4 (4.1.1). Le
faisceau ./ est un faisceau cohérent sur le schéma algébrique affine (V;(0y);) (as-
socié a Af([1/f]) il est donc de la forme (IN)™ pour un certain Af;[1/f]-module de
type fini N. On a aussi H*(V;./) =0 pour tout i > 0.

Lemme 1. Pour tout ./ € Mody, v, (Oy), on a H (V;.4) =0, pour i > 0. En particulier,
le foncteur I'(V';_) est exact sur Mody; v, (Oy ).

Preuve du lemme. La suite exacte de Mayer-Vietoris pour la cohomologie des faisceaux
et pour le recouvrement V =V, UV; est

o= HY(Vh) — H (Vi) @ H (Vase ) — H' (Vigseh) — -+

ce qui donne aussitot _
H'(V;4)=0, pour i > 2,

puisque V, € F(V) (3.2.5). Il nous reste la suite exacte:
0 — H(V) = A (Vi) @ A(Va) 2o H(Vig) — H (V;h) — 0 (27)

et 'annulation de H'(V';.4) résultera de la surjectivité de &7.
Nous avons ainsi un morphisme de suites exactes (cf. R-3)
0 — N(V) = H(V) B N(V3) —2s N (Vig) — H (Vi) — 0O
T
0—N(V)= AW e AV) = A(Viy)— 0 —0
[ [ |
0> N —>N[i} EBN[E] —“>N[E] - 0 =0
ou la morphismes , sont des relévements (3.2.5-(b-i) appliqué & V; ). Les conditions d’ap-
plication du théoreme 2.5.1 sont présentes et le morphisme &' est surjectif. Mais alors
HY(V;/) =0 dans la suite exacte (27) et ceci termine la preuve du lemme. o

Soient .4 € Mody; v, (Oy) et 7 : N — 4 la surjection canonique, le morphisme (V) :
N(V) — N (V) est surjectif d’apres le lemme 1. On prendra garde du fait que nous ne
savons pas encore que (V') est un AT{%}—module de type fini. Or, A(V) est de type
fini, puisque 4 est un (Oy);-module cohérent sur un schéma (algébrique) affine, il existe
donc un sous—AJf{%}—module M C. N (V) de type fini tel que 7(V)(M) =.4(V). Le mor-
phisme d’inclusion M C . A(V') induit (3.2.3) un morphisme de faisceaux ¢: M~ — N
dont les restrictions ¢y, correspondent aux morphismes M { %} —A(V;) qui, étant sur-
jectifs modulo I, sont surjectif puisque A(V;) — A(V;) est un relevement de type fini.
Le morphisme de faisceaux ¢: M~ — A est donc surjectif car localement surjectif, et

_37—
Lundi 23 juillet 2007



§5.1 ALBERTO ARABIA & ZOGHMAN MEBKHOUT 85

sa section globale ¢(V): M =T'(V;M") — A (V) est surjective d’apres le lemme 1. Le
AT{%}—module N(V) est donc bien de type fini. Posons M :=.4 (V') pour la suite.
Nous venons de démontrer que pour tout Oy-module A € Mody, v, (0v) le A'{ 7 }-
module (V') est de type fini est que A est quotient de A(V)™. Or le noyau <4 du mor-
phisme ¢ : A(V)" — A& induit & partir de id : A (V) — A(V) (3.2.3) est un Oy-module
de la catégorie Mody, v, (Oy ) avec # (V) =0. Par conséquent # =0 et A(V)" ~A.
La propriété 3.1.1-9B-iii pour 4 est ainsi vérifiée et ceci acheve la démonstration du
théoreme. -

4.2.4. Remarque. La question de savoir si le foncteur (_)”: Mod(A") ~ Mod con(Oy4i),
dont on sait qu’il est pleinement fidele, est une équivalence de catégorie est équivalente
a 'annulation de la cohomologie de faisceau en degrés positifs pour tout module quasi-
cohérent. Dans le cas algébrique ceci résulte du fait qu'un module quasi-cohérent est
limite inductive de modules cohérents. L’analogue f-adique de cette derniere propriété

n’est pas examiné dans cet article.

§5. Critere d’affinité des schémas j-adiques

5.1 On rappelle (cf. 3.4.5) qu'un schéma t-adique 27 est dit de réduction affine lorsque
lespace annelé (X;(0,1)1) est un schéma algébrique affine (de type fini).

5.1.1. Théoréme (Critére d’affinité). Un schéma t-adique #1 = (X;0,+) est affine si
et seulement si sa réduction (X;(0y:)1) est un schéma algébrique affine.

Preuve. Nous détaillons seulement la suffisance de la condition. Supposons que le schéma
algébrique (X;(0,+);) est affine associé & une R;-algebre notée A qui sera nécessaire-
ment de type fini puisque localement de type fini. Notons 7 : Oy — (04 ); la surjection
canonique de faisceaux.

La démonstration suit la méme démarche que la preuve du théoreme 4.2.3, a savoir:
utiliser le lemme 3.1.1. Notons 98(X) I’ensemble des ouverts principaux de X et F(X)
I'ensemble des V € B(X) tels que (V;04:1 ;) est un schéma f-adique affine. Les proprié-
tés 3.1.1-9B-1 et 3.1.1-9B-ii sont immédiates d’apres 4.2.1 et la proposition résultera de véri-
fier la propriété 3.1.1-98-iii qui dit que sil'on a D(f) = D(f1) U D(f2) avec D(f;) € F(X),
on doit avoir aussi D(f) € #(X). Nous supposerons, comme dans la preuve de 4.2.3, que
hi+fo=1.

Notons pour simplifier V := D(f), Oy :=0yi|y,, Vi :=D(f;), fra=fifo et Vio=Vi N
Vo = D(f12). Puis me :=7(V4).

On a pour 7 € {1,2,12} (3.2.5)
R-i) Le morphisme 7; : Oy (V;) — (Oy )1 (Vi) = A[1/f;] est une relevement.
R-ii) HY(V;;0v) =0 pour tout j > 0.
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On a alors le morphisme de complexes de Mayer-Vietoris relatifs au recouvrement
V =V; UV, induit par le morphisme de faisceaux 7 : Oy — (Oy )y

0— Oy (V) — Oy (Vi) & Oy (3) == Oy (Vi) — H'(V;0y) — 0

(
S Y P !

0— A — A[L @Z[L]LZ%}H 0 —0

Les conditions d’application du théoréme 2.4.1 étant vérifiées, Papplication &1 est sur-

jective. Par conséquent ‘
H’(V;0y) =0, pour tout j > 0.

et nous avons le diagramme commutatif de lignes exactes :

IQOy(V)—Ix20y(VI)DIR0y (V) — I @0y (Vi2) — 0

l l l |

0— Ov(V) — Oy(Vi) & Oy(Vh) =% 0Oy(Viy) —0
e
1

(
| | )

|

0— A [{] & 4[] LZ[MI_E] -0
| | |
0 0 0

ol les trois colonnes de droite sont exactes. Une chasse au diagramme élémentaire montre
alors que 7 : Oy (V) — A est surjective (mais pas nécessairement un relévement).

L’algebre Oy (V') est faiblement compléte (mais pas nécessairement f.c.t.f.) puisque
Oy (V1) @ Oy (Va) est f.et.f. et que Oy (V)y) est séparé (cf. 3.4.4).

Notons BT une sous-algebre f.c.t.f. de Oy (V) telle que 7(B') = A, et soit b; € BT tel
que (b)) = fi et by =1—b;. Soit 3: B < Oy (V) T'inclusion et §: Bf; - A la surjec-
tion induite.

Notons (BY)"= (W;0g) et soit W; = D(b;). Le schéma algébrique V est alors un
fermé (affine) de W et le plongement +: V C W correspond & la surjection 3 : Bf} — A.
Ona (. '(W;)=V,.

Notons By, w, (W) la catégorie des ouverts affines de W contenus dans I'un des W et
de méme pour By, v,(V). Si D(b) € By, w,(W), on a 1= (D(b)) = D(B(b)) € By, 1,(V),
et b agit comme un opérateur inversible sur ¢, (Oy )(D(b)) (1.3.1-f), il existe par con-
séquent un et un unique morphisme de Bf-module 3{1/b} rendant commutatif le dia-
gramme ; 3 .
BN — Ly (@V ) (W)

C

l/bT J/ l rest.

B {1} 28 0y ) (D(B))

La famille de ces diagrammes défini alors un morphisme de préfaisceaux sur la catégo-
rie By, w, (W) qui étant une base pour la topologie de W donne lieu & un morphisme
de faisceaux de R-algebres p:0Ogi — L*(@V) dont la restriction a W; est I'unique mor-
phisme p(W;) :BT{%}Z, — Oy (V;) induit par 8: Bf < 0y (V). Le morphisme p(W;) est
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surjectif puisque de réduction la surjection B, [Ei] — Z[fi] et puisque Oy (V;) est f.c.t.f.

(1.3.1-h). On conclut que ¢, (Oy ) un Opi-module cohérent quotient de Og;i. Par le théo-
reme 4.2.3 le module F(W;L*(@V)) =0y (V) est un quotient de BT et c’est donc une
algebre f.c.t.f. (1.3.1-d). Nous pouvons donc prendre Bf =0y (V') dans tout ce qui pré-
cede auquel cas on conclut que (Oy (V)™ ~ (V;0y) et ceci prouve la propriété 3.1.1-98-iii

ce qui acheve la démonstration du théoreme. [

5.1.2. Le corollaire suivant du critere d’affinité 5.1.1 élargit la portée de I’assertion 3.2.5-

b-i deés ouverts principaux jusqu’aux ouverts affines d’un schéma f-adique affine.

5.1.3. Corollaire. Soit A" € Alg(R;I) de schéma f-adique affine associé (X;0y), et
soit V' un ouvert affine de X .

a) Pour tout A'-module M, le morphisme canonique
O (VR4 M — M (V), Pm— Pm,

est bijectif.

b) Pour tout recouvrement V.=V, U---UV, ot V; est un ouvert affine de X, la suite
0—-0x (V)@ M—]]_y  Ox(Vi)®a M —[lic;c;ceOx(ViNV;) @4 M
est exacte.

Preuve. Soit V =W;,U---UW,; un recouvrement de V par des ouverts principaux
Wi = D(f;) de X avec f; € Af. Par 3.2.5-b-i et la propriété de faisceau on a une suite
exacte a gauche:

50(

0— M (V)—][,0x(W;) @4 M LR [lic;Ox(Wi) ® 4 M

D’autre part suite au critere d’affinité 5.1.1 on a BT :=0x (V') € Alg;.;(R;I) et l'espace
annelé (V;0x |;,) s'identifie & (B')". On a donc un isomorphisme de suites exactes a

gauche 50(BY)
0— B —ILBY3}——1ILBY75}

ol - |

0— Ox(V) — [[,0x(W;) —— [[;;0x(Wy)

qui induit un isomorphisme canonique de K := ker(8y(B") ®idp;) sur M~ (V). Or, par

6

I'isomorphisme de foncteurs sur Mod(B') :
(D) ®a M= () @p (B'@xu M)

et Paffinité de (V;0x|,,), on a K = B'® 4 M, CQFD. m
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§6. Produits fibrés dans la catégorie des schémas f-adiques

6.1 Généralités sur le produit fibré

On rappelle dans cette section les définitions et résultats nécessaires a la compréhen-
sion de la proposition 6.1.15 qui reformule le critere de représentabilité de foncteurs sur

la catégorie des espaces annelés de [EGA4] (prop. §4.5.4).

On désigne par € une catégorie. Le mot “foncteur” sans qualificatif est synonyme de
“foncteur contravariant”. En parlant de foncteurs, le mot “morphisme” est synonyme de

“transformation naturelle”.

6.1.1. Catégorie C/s.

Pour tout objet S de €, on note €/g la catégorie dont les objets sont les  x _®, X,
morphismes de € de but S. Si 7 : X7 — S et my : X9 — S sont des objets ml (&) lﬂz
de €/s, 'ensemble More (71, m2) est le sous-ensemble de More(X1, X2) S o S
des morphismes ¢ : X; — X5 tels que m = mp 0 ¢.

6.1.2. Foncteur représentable. Un foncteur contravariant F': € ~» Ens est dit «repré-
sentable » 8'il existe X € Ob(€) et un isomorphisme de foncteurs More(—, X) ~ F(_).

6.1.3. Lemme d’Yoneda. La correspondance qui associe a un morphisme de foncteurs
&(_) : More(—, X) — F(_) I’élément (X )(idx) € F(X) est une bijection sur I'ensemble
F(X). La correspondance réciproque associe a x € F(X) et Y € Ob(€) l’application
B(Y): More(Y, X) — F(Y), f— F(f)(x).

Lorsque F' est représentable, les couples (X ,z € F(X)) donnés par le lemme d’Yoneda

sont dits «représenter F ».

6.1.4. Lemme. Les couples représentant un méme foncteur sont deux a deux canoni-

quement isomorphes.

6.1.5. Produits. Etant donnés deux objets X et Y de €, on dit que « X et Y admettent
un produit dans € » lorsque le foncteur F(_) := More(_, X) X More(_,Y) : €~ Ens est
représentable. Dans ce cas, onnote X XY et px : X XY - X et py: X XY —Y res-

pectivement objet et I’élément de F'(X X Y) qui caractérisent F'.

On dira que «les produits existent dans € » ou bien que « € admet des produits » lorsque

chaque paire d’objets de € admet un produit dans €.
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6.1.6. Produits fibrés d’ensembles. Etant données deux applications d’ensembles 7x :
X — Set my: Y — S on définit 'ensemble X xgY et 'application mx v : X XgY —

S par: TXxg¥
X xgY = {(z,y) € X XY | 7x(z) =7y (y)} S

(2,y) ————7x(2)
On note px : X xgY — X et py : X XgY — Y les restrictions des projections cano-
niques de X XY . On a le diagramme « cartésien »
Py

X xgY -2y (z,y) ———
PXJ( D l‘n’y le J{TFY
X ™ . g T L)T{'x(ﬂj):ﬂ'y(y)

Le couple (X xgY,(px,py)) représente le foncteur
MorEns/S (—> 7TX) X MorEns /s (—u 7TY) 3
c’est le «produit fibré de X et Y au-dessus de S (relativement 4 wx et Ty )».

6.1.7. Lemme. Etant donnés deux diagrammes commutatifs d’applications d’ensembles :

XILXQ Yil’yé
ﬂxll lﬂxz ﬂ-yll lﬂ-yg
S, LI S Sli’SQ

il existe une et une unique application fx X fy : X1 xXg, Y1 — X5 xg, Y5 rendant com-
mutatifs les diagrammes :

Xlxlelfxx—fsfy)XQ X g, Yo Xlxlelfxx—fsfy>X2 Xg, Yo
Px, l lpxz Py J{ lpsg
X, fx X, Y, fr Y,

6.1.8. Produits fibrés de foncteurs d’ensembles. Etant donnés trois foncteurs contra-
variants F',G, H : € ~» Ens et deux morphismes de foncteurs np : F — H et ng: G — H

la correspondance :
F(X) xpx) G(X) 2220 G(X)
Ob(€) > X ~ pF(X)l lﬂ'G(X)
F(x) —=% | H(x)
More(X,Y) > f ~ (F(f) xu(s) G(f), F(f).G(f), H(f))
ot F(f) xp(s) G(f) désigne le morphisme donné par le lemme 6.1.7, est une correspon-
dance fonctorielle.

Le foncteur () ~ F(_) xg(_) G(_) est le «produit fibré de F et G au-dessus de H
(relativement a g et mg)».
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6.1.9. Lemme. Etant donnés trois foncteurs d’ensembles F.G, H représentés par des ob-
jets X,Y .S respectivement. Etant donnés deux morphismes np : FF — H et ng: G — H
représentés par des morphismes nwx : X — S et wy : Y — S. Le produit fibré de fonc-
teurs F xg G relatif a mrp et wg est représentable si et seulement si le produit fibré
X XgY relatif a mx et my existe.

6.1.10. Produits fibrés dans une catégorie générale

Définition. On dit que «les produits fibrés existent dans la catégorie € » lorsque les pro-
duits existent dans les catégories €/s pour tout objet S € Ob(€).

Etant donnés deux morphismes 7x : X — S et 7y : Y — S dans €, on a les applica-
tions naturelles

More(—, X) =), More(_, S) More(_,Y) e, More(_, S)
f _ Tx O f f —_ Ty © f

Posons F(_) := More(—,X), G(—) := More(_,Y) et H(_) := More(_,S). L’existence
des produits fibrés dans € équivaut alors a la représentabilité du foncteur F x g G, quels
que soient Tx et my (c¢f. 6.1.5).

6.1.11. Produits fibrés dans la catégorie Hom(C°?,€’). On note ainsi la catégorie
des foncteurs contravariants de € vers €. Lorsque la catégorie €' admet des produits fi-
brés on peut, de maniere analogue & 6.1.6, définir pour des foncteurs F,G,B : € ~ € et
deux morphismes 7g: F — B et ng : G — B, «le produit fibré de F et G au-dessus de
B (relativement o g et mg)». On dit ([EGA;] 0 §1.7.2, p. 45) que les produits fibrés
existent dans la catégorie Hom(C?, ).

6.1.12. Morphisme représentable de foncteurs d’ensembles. Soient F,G : C ~ Ens
deux foncteurs contravariants. Un morphisme f: F — G est dit «représentable» si pour
tout X € Ob(€) et tout morphisme u: More(—, X) — G, le foncteur F' x ¢ More(—, X)
est représentable.

Dans ce cas, si on fixe un isomorphismes More(_,Y) ~ F X More(_, X), le mor-
phisme canonique de foncteurs F' xg More(_, X) — More(—, X) est déterminé par un
unique morphisme ¢x € More(Y,X).

Soit & une classe de morphismes de € qui soit :

« stable par composition a droite ou a gauche par des isomorphismes;

e stable par changement de base dans €.

Définition. Un morphisme de foncteurs d’ensembles est dit «représentable par un mor-
phisme de &P » si dans la correspondance X ~» ¢x, les morphismes ¢x appartiennent
tous a &.

6.1.13. Proposition. ([EGA;] prop. 0.1.7.5) Soient F,G,H des foncteurs contrava-
riants de € vers Ens.
a) Tout isomorphisme de foncteurs est représentable.
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b) Si f: F— G et g: G— H sont représentables, il en est de méme de go f.

c) Si f:F — G est représentable, il en est de méme de tout morphisme fgy déduit de

f par changement de base H — G'.

6.1.14. Critere de représentabilité dans les catégories d’espaces annelés. Le cri-
tere de représentabilité de foncteurs sur la catégorie des espaces annelés Esp-ann /g de
[EGA,] (prop. 0.4.5.4, p. 103) est plus généralement valable sur n’importe quelle sous-
catégorie pleine € de Esp-ann /s vérifiant les deux propriétés de stabilité suivantes:

e Recollement : Tout S-espace localement isomorphe & un objet € est dans C.

« Restriction ouverte: Le S-espace induit sur un ouvert d’un objet de € est dans C.

Voici I’énoncé du critere en question.

6.1.15. Proposition. Soient € une sous-catégorie pleine de Esp-ann /s stable par re-

collements et restrictions ouvertes, F : €~ Ens un foncteur contravariant, {F;};c; une

famille de sous-foncteurs de F'. On suppose vérifiées les hypothéses suivantes :

a) Chacun des morphismes fonctoriels canoniques u; : F; — F' est représentable par une
immersion ouverte.

b) Pour tout X € €, 'application U + F(U), ou U parcours I’ensemble des S-espaces
annelés induits sur les ouverts de X , est un faisceau d’ensembles.

¢) Pour tout Z € Ob(€) et tout morphisme Mor(_,Z) — F, si Z, représente F; Xp
Mor(_,Z) et si U; est I'image de Z; dans Z, alors les U; forment un recouvrement
de Z.

d) Chaque F; est représentable par un objet X; € Ob(C)

Dans ces conditions, F' est représentable par un objet X de €, les morphismes X; — X
sont des immersions ouvertes et les images des espaces sous-jacents aux X,; forment un

recouvrement ouvert de X .

6.2 Produits fibrés de schémas j-adiques

Le principal résultat de cette section est le théoreme 6.2.3 qui établit I'existence des
produits fibrés dans la catégorie des schémas f-adiques. Dans la preuve, le critere de re-
présentabilité de foncteurs 6.1.15 () nous amene a monter que les produits fibrés de la
catégorie AfT If(R; I) sont aussi des produits fibrés de Schzf(R; I). Ceci est établi dans

6.2.2-b comme corollaire du théoreme d’affinité 5.1.1.

*[EGA.], chap 0, prop. §4.5.4.
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6.2.1. Faisceaux sur Schi¢ (R;T). Un foncteur F : SchIf(R; I) ~~ Ens est dit «fais-
ceau (d’ensembles)» s'il est contravariant et si pour tout 27 € SchIf(R; I) et pour tout

recouvrement ouvert {t, : % C X} peq de 27, 1a suite

()~ e P(L) = T, e P, )
e e(F)(2)() = Fta)(2)
51(F)(w) (0, 8) = F&5) (w(@))
8 (F)(w)(a, B) = F(1l 5)(w(B))

ou uy 5 désigne I'inclusion %Lﬁ C 9}, est «ezacte», i.e. ¢(F) est une bijection entre

F(X) et I'ensemble {6,(F) = 065(F)} C [[ o F(2}).

Proposition. Un morphisme p: F — G de faisceaux d’ensembles sur Schzf(R;I ) est
un isomorphisme si et seulement si sa restriction a la sous-catégorie Aff L-(R;I ) est un

isomorphisme.

Preuve. Soit 21 ¢ SchIf(R; I) et soit { %/ }aeq un recouvrement ouvert de 27 avec
Ui, € Aﬁ'zf(R; I). On a le morphisme des suites exactes :

F(oh) - Pl ) —2 Flatt
( ) - Hate ( a) W Ha,ﬁeQ{ ( a,ﬁ)
u(%‘*)l u(%)l u(%,ml
(e 51(G)
G(%I) - Haem G( %L) TG)) Ha,ﬁe‘l{ G( Wll,ﬁ)

et le lemme résultera de montrer que les applications u(%L) ﬂ) sont bijectives. C’est le
cas lorsque 2T est de réduction séparée puisqu’alors A, 5 est un ouvert de réduction
affine du schéma f-adique affine %! et donc %Lﬁ € Aff[(R;I) d’apres 5.1.1. Et ce
sera alors aussi le cas dans la situation générale car la réduction de %L 5 est toujours

séparée étant sous-schéma (ouvert) d’un schéma affine (donc séparé). ]

6.2.2. Théoréme
a) Pour tous 2 € Schy(R;I) et %' € AfE[,(R;I) lapplication naturelle

(21, %)

Mor (27, #1) Homompg (I'(Y;04:),I'(X;0,))
(fo ) ——— LY f*: 041 — [ Op)

est un isomorphisme.

b) Les produits fibrés de Aﬂ'If(R; I) sont des produits fibrés de Schif(R; I).
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Preuve

a) Pour &1 = (A")" fixé, le foncteur (_)~» Homompg(A",I'(_)) est un faisceau d’en-
sembles sur SchIf(R; I). En effet, soit #T=U, %!, un recouvrement ouvert de
xt e SchIf(R; I). On a la suite exacte de d’ensembles

e 61(I)
0= I(X:0,) < T[T Wi ) =Tl g T (Ua 5:00)
2
L’application Homompg(Af;¢(I")) est injective puisque U, recouvre X . Ensuite,
Homompg (A";][, I'(Ua;0y1)) =1, Homompg (A", I'(U,;0,))

et la donnée de 77 € Homompg(A';[[,, I'(Ua,0,41)) vérifiant §;(I") o ij = §o(I") 07 équi-
vaut & la donnée d’une famille de morphismes de R-algebres 7, : AT — I'(U,;0,+) telle
que, pour chaque a € Af on ait :

Na (a’)‘Ua”g = nﬁ(a)‘Uayg :

Il existe alors une et une seule section globale n(a) € I'(X;0,+) recollant les 7,(a).
L’application a — n(a) est un morphisme de R-algebres vérifiant ¢(I")on = 7 ce qui
termine la preuve du fait que Homompg(Af, I'(_)) est un faisceau sur Schif(R; I).
L’application v(_, #') : Mor(_, %) — Homompg(Af, I'(_)) est par conséquent un

morphisme de faisceauxr d’ensembles sur Schzf(R; I); on peut alors invoquer 6.2.1 et
affirmer que c’est un isomorphisme de foncteurs puisqu’il en est ainsi de sa restriction
a la sous-catégorie Aff L-(R; I) (3.3.8-(a)).

b) Etant donnés ,%”LyT € Aﬁ'zf(R; I)etm e Mor(%l,ff) on a les morphismes de fonc-
teurs Mor(_, ;) : Mor(_, 3&’1) — Mor(_,.#") et le foncteur sur Schif(R; I):

(—) ~ MOI‘(_, ’%I) XMor(_,ij) MOI‘(_, ‘%g)

dont il faut prouver la représentabilité.
Or, grace au produit fibré dans Aﬁ'zf(R; I) (3.3.8)

g{ Xt 9/"'2 — %'1

o

7, — gt

on définit pour chaque }T € Schif(R; I) Tapplication
Se)

Mor(}ﬂ@ﬂ{ X gt ,%”;) Mor@f,gﬂi) X Mor(51,9) Mor@f,%g)

qui associe a « € Mor(}’ﬂgﬂi X gt %) le couple (p;oa,poa). La correspondance
E(_) est naturelle entre deux faisceaux d’ensembles sur Schzf(R; I); on peut alors in-
voquer 6.2.1 et affirmer que c¢’est un isomorphisme de foncteurs puisqu’il en est ainsi
de sa restriction a la sous-catégorie Affif(R; I) (3.3.8-(b)) m
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6.2.3. Théoréme. La catégorie Schif(R; I) posséde des produits fibrés.

Preuve. Soient 7y : X1 — P et 7y : %1 — Pt des objets de SchIf(R; I)/4:. Notons
{1 }o un recouvrement ouvert de # avec #i, € Aff[.(R;I) pour tout a. Soit {%Lﬁ}g
un recouvrement ouvert de w;& (1) par des objets de Aff If(R; I) et de méme pour #1.
Le produit fibré ,%’Lﬁ X gt Z’/Lﬂ, existe dans SchIf(R; I)/4 (6.2.2-b) et représente
aussi le foncteur More(_, %Lﬁ) X More(_,1) More(—, f’/l”g,) (car #1 — &1 est un plon-
gement ouvert). Le produit fibré Qflﬂ X gt ?/Lﬁ, existe donc bien dans SchIf(R; I)/gi.
On conclut en appliquant le critere de représentabilité 6.1.15 avec
« @=Schl{(R;I)/yi ,
o F :=More(_, 2T X More(_,#) More(_, o,
o F, 33 :More(_, %Lﬁ) X More(_,o1) More(—, "Jlﬁ,). [

§7. Schémas f-adiques plats, schémas f-adiques lisses

7.1 Algebres j-adiques lisses

Une algebre A" € Algy;(R;I) est dite «f-adique lisse» (*), lorsque :

e L’algebre A; est lisse sur R;.

« Pour toute paire de morphismes de R-algébres Bf L,Cc£ Al on B est fe., C
est séparée et p est surjectif (de noyau arbitraire), et pour chaque morphisme d’al-
gebres h: A; — B vérifiant $ = po h, il existe un relevement h: At — BT de h, tel
que p =poh.

h h
A B A-—'-B A--t.B

Etant donnée A € Alg(R,) lisse sur Ry, on appelle «relévement t-adique lisse de A »
la donnée d’une algebre t-adique lisse Al et d’une surjection d’algebres AT — A dont la
réduction modulo I est bijective.

7.1.1. Théoréme ([Ar]). Soit A une algébre R;-lisse.

a) A admet des relévements lisses sur R.

b) Pour tout relévement p: A — A lisse sur R, le morphisme p' : (A)! — A est un rele-
vement f-adique lisse. Deux relévements t-adiques lisses de A sont isomorphes.

Remarque. Ce méme énoncé en remplagant «lisse» par «plat» n’est plus vrai.

7.1.2. Corollaire

a) Une algebre f-adique lisse est la complétion faible d’une algébre lisse sur R.

b) Il y a équivalence pour Al € Alg.(R;I) entre: étre t-adique lisse, et étre plate sur
R et de réduction lisse sur R; .

3« Very smooth » dans [MW]
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c) Si Al € Alg;.;(R;I) est plate sur R (resp. t-adique lisse), I'algébre AT{%} est plate
sur R (resp. t-adique lisse) quel que soit f € Af.

Indication. Pour A" f-adique lisse notons 7 : A" — (A"); la surjection canonique. Fixons
un relévement R-lisse 3: B — (Af); (7.1.1). Le morphisme induit 3" : BT — (A"); est un
relevement f-adique lisse (loc.cit.). 11 existe donc un morphisme d’algebres hf : Bf — Af
vérifiant o hf = 87 donc de réduction bijective. Or, une algebre f-adique lisse est plate
sur R ([MW] th. 2.6) et on peut appliquer 1.3.1-h pour conclure que h est bijective. m

7.1.3. Remarque. Contrairement a la situation générale (¢f. 1.5.1), une algebre -adique
lisse est toujours la complétion faible d’une algebre de type fini.

7.2 Schémas f-adiques plats, schémas f-adiques lisses

7.2.1. Définition. On appelle «schéma t-adique plat (resp. t-adique lisse)» tout espace
annelé localement isomorphe a un schéma f-adique affine associé a une algebre f.c.t.f.
plate sur R (resp. {-adique lisse).

7.2.2. Proposition. Un schéma T-adique est lisse si et seulement si il est plat sur R et
sa réduction est lisse sur R;.

Preuve. La propriété d’étre t-adique lisse est locale, et sur un schéma t-adique affine
I’équivalence résulte de 7.1.2-b. [

7.2.3. Proposition. Soit T = (X;0,+) est un schéma t-adique plat (resp. lisse).

a) Le schéma algébrique (X;(0y41)1) est plat (resp. lisse) sur R;.

b) Pour tout ouvert affine V' C X, 'algébre 0y(V') est une algébre f.c.t.f. plate sur R
(resp. -adique lisse).

Preuve. L’assertion (a) est claire. Pour (b), on sait d’apres le critére d’affinité (5.1.1) que
041 (V) est un relevement f.c.t.f. de (0y1); (V) qui est une algebre lisse sur R; lorsque
041(V) est f-adique lisse. Soit maintenant V =V, U---UV; un recouvrement par des
ouverts affines tels que €4 (V;) est plate sur R (7.1.2-¢). Pour tout R-module M, la
suite

est exacte d’apres 5.1.3-(b) pour le foncteur (—) ®¢ (v (051(V)®r M). Ainsi, lorsque
M C N est une inclusion de R-modules, on aura 0y (V;) @ g M C 0,4:(V;) ®g N par pla-
titude de 04 (V;) et 'injectivité du morphisme Oy (V) ®r M — 04 (V) @g N découle
aussitot du diagramme commutatif

0= 0yi(V)ORM ——[],0:(Vi) ®r M

| le

0— 0y1(V)@r N — [[,051(Vi) ®r N

Ces remarques prouvent que €y(V) est une algebre plate sur R. Lorsque, de plus,
(X;04+) est un schéma f-adique lisse, algebre Oy (V') est {-adique lisse d’apres 7.1.2-b.
]

48 —
Lundi 23 juillet 2007



68 TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE §8.1

7.2.4. Proposition. Soit #' un schéma t-adique plat sur R. Un morphisme de sché-
mas t-adiques (f, f#): &' — X' est un isomorphisme si et seulement si f:Y — X est
un isomorphisme de schémas algébriques.

Preuve. Si f: Y — X est un isomorphisme, la restriction de (f, f#) & un ouvert affine de
Y correspond par I’équivalence de catégories 3.3.8-a et le critere d’affinité 5.1.1 & un mor-
phisme d’algebres f.c.t.f. de but plat et de réduction bijective, donc & un isomorphisme
d’apres 1.3.1-h. [

§8. Faisceau d’automorphisme f-adiques

8.1 Faisceau de morphismes f-adiques
8.1.1. Morphismes j-adiques au-dessus d’un morphisme de schémas. Soient deux
schémas t-adiques #' = (Y;04:) et 2T =(X;0,+). Pour tout ouvert U CY notons
Y’/T\U le sous-espace annelé induit par #T sur U. Etant donné un morphisme de sché-
mas f:Y — X, quun morphisme de schémas f-adiques ¢ = (¢,¢™) : ?/T\U — 2T sera
dit «au-dessus de f» lorsque ¢ = f|,.

La correspondance %;.4i_, 1 qui associe & un ouvert U CY l'ensemble des mor-
phismes de schémas f-adiques ¢ : ”J/T\U — T au-dessus de f, et qui associe & I'inclusion
V CU la restriction ¢ ~ ¢y, : @T\V — 1, est un faisceau d’ensembles sur Y.

8.1.2. Proposition. Dans ce qui précéde, soit T = (A1) avec Al € Alg;.(R;T).
a) Pour tout ouvert affine V.CY, on a

Gty 21 (V) = {¢" € Homompg(A';0,:(V)) | ¢* (mod I) = (f|,)*}

oit (fly)#: ATy = (0y:)1(V) est le morphisme de R -algébres associé a fly,: V — X.

b) Si &' est un schéma t-adique plat sur R le faisceau Gidy: %t ot €st un faisceau
de groupes. Plus précisément, pour tout ouvert U CY, I'ensemble %y, 4t , 4 (U)
est le groupe des isomorphismes de schéma t-adique de JJHU au-dessus de idy. En
particulier, si V' est un ouvert affine de Y, on a

Gy 51 (V) = {67 € Endomp(04:(V)) | ¢* (mod I) =id}.

c¢) Si %" est un schéma t-adique plat sur R et si f:Y — X est un plongement ouvert,
le groupe Giy.4i-, 51(U) opére a droite sur Gy.4i_, »+(U) de maniére simplement
transitive quel que soit 'ouvert U CY .

Preuve

a) Par définition de %;(V), le critere d’affinité 5.1.1 et ’équivalence de catégories 3.3.8-a.

b) Tout morphisme de schéma f-adique au-dessus de I'identité ¢ : #T|,;, — &1 se factorise
de maniere unique comme composée de 'endomorphisme |, : ¥, — #1|,; et de I'in-
clusion % T\U C #*. Le morphisme ¢l est un isomorphisme d’apres 7.2.4. L’assertion
résulte alors du critere d’affinité 5.1.1 et de I’équivalence de catégories 3.3.8-a.
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¢) Comme pour (b), tout morphisme #T|,, — ZT au-dessus de f se factorise comme
la composée d’un (unique) isomorphisme de ?/T\U sur %T\ F(u) Suivi de T'inclusion

8.1.3. Notations
e Le faisceau 9. 41, gt «des morphismes T-adiques de 't vers X1 au-dessus de f»
sera noté plus simplement %4, 451 lorsque f:Y — X est sous-entendue.
e Le faisceau %q,. 41, 9t «des automorphismes t-adiques de @1, (8.1.2-b) sera noté
plus simplement 9.
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