Produits fibrés dans la catégorie
des schémas j-adiques

Alberto Arabia”

Résumé. On démontre les deux assertions suivantes
e La catégorie des schémas t-adiques localement de type fini posséde des produits fibrés.
e Pour un schéma t-adique localement de type fini, il y a équivalence entre: « étre de réduction
affine » et « étre T-adique affine de type fini.»
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§1.2 ALBERTO ARABIA 81

§0. Résumé
On complete I’étude des schémas t-adiques de réduction affine de type fini ([Ars]) avec:

Théoréme 4.1. Pour un schéma t-adique localement de type fini il y a équivalence entre :
a) Etre de réduction affine (de type fini).
b) Etre {-adique affine de type fini.

Ce résultat, ou plutét sa version affaiblie 3.1.3, constitue le point clé dans la preuve
des théoremes suivants clairement inspirés de leurs analogues en théorie des schémas.

Théoréme 3.2.3-(a). Pour tout schéma t-adique localement de type fini (X;0x) et
tout schéma t-adique affine de type fini (Y;0y) I'application (f, f#)+ I'(Y;f*) est un
isomorphisme naturel de Mor(X,Y) sur Homomg(I'(Y;0y),['(X;0x)).

Théoréme 3.2.4. La catégorie des schémas t-adiques localement de type fini posséde
des produits fibrés.

§1. Généralités sur le produit fibré

Cette section peut étre ignorée en premiere lecture. On y trouve les définitions et des
résultats élémentaires sans démonstration nécessaires a la compréhension de la proposi-
tion 1.9.1 (p. 5) qui reformule le critére de représentabilité de foncteurs sur la catégorie
des espaces annelés de [EGA ] (prop. §4.5.4).

On désigne par € une catégorie. Le mot “foncteur” sans qualificatif est synonyme de
“foncteur contravariant”. En parlant de foncteurs, le mot “morphisme” est synonyme de
“transformation naturelle”.

1.1 Catégorie C/s

Pour tout objet S de €, on note €/s la catégorie dont les objets sont les X, _®, X,
morphismes de € de but S. Si 1 : X; — S et m : X9 — S sont des objets l @ lm
de €/s, I'ensemble More ,(71,m2) est le sous-ensemble de More(X1, X?)
des morphismes ¢ : X; — X, tels que m =m0 ¢.

1.2 Foncteur représentable

Un foncteur contravariant F : € ~» Ens est dit «représentable » s'il existe X € Ob(€)
et un isomorphisme de foncteurs More(—, X) ~ F(_).
1.2.1. Lemme d’Yoneda. La correspondance qui associe a un morphisme de foncteurs
&(_) : More(—, X ) — F(_) I'élément ¢(X)(idx) € F(X) est une bijection sur I'ensemble
F(X). La correspondance réciproque associe & x € F(X) et Y € Ob(€) I'application
S(Y):More(Y,X)— F(Y), f—F(f)(x).

Lorsque F' est représentable, les couples (X, z € F(X)) donnés par le lemme d’Yoneda
sont dits «représenter F ».
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81 PRODUITS FIBRES 81.5

1.2.2. Lemme. Les couples représentant un méme foncteur sont deux a deux canoni-
quement isomorphes.

1.3 Produits

Etant donnés deux objets X et Y de €, on dit que « X et Y admettent un produit
dans €» lorsque le foncteur F(_):=More(—, X) x More(—,Y): €~ Ens est représen-
table. Dans ce cas, on note X XY et px : X XY — X et py : X XY — Y respective-
ment 'objet et 1’élément de F(X xY') qui caractérisent F'.

On dira que «les produits existent dans € » ou bien que « € admet des produits » lorsque
chaque paire d’objets de € admet un produit dans C.

1.4 Produits fibrés d’ensembles

Etant données deux applications d’ensembles 7x : X — S et my : Y — S on définit
Iensemble X xgY et 'application mx.syv : X XgY — S par:

TXxgY

X xsY ={(z,y) € X XY |nx(z) =7y (y)} S
(z,y) ————7x(x)
On note px : X xgY — X et py : X XgY — Y les restrictions des projections cano-

niques de X X Y. On a le diagramme « cartésien »

XxsY Py (v,y) ———

w| O | - |

x X .8 x mx(x) =7y (y)

Le couple (X xs Y, (px,py)) représente le foncteur Morgyg /s (—, 7x) X Morggs /s (= Ty ),
c’est le «produit fibré de X et'Y au-dessus de S (relativement a mx et wy )».

1.4.1. Lemme. Etant donnés deux diagrammes commutatifs d’applications d’ensembles :

XlLXQ YEL’YvZ
Terl J»”XZ ”Yll lﬂ'Yz
S SELIN So Slihsb

il existe une et une unique application fx Xy fy : X1 Xg, Y1 — Xy xg, Y5 rendant com-
mutatifs les diagrammes :

X1><51Ylfxx—fsfy>X2 X g, Y3 Xlxslylfxx—fsfy)XQ X g, Y3
pxll lpxz Pyll lpyz
X, fx X, Y, Iy Y;

1.5 Produits fibrés de foncteurs d’ensembles

Etant donnés trois foncteurs contravariants F,G,H : €~ Ens et deux morphismes de
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61.8 ALBERTO ARABIA 81

foncteurs g : F — H et ng : G — H la correspondance :
F(X) x0x) G(X) 2220 g(x)

Ob(€) 5 X ~ mxﬂ lmm

F(x) —=% | H(x)

More(X,Y) > f ~ (F(f) xu) G(f).F(f),G(f), H(f))

ot F(f)xp(s) G(f) désigne le morphisme donné par le lemme 1.4.1, est une correspon-
dance fonctorielle.

Le foncteur ()~ F(_) xg(_) G(-) est le «produit fibré de F et G au-dessus de H
(relativement & T et wg)».

1.5.1. Lemme. Etant donnés trois foncteurs d’ensembles F'.G, H représentés par des ob-
jets X,Y, S respectivement. Etant donnés deux morphismes g : FF— H et ng: G — H
représentés par des morphismes wx : X — S et wy : Y — S. Le produit fibré de fonc-
teurs F xg G relatif a wgp et wg est représentable si et seulement si le produit fibré
X XgY relatif a mx et my existe.

1.6 Produits fibrés dans une catégorie générale

Définition. On dit que «les produits fibrés existent dans la catégorie € » lorsque les pro-
duits existent dans les catégories €/s pour tout objet S € Ob(C).

Etant donnés deux morphismes 7x : X — S et 7y : Y — S dans €, on a les applica-
tions naturelles
More(—, X) More(—, S) More(—,Y) O, More(—, S)
f ———— 7xof f —— TJwyof
Posons F(_) := More(—, X)), G(—) := More(_,Y) et H(_) := More(_, S). L’existence des
produits fibrés dans € équivaut alors a la représentabilité du foncteur F' x g G, quels que
solent mx et my (cf 1.3).

mx(—)

1.7 Produits fibrés dans la catégorie Hom(C°P,C’)

On note ainsi la catégorie des foncteurs contravariants de € vers €. Lorsque la caté-
gorie € admet des produits fibrés on peut, de maniere analogue a 1.4, définir pour des
foncteurs F,G,B : €~ €' et deux morphismes 7 : F — B et ¢ : G — B, «le produit
fibré de F et G au-dessus de B (relativement a g et mg)». On dit ([EGA;] 0 §1.7.2,
p. 45) que les produits fibrés existent dans la catégorie Hom(C?,€').

1.8 Morphisme représentable de foncteurs d’ensembles

Soient F',G : € ~» Ens deux foncteurs contravariants. Un morphisme f:F — G est
dit «représentable» si pour tout X € Ob(€) et tout morphisme u: More(_, X) — G, le
foncteur F' x g More(—, X) est représentable.

4
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81 PRODUITS FIBRES 81.9

Dans ce cas, si on fixe un isomorphismes More(_,Y) ~ F' x g More(_, X ), le morphisme
canonique de foncteurs F' X g More(—, X) — More(—, X) est déterminé par un unique
morphisme ¢x € More(Y,X).

Soit & une classe de morphismes de € qui soit :

« stable par composition a droite ou a gauche par des isomorphismes;

« stable par changement de base dans €.

Définition. Un morphisme de foncteurs d’ensembles est dit «représentable par un mor-
phisme de & » si dans la correspondance X ~» ¢x, les morphismes ¢x appartiennent
tous a &.

1.8.1. Proposition. ([EGA] prop. 0.1.7.5) Soient F,G,H des foncteurs contravariants

de € vers Ens.

a) Tout isomorphisme de foncteurs est représentable.

b) Si f: F— G et g: G— H sont représentables, il en est de méme de go f.

c) Si f:F — G est représentable, il en est de méme de tout morphisme fgy déduit de
f par changement de base H — G'.

1.9 Critere de représentabilité dans les catégories d’espaces annelés

Le critere de représentabilité de foncteurs sur la catégorie des espaces annelés Esp-ann /g
de [EGA,] (prop. 0.4.5.4, p. 103) est plus généralement valable sur n’importe quelle sous-
catégorie pleine € de Esp-ann /g vérifiant les deux propriétés de stabilité suivantes:

e Recollement : Tout S-espace localement isomorphe & un objet € est dans C.

 Restriction ouverte: Le S-espace induit sur un ouvert d’un objet de € est dans C.

Voici I’énoncé du critere en question.

1.9.1. Proposition. Soient € une sous-catégorie pleine de Esp-ann /s stable par re-

collements et restrictions ouvertes, F : € ~» Ens un foncteur contravariant, {F;};c; une

famille de sous-foncteurs de F. On suppose vérifiées les hypothéses suivantes :

a) Chacun des morphismes fonctoriels canoniques w; : F; — F est représentable par une
immersion ouverte.

b) Pour tout X € €, I'application U + F(U), ou U parcours ’ensemble des S-espaces
annelés induits sur les ouverts de X , est un faisceau d’ensembles.

¢) Pour tout Z € Ob(€) et tout morphisme Mor(_,Z) — F, si Z; représente F; xp
Mor(_, Z) et si U; est I'image de Z; dans Z, alors les U, forment un recouvrement
de Z.

d) Chaque F; est représentable par un objet X; € Ob(C)

Dans ces conditions, F' est représentable par un objet X de €, les morphismes X; — X
sont des immersions ouvertes et les images des espaces sous-jacents aux X,; forment un
recouvrement ouvert de X .

— 5 —
Lundi 31 juillet 2006



62.2 ALBERTO ARABIA 62

§2. Produits fibrés de schémas j-adiques affines

Les principaux résultats de cette section sont les propositions 2.4.5 et 2.4.10. On y
montre d’une part que les schémas j-adiques introduits dans [M] sont des espaces lo-
calement annelés et d’autre part que le foncteur qui associe a une algebre faiblement
complete de type fini son schéma f-adique affine est un foncteur pleinement fidele dans
la catégorie des espaces localement annelés. Deux résultats inspirés par leurs analogues
en théorie des schémas.

2.1 Le foncteur de complétion I-adique faible

On note (R;I) la donnée d’un anneau commutatif R (non nécessairement ncethérien)
et d'un idéal I C R. Dans [MW], Monsky et Washnitzer associent & une R-algébre A une
certaine sous-algebre A" du complété séparé I-adique A qu’ils appellent la « complétion
faible de A ». Plus précisément A! est 'ensemble des éléments z de A tels qu’il existe
un ensemble fini {ay,...,a,} C A et une famille de polynémes p, € I"R[X},...,X,] vé-
rifiant deg(p,) = O(n) et tels que 2= pn(ai,...,a,). Le morphisme canonique de
A vers A se factorise & travers Al en un morphisme noté t(A): A — Af. Les propriétés
suivantes sont élémentaires :

o Si I est nilpotent dans A, on a A= Af.
e Pour tout morphisme de R-algébres o: A; — A, il existe un et un seul morphisme
de R-algebres of : Al — Al tel que of o1(A}) = 1(As) 0.

La correspondance ainsi définie A ~ Al o~ al est fonctorielle et +(_): (_) — (L)
est un morphisme de foncteurs. Une R-algebre A est dite « faiblement compléte (pour la
topologie I-adique)», f.c. en bref, lorsque t(A) est bijectif, on écrit alors A= Af. On a
Al =A™ pour toute R-algebre A ([MW]).

Une R-algebre f.c. est dite « faiblement compléte de type fini», f.c.t.f. en bref, si elle est
I'image homomorphique de R[X,...,X,,]" pour un certain m € N.

Notation. Dans la suite une notation de la forme (_)" rappellera que I'objet ainsi noté
est faiblement complet pour la topologie I-adique.

2.2 Catégories Alge (R;I) et Algeir(R; 1)

On notera Alg; (R;I) (resp. Alg;..¢(R;I)) la sous-catégorie pleine de Alg(R) dont les
objets sont les algebres f.c. (resp. f.c.t.f.). La proposition suivante est une reformulation
de plusieurs résultats de [MW].

2.2.1. Proposition
a) Le foncteur (_)': Alg(R) — Alg.(R;I) est adjoint & gauche du foncteur d’inclusion
de Alg;.(R;I) dans Alg(R). Autrement dit, le morphisme fonctoriel :

Homompg (A", BY) —— Homompg(A; BY)
a — aoi(A)

est bijectif pour tous A € Alg(R) et B € Alg,.(R;I).

— 6 —
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§2 PRODUITS FIBRES §2.4

b) Soit € I'une des catégories Alg; (R;I) ot Algg(R;I). Pour tous Bi Al Al e@
et pour tous morphismes de R-algébres a; : Bf — AZ, munissons les algébres A! des
structures de Bf-algébres définies par les ;. Alors, le foncteur covariant

Homomp: (Al,_) x Homomg: (Al,_) : € ~ Ens

est représentable par (A} @gi AL)! et par les morphismes n; : Al — (Al @ AL)T, dé-
terminés par les égalités n1(a1) = a1 ®1 et m(az) =1®as.

2.3 Quelques propriétés des algebres faiblement complétes
2.3.1. Proposition ([MW]). L’idéal IA' est contenu dans le radical de A'.

Preuve. En effet, un élément z € T At admet une écriture de la forme z = hyaq + - - - + heae
avec h; € I et a; € Al et la série Dm0 =2 mso(hiar + -4 heag)™ définit bien un
élément A'. Par conséquent, 1 — z est inversible dans Af. L’idéal T A" est bien contenu
dans tout idéal maximal de A’ donc dans son radical. [

2.3.2. Lemme. Soit (2,<) un ensemble muni d’un ordre partiel filtrant supérieure-
ment. Soit {¢§ : Al, — ATﬁ | < B €A} un systéme inductif dans Alg (R;I) de limite
Ay = limg AL. Alors, 'idéal T A, est contenu dans le radical de A .

Preuve. Un élément = € T A, s’exprime comme somme finie © =", h;a; avec h; € I et
a; €limy Ay . Comme la limite est filtrante, il existe « assez grand tel que les a; provien-
nent tous des aq,; € ATa ; mais 143 hjaq,; est inversible dans ATQ (2.3.1) et alors 1+

est inversible dans A, . ]

2.4 Schémas j-adiques affines

Notation. Pour A € Alg(R) on notera A:=A/ITA et v: A— A la surjection cano-
nique. Pour A’ € Alg;.(R;I) on notera aussi A := Af et donc v: A" — A la surjection
canonique.

2.4.1. Le foncteur (_)". Etant donnés f,g € B' € Alg; (R;I) tels que f=g mod I,
I'élément f est inversible dans BT si et seulement si g I'est. De cette observation élémen-
taire il suit que si f,g € Al sont tels que v(f) =v(g) alors ((A");)" = ((A"),)', 'algebre
Al :=((A")f)" ne dépend donc que de v(f) € AT. On notera ) : AT — Af[y la com-
posée du morphisme de localisation AT — ATf suivi de L(ATf) : ATf — AT[ 7)- La correspon-

dance _ : foM g
D(f)~ Aly,  (D(g) 2 D(fg)) ~ (Aljg — Alj4g)

définit un préfaisceau sur la catégorie des ouverts principaux de Spec(A). Le faisceau
@TAT est, par déinition, le faisceau sur Spec(A) associé & ce préfaisceau. Le couple
(AN := (Spec(AT);ﬁgT) est un espace topologique annelé.

Soient A", Bt € Alg;.(R;I) et a: AT — B' un morphisme de R-algebres. Pour chaque
f € Al il existe un et un seul morphisme apy) Af[f] — BT[Q(M, «la localisation t-adique

_7_
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62.4 ALBERTO ARABIA 62

de v en f», rendant commutatif le diagramme :
Al —> . Bt
wl o L ety
t 1] T
Ay By
On en déduit, comme dans la théorie des schémas classique, un morphisme canonique
d’espaces annelés (o)™ : (BT) — (A)".
La correspondance (=) : Alg;.(R;I) ~ Esp-ann /(gi)-, A" ~~ (A")", a ~ (a)7, est fonc-
torielle et contravariante de Alg.(R;I) vers la catégorie Esp-ann /gi)- des espaces an-
nelés au-dessus de (R')™.

2.4.2. Lorsque I est un idéal de type fini de générateurs {zi,...,2¢}, un polynéme
p e I™[Xy,...,X,] avec m >0, s’écrit aussi p = Elexipi avec p; € I MX1,..., X
Il s’ensuit que si A € Alg(R), Iidéal TA' est celui des éléments de A’ qui s’expriment
sous la forme ), pm(ay,...,ar) avec p,, € I™[X,..., X,]. Le lemme suivant découle
aussitot de cette remarque.

2.4.3. Lemme. Supposons l'idéal I de type fini et soit A € Alg(R).

a) Le morphisme canonique ch — Af (f] est bijectif pour tout f € A.

b) Si chaque x € I est nilpotent dans A, I'espace (A)~ est le schéma affine associé a A.

¢) Soit P € Spec(A). La réduction modulo I de I'algébre ﬁiﬁm, fibre de O'y; en B, est
Panneau local Zs,p. Le morphisme naturel vy :@4*,‘13 — (0';%733 est surjectif et c’est un
isomorphisme modulo I, i.e. c¢’est relevement.

2.4.4. Espaces localement annelés. ([EGA;]) Un espace topologique annelé est un
couple (X;0x) formé d’un espace topologique X et d’un faisceau d’anneaux Ox sur X.
Un morphisme de (X;0x) vers (Y;0y) est un couple (a,a®) ott a: X — Y est une
application continue et o : Oy — «, Ox est un morphisme de faisceaux d’anneaux. Ces
données constituent la « catégorie d’espaces annelés», notée Esp-ann.

Un espace annelé (X;0x) est dit «localement annelé» lorsque les fibres Ox , de Ox
sont des anneaux locaux. La catégorie Loc-ann des espaces localement annelés est la
sous-catégorie de Esp-ann dont les objets sont les espaces localement annelés et les mor-
phismes sont les morphismes d’espaces annelés (o, a”): (X;0x) — (Y;0y) tels que les
applications induites aff : Oy o (z) — Ox » sont des homomorphismes locaux d’anneaux
locaux (on appelle ainsi tout homomorphisme entre deux anneaux locaux n: A — B tel
que I'image inverse par 1 de I'idéal maximal de B est I'idéal maximal de A).

2.4.5. Proposition. On suppose I de type fini. Soient Af, Bt € Alg;.(R;I).

a) L'espace annelé (Al)” = (Spec(Z);()‘iﬂ) est localement annelé.

b) Pour tout morphisme de R-algébres n: Bt — Al le morphisme (1) : (A" — (B')”
est un morphisme d’espaces localement annelés. Autrement dit, le foncteur (—)” (cf.
2.4.1) est & valeurs dans catégorie (Loc-ann /gi-), soit

()" : Algg(R; I) ~ Loc-ann / gy- .

— 8 —
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Preuve

a) En effet, pour B € Spec(A) on a @Lﬂ‘b = liglfA'f[f]7 ot f appartient au systeme mul-
tiplicatif A~ B. Pour chaque f ¢ P, I'idéal engendré par I dans ATm est contenu
dans le radical de AT[ #) (2.3.1) et comme cette propriété est préservée par passage a la

limite inductive (2.3.2), 'algebre @; g la vérifie aussi. L’anneau 0',. . est alors local

AP
si et seulement si sa réduction modulo I lest, ce qui est bien le cas (2.4.3-c).

b) Pour B € Spec(A) considérons le diagramme d’anneaux locaux :
@E’ﬁn’“ﬁ 77_%) @iﬁm
vy L dw
By —— Ay

ou les morphismes verticaux sont ceux du lemme 2.4.3-c; ils sons donc locauz, de

méme aussi, mais pour des raisons évidentes, que le morphisme ﬁfé. On conclut alors

sans difficulté que 77% est lui aussi local. [

2.4.6. Notation et remarque. Pour tout espace annelé (X;0x) au-dessus de (R)™ on
notera O le faisceau d’algébres engendré par le préfaisceau U ~ I'(U;0Y;) /I - T'(U;0l;).
Notons v : Ox —» Ox la surjection canonique.

Pour Af € Alg;.(R;T) de réduction A := AT/TA", soit (a,a®): (A)” — (A" le mor-
phisme d’espaces annelés associé & la surjection canonique Af — A. On a o= idgpec(4)

et o :@Lf — @% se factorise & travers v : Qtﬁ — 0 4 en un isomorphisme de € 4 sur @%.

2.4.7. Schémas t-adiques affines. On appelle « schéma t-adique affine » tout espace an-
nelé isomorphe & un espace de la forme (A")". La sous-catégorie pleine de Loc-ann /ry
dont les objets sont des schémas T-adiques affines est la « catégorie des schémas t-adiques
affines »; elle sera notée AffT(R;I).

Lorsque A’ est f.c.t.f. le schéma f-adique affine (A")™ est dit «de type fini». La sous-
catégorie pleine des objets de type fini de AfFT(R;I) est la «catégorie des schémas
T-adiques affines de type fini»; elle sera notée Aﬁ'If(R; I

2.4.8. Le cas ncethérien. Ce qui précede est vrai pour tout anneau commutatif R et
tout idéal I de type fini, mais sans hypothese de finitude supplémentaire il ne semble
pas possible d’aller tres loin. L'hypothese de noethérianité sur R et de finitude sur les al-
gebres intervient de maniere essentielle dans la démonstration de théoréemes importants,
tres particulierement celui de Meredith que nous utiliserons souvent dans la suite :

2.4.9. Théoréeme [M]. Soient R ncethérien et A' € Algg . (R;I). Alors, pour tout
f € A! le morphisme naturel ATm — F(D(f);@X) est bijectif.

2.4.10. Voici maintenant le principal résultat de cette section:

Théoréme. On suppose R ncethérien.

a) Le foncteur (_)™: Algs(R; I) ~ AffIf(R; I) est une équivalence de catégories.
b) La catégorie AffIf(R; I) possede des produits fibrés.
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Preuve

a) Notons I":Esp-ann /gi)- ~ Alg(R) le foncteur qui fait correspondre & un espace
annelé (X;0x) l'algebre I'(X;0x) et a un morphisme (a,a”): (X;0x) — (Y;0y)
le morphisme I'(Y,a?): I'(Y;0y) — I'(X;0x). Le morphisme naturel de foncteurs
(=) = I'o ()" est alors 'identité sur Alg..;(R;I) (2.4.9, [M]) ce qui prouve la fidélité
du foncteur ().

Soit maintenant («,a”): (A")”— (B')” un morphisme d’espaces localement anne-
1és au-dessus de (R')". Le morphisme a” : Oy — a,Ox est donc un morphismes de
faisceaux de R-algebres ce qui nous permet les raisonnements par réduction modulo
I suivants:

R-i) Pour chaque 8 € Spec(A), on a un diagramme commutatif :
— 0y
L

it gt
OBatpy — — iy

ou v(x) est local et surjectif (2.4.3-c) et ag’é est local par hypothese. On en déduit

que @?3 est local.

R-ii) Le morphisme o induit un morphisme de faisceaux a” : Oy — a,.0x (2.4.6) et
donc un morphisme d’espaces annelés (o,a”) : (A)” — (B)~ qui est, d’apres (R-i),
un morphisme d’espaces localement annelés entre deux schémas affines (2.4.3-b).
On a donc (a,a”) = ()" ou 77 := I'(Spec(B);a”) : B — A n’est autre que la ré-
duction modulo I de ’homomorphisme 7 := I'(Spec(B);a®) : Bf — Af. On en
déduit que:

a=n"', etalors a_l(D(f)) = D(n(f))7 pour tout f € BT. ()

Cela étant, le morphisme o : @Lﬁ — @iﬁ donne, pour chaque f € BT, le diagramme
commutatif suivant ou les fleches verticales sont les applications canoniques.

n=I(D(1);a%)

l

B! ﬁF(D(l)?@Li F(D(l);oz*@iﬂ) = F(D(n(l));dﬁ) M Al

’Y[ﬂl l J J 'Y[n(f)]l (@)

Bl = D(D(f):0}) PP p(D(f):0.01, ) = T(DO()):0 ) = Al

Bi
les égalités (=)r) résultent d’appliquer 2.4.9 et (=,) de (¢). Or, la localisation f-adique
de n en f, i.e. 'application 7y :BT[f] — ATWf)] (¢f. 2.4.1) est bien "unique mor-
phisme rendant (%) commutatif, par conséquent I'(D(f);a#) =4 et on a bien:

D(D(1):at)
) _

M

(a, ™) = (I'(Spec(B);a™))".

Nous avons ainsi prouvé que le foncteur (_)™: Alg¢(R; ) ~ Loc-ann /gi)- est plei-
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nement fidele, ¢’est donc une équivalence sur son image essentielle, i.e. sur Aﬁ'If(R; I).
b) Conséquence immédiate de (a) et de 2.2.1-(b). ]

Convention. Compte tenu de I'importance des théoremes de cette section, 'anneau R
sera dorénavant supposé ncethérien.

2.5 Catégorie des schémas j-adiques

2.5.1. Schémas f-adiques. La «catégorie des schémas T-adiques (localement de type
fini) », notée Sch'(R;I) (resp. SchIf(R; I)), est la sous-catégorie pleine de Loc-ann /(g)-
des espaces annelés tels que chaque point admet un voisinage ouvert isomorphe a un objet
de Aff'(R; I) (AffL(R; T)).

2.5.2. Réduction d’un schéma f-adique. Pour tout schéma t-adique localement de
type fini (X;0x), lespace annelé (X ;0x) est un schéma localement de type fini (2.4.3-b)

sur Spec(R), il sera appelé «la réduction (modulo I) de (X;0x)»

2.5.3. Terminologie. Un schéma f-adique (X;0x) sera dit «de réduction affine (de type
fini), séparée, ...» sil en est ainsi du schéma (X;0x).

§3. Produits fibrés de schémas f-adiques

On rappelle que 'anneau R est désormais supposé noethérien.

Le principal résultat de cette section est le théoreme 3.2.4 qui établit ’existence des
produits fibrés dans la catégorie des schémas f-adiques localement de type fini. Dans la
preuve, le critére de représentabilité de foncteurs 1.9.1 (') nous meéne & monter que les
produits fibrés de la catégorie AffIf(R; I) sont aussi des produits fibrés de SchIf(R; I).
Ceci est établi dans 3.2.3-b moyennant un nouveau critére d’affinité de schémas f-adiques
de réduction affine qui, a la différence des criteres précédemment connus, est indépendant
des hypotheses de lissité.

3.1 Un complément sur ’affinité des schémas j-adiques de réduction affine
Cette section reprend I’étude commencée dans [Ars] & propos de affinité des schémas

t-adiques de réduction affine.

3.1.1. Proposition. Soit (X;0x) € Schif(R; I).

a) L’algébre I'(X;0x) est séparée.

b) Si X est quasi-compact, I'algébre I'(X;0x) est aussi faiblement compléte.

'[EGA;], chap 0, prop. §4.5.4.

— 11 —
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Preuve
a) Soit A = {U, };cq un recouvrement de X avec U; € AffIf(R;I). On a la suite exacte :
e(U do(U
0= I(X:0x) = [lioa P(Us0x) 5[] e T Uigi0x)  (0)

avec I'(U;;0x) € Alg;.+(R; I). L’algebre I'(X;0x) se réalise ici comme sous-algebre
d’un produit d’algebres séparées; elle est donc séparée.

b) Lorsque X est quasi-compact, le recouvrement % dans (¢) peut étre choisi fini auquel
cas l'application d(%) est continue entre un espace faiblement complet, car somme
finie d’espaces f.c., et un espace séparé (d’apres (a)), son noyau est alors faiblement
complet. [

3.1.2. J'ignore si dans (b) l'algebre I'(X;0x) est faiblement complete de type fini.

3.1.3. Un critére d’affinité. On généralise maintenant la proposition 3.2.16 de [Ary] en
I'affranchissant de toute considération de lissité, cela donne:

Proposition. Soient (X;0x) € AffIf(R;I) et UC X un ouvert de réduction affine.
L’espace annelé induit (U;0x |;;) est un schéma t-adique affine de type fini.

Pour le prouver on utilisera le théoréme 2.5.5 de [Ar;], corollaire du principal résultat
de ce papier, dont on rappelle I’énoncé sans démonstration :

3.1.4. Théoréme [Ars]. Pour tout (X;0x) € SchIf(R; I) de réduction affine, le mor-
phisme naturel I'(X;0x) — I'(X;0x) est surjectif.

Démonstration du critére 3.1.3. Dans la suite, si A est un anneau et si B est une
A-algebre, on notera de la méme maniere un élément a € A et I’élément a- 15 € B.

Posons (X;0x) = (A!)".

Soit @ = {D(f1),...,D(fe)} un recouvrement de U par des ouverts principaux de X
et considérons les premiers termes des complexes de Cech relatifs & @ appliqués au mor-
phisme naturel des faisceaux Ox — Ox . On a le diagramme commutatif de Af-modules :
0— I'(U;0x) 0, HlsigeAT[fiJ R [h<icj<e AT[fifj]

”(U>l lHVfi lnyfif]‘ (%)
— D) = a0 —
0—-I'(U;0x)—— ngz’ge Ay, — H1<i<j<é Afifj
ou Ay, == Aljp) = Al f:» ou les morphismes vy, et vy, ¢, sont bijectifs modulo I et ot les
lignes sont exactes a gauche.

Grace a la surjectivité de v(U): I'(U;0x) — I'(U;0x) (3.1.4) on peux fixer des élé-
ments a; € I'(U;0x) tels que £:= Y. a;f; est inversible dans I'(U;0x). Montrons que
¢ est aussi inversible dans I'(U;0x). En effet, comme ¢ est inversible dans I'(U;0x),
il est aussi dans Ay, et Ay, ;> mais alors aussi dans AT[M et AT[f,,} puisque les mor-

ij

phismes vy, et vy, s, sont des relevements ([M] th. 2.8, p. 5, et [MW] th. 1.6). Notons &,
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I'inverse de & dans Al La famille {5[}1]} vérifie automatiquement les conditions de re-
collement et définit par conséquent un élément ¢! € I'(U;0x), inverse multiplicatif de
¢ dans I'(U;0x).
La R-algebre I'(U;0x) est de type fini d’aprés un résultat classique de géométrie
algébrique. Fixons une Af-sous-algebre CT C I'(U;0x)" = I'(U;0x) (cf. 3.1.1) vérifiant :
v(U)(CH=T(U;0x), C'eAlgi(R;I), {ai,...,ap,¢ '} CC.

On a alors (fi,..., f¢) = CT et les premiers termes du complexe de Cech de (CT)™ relatif
au recouvrement principal de Spec(CT) définit par les f;:

€(C) 8o (
0—-Cl—— ngigz CT[fll e ’ H1<z<g<zc [fifs] >

suite exacte & gauche de Af-modules ([M] th. 2.8, p. 5).

Soit g € Af. Notons Plg : C[Tg] — AT[g] le morphisme induit par la composée de I'in-
clusion C' C I'(U;0x) suivie de la restriction I'(U;0x) — I'(D(g);0x) = A’y
O : AT[Q] — CT[g] le morphisme induit par le morphisme structural o : A" — CT. On a

Notons

Plg1 0 0lg) = id, autrement dit o}, est une section de Py :

Plg]

Ally—"—C'y Af
| ; T

On obtient ainsi un diagramme commutatif :

lg]

60(U)
0— I'(U;0x) _> H1<z<e AT[f ] e H1<z<]<[ AT[fifj]

T < Tnplm Tﬂpm 1)

€(C) 5(C) o
0— c' E— H1<i<€ CT[fi] — H1<i<j<e CT[fifj] (€)

T Hoyz,) T Hos, 1)

So(
H1<Z<ZA [fz] 0—> H1<Z<J<EA [f‘l.f]]

dont on déduit I'égalité CT = I'(U;0x) et

I'(U;0x) est f.c.t.f.

Le diagramme (€) donne, par restriction de sa derniére colonne, le diagramme

0 — I(U;0x) — 2 T,y ATy 2 im(50(U)) — 0

TH"[M THPMZ £51

€ C’ 1) o
i Cl iy 2% i (s0(C)) — 0 @)

T Hoys,) T Hos, 151

(U
[Ticice ATip o m(6(U)) — 0

ol les deux premieres lignes sont exactes.

0— ct
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Appliquons le foncteur Torf'(R,_) a (&'). Alors:
. Torf(}j,p[*]) est surjective, car Tor{(R, P[) oTorf_(T%,a[*]) = Tor®(R,id) = id.
. Torf(lj,éo(C)) est surjective, car ¢(C) :9"’ — [, Cy, est injective.
« TorB(R,6,(U)) est surjective, car TOI'F(R,prifj) o Tor®(R,0,(C)) Vest.

On en déduit que I'application e(U): I'(U;0x) — ], Ay, est injective, et comme elle

se factorise & travers €(0): I'(U;0x) — [], Ai (cf. (€)), I'égalité I'(U;0x)=I'(U;0x)
résulte ; autrement dit,

I'(U;0x) est un relévement f.c.t.f. de I'(U;0x)

Il s’ensuit que les morphismes oy, sont tous bijectifs et alors (U;0x |;) ~ (I'(U;0x))".
"

3.2 Isomorphismes de faisceaux sur Schzf(R; I)
3.2.1. Faisceaux sur SchIf(R; I). Un foncteur contravariant de Schzf(R;I ) vers la ca-

tégorie Ens est dit «faisceau» si pour tout schéma f-adique X et tout recouvrement
ouvert {io : Uy € X }ocu, la suite

€(F) 51(F)
F(X)——[lpca F(Ua) ﬁna,ﬁemF(Ua,B)
avee e(F)(2)(e) = F(ta)(2)
61(F)(w) (e, B) = F(1g p)(w(av))
02(F)(w)(a,8) = F(if, 5)(w(5))
ou iy 5 désigne l'inclusion Uq,g C U, est «ezacte», i.e. e(F) est une bijection entre

F(X) et I'ensemble {01(F) =065(F)} C [[peq F(Ua)-

3.2.2. Proposition. Un morphisme p: F' — G de faisceaux d’ensembles sur SchIf(R; I)
est un isomorphisme si et seulement si sa restriction a la sous-catégorie Aff], est un
isomorphisme.

Preuve. Soit X € SchIf(R; I) et fixons un recouvrement {U, }qeq avec U, € Aﬂ'zf(R;I).

On a le morphisme des suites exactes :
e(F) 51(F)

F(X) - HaEQ[ F(UOC) W Ha,ﬁem F(UOC”B)
#(X)l #(Ua)l u(Ua,zs)l
(G) 5(G)
G(X) — llaen G(Ua) W HQ,BEQKG<U04,@)

et le lemme résultera de montrer que les applications (U, 3) sont bijectives. C'est le cas
lorsque (X,0x) est de réduction séparée puisqu’alors U, g est un ouvert de réduction
affine du schéma f-adique affine U, et donc U, g € AffIf(R; I) d’apres 3.1.3. Et ce sera
alors aussi le cas dans la situation générale car la réduction de U, g est toujours séparée
étant sous-schéma (ouvert) d’un schéma affine (donc séparé). ]
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3.2.3. Théoréeme

a)

b)

Pour tous X € Sch;f(R; IetY e AffIf(R; I) ’application naturelle

Mor(X,Y) 1XY) HomomR(F(Y;ﬁy),F(X;()X))

(f. f*) ——— LY f*:0y — f.0x)

est un isomorphisme.
Les produits fibrés de Affif(R; I) sont des produits fibrés de SchIf(R; I).

Preuve

2)

b)

Pour Y = (A")™ fixé, le foncteur (_) ~ Homompg(Af, I'(_)) est un faisceau d’ensembles
sur SchIf(R; I). En effet, soit X = U,U, un recouvrement ouvert de X € SchIf(R;I).
On a la suite exacte de d’ensembles

¢ 5u(I)
0 - I'(X;0x) "L 1, I(Ua;0x) —W [Los [ (Uap:0x)
2
L’application Homomp(A';e(I")) est injective puisque U,, recouvre X . Ensuite, on a
Homomp (AT; [1.I'(Ua;0x)) =], Homompg (AT;F(UQ;QX))

et la donnée de 7j € Homompg(A'; ][, I'(Ua,0x)) vérifiant §;(I") o ij = 85(I") 07 équi-
vaut & la donnée d’une famille de morphismes de R-algébres 7, : AT — I'(U,;0x) telle
que, pour chaque a € Al on ait:

Ma(@)y,, = 5@y, -

Il existe alors une et une seule section globale n(a) € I'(X;0x) recollant les 1n,(a).
L’application a — n(a) est un morphisme de R-algebres vérifiant ¢(I") on = 7 ce qui
termine la preuve du fait que Homompg (A", I'(_)) est un faisceau sur SchIf(R;I ).
L’application v(_,Y") : Mor(_,Y) — Homompg(Af, I'(_)) est par conséquent un mor-
phisme de faisceaux d’ensembles sur Schif(R; I); on peut alors invoquer 3.2.2 et af-
firmer que c’est un isomorphisme de foncteurs puisqu’il en est ainsi de sa restriction a
la sous-catégorie Aﬁ'zf(R; I) (2.4.10-(a)).
Etant donnés X;, S € Aﬁ'zf(R; I) et m; € Mor(X;, S) on a les morphismes de foncteurs
Mor(—,m;) : Mor(_, X;) — Mor(_, A) et le foncteur sur Schzf(R; I):

(_) ~ MOT(_, Xl) XMnr( S) MOT(_, XQ)

—

dont il faut prouver la représentabilité.
Or, grace au produit fibré dans Aff!.(R;I) (2.4.10)

X1 xXg Xo SN X,
PzJ{ g l Tl
X, ™ .9
on définit pour chaque Z € Schzf(R;I ) 'application

MOI"(Z,Xl Xs Xz) iMOT(Z,Xﬁ X Mor(Z,S) MOF(Z,XQ)

— 15 —
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qui associe & a € Mor(Z, X xg X3) le couple (pj o, psoa). La correspondance =(_)
est naturelle entre deux faisceauxr d’ensembles sur Schif(R; I) ; on peut alors invoquer
3.2.2 et affirmer que c’est un isomorphisme de foncteurs puisqu’il en est ainsi de sa
restriction & la sous-catégorie Aﬁ'tTf(R; I) (2.4.10-(b)) L]

3.2.4. Théoréme. La catégorie Schif(R; I) possede des produits fibrés.

Preuve. Soient mx : X — S et my : Y — S des objets de Schzf(R; I)/s. Notons {S,}a
un recouvrement ouvert de S avec S, GAffIf(R;I) pour tout «. Soient {X, g}z un
recouvrement ouvert de 7y (S,) par des objets de Aﬂ'if(R; I) et de méme pour Y.

Le produit fibré X, g x g, Yo g existe dans Schzf(R; I)/s. (3.2.3-b) et représente aussi
le foncteur More(—, Xa,5) XMore(_,s) More(—, Yo, 5) (car S, — S est un plongement ou-
vert). Le produit fibré X, 5 xg Ya, g existe donc bien dans Sch (R;I)/s.

On conclut en appliquant le critere de représentabilité 1.9.1 avec

« @=Schl,(R;T)/s ,
o F := More(—, X) Xnore(_,s) More(—, X),

o F 35 : More(—, Xa,8) Xnore(_,s) More(—, Yo ). ]

§4. Affinité des schémas f-adiques de réduction affine

Tout comme la section 3.1, les résultats de cette partie completent 1’étude commen-
cée dans [Ars] concernant Daffinité des schémas f-adiques de réduction affine, tous ces
résultats y seront replacés dans une version ultérieure de ce travail.

Le question de I'affinité des schémas f-adiques de réduction affine est apparue a diffé-
rents occasions depuis [M] et a donné lieu & des réponses variées, par exemple :

Aff-(i) Si (X;0x) est un schéma f-adique affine de type fini et si U C X est un ouvert

principal, I'espace (U;0x ;) est un schéma t-adique affine de type fini. *)
AfF-(ii) Si (X;0x) est un schéma f-adique affine-lisse (*) et si U C X est un ouvert
affine, I'espace (U;()T ') est un schéma t-adique affine-lisse. )
Aff-(iii) Si (X;0x) est un schéma f-adique affine de type fini et si U C X est un ouvert
affine, I'espace (U;0x ;) est un schéma t-adique affine de type fini. )
Aff-(iv) Un schéma f-adique lisse de réduction affine est affine-lisse. ()

Nous allons maintenant démonter le résultat le plus général concernant cette question :

2 Théoreme 2.8, p. 5, de [M].

3On rappelle que dans [Ars] un schéma f-adique affine est dit «affine-lisse» lorsqu’il est associé a
une algebre f.c.t.f. tres lisse, et il est dit « lisse » s’il est localement affine-lisse. Le principal résultat
de loc.cit., assertion aff-(iv) ici, affirme qu’il y a équivalence entre les deux concepts.

" Proposition 3.2.16 de [Ars].
> Proposition 3.1.3 dans ce papier.
O Théoreme 2.5.3 de [Ars].
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4.1. Théoréme. Pour un schéma t-adique localement de type fini les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) Etre de réduction affine (de type fini).

b) Etre t-adique affine de type fini.

Preuve. Soit (X;0x) € SchIf(R; I) de réduction (X;0x) = Spec(A). Soient {f1,...,f} C
Atelsque fi+--+ fr =1 et tels que (D(f;);0x ‘D(fi)) € Aﬁ'zf(R; I). On ale morphisme
de suites exactes a gauche:

0 — D(X:0x) =2 [T, F(D(£):0x) —~2 1, T(D(f.;):0x)

0 — I(X;0x) —2 [T, T(D(f):0x) 22 [T, D(D(fi £,); 0x) (@)
I I [
Z Hl Zf,i Hij Zf'ifj

ot les fleches verticales proviennent de la réduction modulo I des fibres de Ox (cf. 2.4.6).
Les morphismes v; et v;; sont alors des relevements ([M] th. 2.8, p. 5) et le morphisme
v est surjectif d’apres 3.1.4 ([Ars] cor. 2.5.5).

D’autre part, Palgébre A := I'(X;0x) est de type fini sur R, car elle est localement de
type fini, et 1'algebre I'(X;0x ) est faiblement complete d’apres 3.1.1 (7), il existe donc un
sous-algebre faiblement compléte de type fini CT C I'(X;0x) telle que v(C') = A.

Choisissons F; € CT tel que v(F;) = f; et notons E =Fy+---+F..Onav(f)=1€ A
et donc aussi £ =1 (mod I) dans chaque I'(D(f;);0x). On en déduit que £ est inversible
dans I'(D(f;);0x), car de Zariski, d’inverse noté ¢;. Les sections ((1,...,(,) vérifient la
condition de recollement et se recollent en une section globale ¢ € I'(X;0x) vérifiant
I'égalité ¢ —1=0 (localement évidente). Ainsi, quitte & rajouter ¢ & CT, I'image de
¢ dans C := CT/IC" est inversible et I’espace Spec(C) est recouvert par les ouverts
principaux D(F;). Notons Y := Spec(C) et (Y;0y) := (CT)".

Soit (a,a™): (X;0x) — (Y;0y) le morphisme d’espaces localement annelés associé &
linclusion C' C I'(X;0x) (prop. 3.2.3-a). Le morphisme o : Oy — o, Ox fait de o, Ox
un Oy-module cohérent. En effet, d’apres I’équivalence de catégories 2.4.10, la restriction
de o & D(F;) est le morphisme de faisceaux correspondant au morphisme d’algebres
I'(D(F;);a*). Or, on a le diagramme commutatif

-
[(D(F);0y) —LESD) | p(p(F);a,0x)
I @ I

C[TFi] e(0); I(D(fi);0x) (1)

v;
Ay

i

ot €(0); est surjective car il en est ainsi de v;0¢(0);, par construction de CT, et

"Mais on ne sait pas encore si elle est f.c.t.f. ni si v est un relevement !
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puisque I'(D(f;);0x) € Algg;(R;I) et que v; est un relevement (th. 3.2 [MW]). Le
C[]LFi]—module I'(D(F;); . 0x) est donc cyclique et de présentation finie car C[TFi] est
neethérien. L'exactitude de ()~ sur la catégorie des C{Fi]—modules de type fini ([M] prop.
2.5, p. 4) permet maintenant de conclure que (a*ﬁx)\D(Fi) est un Oy |p(p,y-module de
présentation finie, ce qui termine la preuve de la cohérence de o, Ox € Mod(Oy ).

La cohérence de a,.Ox plus le fait que le morphisme I'(Y;a.0x) — I'(Y;a.0x) est
surjectif, car égal & v dans (D), suffisent (cf. la preuve du th. 3.3 de [M], p. 12) pour af-
firmer que o, Ox est de la forme (M)~ pour un certain Cf-module de type fini M et que
a® = (y) oty : C! — M est un morphisme de Cf-modules. De plus,ona M = I'(X;0x)
(th. 2.14 [M], cor. 3.2.12 [Ary]) et donc I'(X;0x) est une C'-algébre finie et

I'(X;0x) est f.c.t.f.

On peut maintenant reprendre toute I’argumentation de la preuve avec C' := I'(X;0x)
ce qui nous conduit a 'existence d’un isomorphisme (X;0x) ~ (F(X;@X))N. =

4.2. Remarques sur la preuve

a) Dans avant dernier paragraphe,

i) la référence a la preuve du théoréme 3.3 de [M] et non pas au théoréme lui-méme
s’explique par le fait que nous ne faisons pas 'hypothese sur (R, I) d’étre un anneau
de valuation discrete complet.

ii) le morphisme ~ y est déja bijectif. En effet, il est injectif car M =I'(X;0x) et
que v s’identifie & I'inclusion C' C I'(X;0x). 1l est aussi surjectif car en notant
Q = coker(vy), on a Q Q¢ CEE] =0 d’apres (I) et alors 0 = R®r Q ¢t CEE] =
(R® Q) ®c CFp, pour tout i, et donc R®p Q =0. Mais alors Q = 0 puisque Q est
un C'-module de type fini et que (CT;ICT) est de Zariski.

b) Le critere d’affinité 3.1.3, cas particulier de 4.1, est nécessaire dans cette démonstra-
tion dans la mesure ou l'on s’en sert pour établir la proposition 3.2.3-a elle-méme
appelée par 4.1. En fait, la preuve de 4.1 prouve aussi 3.1.3 dans la mesure ou la pro-
position 3.2.3-a est trivialement vérifiée dans son cas. On peut facilement concevoir un
énoncé commun a 3.2.3-a et 4.1 dont la démonstration regle dans un premier temps le

cas ou X est un ouvert de réduction affine d’un schéma f-adique affine de type fini.

4.3. Commentaire. Le théoréme 4.1 prouve la conjecture de 2.5.6 dans [Ar;]:
Théoréme. Pour tout schéma f-adique localement de type fini (X;0x) et tout ouvert de
réduction affine U C X on a:

HY(U;0x) =0, pour tout j > 0.
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