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§0. Préliminaires algébriques

On désignera par R et I respectivement la donnée d’un anneau avec identité multiplicative,

commutatif et ncethérien et d’un idéal I C R.

0.1 Rappel: complétion {-adique

Pour toute R-algebre A, Monsky et Washnitzer définissent dans [MW] «sa complétion
I-adique faible A'» que nous appellerons aussi « complétion t-adique». 11 s’agit de la sous-
algebre du complété séparé I-adique A de A des éléments z admettant une représentation
comme somme infinie:

2= im0 Pi(@1,. 0, 20) (%)

(Pentier n et les éléments x1,...,x, sont fixes et indépendants de j) dans laquelle:

® Iy,...,.x, €A;
e p;€I'-R[Xy,...,X,], pour tout j € N;

degp;
J+1

e l'ensemble { }jen est borné.
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80 COHOMOLOGIE p-ADIQUE SUR LES SCHEMAS §0.2

Définition([MW]). Une R-algebre A est dite «faiblement compléte» (f.c.) lorsque I'applica-
tion canonique A — A' est bijective. Une R-algebre faiblement complete A est dite de «type
fini» (f.c.t.f.) lorsqu’il existe un sous-ensemble fini S C A tel que A est 'unique sous-algebre

faiblement complete de A qui contient S.

Théoréme ([MW]). La complétion f-adique d’une R-algébre (de type fini) est faiblement
compléte (de type fini).

Notation. On notera Alg; (R) (resp. Algg(R)) la sous-catégorie pleine de Alg(R) dont les

objets sont les algebres faiblement compleétes (resp. de type fini).

0.2 Rappel: algébres tres lisses
Pour toute R-algébre A, on note A la réduction modulo I de A, i.e. A:= A/I-A. Pour

toute algebre B (lisse) sur A, on appelle «relévement de B (lisse) sur A »la donnée d'une al-
gebre B (lisse) sur A, et d’une surjection de A-algébres p: B — B dont la réduction modulo

I est bijective.

La propriété suivante a été introduite par Monsky et Washnitzer dans [MW].

Définition. Une R-algebre A est dite «trés lisse» lorsque les deux conditions suivantes sont
vérifiées :
o L’algebre A est lisse sur R.
« Pour toute paire de morphismes de R-algebres B —»C <> A, olt B est f.c., C est sé-
parée et p est surjectif (de noyau arbitraire), et pour chaque morphisme de R-algébres

h:A — B vérifiant = poh, il existe un relevement h: A — B de h, tel que p =poh.

— h j— Jh
A B A——B A---m--- -B
D D p
UG BN
C C c

Pour toute R-algebre B lisse, on appelle «relévement trés lisse de B» la donnée d'une
R-algebre tres lisse B et d’une surjection de R-algebres p: B — B dont la réduction modulo
I est bijective.

L’énoncé suivant rassemble les principaux résultats de [Ar].

Théoréme. Soit A une R-algébre Iisse.

a) A admet des relévements lisses sur R.

b) Pour tout relévement A de A, lisse sur R, I'algébre A' est un relévement trés lisse de A

dans Alg.(R). Pour tout autre relévement A’ de A lisse sur R, les algébres Af et A't

sont isomorphes.

0.2.1. Algébricité des relevements de morphismes lisses.
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§0.2 ALBERTO ARABIA 50

Proposition. Soit 5 : B; — By un morphisme entre deux R-algébres f.c.t.f. trés lisses dont la
réduction modulo I, f3: B; — By, est un morphisme lisse. Soit q; : A; — B, un relévement
lisse sur R et munissons By de la structure de A;-algébre induite par

_ _ B
Boq . Alors, pour tout relévement qs: Ay — Bs, lisse sur A, (donc B, » By

sur R), il existe des isomorphismes ¢ : Al B; relevant lidentité sur %T = :T,W
B ’ Al o Al
B; tels que le diagramme ci-aprés est commutatif. Dans ce diagramme, Tl TQ
s . . . . L1 Ly
o désigne le morphisme structural, et ¢ le morphisme naturel canonique A, o A,
d’une algébre dans sa complétion faible. a, _ da
. . N " . = B =
Le morphisme f3 est donc isomorphe a la complétion faible d’un mor- By —— B»

phisme lisse entre des relévements des B;, lisses sur R.

De plus, pour tout isomorphisme ¢, relevant idp, (resp. s relevant idg,), il existe un

isomorphisme @y relevant idg, (resp. o1 relevant idg,) tels que le couple (p1,p2) vérifie la
proposition.
Démonstration. D’apres le théoreme d’existence de relevements lisses (1.3.1 [Ar]) appliqué
au couple (R, I), il existe un relevement lisse q; : A; — By, et, appliqué au couple (A, I - Ay),
un relevement g, : Ay —» By lisse sur A,. Les R-algebres AI sont f.c.t.f. tres lisses (3.3.1 loc.
cit.) de sorte qu’il existe des morphismes ¢; : A;[ — B; relevant I'identité sur B;; de tels
morphismes sont automatiquement bijectifs (th. 3.2 [MW]).

Pour ¢ donné, munissons By de la structure de Aj-algebre induite par S o ¢ 011, et con-
sidérons les données : A, B,

“] I

B+—9 B
dans la catégorie des Aj-algebres. Comme A, est lisse sur A, il existe un voisinage étale
(Bs): de I dans By et un morphisme ¢9: Ay — (Bs). tels que:

A2 L) (Bg)6 (i B2

v I |»
B,+—% 4 B, <4 B,
est un diagramme commutatif de Aj-algebres (2.1.3 [Ar]).
Par complétion faible, e est un isomorphisme (3.2.4 loc. cit.) et ¢q:= (5*)’10@ vérifie,
par construction, 1’égalité 5o = py00', ce qui prouve une partie de la proposition.
Inversement, donnons-nous ¢s. On a les morphismes des R-algebres f.c.t.f. tres lisses:

Bl L) BQ
:Té@z

Al Al

La sous-algebre C de B, engendrée par les images de § et @yool est f.c.t.f. d’apres le co-

rollaire du th. 2.1 de [MW]. Il en est de méme de la sous-algebre im(3) et comme 'inclusion
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81 COHOMOLOGIE p-ADIQUE SUR LES SCHEMAS §1.2

im(3) C C est une égalité modulo I, on déduit que im(8) = C =im(ps00') (th. 3.1 [MW]).
L’existence de ¢, vérifiant 3o, = @00 résulte alors de ce que AI est tres lisse. n

§1. Site des relévements trés lisses associé 4 un schéma lisse sur R

1.1 La catégorie XiLf des relevements affines tres lisses

A un schéma (X ,(’)y) séparé et lisse sur R, on associe la catégorie XlLf suivante :

o Un objet U de XIL est un morphisme surjectif de R-algebres

pu: AU) — I (U; Ox)
avec: U : ouvert affine de X ;
A(U)": R-algebre f.c.t.f. tres lisse;

py : relevement de R-algebres.

L’ouvert U, 'algebre tres lisse A(U)T et le morphisme py, seront respectivement ap-
pelés «louvert (de X ), l’algébre et le relévement trés lisses correspondants a U ».

« Etant donnés deux objets V et U de XiLf, tels que YV CU, un élément & de 'ensemble
MOI‘Xif(V,U) est un morphisme de R-algebres ¢ : A(U)" — A(V)' tel que le diagramme :

AU —2— AW

) [
r(U;0x) —— I(V;0x)
ou P désigne le morphisme de restriction canonique, est commutatif.
Le morphisme de R-algébres ¢: AU)' — A(V)! est appelé «le morphisme de R-

algébres associ€ a P ».
« Lorsque V et U sont tels que V Z U, on pose: Moerf(V,M) =a.

1.1.1. Remarques

a) Avec les notations précédentes, Mor XJ‘[(V,U ) # @, si et seulement si, V CU. La suffisance
de cette derniere condition est conséquence de ce que A(U)' est tres lisse.

b) Pour tout ouvert affine U C X, il existe des relévements B — I'(U; Ox) lisses sur R (1.3.1
[Ar]) et le morphisme induit BT — I'(U;Ox) est un reléevement tres lisse (3.3.1 loc. cit.).
Pour tout ouvert affine U C X il existe donc un objet U de X;Lf dont l'ouvert correspon-
dant est U ; un tel U sera appelé «un relevement (f-adique) de U ».

¢) Pour tout U € XiLf, le semi-groupe (Endxgﬂ(u),o,lu) est un groupe (th. 3.2 [MW]), il
s'identifie & I'opposé du groupe des automorphismes de R-algebre de A(U)! dont la réduc-
tion modulo I est l'identité.

1.2 Existence de produits fibrés dans X;Lf

Proposition. La catégorie Pl

.t possede des produits fibrés.
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§1.3 ALBERTO ARABIA 61

Démonstration. A un diagramme commutatif dans Xilfz

W ——V
\ 4

Vi ——u

correspondent les diagrammes commutatifs :

AU —— AV r;0x5) —"— r(Vi;0x)
N 2) B omedd 7l D) s
AV —— AW)! Ir(Vy;05) —2— r(W; 0%)

respectivement de R-algebres f.c.t.f. tres lisses et de R-algebres, oll nous pouvons supposer
(prop. 0.2.1) que le diagramme de A(U)'-algebres (D) résulte de compléter faiblement un

diagramme de morphismes de A(U)-algebres:

AU) —2— A(V)

UZ\I/f (D)) & .

A(Vo) —5—= AW)!
ott A(U) est un relevement de I'(U; Ox) lisse sur R; A(V;) est un relevement de I'(V;; Ox)
lisse sur A(U) (o; désigne alors morphisme structural) et (D') est un relevement de D.

Le diagramme (D’) admet une factorisation unique en:

— o

AU y——A(T))

7| | \_f‘ o

A7) A(%)@A@)Am)\ (D)
Ay

ol les morphismes de A(V;) vers A(Vi) @ aq7) A(V2) sont les morphismes canoniques.

Ceci étant, A(Vi2) := A(V1) @ 4@y A(Vs) est un relevement lisse sur A(U) (donc sur R) de
I (V19;0y,,) ot Vg :=V; X7V, est canoniquement isomorphe & 'ouvert affine V; NV, puisque
X est supposée séparée. La complétion faible A(Vi9)l de A(V)s) est f.c.t.f. tres lisse (3.3.1
[Ar]) et le couple (Vio; A(Vio)! — I'(V12;Ox)) est un objet de Xilf
L’existence du produit fibré V; x;V, dans XiLf résulte alors de compléter faiblement le

diagramme (D"). "

1.2.1. Remarque. La démonstration précédente montre que 'ouvert affine correspondant au
produit fibré Vi xy Vs est précisément Vi xg Vo=V NVs.
1.3 Topologie de Grothendieck sur X;Lf

1.3.1. Rappel. Une «topologie de Grothendieck» sur une catégorie C avec produits fibrés
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81 COHOMOLOGIE p-ADIQUE SUR LES SCHEMAS §1.3

est la donnée de familles de morphismes {®; : O; — O};cq, appelées «recouvrements (de C ) »,
telles que:

a) Pour tout objet O de C et tout @ € Isoc(O), {®: O — O} est un recouvrement.

b) Etant donné un recouvrement {®;: O; — O}icn et pour chaque i €2, un recouvrement
{P;4: 0,y — O;}yesn, la famille des composés {P;0P; y: O; vy — O}icq yes €St un recou-
vrement.

¢) Pour tout recouvrement {®;: O; — O} et tout morphisme ¢': O’ — O, la famille de mor-
phismes {®; xoP': O; xg O' — O’} est un recouvrement.

1.3.2. Définition. Un «recouvrement de XlLf » est la donnée d’un objet U et d’une famille
R={P;:U; — U};cn de morphismes, tels que la famille {ﬁi}iem des ouverts de X corres-
pondants est un recouvrement de l'ouvert ¢ dans X. Le recouvrement U = J,U; est «le

recouvrement de U dans X correspondant a R »

1.3.3. Remarque et terminologie. Soit ¢/ un objet de Xi];f. Tout recouvrement affine
U=\J,U; dans X correspond & un recouvrement {U; —U} de Xi:rlf (cf. 1.1.1-0b), un tel

recouvrement est «un relévement (f-adique) du recouwvrement U =|JU; ».

1.3.4. Notations et terminologie
« On note Rec(XiLf) la classe des recouvrements de Xlilf

o Un recouvrement {U; — U}ieq est dit «fini» lorsque ensemble d’indices 2 est de
cardinal fini.

« Un recouvrement {U; — U} est dit «principal» lorsque les ouverts ; sont princi-
paux dans ouvert I correspondant & I, i.e. des complémentaires d’hypersurfaces
de U.

o Deux recouvrements Ry ={P; :U; = U}icn et Ro={Py:V; — V}ien seront dits
«isomorphes» lorsqu’il existe une bijection [:2 — B et des isomorphismes ¥ €
Iso XiLf(u V) et W; € Tso thlf(l/{i,vmz-)) tels que les diagrammes :

u, —2u

7| ~ - ~|w

Vs ——V
sont commutatifs pour tout ¢ € 2. La famille {¥;; ¥} est alors «un isomorphisme de

recouvrements de Rq vers Ra».

1.3.5. Proposition. La classe de recouvrements Rec(X;Lf) munit la catégorie XJlf d’une to-

pologie de Grothendieck.

Démonstration. Résulte de la proposition 1.2 et de la remarque 1.2.1. [

1.3.6. Définition. La catégorie Xl];f munie de la classe de recouvrements Rec(XiLf) est «le

site des relévements affines trés lisses» associé au schéma lisse et séparé (X;Ox).
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§1.4 ALBERTO ARABIA 61

1.3.7. Notations et terminologie
« Les objets de X;rlf seront appelés «les ouverts du site /'\,’i:rlf ».
e On dira de deux ouverts V et U de Xilf, que «V est contenu dans U », et 'on notera
VY C U, lorsqu’il en est ainsi des ouverts de X correspondants. On a donc ¥V C U, si
et seulement si, V CU.
1.4 Algébricité des recouvrements principaux de XiLf
Soient U un ouvert affine de X et B — I'(U;Ox) un relevement lisse sur R. Notons
(U;0y) le schéma affine associé & B. Tout recouvrement affine U =|J,V; induit, par ré-
duction modulo I, un recouvrement affine U =|J,;V; dans X. Les complétions faibles des

morphismes canoniques de relevements :
I (U;0y) "= I'(Vi;Op)

l l

I(U;0x) —"— I'(V;Ox)
donnent des morphismes de relevements
f 4
AU AW
Pul l py;
I(U;0x) —— I'(V;;O%)
ot 'on anoté A(U)":=I'(U;0p)" et A(V;)":= I'(V;;Op)'. Ces algebres sont f.c.t.f. trés lisses
et les relevements py et py, sont des ouverts de Xiilf, notés U et V; respectivement. La fa-
mille {®; : V; — U} définie par les morphismes p! est donc un recouvrement de X, ; il sera

appelé «la complétion faible du recouvrement (algébrique) {V;} de U ».

1.4.1. Définition. Un recouvrement de XlLf isomorphe a la complétion faible d’un recouvre-

ment affine d’un relevement lisse d'un ouvert affine de X sera dit «algébrique ».

1.4.2. Proposition. Tout recouvrement principal de XILf est algébrique.

Démonstration. Soit R = {U; — U};cq un recouvrement principal de X iTnf et notons {U; C
U} le recouvrement induit dans X . Pour chaque ouvert U;, on choisit f; € I'(U;Ox) tel que
U; = D(f;). Fixons un relévement p: B — I'(U;Ox) lisse sur R et, pour chaque i € 2, un
élément g; € B tel que p(g;) = f;. Comme U =J,D(f;), l'idéal de I'(U;Ox) engendré par
les f; contient 1 ; il existe, par conséquent, un élément g de I'idéal de B engendré par les g;
vérifiant p(g) =1 et le morphisme p induit un relevement lisse B, — I'(U;Ox). La famille
{D(g;)} est maintenant un recouvrement (principal) du schéma affine (U;Op) associé & By
qui reléve, par construction, le recouvrement {D(f;)} de U. Notons R’ = {V; — V} le recou-
vrement de Xl];f obtenu par complétion faible de la famille d’inclusions {D(g;) CU}. On a
V;~U; et V ~U et la proposition 0.2.1 établit I'existence, pour tout ¥ € Isofifm_(V,L{) donné,
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81 COHOMOLOGIE p-ADIQUE SUR LES SCHEMAS §1.5

d'une famille {¥; € Isoyi (Vi,Us)} telle que {W;; W} est un isomorphisme de R’ vers R. Le

recouvrement R est donc bien algébrique. ]

1.4.3. Commentaire. La proposition 0.2.1 montre que tout morphisme entre deux ouverts
VCU de Xi];f, d’ouverts correspondants V C U, est isomorphe & la complétion faible d’un
morphisme lisse a: V — U entre deux relevements lisses sur R de V et U respectivement,
mais cette proposition n’établit pas 'existence d’un tel a qui soit, en plus, un plongement
ouvert. La démonstration précédente prouve que c’est toujours le cas lorsque V est principal
dans .
1.5 Préfaisceaux et faisceaux sur XiLf
Soit Z un anneau arbitraire. Un préfaisceaux de Z-modules sur XiLf est un foncteur con-
travariant de XIL vers la catégorie Mod(Z) des Z-modules (& gauche). Pour tout préfais-
ceau P: Xlilf ~>Mod(Z) et tout morphisme & € MOI'XJJ(V,U), le morphisme de Z-modules
P(P): P(U) = P(V) est «le morphisme de restriction associé o @ par P ».

Un préfaisceau P sur XJlf est dit « faisceau sur le site X;Lf » lorsque pour tout recouvrement
R={P;:U; = U};en du site XiLf, la suite de Z-modules:

0= PU) —2— Tlica PU) —2 T, ea PUs X0 U)
mo— R (P(®;)(m)), (P(R))

Iz
(my); S (’P(&) (mi) —P (&) (mi’))m'
ou & : U; Xy Uy — U; (resp. &) désigne le morphisme de 1.2, est exacte.

1.5.1. Proposition. Un préfaisceau P est un faisceau, si et seulement si, la suite P(R) est
exacte pour tout recouvrement fini et principal R de Xlilf
Démonstration. Soit P un préfaisceau vérifiant la condition de la proposition. Nous devons

prouver que pour tout recouvrement R = {®; : U; — U},cq, la suite de A-modules:

0= P(U) — TTica PU) == TT; yea Py xulh) (+)

est exacte.
Remarquons pour commencer que l'exactitude des suites () associées aux recouvrements fi-
nis de XILf implique I'exactitude des suites P(R) en toute généralité. En effet, comme l'ouvert
U est affine, il existe une partie finie 2" = {iy,...,i,} C 2 telle que R' = {®;, : U;, — Uizt r

est un recouvrement de X'

¢ et la suite () associée & R’ est exacte. L’injectivité de ITIgs

entraine celle de Iz et lorsque & := (z;) (i) est un élément de [[,P(Y;) annulé par Ag,
Pélément 7' := (z;,) € [[,=; _,P(U;,) est annulé par Ag et il existe yr' € P(U) (unique) tel
que ¢;,(yr’) = x;,, pour tout i =1,...,7. Ces raisonnements s’appliquent évidemment & tout
sous-recouvrement fini R” de R, en particulier & ceux indexés par les parties 2” C 2 de la

forme A" :=A'U{i}, avec i € A. L’élément yg» € P(U), correspondant au méme choix (f) de
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§2.1 ALBERTO ARABIA 62

Z, est alors nécessairement égal & ygr' puisque Iz est injective. Il s’ensuit que ¢;(yr/) = z;
pour tout i € A, et la suite (*) est exacte.

Lorsque R = {U; = U}ien est un recouvrement fini quelconque de recouvrement corres-
pondant U = |J;U;, on se donne pour chaque i € 2 un recouvrement fini U; = J; e Us,» par

des ouverts principauz dans U et un recouvrement R;= {®; s :U; v — U;} de X, T 1le rele-

inf
vant. Le recouvrement R; est alors fini et principal de méme que le recouvrement composé
R, = {U;,» — U} et les suites P(R;) et P(R.) sont exactes par hypothese. On considere alors

le morphisme de complexes :
0= PU) —"= Tlea PU) = Toea Pl xulls)
| .
0 PU) oy [Licoien P(Ui o) 2R T P xuli )

i€l i eB
ol les morphismes verticaux sont donnés par les produits des morphismes de restriction. Pour
tout (x;) € ker(Ag), Vélément (y;) := [[¢:,+((x;)) appartient & ker(A(R.)) et il existe un
élément de x € P(U) tel que Ilg,(x) = (yi,i). L'égalité Ilg(z) = (z;) découle alors de l'injec-
tivité de [] s+ (pour chaque ¢ donné). "

1.5.2. Notation. On notera Préfyi (Z) et Modyi (Z) respectivement la catégorie des pré-
faisceaux et des faisceaux de Z-modules sur le site &; ;.

§2. Sous-sites de Meredith
2.1 Rappel de résultats

Dans les sections suivantes nous allons utiliser quelques résultats de base établis dans les
articles de Monsky-Washnitzer ([MW]) et de Meredith ([M]) parfois sous des hypotheses gé-
nérales plus fortes que celles requises pour leur démonstration. Nous donnons maintenant la
liste de ces résultats valables uniquement sous I'hypothése que 'anneau R est noethérien(').
a) Pour toute R-algebre A le morphisme canonique ¢;: A/I7- A — AT/I7- Al est bijectif,

quel que soit j € N.

b) Soit A une R-algebre f.c.t.f.
i) A est quotient de R[Y ]" o X désigne une liste finie de variables.
ii) A est noethérienne.
c) Si A est f.c.t.f. (A, T-A) est un anneau de Zariski.
d) Soit A une R-algebre. Si A et A" sont ncethériennes, Al est plate sur A.
e) Soit A une R-algebre de type fini ou f.c.t.f.
i) Pour tout f € A, l'algebre (Af)" = ((A7);)" est plate sur A.

Voir [MW] pour les assertions (a,b,c) et [M] pour les autres.
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ii) Soient f,g € A tels que f est inversible dans Aj.
L’application naturelle A5 — Aj est la réduction modulo I d’un et d’un unique mor-
phisme de A-algebres (Ay)T — (A,)T.

2.1.1. Notation. Pour toute R-algtbre A et tout f € Al, on notera Afjs:= ((A"))I.

2.1.2. Convention. Dans la suite une R-algebre sera toujours de type fini ou f.c.t.f. sauf

mention expresse du contraire.

2.2 Rappel sur les schémas formels faibles affines de Meredith
2.2.1. Soit A une R-algébre de type fini. Notons X := Spec(A) et X := Spec(A) de schémas
affines respectivement notés (X,0x) et (X,0x). Dans [M], Meredith introduit un nouvel
espace annelé: «le schéma formel faible affine associé a A », noté (X, O}), ou
(’); := faisceau associé au préfaisceau défini sur la base des ouverts
principaux de X par D(f) ~ (A)!, oul f € A est un relévement
arbitrairement choisi de f € A.

L’énoncé (0e-0ii) de 2.1 justifie cette définition.

Terminologie. Dans la suie l'expression «schéma (affine) de Meredith associé a A» sera

synonyme de «schéma formel faible affine associé a A ».

2.2.2. Meredith s’intéresse plus généralement au foncteur de la catégorie des Af-modules (&
gauche) vers la catégorie des OTX—moduleS (& gauche), noté (Z) : Mod(AT) ~ Mod((’) ), qui
fait correspondre au module M le faisceau M sur X associé au préfaisceau défini sur la base

des ouverts principaux de X par D(f) ~ (A;) @4 M.
Le théoreéme suivant rassemble plusieurs résultats de [M].

2.2.3. Théoréme ([M]). Si R est un anneau local ncethérien d’idéal maximal I et si A est
une R-algébre de type fini:
a) Le foncteur (Z) : Mod(A) ~» Mod(Ok) est exact.

Pour tout Af-module de type fini M et tout ouvert principal U C X
b) Le morphisme canonique O (U) @ 5 M — I'(U; M) =HTU M) est bijectif.
¢) H{(U; M) =0, pour tout i > 0.

2.2.4. Généralisation des résultats de Meredith. Nous allons redémontrer le théoreme
2.2.3 avec comme seule condition sur R d’étre ncethérien et en supprimant ’hypothese de
finitude sur le Af-module M. Nous suivrons de prés une approche classique du théoréme
d’acyclicité de Serre pour les faisceaux quasi-cohérents sur un schéma affine dont nous rap-

pelons maintenant le point central en guise de motivation pour la suite.
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e Etant donnés une R-algébre de type fini A et fi, fo € A, le complexe de Mayer-Vietoris
0—>A—€>AflEBAf2L> Ay, —0
a—— (a,a) ()
(z1,9) —— (21— 2)
est exact lorsque (f1, f2) = A.

L’énoncé résulte pour l'essentiel du fait que le noyau du morphisme canonique A — Ay,
est I'idéal des éléments a € A tels fNa=0 pour N €N assez grand. A Taide d’une éga-
lité 1 =&Y +&f, obtenue par exemple & partir de 1= (i f; + (ofs en développant 1=
(lelJrszz)QN, on déduit que a= & fNa+&fN a, don linjectivité de e. Ensuite, lorsque
l'on se donne des éléments z; = ai/fiN € Ay, avec a; € A, la condition x; =z, dans Ay y,,

équivaut a la condition sur A :
(fif)™(f a1 — f{¥az) =0, pour M € N assez grand. (%)
On choisit maintenant une égalité de la forme 1 =& fM ™ 4 & fMN ot 'élément
a:=§& ff‘/[a1+§2 fQMageA (%x)

vérifie a =z, dans Ay, pour i=1,2, d’ol l'exactitude & gauche de (¢). Enfin, & partir de
I’égalité évidente dans Ay y,
I Gh+Gfe G G

e hk kR

on obtient par induction des décompositions

(ﬁ)m = R1,m<<17<2a %) +Fom (Cl’ CQ’ %)

pour tout m € N avec R; ,,, € Z[X,Y, Z]. En particulier, un élément de Ay y, est toujours de

la forme
a

¥ = Rim (C1,C2, %) a+ R2,m(C1,C2, %) a

avec a € A et il appartient bien a I'image de &y.

Une fois établie Pexactitude des suites (¢), des considérations générales sur la cohomologie
de Cech que nous rappellerons dans 2.2.9 donnent Pacyclicité des faisceaux des O-modules
engendrés par leurs sections globales. C’est par cette démarche que nous allons généraliser
le théoreme 2.2.3. Nous montrerons donc dans un premier temps que ’analogue f-adique de
(¢), la suite :
0 AN —s (Ap) @ (Ap) —2 (A5)f -0,
est exacte ce pourquoi il nous faudra, comme dans le rappel ci-dessus, la description du noyau
du morphisme canonique A" — (Af)" (lemme 2.2.5) et plus important encore des estimations
des degrés M et N dans (%) et (xx) nécessaires pour ’étude de la convergence t-adique

(lemme technique 2.2.6).
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2.2.5. Lemme. Soit f un élément d’une R-algébre A supposée de type fini (ou f.c.t.f.).
Pour tout Af-module M , le noyau du morphisme canonique V},M M — (Af)T Qi M est le
sous-module des éléments m € M tels que (fN +w)-m =0, pour certain w € I - At et pour
N €N assez grand.

En particulier, si m € ker(u}yM), ona fNme (I-A")-m pour tout N €N assez grand.

Démonstration. Supposons dans un premier temps le module M de type fini sur Af. Le
(Ap)-module (Af)'®4 M est alors de type fini, donc séparé, pour le topologie I-adique

(2.1-0c) et le noyau du morphisme canonique :
M;:= (AN oM —— (Ay) @ M

contient, par conséquent, 'adhérence 0 de 0 dans M/ pour la topologie I-adique. D’autre
part, les réductions modulo I™ sont des isomorphismes et un élément du noyau de u appar-
tient & 0. Donc ker(u) = 0. Or, comme (AT); est ncethérien et que M est un (A') -module
de type fini, on a I-0=0 et (1+w)-ker(u) =0 pour un certain w € I-(A');; autrement
dit, (fN 4 w)-ker(y) =0 pour certains N € N et w € I-Af. On conclut en remarquant que
V}’M se factorise a travers le morphisme canonique vy pr: M — My, i.e. V}’M =povyn, de
sorte que 1/}7 M(m) =0, si et seulement si, Vf,M(m) €0, autrement dit, si et seulement si,
vem((fN +w)m) =0, ou encore fM((fN +w)m) =0 pour certains M,N € N et we I-Afl
Dans le cas ot M est un Af-module arbitraire, notons (m) le sous-module de M engendré
par un élément m € M. On a alors le diagramme commutatif:
(m) —=—— M
VTf,(MJl l a
(Ap) @(m)=== (Ap) o M
ot (id® C) est injectif puisque I'algebre (A ;) est plate sur AT (2.1-0e-0i). Il s’ensuit que m
appartient au noyau de V}, > Siet seulement si, il appartient au noyau de 1/}

(o G étudic

dans le paragraphe précédent. [

2.2.6. Lemme technique. On se donne un élément P et un idéal K de ’algébre de po-
lynémes R[Y} = R[X1,...,X,|. Pour tous m,n € N, on note I”[Y}m le sous-R-module des

polynémes de R[X)] a coefficients dans I™ et de degré total majoré par m.

1l existe des entiers positifs N(P,K) et M(P,K), tels que les ensembles :
Cl(P,K,n)={Q¢€ I”[Y] ‘ PNQ e (KJrI"“[)_()]), pour N assez grand}
C2P.K,n) = {Q € I'[X] | PNPRIQ € (K + 1" [X s aiprc)) i Q € I[X]n}

sont égaux, et ceci quel que soit n € N.
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Plus généralement, si QQ € I”[X_}]m et si PNQ ¢ (K+I”+T[Y]), pour N assez grand et

pour un certain v € N, alors:

PrN(P,K)Q c (K+In+T[Y]m+rM(P,K)) .

Démonstration. Pour chaque n,m € N, notons F™™(I; R[X—?]) = I”[,vX?]m urT™, on U et
T désignent des variables formelles. On munit F™™(I ;R[f ]) de la structure de R-module
de I”[)?]m et l'on considere F*’*(I;R[?]) =D men I”[Xz]m U™ muni de la structure de

R-algebre positivement graduée donnée par les égalités:
QUU™T™ - QUM T™ 1= QQu U™ m2,
pour tous n;,m; € N et Q, € I"[Y]m La R-sous-algebre
FO*(I;R[X]) = RO R X T @ R[X,T*® - @ R[X | T" @ -

est engendrée par R® R[)?hT, et F*V*(I;R[Y]), vue comme F*(I; R[)?D—algébre, est
engendrée par RO IU. 1l sensuit que F**(I; R[)‘()]) est une R-algebre de type fini et
F=*(I; R[Y]) est un anneau ncethérien.

Ceci étant, 'inclusion C2(P, K,n) C C1(P, K ,n) est claire. Montrons la réciproque. L’ensemble
des sommes finies ), Qp.m UT™ 01 Qp,m € C1(P, K,n) est un idéal noté M de F*’*(I;R[?]),

il est donc de type fini et 'existence de N (P, K) s’ensuit.

De méme, pour chaque M € N, l'ensemble M (M) des éléments Zn,an,m urr™ de M
tels que PNPKIQ, . € (K—|—I”“[X2]m+M)7 est un idéal de F*V*(I;R[Y]), et comme M est
la réunion de la suite croissante d’idéaux M(0) CM(1) C---M(M) C -+, on a M =M(M)
pour M assez grand. On peut donc prendre pour M (P, K) la borne inférieure de tels M.

La conclusion finale résulte d’un argument inductif évident. ]

2.2.7. Théoréme. Soient A' une R-algébre f.c.t.f. et fi,fo € Al tels que (fi,f.) = Al. La
suite de Mayer-Vietoris

0— Af ;1> AT[fI] ® AT[M L AT[flf,z] —0 (%)
est exacte.
Démonstration. L’algebre Af étant f.c.t.f., notons A la sous-R-algebre de A' engendrée
par les éléments d’une famille finie de générateurs (f-adiques) de A, les éléments f, fo et
des éléments gy,g0 € A vérifiant g;f1 + gofo = 1. La R-algebre A est alors de type fini et sa
complétion f-adique s’identifie canoniquement & Af. Dans la suite la notation ¢ A" fera donc

référence a la complétion t-adique de A. On a:

AT[?] = (A?)T et A-fi+A - fr=A (0)
Injectivité de ef. Pour z € ker(ef), on a l/j(x) =0 pour i =1,...,r. Il existe donc des entiers
— 14 —
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N; est des éléments w; € I- AT tels que (f' +w;) -z =0 (2.2.5). Comme A-fi+A-fo=A,
il existe & € A tel que 3,&f =1 et Annuly(x) contient un élément de la forme (14 w)
avec w € I- AT et donc Annuli(z) = Af.

Exactitude du terme central de (x). Dans le morphisme canonique de complexes:
s
0— AN — (Ap)te (A — (App) >0
sl el e <

00A—s A, @ A;, —2» A, >0
les colonnes sont injectives puisque leurs réductions modulo les puissances I'™ sont bijec-
tives et que tous les algebres considérées sont séparées pour la topologie I-adique. De méme,
la deuxieéme ligne est exacte puisqu’il en est ainsi de ses réductions modulo I"™. Il s’ensuit
que pour tout élément Z= (z1,2;) de (Ay,) @ (Ay,)! annulé par 65, donc par d, il existe un
(unique) élément z € A tel que €(z) = Z. Nous allons prouver que z € Af.

Un élément Z€ (Ay,) @ (Ayp,)! est la donnée de deux familles finies 7,73 (que l'on peut

toujours supposer du méme cardinal ¢) avec T; = {z;1,...,2z; 0} C Ay,, et des suites:
— — — — .
(pi,O(Xi)api,l(Xi)7pi,2(Xi)7 s api,n(Xi)v s )i’ pour © = 1727

de polynomes de R[)?:] = RI[X;1,...,X; ] vérifiant, pour i =1,2 et tout n € N:
Din € I”[)?J , et
{degz(pi,n) <(n+1)C,
pour une certaine constante C € N indépendante de i et n. L’élément 2" est alors I’élément
de fi}l @ A}z défini par la série:

7= Z (pl,n(xl,lv"',xl,l)> (*)
n=0

pQ,n(m,l,---,ﬂEQ,z)
Par finitude de 'ensemble {z; ;}, il existe un entier IV, indépendant de (i,7), tel que:

T = pour un certain a; ; € A.

aij
N b
fi
Notons @ la famille de 2¢ éléments de A :
— — —
a = {a‘17' . ‘70/7"} = {a1,17'”7a1,f7a2,17' ..,GQ}[}

ainsi déterminée. En remplacant X; ; par A; ;/F;, ou A;; et F; désignent de nouvelles va-
riables, on définit les polynémes ¢; ,, € R[E,Fi] par les égalités

Ai,l Ai,e) _ (Ii,n(Ai,lv"'»Ai,Ea Fz)

FZ' a...a?i FV(HH)C

)

Pin(Xip, .., Xig) = pm(
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. ) _
avec clairement : {Qi,n e I"[A, Fj], et
degX F,(Qim) =(n+1)C.
L’élément z' s’exprime donc également comme somme de la série:
2 S Zim Q@i ane, )
- n>0 (fN)ymt1)C
Z= = =3 N (%)
2 Z 22.n n=0 Q2,n(a2,1,--~702,£,fr )
2 n>0 (f2N)(n+1)C

Dans la suite on notera

4= {11)71)2} ={A11,...,A11,A1,..., Ao}
ﬁ L= {Fth} et Z = {Zl,ZQ}

Choisissons des éléments (1,(» € A tels que (1f{Y + (of¥ =1, et considérons le morphisme
de R-algebres: I
AF 7] —— A
Aij  — aij

Foo— N
Z — G

R|
i=1,2 et 1<j<C.

Commentaire : Le morphisme a n’est pas nécessairement surjectif, mais comme A a été sup-
posée de type fini sur R, nous pouvons rajouter si besoin de nouvelles variables a la liste A
de maniere a rendre « soit surjective ce que nous supposerons désormais. Dans ce cas, pour
tout m € N et pour tout idéal K C R[A, F, Z] contenant ker(a), on a

— —.

o (1™ A) = K + (A, F, 7,
ZZZIZZF1€1+K+I[ 7ﬁ7 ]a

Dans la suite K :=ker(«).

—.

Pour m € N donné, définissons des polynomes Q1 m,Q2,m € R[/Y,ﬁ, | par les égalités for-

melles : N " _ BN —
s Gin(Ai, Fy) Zn:OFi(m n)CQi,n(Ai;Fi) _ Qim(Ai, 1)
n=0 F.("H)C - F(m+l)c o FﬁmH)C

7 (3 7

On a deg; z (Qim) = (m+1)C et grace a la surjectivité de a et en appliquant 2.2.5 aux
égalités “z; = zy dans (Ay,r,) @ M7, on a (cf. (x) p. 12):

(B (F"VQu — F™ Qa0 ) € K+ T"MALF, 7],

pour M € N assez grand. On en déduit par I'égalité C1(FFy, K,0) = C2(F 1 Fy, K,0) de 2.2.6,
lexistence de N (F1Fy, K) € N tel que:

(FIFQ)(erl)N(Fle,K) <F2(m+1)CQ1,m _ F1(m+1)CQ2,m> c K+Im+1[A’7ﬁ7 Z]’

et ceci pour tout m € N.
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On notera dans la suite (¢f. 2.2.5)
N:: {N(Fl,K)7N(F2,K)7N(F1FQ,K)} et
M:={M(F,K),M(F,K),M(F1F;,K)} (que nous n’avons pas encore utilisé)

Pour chaque L € N, on choisit des polynémes Z(L); € R[F, Z] vérifiant :
(Z1F) + ZoFo) Y = Z(L) FE+Z(L)oFf,  avec
{ degp 7 (E(L);) =3L
en prenant L := (m+1)C' + (m+ 1)N, on pose de maniére analogue a (¢0) (p. 12):
Ry=Y1, E((m+1)(N+0)), " "NQim € RIAF, Z)p,,

ol Dy, :=degz z z(Rm) =4(m+1)(N+C).
OnaR,—R, 1€ K'—&—I"‘[A'J*:7 Z] par construction, et, toujours d’apres 2.2.6:

—.

F™(Ryp = Ryn1) € K+ I"[A,F, Z]p,, s
pour ¢ = 1,2. Par conséquent :

Rm_Rm IZZ: 1‘—‘( ) F (Rm_Rmfl)
€ K+I"[AF,Z|p, tmM+(r-1)N)

et il existe P, € R[A', f, Z] vérifiant P,, = R,, — R;,—1 mod K, de degré majoré par
Dy +m(M+(r—1)N) =4(m+1)(N+C) +m(M+ (r— 1)N) < (m+1)C

pour un certain C' € N indépendant de m. La série infinie o(Ry) + 2 1<na(Py) représente
donc un élément w de Af tel que w = a(R,,) modulo I"*!. Comme d’autre part a(R,,) est,
par construction, un “recollement” des séries z; modulo I"™*!, on conclut que w = z mod I™

pour tout m € N et donc w = z, cqfd.

Exactitude & droite de (). Etant donné un systéme de générateurs de A en tant que
R-algebre {ai,...,as}, 'ensemble {a;,1/(fif2)} est un systeme de générateurs de Ay, et un
lément z € (Ay, 1) s’exprime comme série

{Pne-[n[Xh X@vT];

= Zn>0pn(a1, , Al deg? (P) < C(n+1)

)

Or, ’égalité 1 = g1 f1 + gof> donne aussitot h f = gl + gl , et par une construction inductive

simple

L ]\/[: l 1\ 1\ l Qi,M S R[X/lvi/%}/?nn]
(f1f2) Q1,M(91,g2, f1’f2) +Q2,M<g1,927 7 f2)’ avec {deg?(Qi,M) o

pour tout M € N. En substituant les monémes T™ qui interviennent dans le développement
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de P, par Q1 ar+ Q2 on obtient la décomposition de polynémes

(i) Po(X.T) = Ry n(X, V) + Ryn(X,Y)
(ii) Ry, Rom € I"[Y,?]
(iii) deg;j(Rm) <20(n+1)

et on pose 1

Zq = Zn}ORiJl(ala <oy ey g1, 92, ?) .
%

(Ay,) ce qui termine la démonstration du théoreme puisque z = z; + 2. ]

2.2.8. Commentaire. L’énoncé du théoreme 2.2.7 admet la reformulation suivante :
Théoreme. Soient A une R-algébre de type fini et f,fo € A telsque A-fi+A-fo=A. Le

complexe e 5 T
0> A —— (Ap) @ (Ay,) —— (Ayp) >0

est exact.

Preuve. Si g1,g2 € A sont tels que ¢1f1 +gofo €1+ w avec we I- A, I'élément 1+ w est in-
versible dans Af et AT- f; + AT. f, = AT, D’autre part, (A;)f = A*m. ]

2.2.9. Rappels sur la cohomologie de Cech. Dans cette partie on s’intéresse & un espace

topologique Y admettant une famille d’ouverts B telle que

B-i) Tout ouvert de Y peut étre recouvert par des ouverts de B.

B-ii) De tout recouvrement d’un ouvert de B par des ouverts de B on peut extraire un

sous-recouvrement fini.
B-iii) B est stable par intersection, i.e. si Uy, Us € B alors Uy N Uy € B.
B-iv) Pour tous Uy,...,Up € B de réunion U € B, il existe V' € B tel que

U=U,UV et VCUU---UU,.

Exemples
o Y = Spec(anneau) et B 'ensemble de ses ouverts principaux.
Vérifions 0Oiv: Pinclusion D(f) C D(fo) UD(f1)U---UD(f;) équivaut a l'existence d’élé-
ments (o, (1,...,( € Af tels que 1 = Zfzo Cifi- En fixant une telle partition de 'unité, la
méme raison donne W = D(1 — (ofo) € D(f1)U---UD(f¢). On prend alors V=UNW.
o Y lespace topologique sous-jacent & un schéma séparé et B ’ensemble de ses ouverts

affines.
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A partir de maintenant, I’espace Y et ’ensemble B sont fixés. L’ensemble B muni des in-
clusions entre ses ouverts est une sous-catégorie de la catégories des ouverts de Y, on peut
donc parler de préfaisceau de groupes abéliens sur B. Soit P un tel préfaisceau. Etant don-
née une famille U = {U;};c(a,<) d’éléments de B de réunion U, on définit pour chaque n € N
«le groupe des n-cochaines de Cech & valeurs dans P relatives ¢ U », c’est le groupe:

C"(U;P) = Hiu<i1<...<inP(Ui(]...iz)

ou U, ,:=U;,N---NU;,. Le «n-cobord » est 'application :

8 : CM(U;P) — C™ (U P)

k
w — 6n(w)i()7---7in+1 = Zk:(} n+1(_1) W reesibyeeeyint

.....

qui vérifie 04106, =0, d’'ott «le compleze de Cech de P relatif ¢ U »:

(C*U;P),5,) == (0 S COUP) 2 YU ) 2 Ok, Gk ) 2k )

Lorsque U € B, I'«augmentation» e(U) : P(U) — CO(U; P) = [L;ca P(U:), produit des mor-
phismes de restriction P(U) — P(U;), est a valeurs dans H(U;P).

La «cohomologie de Cech de P relative & U » est la cohomologie de (C*(U;P);4.), elle est
notée H*(U;P).

2.2.10. Proposition. Avec les données précédentes, supposons pour tous U,U;,Us € B tels

que U =U,UU, que le complexe de Cech augmenté :

0= PU) 2L P(U) & P(U) —2 P(UL N ) — 0 (%)
est exact. Alors
a) Pour toute famille U = {U;};cq d’ouverts de B de réunion un ouvert U € B, le complexe

de Cech augmenté :

0— PU) 2 E0wP) 2 C s PY 2 B Gy P) s
est exact.
b) Soit P le faisceau sur Y engendré par P, alors pour tout ouvert U € B :
i) Le morphisme canonique P(U) — HO(U;P) est bijectif.
ii) Hi(U;P) =0, pour tout i > 0.
Démonstration
a) Par récurrence sur le plus petit cardinal £(U/) des sous-familles finies de & qui recouvrent
U (0ii). Lorsque £(U) =1 on a U; = U pour un certain i € A et le complexe de Cech aug-

menté est homotope & zéro (*). Supposons maintenant £({/) > 1 et (a) démontré pour tout

2 Cf. [Go] p. 222, dernier paragraphe de §5.7.
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recouvrement V d’un ouvert de B vérifiant £(V) < £(U). Notons £ :=€(U), soit Uy,..., Uy

une sous-famille minimale de & de réunion U et soit V € B vérifiant Oiv, i.e.
¢
U=UUV et V:UkZQ(VﬂUk).

On considere alors le bicomplexe

0 0
1 ) o
0—— P(U) C*(U;P)
+ e(U)@de(V) < + =
0—PU)BP(V)——=C U NU;P)DC*V NU;P) ()
1 1
0—PUINY) — I evunvauP)
1 {
0 0

ou les colonnes sont définies a 1’aide des suites

0= PUs.i) —>PUNU; i )BPV NUii) — PUNVAUi,..) 0,

qui sont exactes par I'hypothese de la proposition, quels que soient n € N et i; € . Le
complexe de Cech augmenté 0 — P(U) — C*(U;P) est donc quasi-isomorphe au complexe
simple associé au sous-bicomplexe des lignes inférieures de (¢). Or, ces lignes sont exactes
par hypothese de récurrence puisque (U1 NU) =1, 4(VNU)<L—1 et LU1NV NU) <
¢ —1 par construction. Ceci termine la preuve de (a).

b) Résulte de considérations générales sur la cohomologie de Cech que nous résumons (cf.
[Go] §5.8). Pour tout ouvert W CY et chaque recouvrement U de W par des ouverts de
B on dispose du complexe de Cech C*(U;P). Les propriétés 2.2.9-(B-*) assurent Iexis-
tence de raffinements pour deux tels recouvrements et on peux définir une cohomologie de
Cech relative & B, notée Hj(W;P), comme limite inductive des H*(U;P) suivant une fa-
mille cofinale convenable de recouvrements (loc.cit.). La correspondance W ~ Hy(W;P)
définit alors naturellement un préfaisceau sur Y que nous notons Hy(P). D’apres (a) on
a

F(U;’H%(P)) =P(U), pour tout U € B.

Ces mémes raisonnements appliqués au préfaisceau 7—2%(7’) sur Y montrent que I'applica-
tion canonique ’}:[%(’P) — 7—20(7%%(77)) =P est bijective ce qui prouve (b-i). Il s’ensuit que
le morphisme canonique . o ~

Hip(W;P) — H (W;P)
est bijectif pour tout ouvert W C Y. En particulier, fli(U;ﬁ) =0pouri>0et U€EB et
le théoreme 5.9.2 dans [CGo] qui permet de relier la cohomologie de Cech et la cohomologie
de faisceaux s’applique ; le morphisme canonique

H'(W;P) — H(W;P)

_90—
Dimanche 16 janvier 2006



§2 COHOMOLOGIE p-ADIQUE SUR LES SCHEMAS §2.2

est bijectif pour tout ouvert W CY . En particulier, Hi(U;ﬁ) ~ Hi(U;P) =0 pour i >0
et U € B d’apres (a). "

2.2.11. Remarque. Si dans I’énoncé de 2.2.10 les suites (%) sont uniquement supposées
exactes & gauche, la méme démonstration prouve que les complexes de Cech augmentés dans

(b) sont exacts & gauche et assertion (b-i) en découle.

2.2.12. Corollaire. Soit (X, O}) le schéma de Meredith associé a une R-algébre de type
fini A. Alors:
a) Le foncteur (Z) : Mod(Al) ~» Mod(Ok) est exact.
b) Pour tout Af-module M et tout ouvert principal D(f) C X :
i) Le morphisme canonique A'[y® o M — H(D(F); M) est bijectif.
ii) Pour tout recouvrement principal U = {Uy,...,Us} de D(f), on a

Hi(u;z\?f) =0, pour tout i > 0.

iii) Hl(D(f),M) =0, pour tout i > 0.
c) Etant donnés deux Al-modules M et N, si N est de type fini, le morphisme canonique
=(M,N) : Homs(M,N) — Hom,, (M,N)
X

est bijectif. En particulier, la restriction du foncteur (Z) & la sous-catégorie Modi¢(A") est

pleinement fidéle.

Démonstration. Nous nous plagons dans le contexte d’application de la proposition 2.2.10.
L’espace topologique est X := Spec(A), I'ensemble d’ouverts B est I'ensemble des ouverts
principaux de X et le préfaisceau sur B est défini pour chaque Af-module M par la corres-

pondance Ppr (cf. 2.2.2): B B
D(f) ~ Pm(D(f)) = AT[f] ®ar M

On remarque aussitot que par la platitude de AT[f] en tant que Af-module (2.1-0e-0i), la
correspondance M ~» Pjps est exacte et comme M est le faisceau associé & Par Dassertion
(a) résulte.

De D'égalité de préfaisceaux Ppr(—) = Pai(—) @4+ M on déduit aussitot I'identification des
complexes de Cech 3 3

(C*(U;Pr),0.) = (C*(U P ar), 64) © s M

pour toute famille finie U d’ouverts principaux de X et de méme pour les complexes de Cech
augmentés lorsque U est un recouvrement d’un ouvert U € B. En particulier, si U,U;,U, € B

vérifient U = U; U Us, le complexe de Cech augmenté:

0 = Pai(T) == Par(Th) ® P (T) =2 Par(T1 N To) — 0 (%)
s’identifie &

(0 — Pa(U) == Pai(U1) @ Pai(0) i) Pa(U N Ts) — 0) Rt M
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et I'exactitude de (x) résulte puisque 0 — P4(U) — C*({Uy,Us}; Pyi) est exact (2.2.7) et que
ses termes sont des Af-modules plats (2.1-0e-0i).

L’hypothese de la proposition 2.2.10 est donc vérifiée par Pas quel que soit le Af-module
M et (b) en découle.

Ceci étant, (b-i) montre que F(f,,):Mod(O;,) ~~ Mod(A") est un inverse & gauche
de (Z): Mod(A!) ~» Mod(Ok) et 'application naturelle Z(M,N) est injective pour tous
M, N € Mod(A). Soit maintenant a : M — N un morphisme de Ol -modules. Pour chaque
ouvert principal U = D(f) € X on a un diagramme commutatif de Af-modules

(X) N

Alye M =r(0;M) 2% r(T,N) = Al o N

et a(U) et 1®a(X) coincident modulo I™ quel que soit m € N. Or, si N est un Af-module
de type fini, AT[f] ® N est séparé pour la topologie I-adique et donc a(U) =1® a(X) et
E(M,N) est bien surjective. "

2.2.13. Catégorie des OL-modules cohérents. Un O}—module M est dit « cohérent » lors-
qu’il est localement de présentation finie, autrement dit, lorsque chaque z € X admet un

voisinage principal U sur lequel il existe une suite exacte & droite de (’)}—modules
(O%)"g — (O%)"lg — My~ 0. 1)

On a donc M|y =(TU;M) (2.2.12).
On note Mode(Ok) la sous-catégorie pleine de Mod(Ok) dont les objets sont les Of-

modules cohérents. Pour tout Al-module M le faisceau M est cohérent et le foncteur
(7) : Mody(AT) ~ Modcoh(OTX) est pleinement fidele (2.2.12). Le théoréme suivant est démon-
tré dans [M] sous ’hypotheése que (R, I) est un anneau de valuation discrete complet d’idéal
maximal I. Bien que ce théoreme ne sera pas utilisé dans la suite, nous indiquons brievement

les idées d’une démonstration lorsque R est seulement supposé ncethérien.

2.2.14. Théoréme. Soit (X, (9}) le schéma de Meredith associé a une R-algébre de type
fini A. Le foncteur (Z) : Mod;(A) ~ Modcoh(OTX) est une équivalence de catégories.

Indications. Une inspection minutieuse de la preuve de Meredith montre que ’hypothese
sur R d’étre de valuation discréte et complet intervient de manieére essentielle uniquement
dans sa preuve du lemme §3.1 (loc.cit. p. 11):

Lemme 1. Soit M un Af-module de type fini. Soient ¥ = {x1,...,2,} C A et puy,...,jus € M.
Soit {P;,|1<i<t; ne€N} une famille de polynémes & r variables X = {Xy,..., X, } véri-
fiant les conditions suivantes

1) deg?(Pm) < C(n+1) pour une certaine constante C' ;
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2) S Pin(Z)ps € I - M pour tout n.
Alors 3, o030 P;.n(@)p; converge dans M.

Ce lemme peut étre démontré lorsque R est seulement supposé noethérien. En effet, lorsque

t =1 nous pouvons supposer M = A j;; (Artin-Rees) et considérons la suite exacte
0O-K—A—A u;—0.

Les hypotheses du lemme 1 dans les notations du lemme technique 2.2.6 sont :

P € IOR]G@H)
P, € K+ I"[X]

En appliquant 2.2.6 (avec P =1), il existe M € N ne dépendant que de K tel que:

Pl,'fb S K+In[‘?]0(n+1)+nM

On a donc
Qu € I"[X) (0 (1)
Zn>0P1,n(?)/i1 = anan( ?)Ml avec { (Cramy

our tout n € N.
Pio(P)n = Qu(P), *

et la série Yo Qn(T) converge dans A'.

Dans le cas ou t est quelconque, on commence par remarquer que les ensembles

C(m)i={ P € RIX]| P € RIX|aprom -2+ -+ RIX aca(pyom s |

sont des idéaux de R[X]| dont la réunion C est Pannulateur de p; modulo (ug,...,u:). Par
noethérianité il existe N € N ne dépendant que de {u,...,u:}, tel que C' = C(N).
Supposons le lemme démontré pour ¢ — 1 et considérons un ensemble des données vérifiant

les conditions du lemme pour ¢t. D’apres le cas t =1, il existe Q,, € I"[;X?](c+M)(n+1) vérifiant

(PLTL - Qn)ﬂ'l S (/’1'2, cee a/’[/t) )

et la remarque précédente donne des décompositions

Pl,n/il — Qnﬂl + ZZ:Q Rk,n Kk,
avec Ry, € R[Y](0+M+N)(n+1>. On peut donc écrire

Zn20 Zﬁzl Pi,n( f)ﬂi = Zn20 Qnp + Zn>0 Zf:z(Ri,n + Pi,n)l%‘ (*)
ot > n>0@n converge dans Al
deg;(Ri,n +Pn) < (C+N+N)(n+1),
ZZ:Q(RZ‘,H +P; ), € I"- M par construction.
La convergence de la série () résulte alors de I’hypothese inductive. L]
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2.2.15. (’);, comme faisceau de reléevements (trés lisses). La proposition suivante fait le
lien entre la catégorie des relevements affines tres lisses Xle associée & (X;Ox) et les sections

du faisceau (9];(.

2.2.16. Proposition. Soit (X, C’)}) le schéma de Meredith associé a une R-algébre f.c.t.f.
trés lisse Af. Notons p : (9];(% Ox le morphisme de faisceaux induit par le relévement
P(X): Al — A (2.2.12- (Oc)) Alors, pour tout ouvert affine U C X :

a) Le morphisme p(U): O (U) — Ox(U) est un relévement f.c.t.f. trés lisse.

b) L'espace annelé (U; (’)X\U ) est canoniquement isomorphe au schéma de Meredith associé
a Ialgébre O (U).

Démonstration
a) Soit
0 - OL(T) — Ty Alp) " iy Alirg,
la suite exacte & gauche associée & un recouvrement principal fini U = J;_, D(f;). Soit
p:B'— Ox(U) un relevement f.c.t.f. trés lisse (0.2) et notons (U; (’);3) le schéma de
Meredith affine associé. Comme Al est trés lisse il existe un morphisme de Rf-algebres
¢ : At — BT dont la réduction modulo I est le morphisme d’algebres correspondant & 1’in-

clusion U C X. Le morphisme ¢ induit des morphismes
¢i: Al = Bl 0 Al = Bllogs

qui sont des isomorphismes puisqu’il en est ainsi modulo I (0.2). On a le diagramme

commutatif: - P—— i
0— Ox(U) —= Tl Al — [l<icjor Allris)

bi l S Zl@j (o)
5
[T Biot0 == Iicicier Bliotsiny)
Or, d’apres 2.2.12 appliqué a (U, O};), on a la suite exacte a gauche
5
0 B' == [T Bl — Micicjcr Blotrs))

et le diagramme (¢) induit un isomorphisme de R-algebres de Ok(ﬁ ) sur BT,

b) Dans la preuve de (0a) on a montré que pour tout f € Af tel que D(f) C U le morphisme
canonique Afjy — ) (U)(p est bijectif. La famille de ces isomorphismes est un isomor-
phisme entre les restrictions & la catégorie des ouverts principaux de X contenus dans U
du faisceau (’)1)'7 et du faisceau OL ; cet isomorphisme induit I'identification entre O;?‘U et

O} annoncée. .

94 -
Dimanche 16 janvier 2006



§2 COHOMOLOGIE p-ADIQUE SUR LES SCHEMAS 62.3

2.3 Sous-sites de Meredith de Xi;f et condition de faisceau

2.3.1. Sous-sites de Meredith. Soit (X;Ox) un schéma lisse et séparé sur R de site de re-
levements affines tres lisses Xiilf. Pour chaque U de Xiilf on note (U; (’)L) le schéma de Meredith
associé & l'algebre f.c.t.f. tres lisse A(U)T. D’apres 2.2.16, si V; C Vo CU sont des ouverts af-
fines, lalgebre OL(‘Z) est un reléevement tres lisse de Ox(V;) et la réduction modulo I du
morphisme de restriction OZ,(VQ) — OL(Vl) est le morphisme d’anneaux Ox(V2) — Ox(V})

correspondant & 'inclusion V; C Vs. Le faisceau (’)L détermine ainsi un sous-site de Xllf

Définition. Notons .# (U) la sous-catégorie de XIL des relevements OZ,(V) - 0x(V)ou V

est un ouvert affine de I et ot il y a un unique morphisme
O}(V1) ----- > 0)(1h)

e |

OL() —— OL(W)

lorsque V5 C V7, & savoir le morphisme de restriction du faisceau OL. La catégorie .# (U) est
stable par le produit fibré de XILf et, munie des recouvrements de XlLf i.e. des familles de
morphismes {OZ{(V) — (’)Z,(‘Z)} ot V et V; sont des ouverts affines de U vérifiant V =, V;,
c’est un site. Ce site est «le sous-site de Meredith de X, engendré par U ». On note (.4 (U))

m

la sous-catégorie pleine de Xl];f dont les objets sont ceux de .#(U). De méme que #(U), la
catégorie (. (U)) est un sous-site de X,

inf*
2.3.2. Notations. Notons jnf le site des relevements affines tres lisses de ¢. Nous avons les

inclusions de sites .#(U) C (#WU)) C Vi C X! pour lesquelles nous fixons quelques nota-

inf = “Vinf

] ) ) i i
tions: YA J_é‘> (A (U)) TM> y;;f Ty> XILf

| I

La proposition suivante est corollaire immédiat des propositions 2.2.16, 1.4.2 et 1.5.1.

wy

2.3.3. Proposition. Soit (X;O0x) un schéma lisse et séparé sur R de site de relévements

affines tres lisses Xiflf.

a) Pour chaque U € X, le foncteur qui associe & V € .4 (U) louvert affine V CU, et au
morphisme entre deux objets de .# (U) Iinclusion entre leurs ouverts associés, est une
équivalence de catégories entre .4 (U) et la catégorie des ouverts affines contenus dans U .
Cette équivalence est une équivalence de sites, i.e. respecte produit fibré et recouvrements.

b) Pour chaque U € XiLf, le foncteur (Z): Mod 4(Z) ~~ Modgz(Z) qui fait correspondre a
un faisceau sur .4 (U) le faisceaux engendré sur U est une équivalence de catégories.

¢) Un préfaisceau P sur X, est un faisceaux si et seulement si pour chaque U € X, Ia
restriction P| ;) est un faisceau.

d) Si X est affine et si U € X

in

; vérifie U = X, alors un préfaisceau sur X!

in

¢ est un faisceau
si et seulement si sa restriction a .# (U) Iest.
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2.4 Faisceau g} d’automorphismes f-adiques

Notation. Etant donnée une R-algebre B, on notera G'(B) le groupe des automorphismes
de R-algebre de B dont la réduction modulo I est ’identité sur B.

2.4.1. Le cas ou1 X est affine. Soit Af une R-algébre f.c.t.f. de schéma de Meredith (X; O})
Pour f,g € A", notons ¢ : AT[ n— AT[ ) le morphisme canonique et remarquons que pour tout
0 € G'(Al()) I'élément 10(g) est inversible car 16(g) € ¢(g)(1+ I - Al(zy). On a donc une fac-
torisation unique

Al — Al

LD b (0)

AT[fg] o AT[fg]

avec ' € GT(AT[fg]), d’olt une application de «restriction »

(Dlar,, + Gl(Aly) — G'(Aly)
0 — 4

dont on vérifie aisément que c’est un morphisme de groupes. La correspondance
D(f) ~ G'(ATy)

et les restrictions (x) définissent un préfaisceau de groupes sur la catégorie des ouverts prin-

cipaux de X dont on notera Gk le faisceau sur X associé.

2.4.2. Lemme. Lorsque B’ est intégre et que f &\/ﬁ, le morphisme de restriction
G'(B") — G'(B'}) est injectif.

Démonstration. Soit y} : BT—>BTU] le morphisme canonique. Lorsque la restriction de
0 € GI(B') a B[y est lidentité, on a H(x)—xeker(ujc) pour chaque = € BT, autrement
dit (fN+w)(8(x) —z) =0 pour un certain w € I- B et pour N >0 (2.2.5). Si on suppose
que 0 #1id, l'intégrité de B! implique aussitot que fN € I- B, [

Rappel. On a f ¢ VI - Bf < Bj7# 0 <= Spec(B5) # 2.

2.4.3. Le cas o1 X est général. Ce qui précede montre plus généralement que si V; C V5
sont des ouverts respectivement principaux dans des ouverts affines U; C X, il existe un
morphisme canonique de restriction de GT(O;(%>) vers GT(O}(Vl)) Le faisceaux Q; peut
donc aussi étre introduit comme dans le paragraphe précédent lorsque (X;Ox) est la réduc-
tion modulo I d’un schéma lisse séparé (X;Ox) de schéma de Meredith (X; O}) Dans tous

les cas on a un morphisme naturel

2(U): GI(OK(T)) = Gx (D)
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pour tout ouvert affine UcX puisque les ouverts principaux des ouverts affines de X cons-

tituent une base pour la topologie de X . (*)

2.4.4. Théoréme. Pour tout schéma de Meredith (X; (’);) le morphisme naturel
o(U): GI(OL (D)) = G (D)

est bijectif pour tout ouvert affine U C X .

Démonstration. Supposons X affine et notons A':= O}(X ). Soit U un ouvert arbitraire

de X, considérons la suite exacte & gauche
— € FY
0= O%(0) == [ ATy — Tlic; Al (#)

associé au recouvrement fini principal U = UlD(ﬁ), et notons x; € AT[ 7. les restrictions d'un
élément z € OTX(U). Pour tout 6; € Gi(Af[4)) on a (2.4.1-(¢))

ai(xi)‘AT[fifj] - oi‘A\\[fifj] (‘T’L‘AT[fifj]) ’
de sorte que si Hi‘A’[f,ifj :Hj‘AT[fifj]’ les éléments 6;(x;) se recollent en un (unique) 6(z) €

(9;((17). L’application 6 : (’);{((7) — OE{(U) ainsi définie appartient clairement & G'f ((9;(([7))

Lorsque U est affine les morphismes de restriction GT(O}(U)) — GT(AT[fi]) de 2.4.1 per-

mettent de construire analogue de la suite (1) pour les faisceaux de groupes, & savoir la

suite:
t T € JAV)
0 GO (D)) == [[,G'(AT,) —= [, G'(ATs1))
0 ' (G‘Ai[fi])i (*)
(01)1 — (0;1‘AT.fifj]ej‘AT[fifj]) i<j

dont l'exactitude résulte du paragraphe précédent.

En raisonnant comme dans 2.2.10, Paugmentation e donne lieu au morphisme &(U):
GHOW(T)) = G4(TU) qui est bijectif puisque P'exactitude de (x) est établie pour tout re-
couvrement principal de U.

Le cas ot X n’est pas affine résulte du cas affine par le principe qui affirme que la res-
triction & un ouvert U du faisceau associé & un préfaisceau P est le faisceau associé a la

restriction de P a U. [

30n remarquera que si les groupes GT(O;(U)) et g}((U) existent quel que soit ouvert U C X, il n’y a
pas nécessairement de morphisme de restriction de GT(O%(T)) vers GT(OL(V)) pour V C T lorsque

U n'est pas affine. Il n’y a donc pas de morphisme a priori de G (OL(T)) vers GL(T) en dehors du
cas ou U est affine (¢f. remarque 2.4.5).
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2.4.5. Remarque. Le début de la démonstration précédente donne une injection canonique
Gi(U) C GHOL(T)) pour tout ouvert U C X lorsque X est affine. On obtient alors comme
corollaire de 2.4.4 le fait que pour tout ouvert affine U C X et tout ouvert V C U il existe un
morphisme naturel de restriction de GH(O'(T7)) vers GH(O% (V) compatible aux restrictions

de groupes d’automorphismes précédemment considérés (cf. 3.1.1).

2.4.6. Soit (X; O;) le schéma de Meredith affine associé & une algebre f.c.t.f. AT. Pour tout
ouvert U C X notons p&: Al = O}(f ) — O;(U ) le morphisme de restriction des sections
du faisceau O et soit Homoml, (Af, O (7)) 'ensemble des morphismes de R-algebres dont

la réduction modulo I correspond & l'inclusion U C X. On a alors I'application

GHO(T) = Homoml, (AT, 0 (D))

0 —— 900%(

Théoréme. Soit A" une R-algébre f.c.t.f. trés lisse.

a) L’application Z(U) établit une bijection entre Q;(U) et Homom;f2 (AT,O];((U)) quel que
soit 'ouvert U C X .

b) Si U est un ouvert affine, I'action & droite de G'(O(U)) sur Homom% (AT,O;(U)) est

simplement transitive.

Démonstration. Supposons d’abord U = D(f) auquel cas g}(U) =G'(Aljy) (2.4.4). Soit
Al — AT[ ) un morphisme de R-algebres dont la réduction modulo I est le morphisme ca-
nonique ¢: A — Ay. L’élément ¢(f) est inversible car ¢(f) = f mod I, et ¢ se factorise de
maniere unique en 6o p)UZ ou 6 € GT(AT[ #) puisque c’est un endomorphisme de R-algebre de
AT[f] de réduction modulo I égal a l'identité et que ATm est f.c.t.f. tres lisse car c’est ainsi
de Al. Ceci démontre la surjectivité de Z(U). L'injectivité de Z(U) résulte de ce que chaque
fe GT(AT[f]) est entierement déterminé par son action sur A'-1C ATm, c’est a dire par la
composée 0 o p)g(f) qui n’est autre que ¢.

Dans le cas ott U est un ouvert arbitraire on a, pour tout recouvrement principal U =
U, D(fi) et tout ¢ € Homomk (AT,OTX(U)), le diagramme commutatif de deuxieme ligne
;% +

(f3) J
A —— 5 [LAT ——= LAl

gz{ @ Oqﬂl (*)

t o [

0= Ox(U) —r— LAy —= TLic; Ay

D(f;

ot I’élément 0; € GT(AT[ ) est celui introduit dans le paragraphe précédent vérifiant

exacte a gauche:

p%(ﬁ) op=0;0 p§(fi> ’

Or, pour tout ¢ < j les restrictions 6; Aligg et 0 yures coincident sur Af-1C Afj;, f, par

construction. On en déduit I'égalité

0; =0,
Z‘Af[fq‘,fj] ‘]‘AT[fif_j]
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et les 6; se recollent en un certain 6 € G'(U) vérifiant

U X X U
PD(zye00 Py =0i°Ppz)=Pp(7,)° 90
pour tout i. Par conséquent 6o p)g = ¢ et la surjectivité de Z(U) est prouvée.
Linjectivité de E(T) résulte de ce que si 0,6’ € G(T) vérifient §o pE =60 pX, on a par
restriction de U & chaque D(f;) :

X _ X
O‘A*[Ti] °Pp(r) = 0 ‘Aim] °PD(F)
_y ; _y
et alors G\Ai% =0 ‘AUEJ pour tout ¢, et donc 8 =46'.
L’assertion (0b) est maintenant corollaire de (0a) et du théoréme 2.4.4. "

2.4.7. Corollaire. Soit (X;0Ox) la réduction modulo I d’un schéma lisse séparé (X;Ox)
de schéma de Meredith (X;0%). Si V. C U sont deux ouverts affines de X , I'action a droite
de GT(OTX(V)) sur Homomk (O}(U),OTX(V)) est simplement transitive.

2.4.8. Corollaire. Soit /Yilf le site des relévements affines trés lisses d’un schéma lisse et
séparé sur R.
a) Soient W CV CU dans XILf Pour chaque ¢ € MorXiL[(V,U) Dapplication

Mor i (W,V) — Mori (W, U)
e — poa
est bijective.

b) Soient V' CU' CU et V' CV CU dans XlLf Etant donnés XS MorX_r[(V,U), = Moerf(V’,Z/{’)

et € Moryi (U U), il existe un et un seul v € Moryi (V',V) rendant commutatif le dia-

gramme . B
U —u
¢ IE
V-5 Y
Démonstration

a) Par 2.2.16 on peut toujours supposer que W,V appartiennent & .# (). Notons 455,\7) I’élé-
ment du singleton Morﬁ(u)(W,(,)). Le corollaire résulte alors aussitot des bijections =

de 2.4.6:
e 246 Mor yi (W, U) «—=— Endy1 (W) ——=— Mor,: (W,V)

ini

@%09 —— 0 —_— @%09

b) Conséquence immédiate de (a) en posant W=V et poa =04 . "

2.5 Foncteurs associés a l’inclusion .Z(U) C X;rnf
2.5.1. Rétractions de XiTnf sur (4 (U)). Soit XlLf le site des relevements affines tres lisses

d’un schéma lisse et séparé sur R. Fixons un ouvert affine Y C X et notons yjnf le site des
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relevements affines tres lisses de Y et 1y : jnf C XlLf le foncteur d’inclusion. Notons ry la

correspondance de XILf vers yjnf qui fait correspondre:

Xif SU—Ty(U) € yiTnf
MorXi;t_(L{',Z/l) Sar—ry(a) € MOI‘ijf(Ty(ul),’l"y(u))

ot 7y(U) est 'unique objet de .Z(U) vérifiant ry(U) =Y NU (2.3.1) et ry(a) est I'unique
morphisme rendant commutatif le diagramme
U———u
sy | ) T ey
ryU') == ry(U)

ot ¢y(U) est I'unique élément de Mor ;) (ry(U),U) (2.4.8-0b).

2.5.2. Proposition. Avec les données précédentes,

a) La correspondance ry : Xﬂ;f ~ yjnf est fonctorielle covariante, conserve produits fibrés et
recouvrements et c’est un inverse a gauche de l'inclusion iy : yjnf C XILf Le morphisme
d’adjonction :

Mor

mf(iy(f),f) — Moryi (—ry(2), ar— ry(a). (o)
est un isomorphisme et (iy,ry) est une paire de foncteurs adjoints.
b) Pour tout U € Y} ; vérifiant U =Y, soit (.#(U)) la sous-catégorie pleine de V! . dont les

objets sont ceux de .4 (U). L'inclusion iy : (4 (U)) C X

¢ admet une rétraction, i.e. un

foncteur covariant 1y : Xiflf ~ (M (U)) qui conserve produit fibrés et recouvrements et tel

que 1y 04y =id( 4wy - Le morphisme d’adjonction :

Mor yi (z’u(f),f) — Mor_zu)) (f, m(f)) , ar— ry(a). (00)

inf

est un isomorphisme et (iy,ry) est une paire de foncteurs adjoints.

Démonstration. L’assertion (a) est conséquence facile des définitions et de 2.4.8-0b. Vérifions
I’adjonction. Soient W € yjnf et Ve XiLf et supposons W CV car autrement les ensembles
de morphismes de (¢) seraient vides. On a donc W Cry(V) CV et 2.4.8-0a prouve que le
morphisme d’adjonction est bijectif.

Pour (b) on remarque que la composée @}, = ry oy : (M (U)) ~ ilf n’est autre que l'inclu-
sion qui est clairement une équivalence de catégories, il existe alors une équivalence de catégo-
ries Ay : yiTnf ~ (. (U)) adjoint & gauche et inverse & gauche de Uinclusion i) : (. (U)) C y;f

([McL] prop. 2, p. 92) d’ou les isomorphismes d’adjonction :

Mor/l,iim_(iy oy (-),—) ~ Moryir“((i%(f),ry(f)) % Mor () (= Auory(-)).

Le restant des affirmations résulte de ce que le morphisme naturel de Mory_rf(o7 Mu(e)) adjoint

de id, (e) € Mor( @) (Au(®), Muy(®)) est un isomorphisme. "
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2.5.3. Le foncteurs 2y, et ial. On reprend les notations précédentes : XlLf le site des rele-
vements affines trés lisses d’un schéma lisse et séparé sur R, U un objet de XlLf et yjnf le
site des relevements affines tres lisses de Y =Y C X . Notons iy yjnf - XlLf I'inclusion de ré-
traction ry: Xiif ~ yjnf et fixons un inverse a gauche My : yjnf ~ (M (U)) de Iéquivalence de

catégories (4 (U)) C V!

inf*

Le foncteur “image inverse”. Noté i&l : Modef(Z) ~ Mod( sy (Z), il associe & un fais-
ceau (resp. morphisme de faisceaux) sur X, sa restriction a (.#(U)). Cest un foncteur
clairement additif, covariant et exact.

Le foncteur “image directe”. Noté iy, : Mod 4 (Z) ~~ MOdXiL-(Z)’ il est défini comme
suit. Un faisceau M € Mod 4u))(Z) est un foncteur contravariant de (. (U)) vers la catégo-
rie Mod(Z) vérifiant la condition de faisceaux pour un site. Comme Ny : V!~ (#(U)) est
une équivalence de catégories qui conserve produits fibrés et recouvrements (2.5.2-0b), le fonc-
teur M o Ay est automatiquement un faisceau sur y;;f. La composée iy (M) := (Mo Ny)ory
est alors un faisceau puisque ry respecte recouvrements et produits fibrés (2.5.2-0a). On défi-
nit de maniére analogue 4y.(«) pour tout morphisme de faisceau de Z-modules «. Le foncteur

s ainsi défini est clairement covariant et additif.

On prendra garde du fait que si z'l;l est intrinseque, le foncteur 4, dépend du choix de la
rétraction Ny : yjnf ~ (M U)).

Morphismes d’adjonction. L’égalité i&l o iy = id, immédiate d’apres les définitions, donne
le morphisme d’adjonction :
. n(——) -
Homyt (-, ig4(—)) ——— Homy sy (i, (), -)

(%)

a —— iyl (a)

D’autre part, le morphisme 40 770 — id Xl adjoint de id,, par 'adjonction 2.5.2-0b, donne
un morphisme de faisceau de Z-modules t(M) : M — 4y, 0 i&l(/\/l)7 naturel par rapport a M,

qui intervient dans la définition du deuxiéme morphisme d’adjonction

. N .
Hom 40 (i (M), N) = Hom (M, ()

B — (M M) i) )

2.5.4. Proposition. Soit X;Lf le site des relévements affines trés lisses d’un schéma lisse et
séparé sur R. Pour U € Xiilf on a les foncteurs additifs :
{iul : MOdXi;f(Z) ~ Mod( su)(Z), image inverse,
iys : Mod @) (Z) ~ MOdXiLf(Z)v image directe,
et les morphismes d’adjonction :

. . 3 .
HOmXi\;ﬁ(,, Zu*,) %) HOIH((///(Z,{»(ZMI,,,) W HOInXiL(,, Zz,{*,)
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a) Les morphisme d’adjonction (x,+x) sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre.
b) La paire (iz;l,iu*) est une paire de foncteurs adjoints.

c) i&l est exact et iy, est exact a gauche.

Démonstration. Pour (a) raisonne comme dans la théorie des faisceaux classique: 1’égalité
n(M,N)o&E(M,N) =id, et donc la surjectivité de 7, résulté des définitions, ensuite la com-
posée E(M,N) on(M,N) fournit pour chaque 3 : M — i1, une décomposition naturelle

it .
MM i M) B ()

olt gy (B) = 0 lorsque n(M,N)(B) = 0 ; I'injectivité de 7 s’ensuit. (b) est une reformulation

de (a) et 'exactitude de i;,' implique alors 'exactitude & gauche de iys. "

2.5.5. Remarque. Le paragraphe 2.5.3 introduit également les foncteurs

iy« : Modyi (Z) ~ Modyi (Z) et iyt Mod i (Z) ~» Mody (Z)

inf inf ini inf

associés a I'inclusion iy : yjnf cal

¢ L’analogue de 2.5.4 pour la paire (i)’,l,iy*) est vrai et se

démontre de la méme maniere.

2.5.6. Le foncteur Zy : Modyi (Z) ~» Mody(Z). Soit X/ le site des relovements affines

inf
tres lisses d'un schéma lisse et séparé sur R et fixons U € X;Lf Pour chaque faisceau F
de Z-modules sur X,

inf?

notons Zy(F) le faisceau sur U associé a Flaw) (cf. 2.3.3-0b).

De méme, si a:F; — Fy est un morphisme de faisceaux de Z-modules sur Pl

in

¢ notons
Ru() : Bu(F1) — #u(Fa) le morphisme de faisceaux sur U déterminé par | yu)- La cor-

respondance ainsi définie :
Ry : Modyi (Z) ~ Modn(Z)

est un foncteur additif et covariant qui résulte de composer les foncteurs (cf. 2.3.2):

faisceau

il i—1 a
Mod i (Z) = Mod( 4w 2) i Mod g0 (Z) 2% Modg(2)

in restriction

Ru T

2.5.7. Proposition
a) Le foncteur %y est exact. Il est en plus fidéle lorsque X est affine et que U = X .
b) Soit F un faisceau de Z-modules sur X/

.- Pour tout V € .4 (U) le morphisme canonique
F(V) = I'(V; Zu(F)) est bijectif.
Démonstration. (a) est claire par construction et (b) résulte de 2.2.10 et 2.2.11. "

2.5.8. Le morphisme % 4. Sous les hypotheses de la section précédente, soit ¢ € Morer(Z/l',Z/I).
D’apres 2.4.8-0b, si W e 4 (U) et W' € .4 (U') sont tels que W =W, il existe un et un seul
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ow € Mor Xﬂ;tﬁ(W’ , W) rendant commutatif le diagramme

U —2u
(pu’

A

W =2 W
olt {4} = Mor @V, U') et {B5} = Mor ) (W,U). Lorsque F € Modyi (Z), la famille
des morphismes F(¢g), on U parcourt I’ensemble des ouverts affines de U’, définit un mor-
phisme de faisceaux Z 4(F) : Zu(F )|y — Zw(F) naturel par rapport a F. Le morphisme de

foncteurs ainsi défini est noté: Z 4 : Zu(_) |z — Zu-

La proposition suivante est de vérification immédiate.

2.5.9. Proposition. Soit X;lf le site des relevements affines trés lisses d’un schéma lisse et
séparé sur R et soient U CU' CU € XlLf Alors,

a) Le morphisme de foncteurs
%
Rl g —— Ru

est un isomorphisme quel que soit ¢ € Morx-\-f(l/{’,l/l).

b) Pour tous ¢ € MorX_r[(U’,Z/I) et ¢’ € MorX_r[(U”,Z/I’), on a

R poiy (=) = R (=) 0 (% () )

§3. Catégories de faisceaux sur X;fnf

3.1 Faisceau G} d’automorphismes f-adiques sur X;Lf
Soit (X;O0x) un schéma lisse et séparé sur R de site de relevements affines tres lisses Xi];f.
Pour U € XIL notons (U; O;) le schéma de Meredith associé & A(U)". Dans 2.4 nous avons

introduit le faisceau G, sur I ; il vérifie :

Gl(V) = G(0}(V)) = Bnd 1 (O},(V))™ =Tso,: (O}(V))*,

pour tout ouvert affine Vcu.

La restriction de g; a la sous-catégorie des ouverts affines de X est un faisceau sur le

sous-site .# (U), il est noté g;/(u)'

3.1.1. Restriction d’automorphismes f-adiques dans X;Lf. Soit U’ CU dans X, Pour

inf*
chaque ¢ € Moryi (U',U) et tout § € G'(AU)!) on a le diagramme commutatif
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AU == AU —L— AU == AW}
B
¢ ”ﬂ l o ¢
o}, —— ol @)
e| I
AU - AU —E2 s AU s AU

ou 0’ est la restriction de 0 (c¢f. 2.4.5), £ € HomomT(O;(Zj’),A(U’)T) est arbitrairement choisi

et ¢ € GT(AU)') est I'isomorphisme vérifiant ¢ o & o pi, = ¢ (th. 2.4). La composée
Gx(9)(0) =Cogot g o

est alors indépendante du choix de ¢ et Papplication Gy(¢) : GT(AU)") — GI(AWU')) ainsi

définie est un morphisme de groupes.

On a
Gr(p10¢2) = Gu(da) 0 Gu(n), (1)

pour tous ¢; € MorXii‘[(U’,U) et ¢ € MorXJﬂ(U”,U’).

3.1.2. Proposition et définition. La correspondance QL : /’\.’Jlf ~» Grps qui associe
U~ GLUh) = GIAU)T) et (¢:U —U) ~ (Gh(e): GLU) — GLWUL)),

est un faisceau de groupes; c’est «le faisceau des automorphismes f-adiques sur XILf ».

Indication. La correspondance est un préfaisceau sur X f d’apres égalité (1) ci-dessus et

inf
la restriction de g} au sous-site .# (U) est un faisceau, & savoir g;/(u) et ceci quel que soit
Ue Afi;rlf' n

3.1.3. Note. Soient X!

¢ le site des relévements affines tres lisses d’un schéma lisse et séparé

sur R. Les assertions suivantes, des cas particuliers de 2.4.8 reliés au faisceau QL, joueront
un role important dans la suite.

a) Pour tout U € X;Lf on a End)ql’,f(u) = ISOX;‘;}f(u) = (QL(Z/I))OP,

b) Soient U’ CU deux objets de X:Lf L’action naturelle du groupe (g}(u’))‘”’ a droite de

Mor X_ff(u/,U) est simplement transitive.

¢) Etant donnés ¢ € Mor i (U'U) et 0 € GLU), il existe un et un seul §' € GL(U') rendant

commutatif le diagramme

0
e
A 1o
Y
& savoir 0 = GL()(6). 0
— 34—
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3.2 Catégorie de faisceaux de Z-modules sur XiTnf
3.2.1. Préfaisceaux de Z-modules. Soient (X;Ox) un schéma lisse et séparé sur R et Z
un anneau. Un préfaisceau P de Z-modules sur XiLf étant un foncteur contravariant de XILf
dans la catégorie Mod(Z) des Z-modules, la correspondance

Endy: (U) 3 ¢ — P() € Endyioa(z)(PU))
définit pour chaque U € XIL

P() = (Tsox (U))™ = Tsonearz) (PU))

¢ un morphisme de groupes

et donc une structure de Z [QL(L{ )]—module sur P(U). Pour simplifier les notations on notera
0 ;,m, et méme 6-m lorsque U sera sous-entendu, le transformé de m € P(U) par 0 € GLU)

sous cette action, autrement dit, on pose:
0, m:="P(0)(m).

La fonctorialité de P donne la commutativité des diagrammes

(i) GhU) x PU) —— PU)

| rol B |Pw

(- ) : GhU) x PU) —— PU)

pour tous U' CU et ¢ € MorX_tf(U’,L{) et la famille des (~ ;) définit une structure de Gl-

module sur P qu’on appellera «la structure canonique de QL-module de P ».

3.2.2. Dorénavant pour chaque U € XiL-, la restriction jz;l(]-') d’un (pré)faisceau F sur
(A (U)) au sous-site .# (U) munie de sa structure canonique de g;/(w—module sera notée

Jy Y(F). Le méme procédé décrit dans 2.5.6 donne maintenant un foncteur

Ry : Mod i (Z) ~~ Modg(Z,ggl)

inf

ou Mody(Z ,Q;) désigne la catégorie des faisceaux de Z-modules sur ¢ munis d’une action

de QZE par isomorphismes de Z-modules. Ce foncteur résulte de composer :

faiscean

i71 ‘]71 associ§
MOdX.Tf(Z) — Mod zw))(Z) = MOd///(U)(ngLT///(u)) == Mody(Z, g;)

| @ )
et le foncteur %y, : Moerf(Z) ~» Mody(Z) de 2.5.6 s’obtient en composant %y, avec le fonc-
teur d’oubli de 'action du groupe de Modu(Z,g;) vers Mody(Z).

(%)

3.2.3. Théoréme. Soit (X;Ox) un schéma affine lisse sur R de site de relévements affines

trés lisses X, . Pour tout U € th tel que U =X les foncteurs i, et J;;* dans (x) et le

inf in
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foncteur
Ry ModXir]r(Z) ~s Modg(Z7g£,)

sont des équivalences de catégories.

Démonstration. Notons (.#(U)) le sous-site plein de X, dont les objets sont ceux de

A (U). Le foncteur
iy Préf s (Z) ~ Préf( 4(Z)

ini

qui associe a un préfaisceau de Z-modules sur X; f

in
de catégories puisque l'inclusion (. (U)) C XlLf est elle-méme une équivalence de catégories.

¢ sarestriction & (.# (U)) est une équivalence

Les remarques 3.2.1 donnent le foncteur
Jz;l : Préf<//(u)>(Z) ~ Préfﬁ(a> (Z7QT///(M)) (0)

ot Préf (Z , Q;/W)) est la catégorie de préfaisceaux de Z-modules sur .# () munis d’'une

action a gauche de g;/(u) par des isomorphismes de Z-modules.

Montrons que (¢) est une équivalence de catégories.

Les catégories (A (U)) et .#(U) ont les mémes objets et lorsque U .U" € #(U) avec
U" CU', I'ensemble Mor ;. (U",U’) est un singleton et 'application suivante est bijective
(3.1.3-0b) :

Mor _q0)U"U') x Go(U") — Moy (U",U) (1)
P 6 — Pob
Il est donc naturel de prolonger un préfaisceau P : 4 (U) ~» Mod(Z) muni d’une structure de
g%(u)—module en une correspondance P : (. (U)) ~» Mod(Z) qui coincide avec P sur ./ (U)
et qui & ¢ € MorX_rf(U”,M') associe

P(¢) € Homy (PU'), PU")), P()(-)=0-P(®)(),
oll ¢ =P o0 est la décomposition (f) et (_-_) est I'action de gf/[(w(U”) sur P(U").
e La correspondance P est un préfaisceau sur (/4 (U)). (11)

En effet, étant donnés des morphismes U"’ w2y de composée ¢ = ¢ 0 ¢y nous de-
vons montrer que P(¢) = P(¢s) o P(1). Soient ¢; = ;06; les décompositions de (1), 'éga-
lité:

¢:@10910¢2092: (@1O¢2)O(g;(@2)(01)092) :@00

résulte alors de 3.1.3-Oc et nous avons le diagramme commutatif de morphismes de XILf
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dont les sous-diagrammes suivants restent commutatifs apres application de P
o Les triangles @ et le triangle extérieur (¢, ®,0) : par la définition méme de P.
o Le triangle ® : puisque c’est un triangle commutatif de .Z (U).

« Le triangle ® : puisque P(_) : Iso xf (U")P = Tsoz(P(U™)) est un morphisme de groupes.

e Le carré H: puisque P est un g;/(u)—module. En effet, dans ce cas le diagramme

(-0): GhU") x PU") —— PU")
Giw)|  Pey| D Py
(7 . 7) gjv(ul”) > P(U///) SN 'P(U”/)

est commutatif, autrement dit pour tout m € P(U”), on a:

(P($2) o P(61)) (m) = P(D2) (01 -m) = (G(Ps)(61)) - (P(&2)(m))
= (P(GL(@2)(61)) o P(22)) (m)

La commutativité de Y est alors conséquence de toutes ces commutativités et 1’assertion
(11) est prouvée.

Ceci étant, un morphisme de préfaisceaux de 4l w >—m0dules « : Py — Py est, par construc-
tion, automatiquement un morphisme de préfaisceaux « : P1 — Py. Le foncteur P~ P est

donc un inverse a droite et a gauche de Ju et (¢) est une équivalence de catégories

Pour terminer, les restrictions de i&l, Jy Uet (T) aux catégories de faisceaux:
iyt Modyi (Z) ~ Mod( 4wy (Z)
Jit s Mod ) (Z) ~ Mod/, (2.6 )
(Z) : Mod_ ) (Z 7g‘///(z,{)) ~ Mod (s (Z)
sont bien définies d’apres 2.3.3-0d et sont donc aussi des équivalences de catégories

Enfin, le foncteur «faisceau associé» de Mod (2 ;Q(T///(u)) vers Modg(Z QL) est bien une

équivalence de catégories d’apres 2.5.7-0b et le théoréeme est démontré. ]
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3.2.4. Corollaire. Soit (X;0Ox) un schéma lisse et séparé sur R de site de relévements af-

fines trés lisses XiLf. Pour tout U € Xiflf le foncteur

P : Mod yi (Z) ~ Modi(Z,G,)
est exact et admet un inverse a droite qui est aussi adjoint a droite.
Démonstration. On a la décomposition de %y,

faisceau

it ! associd
MOdX“m(Z) L) M0d<///<u)>(Z) i> Mod//,(m(Z,Q;,(u)) T> MOdH(Za QL)
’ Ru T

ou Jy, ! est une équivalence de catégories d’apres la preuve de 3.2.3 et i&l admet un adjoint

a droite d’apres 2.5.4. n

3.2.5. Notations. On note
« Jy:Mody(Z,G)) ~ Mody: (Z) I'adjoint & droite de Zy.
o ¢:id — Sy oAy le morphisme adjoint de id : %y — Xy

Les sections 3.3 et 3.4 suivantes introduisent respectivement les catégories des faisceaux

d’algebres A et des faisceaux de A-modules sur X'

¢ Les analogues du théoreme 3.2.3 et de

son corollaire sont énoncés pour chacune de ces catégories. La démarche est toujours la méme

ce qui explique une rédaction presque identique et I’omission de preuves.

3.3 Catégorie de faisceaux d’algebres sur X;rnf
3.3.1. Préfaisceaux de Z-algébres. Soient (X;Ox) un schéma lisse et séparé sur R et Z

un anneau. Un préfaisceau A de Z-algebres sur X;flf est un foncteur contravariant de XILf

dans la catégorie Alg(Z) des Z-algebres, la correspondance
Endyi (U) 5 ¢ — A(¢) € Endaig(z)(AlU))
définit pour chaque U € XiLf un morphisme de groupes
AL = (Tso (U))™ = Tsoa(z)(AMU))

et la Z-algebre A(U) est munie d’une action de (]L(U) par des automorphismes de Z-
algebre, ce qui équivaut & la donnée de l'algebre produit semi-direct de A(U) par QL(Z/{),
notée AU) x GL(U), définie par

{ AU) % GrU) = AU) @2 ZIG Y (U)] = Byegl g AU) @0
(al & 91)(&2 &® 92) = (alﬁl(ag)) ® 010,

Notons (-, —) (GLU) x AU) — AU), et méme (_-_) lorsque U est sous-entendu, appli-
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cation 0-a = A(f)(a). La fonctorialité de A donne alors la commutativité des diagrammes

(-5 =) s GhU) x AU) —— AWU)

] aw| B |aw
(= ) GhU) x AU') —— AL

quels que soient U’ CU et ¢ € Moryi (U',U). La famille des (*1,'1*) définit une «action» de

g} sur A par automorphismes de Z-algebres qu’on appellera «l’action canonique de gj( sur

A».

3.3.2. Dorénavant pour chaque U EXiLf, la restriction j[,l(.A) d’'un (pré)faisceau de Z-
algeébres A sur (#(U)) au sous-site .#(U) munie de 'action canonique de gf%(u) par au-
tomorphismes de Z-algebres sera notée Jj, Y(F). Le méme procédé décrit dans 2.5.6 donne

maintenant un foncteur
R Mg yi (Z) ~ Algg(Z,G))

ou Alg X_if(Z ) désigne la catégorie des faisceaux de Z-algebres sur Xizf et Algz(Z, QZE) celle des
faisceaux de Z-algebres sur & munis d'une action de g; par automorphismes de Z-algebres.

Ce foncteur résulte de composer :

faisceau

i Jy! associd
Algyi (Z) =5 Alg( yu)(Z) = Algﬁ(u)(Z,gI//(u)) =% Alg(Z,G5)

‘ Y T

Le théoreme suivant est 'analogue de 3.2.3 et se démontre de la méme maniere.

(*)

3.3.3. Théoréme. Soit (X;0Ox) un schéma affine lisse sur R de site de relévements affines
trés lisses Xlilf Pour tout U € Xl;(lf tel que U =X les foncteurs i, et J;' dans (x) et le

foncteur
P Mgy (Z) ~ Algg(Z,G))

sont des équivalences de catégories.

3.3.4. Corollaire. Soit (X;0x) un schéma lisse et séparé sur R de site de relévements af-
fines tres lisses XIL Pour tout U € Xllf le foncteur
R Alg i (2) ~ Algg(Z,6))

est exact et admet un inverse a droite qui est aussi adjoint a droite.

3.3.5. Notations. On note
o Sy Algg(Z,G})) ~ Alg i (Z) Vadjoint a droite de Zy.
e €:id = Sy 0%y le morphisme adjoint de id : Zy — Zy

_39—
Dimanche 16 janvier 2006



§3.4 ALBERTO ARABIA 83

3.3.6. Sites annelés (X;Lf; Oxi ) (///(Ll);(’)i//(u)), Uu; (’)Z,) Le foncteur de la catégorie
XT in
associée A(U)' et & un morphisme @ : V — U le morphisme de R-algebres ¢: A(U)T — A(V)T

associé, est un préfaisceau sur XIL qu’on notera O}. Pour tout U € .)C'Jlf, la restriction de OE(

¢ vers la catégorie des R-algebres f.c.t.f. trés lisses, qui fait correspondre a U son algebre

a .4 (U), notée Oi//(u), n’est autre que le faisceau structural du schéma de Meredith (U, OZD)
restreint & la catégorie des ouverts affines de U (cf. 2.3.1). Le préfaisceau OL est donc un
faisceau sur Xiflf d’apres 2.3.3. Les faisceaux O,T///(u) et Ol sont «les faisceauz structurauz des

sites .M (U) et X

nf > Tespectivement.

3.4 Catégorie de faisceaux de .A-modules sur X;Lf

3.4.1. La section 3.2 était consacrée a I’étude de la catégorie des (pré)faisceaux de Zx-
modules sur X;Lf, ou Zy est le préfaisceau «constant» sur XiLf de fibre 'anneau Z. Nous
indiquons maintenant comment les constructions et résultats de 3.2 se généralisent au cadre

de la catégorie des A-modules sur X; I, olt A est un faisceau d’algebres sur XIL

inf?
Dans la suite «module » sera synonyme de «module a gauche ». Les mémes idées s’appliquent

pour les «modules a droite » moyennant les modifications habituelles.

3.4.2. Préfaisceaux de A-modules. Soit A un faisceau de Z-algebres sur XlLf Un «A-
module » est la donnée d’un faisceau de groupes abéliens M sur Xllf et pour chaque U € Xllf
d’une structure de A(U)-module sur M(U). On notera a xm, et méme axm lorsque U sera

sous-entendu, le transformé de m € P(U) par a € A(U) sous cette action. Les diagrammes
(,Z;,) cAU) x MU) —— M(U)
AB)] M) d | me (%)
(*Z{(’*) AU x MUY —— MU
sont commutatifs quels que soient U’ CU et ¢ € Mor Xal}f(u/ ,U). D’autre part, A et M étant
des préfaisceaux sur Xiflf, ils sont munis d’actions de g} respectivement par automorphismes

de Z-algebres et par isomorphismes de Z-modules, la compatibilité entre ces actions et la

structure de A-module est donnée par 1’égalité :
0-(axm)=(0-a)*(0-m)

qui résulté de la commutativité de (x) pour ¢ =6 € Endyi (U), a € AU) et me M(U). 11
s’ensuit que le A-module M vient muni d’une structure de A x gj\,—module canonique.

On notera Mod X;lf(A)’ et plus simplement Mod(A) lorsque la référence a Xﬂ;f sera super-

flue, la catégorie des A-modules sur XILf

3.4.3. Dorénavant pour chaque U € Xiilf, la restriction j;,'(M) d'un A-module M sur
(«#(U)) au sous-site . (U) munie de sa structure canonique de AJ ;) ¥ gi/[(u)—module sera
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notée J;; Y(M). Le méme procédé décrit dans 2.5.6 donne maintenant le foncteur
P : Mod g1 (A) ~ Modg( Zu(A) x G)))
résultat de composer :
MOdXJM(A) i) Mod ) (A\w(u») i MOd%(U)(A\k//(u) A g;/(u))
| ~ (+)
Modg (Zu(A) x G,)
Le théoreme suivant est ’analogue de 3.2.3 et se démontre de la méme manieére.

3.4.4. Théoréme. Soit (X;Ox) un schéma affine lisse sur R de site de relévements affines
Pour tout U € X

tres lisses X i)

inf "

; tel que U =X les foncteurs i;,' et J,* dans (x) et le

foncteur

Ay - Modyt (A) ~ Modg( Zu(A) » QL)
sont des équivalences de catégories.

3.4.5. Corollaire. Soit (X;Ox) un schéma lisse et séparé sur R de site de relévements af-

fines trés lisses X, .. Pour tout U € Xilf le foncteur

inf -
Ry : Mod 1 (A) ~ Modg( Zu(A) x G
est exact et admet un inverse a droite qui est aussi adjoint a droite.

3.4.6. Notations. On note
o« Iy Modg(%’u(A) X QL) ~ MOdX_if(.A) I’adjoint & droite de %y.
e €:id — Sy 0%y le morphisme adjoint de id : Zy — Zy

3.4.7. Corollaire. Soient (X;Ox) un schéma affine lisse, X,

¢ son site de relevements affines

trés lisses et U € Xllflf tel que U = X . On a une équivalence de catégories :

P Mod i (O)) — Modg (O], x G)))

§4. Opérateurs différentiels f-adiques
4.1 Le faisceau 7 z(_,_)

Soit (X;O0x) un schéma lisse et séparé sur R de site de relévements affines trés lisses XiLf
et solent &, F € Mod i (Z).

A1) Pour U € X

infs Ol MOtE :

H 7(E,F)(U) :=Homz(Zu(E), Zu(F))

ou le terme de droite est le module des morphismes de faisceaux de Z-modules de %Zy(&)
vers Zu(F).
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H-ii) Pour U\ U € XIL et ¢ € Moryi (U',U), on note
H2(E,F)(¢): H 2(E,F)U) = A 7(€, F)U')
Papplication qui associe & & : Zy(E) — Zu(F) le morphisme de faisceaux
H 2(E,F)(9) () =R y(F) o (alg) o Z (€)™,

soit schématiquement :
Rs(E)7!

Hu(E) Bul&) 2 2(E)l
l _ HAEF)@) l
a _— a\ﬁ,
R $(F
Ru(F) Rl F) 22 0 (F) g

ol les isomorphismes % 4(&) et Z 4(F) sont ceux de la proposition de 2.5.8.

4.1.1. Cas particuliers
i) Pour Ve . Z(U) et {®} = Mor 4un(V,U), I z(E,F)(P) est 'application

Homy(Zu(E), Zu(F)) L Homz( Zu(E) )y Zu(F)|y) = Homz( Zv(E), B v(F))
ou P(a) = afy.

ii) Pour 6 € Isoyi (V) et a € Homz(%v(E),%v(F)), la famille des diagrammes commutatifs
pour W/ CW CV (cf 2.4.5):

(&)Y %5 2(8)(T) 2 d2(F)(W) —2 220(F)(T)

| | | |

ol €)(T) L g,() (T < ()T 10 22 (F)(TT)

olt les carrés de droite et gauche font référence a la structure de gl—module de Zv(E) et
Zv(F), est un morphisme de faisceaux noté 0(c) : Zv(€) — Zy(F). Le groupe Isoy (V)
agit de cette maniere sur 'z (£,F) (V) et H#z(E,F)(0) est 'application correspondante
a # pour cette action.
iii) Si V € .#(U) et si ¢ € Mory: (V,U) est de décomposition canonique ®o6, on a
Hg(E,F)(9) = A 2(E, F)(0) 0 H 2(E,F)(P)

4.1.2. Proposition. Soient £, F € ModX_rr(Z).
a) La correspondance J z(E,F) définie sur la catégorie XiLf par J-(i,ii) est un faisceau

sur Xlilf Pour tout U € /Y;Lf, on a un isomorphisme naturel :

%u(%z(f,f))) E%Z (%u(g),%u(f)>

b) Le faisceau &z(F) := H z(F,F) est un faisceau de Z-algébres sur Xi];f.
¢) Pour tout faisceau de Z-algébres A sur X,

inf?’

le faisceau &z(A) est une A-algebre.
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d) On a des inclusions canoniques de faisceaux Gl C Er(OL) et O, C ER(OL).

e) Lorsque (R,I) est un anneau de valuation discréte d’idéal maximal I, le morphisme de
faisceaux d’algébres 1 : O x Gl — ER(OL) induit par les inclusions (0d) est injectif. De
plus, le morphisme canonique des sections du préfaisceau vers les sections du faisceau as-
socié:

OLU) x GLU) — (0% x GL) W),
est bijectif pour tout U € XlLf tel que U est connexe.

Démonstration. a,b,c,d) On montre que J#(£,F) est un préfaisceau sur Xiilf a laide de
la propriété 2.5.9-(0b). D’autre part, pour chaque U € Xi];f, la restriction de JZ(E,F) a la
sous-catégorie . (U) est le faisceau S z(Zy(E),Zu(F)) (cf. 4.1.1-(0i)). La correspondance
H(E,F) est donc bien un faisceau sur X;lrlf (2.3.3) et le reste des affirmations (a,b,c) est de
vérification immédiate.
e) Pour toute R-algebre commutative avec identité multiplicative inteégre B ’ensemble G
des automorphismes de R-algebre est B-linéairement indépendant dans Endg(B). En effet,
soient 6y,...,60, deux & deux distincts dans G et b; € B\ {0} tels que o =3, ,b;-6; opere
par zéro sur B. Alors, pour tout b€ B :

0=0b—0,(b)o= > bi(0i(b) —0,(b)) -0

i=1,...,r—1

En raisonnant par induction, on peut supposer que {6y,...,0,_1} est B-linéairement indé-
pendant et alors bi(ﬁi(b) —Qr(b)) =0 pour tout b€ B et chaque i=1,...,7—1, ce qui est
contraire a l'intégrité de B.

Lorsque (R,I) est un anneau de valuation discréte et que U € X Tf est tel que U est con-

in
nexe, l'anneau (’)}(V) est integre pour tout V tel que V est principal non vide dans U.
L’application
E(V): OL(V) 1 GL(V) = ER(O(V), a®brab,

est alors injective d’apres la remarque précédente. L’injectivité de ¢ s’ensuit car O; X QL est
le faisceau associé au préfaisceau U ~ (’)L(U ) X QL(L{ ) et que ¢ est le morphisme de faisceaux
induit par €.

Pour tout recouvrement fini {V;} C .# (U) tel que V; est principal et non vide dans U la

suite
0— OLU) xGhU) == TI 0L(V) xGh(v) -2 TI OL(vy) xGhvy) (o)
1<i<t 1<i<j<l
est exacte.

En effet, un élément o € OL(U) x GL(U) s'écrit
o=> a0, avec O # O si k#K,

et comme les restrictions QL(U) — QL(VZ-) sont injectives (2.4.2), les automorphismes 0; , :=
Okly, sont deux & deux distincts et I'ensemble T; = {0; 1} est OL(Vi)—indépendant. Par con-

_ 43—
Dimanche 16 janvier 2006



§4.2 ALBERTO ARABIA !

séquent, lorsque €(c) =0 on a aly, =0 pour tous i,k et donc ax=0 pour tout k, d’ou
I'injectivité de e.

Soit maintenant o; € C’)L(Vi) X QL(VZ') pour chaque i =1,...,¢:

0; = Zkai,k ® 01-,;6, avec 91'7k # ei,k’ sik 7& K,
vérifiant
Tily,, = Tjly,,» pour tout i < j. (1)

Comme les restrictions QL(Vi) — gj((vij) sont injectives puisque les anneaux O;(Vi) sont
integres et que V;; # @ (2.4.2), égalité (1) définit une bijection entre les ensembles T; = {6;  }
et T; ={0, 1}, & savoir: deux automorphismes se correspondent si et seulement si leurs res-
trictions a QL(Vij) coincident. Rénumérotons les §; ., de maniere a ce que chaque famille ©; =
{0; 1} se recolle en un élément ), € QL(Z/I ). L’égalité (1) montre alors aussi que chaque famille
Ay, = {a; 1} serecolle en un élément ay, € OR,(L{). Lasomme 0 =) ,ar®0; € OL(Z/[) X QL(U)
est clairement le recollement des o; et ceci termine la vérification de I'exactitude de la suite
(0).

L’exactitude de (o) pour tout recouvrement fini principal de U implique que lapplica-
tion canonique OL(U) X QL(U) — ((9;{ p gj() (U) est bijective (cf. 2.2.11) et lassertion (e) est
démontrée. -
4.2 Faisceau d’opérateurs différentiels j-adiques sur XiLf
4.2.1. Opérateurs différentiels. Soit A une R-algebre commutative avec identité multipli-
cative, identifions chaque a € A avec ’endomorphisme linéaire de A défini par =+ ax et
notons [A,u] = Ao pu— oA pour tous A, u € Endg(A).

Un «opérateur différentiel R-linéaire de degré m sur A» est un endomorphisme de R-
module A € Endg(A) vérifiant :

[...[[Aaol,a1), .- am] =0,

pour tous ag,...,da, € A. L'ensemble de ces opérateurs est noté D3. On a A =DY, puis

D7 oD C D™ et une suite croissante de sous- A-bimodules de Endg(A) :
D) CD, C D4 C - CEndg(A)
de réunion l'algebre Dy :=J,, Dy

4.2.2. Morphismes d’algebres et opérateurs différentiels
Lemme. Soient A une R-algébre et ¢: A — A un endomorphisme de R-algébre.

a) Pour toute suite ag,ay,...,a,, € A on a:

- [fa il san) = (TT7g(6 — id) () ) 6.
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b) Si I-A est nilpotent de degré de nilpotence m et que ¢ =id mod I, on a ¢ € Dy.
¢) Pour chaque m € N, I'action de 6 € GT(A) sur A/IT™- A est celle d’un opérateur différen-

tiel (inversible) de degré au plus m.
Démonstration. Pour (a) il suffit de calculer [¢,a](b) pour tous a,b€ A. On a:
[#,a](b) = p(ab) — ap(b) = p(a)d(b) — ad(b) = (¢(a) — a)(b),
puisque ¢ est un endomorphisme d’anneau. Les autres assertions sont claires. [

4.2.3. Opérateurs différentiels f-adiques sur un schéma de Meredith. La définition sui-

vante est due a Zoghman Mebkhout.

Définition. Soient (X; (’);) un schéma de Meredith et V un ouvert de X. Une section
@ e I'(V;E,(0%)) est une famille {12pt<p(W) € EndR(OTX(W))} indexée par les ouverts
W CV telle que les diagrammes

Ok (W) (W
0*( )y £, <W>

sont commutatifs pour tous W’ C W C V. La section ¢ est un «opérateur différentiel -
adique » lorsqu’il existe une constante C' telle que pour chaque m € N la réduction modulo
I™ de o(W):

(W) : O% (W) /IO (W) — Ok (W) /IO (W)

est un opérateur différentiel de degré majoré par C(m+1), i.e

Clom)
#(W)m € Doy iy mo )

et ceci, quel que soit I'ouvert W C V. On note DTX(V) I’ensemble de telles sections.

4.2.4. Proposition et définition. Soit (X; O;) un schéma de Meredith.
a) Soit ,01‘77 I (V; 5R(OTX)) — I'(W; é"R(O;)) le morphisme de restriction du faisceau gR(OE{).
On a
P (Px(V) € D (7).
On note alors D];( le sous-préfaisceau de & R(OTX) ainsi défini. Le préfaisceau D};( est un
faisceau sur X .

b) On a une inclusion naturelle de faisceaux : g; C D;.

Indication. (a) est claire d’apres la définition de D];((V) et (b) résulte du lemme 4.2. n
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4.2.5. Opérateurs différentiels f-adiques sur XiTnf. Soit (X;Ox) un schéma lisse et sé-

paré sur R de site de relevements affines tres lisses X, ;.. Pour tout U € XJlf on pose

Dh(U) =T (U;D))).

La proposition suivante est la généralisation immédiate de 4.2.4 deés sites de Meredith au

site des relevements affines tres lisses.

Proposition

a) Soit Py: &R (OL) (U) — Er ((’)L) (V) le morphisme que le foncteur &g ((9;() fait corres-
pondre a ¢ € Mor i (V,U). Alors PAD}(U)) C DW(V) et la correspondance U ~ Dl (U)
munie des morphismes P4 est un sous-faisceau de Er(OL).

b) On a l'inclusion QL - DL compatible aux inclusions gg, C DZ{ de 4.2.4-0b.

4.3 Equivalences de catégories de Di-modules
4.3.1. La catégorie ModT(’Dz\g). Soit U € Xi];f. Par I'inclusion g; C DL on munit un DL—
module d’une structure de QL—module et donc aussi de ('DLXI gg,)—module. La catégorie

Modg(DL) apparait ainsi comme sous-catégorie pleine de Modg(D; X QZL), ce sera le sens
dans la suite de I'inclusion Modg(DL) C Modg(DL X QZD)

Notons Modf(D,) la sous-catégorie pleine de Mod(D},) des Dl-modules M tels que pour
chaque U € XIL Paction de GL(U) sur M(U) (M est un préfaisceau sur QC'IJLf

Paction induite par I'action de Dl () sur M(U) (GL(U) € DL(U)). Tl est clair que le noyau et

conoyau d’un morphisme de ’DL—modules de ModT(D;) appartiennent encore a cette catégorie

) coincide avec

qui est donc une sous-catégorie abélienne de Mod(DY).
4.3.2. Remarque. On a O; € ModT(D}) mais DL & ModT(DL).

4.3.3. Théoréme. Soit (X;Ox) un schéma lisse et séparé sur R de site de relévements
affines tres lisses XIL et soit U € XiLf.
a) La restriction %}, du foncteur %y : Mod (DY) ~ Modg(DL X QZ{) a Ia sous-catégorie Mod! (DY)

est & valeurs dans Modg(DZ{) et le foncteur
Ry - Mod! (DY) ~ Modg(D},) (o)

est exact et admet un adjoint a droite.
b) Lorsque X est affine et U = X, le foncteur (o) est une équivalence de catégories.

¢) La catégorie Mod(D},) est abélienne et posséde suffisamment d’objets injectifs.
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Démonstration. Un (DL X QZ{)—module est muni de deux structures de gz{—module grace aux
morphismes i

Gy — Dy * 9, Gy — Dy * 9,

00— 01 00— 140
On note alors ModZT;(DL X QZL) la sous-catégorie pleine de Modg(D;[{ X QZ{) des modules sur les-
quels ces deux structures de g;—module coincident et par restriction de %y (3.4.5) on obtient

le foncteur
2}, : Mod!(D}) ~ Modl,(D], x G}).

D’autre part les morphismes de préfaisceaux d’anneaux
a:D), —— D} xg} 8:D) %Gl —— D,
oc—— o®1 ol — ob

donnent respectivement les foncteurs
A : Modg(D), % G)) ~ Modgz(D},) et B :Modgy(D},) ~» Modl(D}, x G})

ol A o B est équivalent a I'identité car 5o a = id. Le foncteur A établit alors une équivalence
de catégories entre I'image essentielle de B, i.e. Modl(D] % Gl), et Modz(D},). Le foncteur
(0) se factorise alors en
Ry = Ao Ry,
et les affirmations (a) et (b) seront conséquences immédiates des affirmations analogues pour
le foncteur %’L
Le foncteur %y, et son adjoint a droite .#;; ont été introduits dans les catégories des fais-
ceaux d’algebres et dans celles des modules sur un faisceau d’algebres (3.3, 3.4). Nous savons
que %u(DL) = DL et %’u(g}) = g; et nous disposons des morphismes d’adjonction
{ €(DY) : Dy = (Suo#y") (D) = #u (D)) )
€(Gh) 1 Gl — (Fuo %) (Gh) = 7u(G))
Pour M € Modg(DL X QZL), les ac-

tions de DL et de QL sur #(M) sont alors celles qui proviennent des morphismes (x). II

qui sont des morphismes de faisceaux d’algébres sur XlLf
s’ensuit que si les actions de ’DL et de QZ, sur M sont compatibles il en sera de méme des ac-
tions de D; et de QL sur £ (M), autrement dit, la restriction .# L de #; a la sous-catégorie
pleine Modj;(DL X QZZ) est bien & valeurs dans ModT('DL) et 'assertion (a) est prouvée.

Lorsque X est affine et U = X, le foncteur %y est une équivalence d’inverse % (3.4.4)
et il en est donc de méme pour les restrictions %L et ﬂ;, d’ou (b).

Pour (c) fixons une famille d’objets {l4,...U;} de XlLf telle que {U;} est un recou-
vrement de X. Pour chaque i=1,...,¢ et tout M € Mor yi (Z) notons M; := %y,(M) et
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ei(M): M — S (M;) le morphisme adjoint de idpy,. Alors, le morphisme:

€(M) M — @izl,...,é fz,{i (Ml) s
somme des €;(M), est injectif quel que soit M € Mod,yi (Z). En effet, si K(M) est le noyau de
e(M), Vexactitude de %y, implique %, (K(M)) =0, pour tout i =1,...,£ et donc (M) =0
puisque {Uf;} est un recouvrement de X .

Cela étant, la sous-catégorie pleine Mod%(D; X QL) de Modg(DL X QL) possede suffisam-
ment d’injectifs car équivalente a la catégorie Modg(DZ,) de modules sur un faisceaux d’an-
neaux. Fixons alors pour i=1,...,¢, une injection de DZ,i-modules vi: M;—=TI; ou I; est
un Dzli—module injectif. Comme & Zh est adjoint a droite d’un foncteur exact, il préserve les

injectifs et est exact a gauche. Le morphisme
I i) I (M) = 7],(T)

est donc un plongement de .# Z{Q(Mz) dans un objet injectif de Mod(DL) et la composition

e(M) 1 Di j;j(Vi) T
M—— _7169 ejui(Mi)<—> _7169 g,ﬂui(Ii)
est un plongement de M dans un objet injectif de ModT(DL). ]

4.3.4. Remarque. (c¢f. 4.3.2) Il faut prendre garde du fait que le faisceau DL sur U est
naturellement muni de deux structures de gg,—module distinctes. En effet, dans 'égalité

DZ{ = %u(l)}) le faisceau gg, agit par automorphismes intérieurs, i.e.
9-P=60P6', V9eG, VYPeD],
alors que sur DL € ModT(DL X QLT{) le faisceau QIL agit par multiplication a gauche, i.e.
9.P=06P, V6 € Gl,,VP € D},
On a donc %U(D;) & ModT(DZ{ X QZ{) et D; # JU(DL) méme lorsque X =U.
Ces distinctions disparaissent dans le cas du faisceau structural OLT{ dans la mesure ou 'ac-

tion de QLT, a travers DZE est précisément l'action canonique par automorphismes d’algebres.
On a Z(0%,) € Mod!(DJ, 1 Gf)) et aussi Of, = .7,(0}) lorsque X =1.
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