Un théoreme de Lefschetz p-adique

Alberto Arabia”

Théoréme 1. Soit X un schéma lisse séparé de type fini sur un corps fini k. Soit
0: X — X un automorphisme, d’ordre fini L relativement premier a q := |k|, et agissant
sans point fixe, i.e. 6(x) # x, pour tout un point fermé r € X :=k® X . Alors

0=x(0: Hpp (X /K)):= Y (~1)"trx (0: Hhp(X/K) = Hfip (X /K).

Quelques notations générales

o N . , .
o k:=TF, ou ¢ est une puissance d’'un nombre premier p.

e V : anneau de valuation discrete séparé complet d’inégales caractéristiques, d’idéal
maximal (7), de corps résiduel k, et de corps de fractions K avec car(K) = 0.

o k et K : les clotures algébriques de k et K respectivement.

o X variété algébrique non singuliére sur k, i.e. un schéma lisse, séparé et de type fini
sur k. La notation “x € X” signifiera que x est un point fermé de X.

X (r) :=points fermés de X := k® X rationnels sur F,. Le cardinal de X (r) est
noté N(r), et méme N(X,r) si 'indication de X s’avére nécessaire.

o G :={(0) : groupe des automorphismes de X engendré par 6, donc de cardinal L.

Indications pour la preuve du Théoréme 1

§1) Soit G un groupe fini de cardinal L. Pour tout corps L algébriquement clos de caracté-
ristique, ou bien nulle, ou bien positive et premieére & L, la catégorie des L[G]-modules
de type fini est semi-simple. Si le groupe G est de plus cyclique de générateur 6,
les L[G]-modules irréductibles sont de dimension 1 et sont donnés par les caracteres
0+ u’ € L, ol u est un racine L-iéme de 1'unité.

Ces affirmations sont également vraies sur un anneau integre L ou l'entier L est
inversible et ot le polynome X% — 1 est completement réductible. Plus précisément :

Proposition. Soit L un entier positif. Soit L un anneau intégre contenant les L
racines L-iémes de l'unité et tel que I'entier L y est inversible. Fixons une racine
L-iéme primitive de I'unité w € L. Soit G = (f) un groupe cyclique d’ordre L. Pour
tout L|G]-module M (de type fini ou non) et tout m € [0,L — 1], on définit le sous-
module des éléments de «poids m » par M, := {v eM | O(v) = umv}. On a alors la
décomposition en somme directe

M=Myd--- &My .

Un élément v € M se exprime donc maniére unique sous la forme v=1vy+---+vp_1,
avec vy, € M, . L’élément v,, est la «composante de poids m de v », elle est donnée
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par la formule

= (1 () ) () o

Dans la suite, quitte a faire une extension finie de k (ce qui ne change pas la vali-
dité du Théoreme 1, nous supposons que k et V contiennent les racines L-iemes de
I'unité. La proposition précédente s’appliquera alorsa L=k et L=V et L=K.

§2) Représentation réguliére gauche de G

Soit L un anneau vérifiant les conditions de la Proposition du paragraphe précé-
dent. Pour tout groupe fini G, soit L[G] 'anneau du groupe G a coeflicients dans L
et notons {dy, | h € G} sa base canonique. On fait agir G sur L[G] par translations &
gauche, i.e. , pour g € G on pose g - Jp, := g4, pour tout g € G ; c’est la «représentation
réquliére (gauche) de G ».

Lemme A
a) Pour tout groupe fini H et tout h € H tel que h #id, on a

trgc(h: LIH] — L[H]) =0.

En particulier, le Théoréme 1 est vérifié lorsque dimy(X)=0.

b) Soit G cyclique d’ordre L et soit M un L[G]-module de type fini. Alors, M est
une somme de représentations régulieres si, et seulement si,

dimg, (M) = dimg, (M) = -+ =dimy (M),

ou M,, est le sous-G-module de M des éléments de poids m.

Conclusion :
“Compte tenu de lassertion (a), nous supposerons dans la suite que X est
équidimensionnel de dimension n > 1.”

§3) Réduction au cas affine
Soit 2 :={W1,...,W,} unrecouvrement fini de X par des ouverts affines. Saturons
la famille 2/ par laction de 6, i.e. , posons W; ; := 67 (W;) et soit @ :={U,...,Us}
la famille des ouverts W; ; réindexée suivant un ordre linéaire. L’action de ¢ sur les
membres de %/ correspond alors & une action sur ’ensemble des indices {1,...,5}.
Pour tout multi-indice 14y ...1x, avec i; € [1,..., 5], notons 6;,;, ;. la restriction de
a Vouvert Ui, 4, :=U;; N---NU;, . On a un isomorphisme

Oiviy...ir, * Uiiy...i, == Up(i1)0(in)...0(ix) - (%)

Notons Q7 ,
122.

morphisme (*) induit un isomorphisme de complexes

. le complexe de formes différentielles f-adiques de (U,s,...;, /K). Le

2

07 i 592(i1)9(¢2)...9(ik) — Wiy i (%)
Soit maintenant

0— Q(X/K) = TLY% = L, Qs = Tiige Qigis = (o)

1142
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le bicomplexe de Cech-de Rham associé au recouvrement % . Les morphismes (xx)
donnent lieu a un morphisme

O O Q*(X/K) — H’L Qi: — Hi|i2 QZ?;Q — Hi1i2i3 Q”;lizig —
G*l Hie;l Hi1i29:”‘2l Hi1i2i39:1i2i3l
00— Q*(X/K) — Hz Q;k — Hiliz ing B Hiligig Qjﬂéis —

qui est clairement un morphisme de bicomplexes de Cech-de Rham, et qui définit une
action de @ sur les termes successifs (IE,,d,) de la suite spectrale de Cech-deRham
associé au bicomplexe (¢) ([A-M] §6.5). Or, le complexe (IE,,d,) est de dimension fi-
nie sur K pour tout r > 2, de sorte que la caractéristique d’Euler-Poincaré y () y est
bien définie. Les propriétés usuelles de conservation de cette caractéristique font qu’il
suffit que x(6) soit nulle sur le terme IFy pour qu’elle soit nulle sur [E,, et donc sur
Hppr(X/K). Or, les termes de IFy sont les produits finis [[; ;, i, Hpr(Uisiy..ir, / K),
et nous devons évaluer la caractéristique d’Euler-Poincaré des morphismes :

O : H Hpg (Uiyiy...i /[ K) — H Hpg Uisy...in, | K),
iligmik i1i2'“ik‘

*

ou nous avons noté O :=[[,; . 0f, ., . En considérant les orbites de l'action de

6 sur I’ensemble I, de multi-indices non ordonnés {i;...i;} avec i; € [1,...,5], on
décompose les termes de IF, suivant 1’égalité

T #owWiiin/ ) = ]] ( 11 HBR(UiIA..ik/K)> :
drdgei, I€My /G \{i1...ip.}eI
qui induit la décomposition des morphismes Oy :
O = Hleﬂk/G O, avec Op:= H{il.‘.ik}el Osi...iy, -
Nous sommes ainsi emmenés & considérer pour chaque I € I,/G, le morphisme

Or: ] HwUii.i/K)— [  HowUii.i/K).

{iyig-ig eI {iyig-ig eI

Lorsque I € I;;/G n’est pas une orbite ponctuelle, i.e. lorsque 6{4; ...45} # {i1... ik},
la trace de O agissant en chaque degré cohomologique i :

©r: Y HigUi.i/K)— > Hy(U i /K)
{i]...ik}EI {i]...ik}EI
est déja nulle, et la caractéristique d’Euler-Poincaré est donc, a fortiori, nulle.

Conclusion :
“La nullité de x(0: Hj)y (X / K)) résulte de la nullité de x(0: Hjyz (Us,...,, / K))
lorsque 0{iy...i5} = {i1...ix}, cas ou louvert U;, . ;, est affine et 0-stable.”

On comprend ainsi qu’il suffit de prouver le Théoreme 1 pour les variétés affines
pour l'avoir en toute généralité.

§4) Réduction au cas des actions libres
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Dans le Théoreme 1, le morphisme 6 agit sans point fixe sur X, mais il est pos-
sible que certains des itérés 6° = id ne vérifient pas cette condition, autrement dit, il
se peut que le groupe G := (f) n’agisse pas librement sur X.

Monsky montre dans la preuve du théoréme 6.3 de [Mo], lexistence d’une stratifi-
cation algébrique de X telle que 6 agit librement sur chaque strate. On a donc une
partition finie de X en parties localement fermées Y, Y,..., Y de codimensions dans
X respectivement 0 =cy < ¢ < --- < ¢y, telles que Y; est une variété non singuliere,
définie sur une extension finie k; de k, et stable sous 6 dont ’action est libre.

Quitte a remplacer k par une extension finie convenable nous pouvons supposer
dans ce qui précede que k; = k, cela n’affecte pas la validité du Théoreme.

Si nous supposons maintenant le Théoreme 1 démontré pour toute les variétés affines
non singulieres sur k munies d’une action libre, il sera automatiquement vérifié par
chaque Y; grace & la conclusion du §(3). Le Théoréme est donc vérifié par Uy := Y,
et s'il est vérifié par I'un des ouverts U; :=YyU---UY;, on pose U;11 =U; UY; 4] et
a laide de la suite exacte longue de Gysin ([A-M] §14.2) pour la paire (Y;11 CU;+1):

e—2codi Y; . .
— Hpp "0 (Y /K) = Hpg (Ui /K) — Hpg (Ui / K) —,
on conclut que le théoreme est aussi vérifié par U, 1, et, par récurrence, par Uy = X .

§5) Comme conséquence de §(3) et §(4), le cas critique & considérer est celui ot X est un
schéma affine lisse sur k, muni d’un automorphisme d’ordre fini L, dont I'action est
libre. Nous sommes donc emmenés & prouver théoréme suivant.

Théoréme 1’. Soit X un schéma affine lisse défini sur un corps fini k de cardinal q.
Soit 6: X — X un automorphisme d’ordre fini L # 1, relativement premier a q, tel
que le groupe G := (0) agit librement sur X . Alors

0=x(0:Hpp(X/K)) = (~1)*trx (0: Hbp(X/K) = Hfip (X /K).

§6) Une premieére équivalence
Notons
o A l'algebre des fonctions régulieres de X ;
e 0: A— A lautomorphisme d’ordre L # 1 de I’énoncé du théoreme ;
o G := (0) le groupe d’automorphismes de A engendré par 6.
e u €k (resp. u € V C K) racine L-iéme primitive de 1, fixée une fois pour toutes;
o A,, le sous-k[G]-module des fonctions de poids m ;
e F:A— A x+— x4, le morphisme de Frobenius relatif & k.

Comme le groupe G opere naturellement sur la cohomologie de de Rham f-adique
de A, celle-ci se décompose en sous-espaces de poids:

Hpp(A/K) = Hpp(A/K)o® - ® Hppr(A/K)p-1, (Eq.1)

ot Hjyp(A/K)y, = h* (0 (ZT/K)m,d) est de dimension finie car K-sous-espace vec-
toriel de Hjp(A/K), lui-méme de dimension finie.
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Notons pour m=0,1...,L—1:

Xm(A) =Y (1) dimg (Hpp(A/K)m),
k

et pour tout morphisme de k-algebre ¢p: A — A :

X(¢) =Y _(~1)*tr (¢.: Hiz(A/K) — Hiz(A/K)).

k
On a alors
X(6°) 11 1 1 Xo(A)
x(0Y) Lo(w) (w0 ()t x1(A)
@) [=|1 @) (@) ... (u)*! X2(A) (Eq.2)
Wb y) N\ @ @t b \ g (a)
Ou la matrice de Vandermonde, qui a la forme particuliere
W(u) = (u" ) Gepager, (Eq.3)

est inversible d’inverse la matrice %W(v) avec v :=u"!. Par conséquent,

(A) 11 1 .. 1 (6°)
i?l)(A) L o(v) (v ... (v)! );(91)
) [= 2|1 @) @ @) @)
XL—;(A) 1 (vL._l) ('UL._l)Q (vL‘.l)L—1 X(g}rl)

On en déduit aussitot le lemme suivant.

Lemme B. Sous les hypothéses en cours, les assertions suivantes sont équivalentes.

a) 0= x(0") =x(0) = =x(0"");

b) x0(A) =x1(A) = x2(A) = -+ = x1-1(A).
auquel cas Xm(A) = x(0")/L.
Indication. Les sommes 1+ (u?) +--- + (/)1 sont nulles lorsque j # 0 (mod L), car
(14 (W) +- 4 (Ww)E ) (1 —w!) =1—u/L =0, alors que (1—u) #0. L]

Le dernier lemme affirme que le Théoréme 1’ équivaut au théoréme suivant.

Théoréme 2. Sous les hypothéses du Théoréme 1’ soit
Hpp(X/K) = Hpp(X /K)o @ -+ & Hpp(X/K)L-1, (Eq.4)

la décomposition de la cohomologie de X en sous-espaces de poids, et notons pour
m=0,...,L—1,

X(Hpr(X/K)p) = Zk(—l)kdimK (HER(X/K)m) -
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Alors,
{X(HDR,(X/K)O) = x(Hpr(X/K)1) == x(Hpr(X/K)L_1)

x(Hpr(X/K)) =L - x(Hpr((X/G)/K)).

§7) Commentaire sur le cas dim(X) =0

Lorsque dim(X) =0, la cohomologie de de Rham f-adique est concentrée en degré
0 et c’est une somme directe de copies de K[G], la représentation réguliere gauche de
G. Le théoreme 2 est alors une simple reformulation de assertion (b) du lemme A
du paragraphe §(2).

§8) Une deuxiéme équivalence

Notons suivant [Mo]-§6, pour tous j =0,1...,L—1 et r € N donnés

J(j,r) := idéal de A engendré par les différences 67(a) — F"(a), ot a € A,
N(jvr) = dlmk (A/J(j,’/‘)) )
L(j,r) =k (=1 tr (04(q"F.7) : Hip(A/K) — Hfp (A/K))

ou n:=dim X.

Monsky démontre (loc.cit., §6.1) 1’égalité

N(jvT) = L(j,?") (Eq5)

avec comme seules hypotheses le fait que A est lisse équidimensionnelle de dimension
n et que G est fini (de cardinal L quelconque!) opérant librement sur X .

Dans le paragraphe §(6) nous avons noté, pour chaque poids m=0,1...,L—1 et
pour tout r € N :

Xm(:}tr) = Zk(*l)ktrK (qn:}:T : HSR(A/K)m - HISR(A/K)m) .
L’égalité de Monsky (Eq.5), s’écrit alors:

N(G,r) = L(,r) = xo(F.") + () x1 (F27) + () 2xo(FL ) + -+ (@) E Dy (FL7),

soit
N(O,T) X0<3~*_r)
N(1,7) xi(F7T)
N@Zr) | =W (u) x2(F.7) (Eq.6)
N(L—1.r) oA (F)

ou W(u) est a matrice de Vandermonde introduite dans (6)-(Eq.3).
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On en déduit 1’égalité de séries formelles

nglN(OaT)% Zr>1XO(g;r)% Log (CO(Xat))

ZTZIN(LT)% Zgﬂl(’ﬁ’”)% Log (Cl(Xﬂf))

Zr>1 N(2,T)% =W(u) Zr>1 X2(?;T)% =W(u) Log (@(X7t))
3o ML~ 1) o () Log (¢11(X.0)

ou ((X,t) est la fraction rationnelle de K (t) :
ot Tk s det 1—q¢"F 't HE (X/K)p,
(.0 = exp (3 xon(Fo7) ) = Liimr At (L= O 12 !
r [Tk poir det (1 — g F ot HER (X /K ) m)

r>=1
(Eq.7)
qui participe a la factorisation de la fonction Zéta de X suivante:
n —T tr
(x=en(Y x@F )
nae—r tr neae—r tr
= (X 0@ F ) ) ke (30 xealaF )5
:CO(Xat)X"'XCLfl(Xat)' (Eq8)
Si nous notons maintenant
ot
1; (X, t) == exp (ZMN(J,T) 7) 7 (Eq.9)
nous avons pour m,j =0,...,L—1:
{ D =600 QOGN G GOt
G (X008 = mo(X,8) i (X,0)°" (X0 - (X 0)

ol v:i=u"l.

Les séries formelles qui définissent (,,(X,t) et n;(X,t) valent 1 pour ¢t =0 et con-
vergent uniformément sur un disque ID(0,¢e) C C de rayon e > 0, assez petit. Les fonc-
tions (n(X,t) et n;(X,t) sont donc holomorphes sur ce disque, de méme que leurs
puissances aux exposants complexes u* et v*, quitte a réduire le rayon € si néces-
saire. On sait que les fonctions (,,, se prolongent en des fonctions rationnelles sur C
de sorte que l'on peut écrire d’un maniere unique (,(X,1/2) = ¢ (2)/2%, on d€Z
et ol ¢, (2) est holomorphe sur un voisinage de 0 et vérifie ¢,,(0) # 0. En particu-
lier, pour tout nombre complexe w, on peut écrire (X, 2)% = ¢, (2)¥ /2%, ou, si
la fonction ¢,,(2)* n’est pas unique (car elle dépend d’une détermination du Log), le

dénominateur % Dest.
Notation. Pour tout « € C, 'exposant «da » dans I'écriture ¢, (X, 2)® = ¢, (2)* /29,
sera appelé '«ordre a Uinfini» de (,,(X,t)*, on le notera ord. (¢, (X,t)*). Lorsque

a € Z, on a clairement orde((m (X)) = —deg((m (X, 1)%)

Quant aux fonctions 7;(X,t), elles admettent aussi des prolongements analytiques
au voisinage de l'infini (pas nécessairement méromorphes) et ’on peut donner un sens
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aux nombres ord(n;(X,t)) tout comme pour les fonctions (,,(X,t). En procédant
ainsi, les formules (Eq.10) donnent

orde (n;(X,t)
L-ordy (Gn (X, 1)

) = Zm:(),‘..,Lfl u™ orde (G (X7t))
)= ZFOMLA o™ ordu (1;( X, 1))
et comme d’autre part ords((n(X,t)) = xm(X), on obtient le systeme
orde (n; (X, 1)) = Zm:O,..,,L—l
LonX)=Y o Morda(ny(X.)

dont on déduit aussitot le lemme suivant.

umjxm(X)
(Eq.11)

Lemme C. Il y a équivalence entre

a) xo(X) =x1(X) = =xr1(X) ;
b)  deg(G(X,t)) = deg(Ci(X,1)) = deg(Ga(X,1)) =--- = deg(CL1(X,1));
c) 0 = ordoo(m(X,t)) = ord (m2(X,t)) =+ = ordec(nr-1(X,1)).

Ce lemme affirme donc que le Théoréme 2 équivaut au théoreme suivant.

Théoréme 3. Sous les hypothéses du Théoréme 1’ posons pour j=1,...,L—1

n;(X,t) :==exp (ZT>1N(]',T’) g) ,
Alors,

0 =ordo(m(X,t)) = ordao (2(X,t)) = - - = ordeo (-1 (X, 1))

89) A propos des fonctions ¢m(X,t). Leur définition dans le paragraphe précédent
(Eq.7), & savoir,

G (X.1) 1= exp (Y xm(F27)

r>1

ﬂ) _ Hk impair det (1 - qng::lt : H]];R(X/K)’m)
[Tk podet (1 — q"F ot HER (X /K) )
(Eq.12)
les fait apparaitre d’emblée comme fraction rationnelle de K (), mais, d’autre part,
en inversant ’égalité (Eq.6), on a

r

xo(F.7) N(0,7)

x1(F.) ) N(1,r)

@) | = W (@) N(2,7) (Bq.13)
Xe1(F:7) N(L-1,r)

ot v=u"!et N(j,r) €N ('), et alors

Cm(X,t) :exp< Z v (Z N(lj;’r) t;)) , (Eq.14)

§j=0,...,L—1 r>1

'En fait, N(j,r) € L-N puisque G opere librement sur X
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de sorte que ((X,t) € Qu][[t], out Q[u] désigne le sous-corps de C de décomposition
de XL —1.
Lemme D. On a (,(X,t) € Zu](t).

Preuve. On applique le critére de rationalité des déterminants de Hankel a la série
formelle (Eq.14) dont les coefficients appartiennent clairement & Q[u]. ]

§10) La stratégie a suivre

Nous allons montrer que lordre & I'infini des fractions rationnelles ¢, (X ,t)/¢o(X,?)
est toujours nul, ce qui équivaut & prouver le Théoréme 2 (donc 1’ et 3).

Pour ce faire, on va s’aider de I'égalité (Eq.13), qui nous donne

Los((X.0) \ (Dol 5 N (O
Log(¢1(X,1)) Yexa(F e . S N(L)E
LOg(CZ(Xﬂt)) = 2791)(2(3‘:7‘)% = EW(U) Zr)lN@’T)% s
Log(Cr-1(X,1)) S X1 (FE Y N(L—1,1)%
(Eq.15)

ot v=u"! et olt N(j,r) est le cardinal de I’ensemble
X(jr)={zeX|0/(2)=F"(2)}.

Dans le paragraphe § 12, nous allons faire un décompte différent des nombres N (j,7)
donnant lieu dans le paragraphe (13), & une décomposition canonique des séries
> o1 Xm(F27)E comme somme infinie de séries —Log(1 —u*t?) avec d € N~ {0},
mais ol seulement un nombre fini de telles séries intervient pour un d donné (cf. pa-
ragraphe §14, lemme G). Ce méme lemme donnera des décompositions eulériennes

explicites des fonctions rationnelles (,,(X,t), qui permettront ensuite, dans le para-
graphe §17, Pétude des quotients (,,,(X,t)/¢o(X,1).

§11) Les GxJF-orbites

Le morphisme de Frobenius F est bijectif sur I’ensemble des points fermés de X, ses
orbites seront appelées les « F-orbites». On note X (r) I'ensemble des points fermés
de X fixés par F7, on a X =J,,, X (7). Les cardinaux des F-orbites dans X ((r)

sont donc des diviseurs de 7. La F-orbite contenant z € X sera notée (F) - x.

Le groupe G agit librement sur I'ensemble des points fermés de X . Ses orbites, les
«G-orbites», sont de cardinal L := |G]|.

Une « GxF-orbite» est un ensemble de points fermés de X non vide, stable sous
l'action de G et de F et minimal pour ces propriétés. La G x F-orbite contenant = € X
sera notée (GxF) - x. Comme l'action de G commute a celle de F, le groupe G opere
sur I’ensemble des F-orbites et vice-versa. Il est alors clair que la donnée d’'une G xF-
orbite est équivalente & la donnée d’une F-orbite saturée par 'action de G, c’est donc
I’ensemble des points sous-jacents & la G-orbite d'une F-orbite.

Soit O une F-orbite. On a Stabg(O) = (6°) pour un unique diviseur s de L, et
comme (#*) opére librement sur O, on a |O| = £d pour un unique d € N~ {0}.
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Supposons s # L. Pour chaque x € O, il existe un unique ¢, =0,..., %d —1, tel que
0°(x) = F(x). On a €, # 0 puisque 0°(z) # , et 'on a aussi €, = ez(,), de sorte que
le nombre €, est indépendant de = € O, notons-le €. Alors, F¢=0° sur O et F est
d’ordre %, donc € = ed pour un unique e € {1,... ,% —1} relativement premier & %

On a ainsi associé & la F-orbite O le triplet (s,e,d). Enfin, on a
G-0=0160)1---16°10),

ott les F-orbites 6#¢(O) ont toutes le méme triplet (s,e,d) associé. L’ensemble G - O,

dont le cardinal est Ld, est une G xF-orbite, elle sera dite «de type (s, e,d) ».

Lorsque s = L, les F-orbites 0,0(0),...,6*1(0) sont deux & deux disjointes et
I'équation 0F(x) = Ff(x) admet comme solution f =0, on a donc (s,e,d) = (L,0,d).
L’ensemble G - O, de cardinal Ld, est une G xF-orbite «de type (L,0,d) ».

F-orbite G xF-orbite contenant x

Définitions. Un triplet d’entiers naturels (s,e,d) ol

se{l,...,L} est un diviseur de L ;

0.1 L ; 0,sis=1L

ec ,L,..., - €es . . N .

{ <) # 0 et relativement premier a %, sis# L
d est un entier positif ;

est un «type de GxF-orbite». On notera X (s,e,d) I'ensemble des points de X qui
appartiennent a des GxF-orbites de type (s,e,d), et N(s,e,d):=|X(s,e,d)|.

Lemme E

a) Deux GxJF-orbites dans X sont isomorphes en tant que GxF-ensembles si, et
seulement si, elles ont le méme type. En particulier, X (s,e,d) N X (s',¢/,d') =& si
(s,e,d) # (s',¢/,d').

b) L’ensemble X (s,e,d) est une réunion finie de GxF-orbites. Ces orbites sont de
cardinal égal & Ld. On a X(s,e,d) C X(£d) et N(s,e,d) < N(£d) < co.

¢) Pour tous j=1,...,L—1, et r > 1, 'ensemble X (j,r) est une réunion disjointe
d’ensembles X (s,e,d) avec s # L. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) X(s,e,d) C X (j,r), et (i)s=+j etrEd(e%—&—%Z).

~10 —
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d) On a aussi

i) X(s,e,d) C X(as, (ea + %)d) , pour tout (s,e,d) et tout a € N;
i) 11 {X(s.e.) | Ld+r} = X(0,r) = X(r) ;
finie

i) I {X(S,e,d) ‘ s+, r:de% (mod d%)} =X(j,r), pour j=1,...,.L—1;

finie
iv) H{X(s,e,d) ‘ s # L} = U{X(j,r) ‘ j# O} et ]_[{X(&e,d)} =X.
ot “Ige” indique que la famille d’ensembles concernée est une partition finie.

Indications

a,b) Clairs.

¢) Un point = € X (j,r) vérifie 6 (x) = F"(r), de sorte que la F-orbite (F) - x est sta-
bilisée par 7 qui est # id par hypothese. Il s’ensuit que (GxF) - x est d'un certain
type (s,e,d) avec s# L mais aussi avec s+ j puisque ¢’ € Stabg((F) - x) = (69).
Or, de I'égalité 0°(z) = FEtA D) on déduit

9](1,) — gf(e%+)\§)d7
ce qui justifie ’équivalence (X(s7e,d) C X(j,r)) & (s ~jetre d(e% + % Z))

d) Résultent d’appliquer (c). m

§12) Recomposition des séries ) ., N(j,7)t"/r. Le lemme E, notamment par Ias-
sertion (c) et par les partitions (d)-(ii)(iii), donne une nouvelle approche pour des
nombres N (j,r). Il permet aussitot la réécriture suivante

SN = Z) (N(s,e,d) Z;?A) ,

r>1 (s,e,d A>1 (Eq16)
IYIELI S e s (B 1))
N(j,r)— = (N(s,ad) ,L>7Vj€ 5,28...,(=—1)s;.
r>1 T ed oo dles +52) ’
s+J

Il est important de souligner que dans les membres de droite de cette égalité, cha-

cun des mondmes 45 et pdleiTEN apparait uniquement dans un nombre fini de
termes (s,e,d) d’apreés la finitude des partitions (d)-(ii)(iii), ceci justifie que I’égalité
en question a bien un sens dans Q[t].

Lemme F. Pour tout type de GxF-orbite (s,e,d), notons

R
S(s,e,d)g:= —,
o1 Az A
pdlel+Ly) I
S(s,e,d); = _— sije{s,2s7...,(——1)s}
! god(e%—k%)\) 5
S(s,e,d);j =0, si j #0 (mod s)

- 11 —
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Alors, suite a la définition (Eq.9), on a

n0(X,t) Zrle(Oar)t?: S(s,e,d)o

171(X7t) 27.21]\[(1,7’)% S<S76,d)1

m(Xot) | =| X NE2rE =3 Nsed)| Sed:2 | (Eq17)
: (s,e,d)

nL-1(X,1) S N(L—-1,r)E S(s.e,d)p—1

§13) Etude des termes des séries S(s,e,d);

Pour toute racine Ld-iéme primitive de 1, notée w, I'élément w~*¢? est une racine

L _idme primitive de 1. On choisit alors w telle que

wed = u® (Eq.18)
On a

. ] L : J L
1+ (wl.s)(rfde%) + (w2.s)(r7de%) S (w(d%—l)-s)(rfde%) _ {ds7 S1 r:dei (HlOd d:)7

0, si non,

de sorte que, quel que soit j, nul ou non, nous avons:

0L S(s.ed); = S ey aeh LSS sz
S » I a=0 r a=0 r

r>1 r>
QL ()T
— g aj
=3 (e ),
r>1
grace au choix de w. On a donc
(,wU €t>7‘
S(S,e,d)g s ZT>1 T
S(s,e,d)1.s > w oY)
JL . _ (W(ué) ------ ‘ W(us)) o (Eq.19)
S(Saead)(%—l)s d colonnes de blocs Lx L Z (w(d%*l)'st)"'
r=1 r

olt W(u®) désigne la matrice de Vandermonde (Eq.3) de £xL lignes et colonnes:

1 1 1 1L
1 (u®) (u®)? ... (us)?L*1
W)= |1 @) @) () (Eq.20)

§14) Décomposition eulérienne des fonctions (,,(X,t)

11 s’agit maintenant d’expliciter 1’égalité (Eq.15) au vu de la recomposition (Eq.17)
(lemme F), ce qui nous emmene & considérer I’égalité

- 12 —



UN THEOREME DE LEFSCHETZ p-ADIQUE

D M S(s.e.d)

Dot Xl(gjj)t? S(s,e,d)

Yeoe@ 5 =3 Nsed) W( )| S(s,ed): (Eq.21)
. s+L(s,e,d) :

Ssixs1(FE S(s,e,d)r—1

ou l'on voit apparaitre les séries S(s,e,d) avec tous les indices ¢ € {0

L —1}, alors
que par la définition dans lemme F, on a

S(s,e,d); =0, si i #0 (mod s).

En enlevant ces termes parasites, ’égalité (Fq.21) se réécrit sous la forme

27‘21 XO(g:ZT)tTT s S(s7ead)05
ZT21 Xl(g:zr)zf W(U ) S(svevd)ls
Yo xe(F)T —Z Z (s,e,d) :
. s+L(s,e,d) s
5 e (F L W) J \Ss.e.d)iz,
r>1I XL-1\J 5" )7 —_——
s lignes de blocs I:x% (Eq22)

ot v=u"! et W(v*) est 'analogue de W (u?®) (Eq.20) et vérifie

W ()W (u) = Lide

de sorte que si nous reportons ’égalité (Eq.19) dans (Eq.22), on obtient

ZT>1XU(:T;T)% — — S (w"st)"
2:r>1>(1(3:r)£ ido ido r>1 ( LTSt)T
= T s s w
—ry e d . . P
Zr>1X2(3"*r)% _Z Z N(s.e, S I : 2l
: s+L(s,e,d) T .7 .
: - ido 1dr <w(d%—l)-st)r
X (FNE — D
s lignes et d colonnes de blocs I:xI: (Eq23)

ol les nombres N(s,e,d)/Ld sont entiers d’apres lemme E-(b).

Ces calculs donnent le développement eulérien des fonctions ¢, (X,t), & savoir:
Lemme G. Pour m=0,...,L—1,0n a

> xm(FT) Z Log(( ! >W>

—usfm¢d
r>1 (s,e,d)

et le développement eulérien au voisinage de t =0 :

1 N(s,e,d)

(Xt = [ (m) & (Eq.24)

(s,e,d)

~13 -
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ot nous avons posé f = —e~! (mod %), et otl les indices (s,e,d) parcourent ’ensemble
de tous les types de GxF-orbites de X .

Preuve. En appliquant la formule (Eq.23), on a pour chaque m donné

(m (mod £))s t)r

S (@7 zz Nlsuerd) 5 i (07 2

r=>1 (qed) a=0r=>1

(w(m (mod L£))s t)r

Sy Moead) (57 3 w1

s+L(s,e,d) a=0 r>1
N d) (w™mst)dr 1 7
-y (s,e,d) (W™ 1) =Y Log ( ) o
Ld r 1—wmsdid
(s,e,d) (s,e,d)
olt w5 = qp(~sed)(=e'm) — 45/ " Papres nos conventions (cf. (Eq.18)). m

§15) Rapport eulérien entre {(X,t) et (o(X,t)

Ce paragraphe n’est pas indispensable pour la preuve des théorémes, mais il trouve
sa place naturelle a cet endroit. Il s’agit de comprendre le rapport entre les fonctions
Zéta de X et de X /G, dont le lemme B nous indiquait déja que le degré de la premiere
devrait étre L-fois celui de la seconde. Notons 7: X — X /G la projection canonique.
Il est clair que I'on a X () € 7 }(X/G(r)), mais la réciproque n’a aucune raison, &
priori, d’étre vérifiée.

Lemme H. Avec les notations en cours.
a) On a w(x/@)e) =x0) [T (., o, X(se).

et donc L~N(X/G7r):N(X,T)+Z( d)N(s,e,d).
d%r:éd%r

b) On a le développement eulérien au voisinage de t =0 :

((X,1) _ (1— t%d)s N(s.e.d)
W - (slzld) <(1_td)L) (Eq25)

ott le produit peut évidemment se limiter aux types (s,e,d) tels que s # L.

Preuve

a) Soit y € X /G, vérifiant F"(y) =y. L'ensemble 7 1(y) est alors stable sous 1'ac-
tion de G est de F, c’est donc une réunion de GxF-orbites. Si maintenant
(GXF) -z Cnl(y), Pégalité ForedtALd(z) = 02 (z), pour tout a € Z, donne l'en-
semble de toutes les solutions & 'équation F(z) = 6%(x). Ainsi, la condition né-
cessaire et suffisante pour avoir F"(y) =y est que r soit de la forme aed—i—)\%d,

donc r

d=r, et S =ae (mod %) pour un certain a € Z,

ou la deuxieme condition est toujours vérifiée. Par conséquent,

1X/G)( H X(s,e,d)

— 14 —
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Or, X (s,e,d) C X((r)) si, et seulement si, £d = r, d’oti I'assertion (a).

b) On procede comme dans (12). En appliquant (a), on a

eI .
Log (W) = ; (N(X,r) —L-N(X/G,r))7
S N(s,e,d)<ztdA _Zts‘“>
(s,e,d) A1 dA A>1 %d)‘
1= t50)0 ) 2
- Log( 11 (((1_,5(1)2) >
CQFD. (s,e,d) ]

§16) A propos de la convergence des séries et produits. Toutes les séries formelles
en la variable ¢ que nous avons considérées sont nulles en ¢ =0 et convergent unifor-
mément sur un disque D(0,€) C C de rayon e > 0 assez petit. Voici, en vrac, quelques
justifications.

o Les séries ZT>1N(X,7’)% et ZT>1N(X/G,7")% donnant les fonctions ((X,t)
et ((X/G,t), car dominées par des les séries des fonctions ((A},t) des espaces
affines dont le rayon de convergence se calcule sans difficulté.

e Les séries Y-, N(X,j,r)%, car respectivement dominées par Y, N(X,Lr)t-.

o Les séries > ) xm(F ), puisqu’elles sont liées aux séries ) -, N(X,j,r)t% par
le systeme d’équations (Eq.15).

o Les séries S(s,e,d),, du lemme F, pour des raisons évidentes (cf. (Eq.19)), on
peut méme préciser que leur rayon de convergence vaut 1.

o Les séries >0, .4
Zr}lN(ijvr)% (Cf (qu?))

e Les produits eulériens des lemmes G et H, car exponentiels de séries convergentes,
nulles en ¢ =0.

) N(s,e,d)S(s;e;d);, car respectivement dominées par les séries

§17) Comparaison des degrés de (,,(X,t) et {o(X,t) et {(X,t).

Lemme I. On a deg (CO(X,t)) =..-=deg (Cm(X,t)) =deg (C(X,t))/L. En particu-
lier, les théorémes 1/, 2, 3, et donc aussi 1, sont vérifiés.
Preuve. Les décompositions eulériennes (Eq.24), donnent au voisinage de t =0:

Cm(X,t) _ H 1 _td N(‘?;,d) (*)
CO(X7t) _( ) 1 —ysfmd 5

ou la fraction de gauche appartient & Z[u](t) (lemme D).

Comme ¢, (X,0) = (p(X,0) =1, les deux membres de (x) peuvent se développer en
série formelle & coefficients dans Z[u][t], obtenant la méme série formelle. On en dé-
duit que pour montrer que la fraction ¢, (X,t)/¢o(X,t) est de degré nul, nous pouvons
aussi bien la considérer comme fraction rationnelle & coefficients dans Q, (quitte & fixer

— 15—
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un plongement Z[u] C Qy), et ceci pour n’importe quel nombre premier ¢. L’égalité

(%) continue alors d’avoir une sens dans 1’anneau des séries formelles Q,[t]

Posons maintenant
CO (Xa t)

m ()
m(t)

avec A (t), Bm(t) € Qt] sans facteur commun et termes constants égaux a 1. On
considere alors ’égalité

11—\ M
An(t)=Bn(t) [ <1_usfmtd>

A !
-2 (+)

(s,e,d)
N(s,e,d)
Ld
Am(t) = B (2) H <(1—td) Z(usfmtd)k) (om)
(s,e,d) k=0

dans I'anneau des séries formelles Q[[t].

Il convient de remarquer a ce stade que le produit eulérien dans ces égalités converge
bien dans le disque unité ouvert vers une fonction non nulle, et que ceci implique que
les zéros de A, (t) et By, (t) sont a priori de valuation ¢-adique négative ou nulle. Or,
les zéros de A,,(t) et By, (t) sont aussi des valeurs propres de 'action du Frobenius sur
la cohomologie étale ¢-adique (£ # p) de X, et I'on sait d’apres Deligne que ces valeurs
propres sont de valuation f-adique nulle dans Q, i.e. ce sont des unités ¢-adiques (*).
L’égalité (o,,) est donc une égalité dans le sous-anneau de Qy[[t] des séries formelles
dont les coefficients sont des entiers de Q. En comparant 'expression (¢,,) avec celle
correspondant a ‘4m’ a la place de ‘m’, on obtient 1’égalité :

(An ()" Bem(t) = (Bin(£) - Ae () (mod £),

et donc

4
an() (),

puisque les coefficients principaux de A,,(t) et By, (t) sont de valuation ¢-adique nulle.
Par conséquent, par (¥'), on a

() = (7),

Cette égalité est indépendante de tout contexte adique et est valable pour tout nombre
premier £ # p, elle s’itere donc de maniére évidente pour donner :

() - () o

pour tout m=1,...,L —1, CQFD.

2Voir le corollaire 5.5.3, p. 31, de 'appendice §5 Théoremes d’intégralité par P. Deligne, de I'article
de N. Katz [K].
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Enfin, I’égalité L -deg (go(X,t)) =deg (((X,t)) est maintenant immédiate grace a
la factorisation de la fonction Zéta (Eq.8) qui va donner

deg (((X,t) = > deg(Gn(X,1)) = L-deg(¢(X,1)),
d’apres ce qui précede. ]

§18) A propos du rapport ¢(X,t)/¢(X/G,t)F

Dans la preuve du lemme I, le rapport entre les degrés de ((X,t) et ((X/G,t)
est conséquence de I'égalité des degrés des fonctions rationnelles ¢, (X,t), mais une
démarche directe est aussi possible grace au produit eulérien (Eq.25) (lemme H):

(Xt (1—thd)s\ Yppd s — g\ s Mt
e ((1—td>b> -1 (H LT )

(s.e,d) (s.e,d) v

a partir duquel, la preuve de ’égalité deg(( (X ,t)) = deg(¢o(X,t)), s’applique presque
inchangée pour montrer que deg ({(X,t)) = deg (¢(X/G,t)%).

Remarque. Dans cette démarche, on utilise de nouveau le fait que les valeurs propres
du Frobenius agissant en cohomologie étale ¢-adique, sont des unités £-adiques

§19) Une approche p-adique pour la preuve du lemme I

Dans cette approche, nous allons démontrer un résultat bien plus fort que celui du
lemme I, nous allons montrer que l'on a en fait des égalités de fractions rationnelles

CO(X’t) = CTTL(X7t)7

pour tout m=1,...,L —1, et pas seulement des égalités de leurs degrés.

L’idée pour parvenir a ce résultat consiste & décomposer X comme réunion disjointe

Quelques commentaires

o L’hypothese sur I'ordre de 6 est importante. Par exemple, sur la droite affine, I'au-
tomorphisme 0 : Al(k) — Al(k), z+— x+ 1, est d’ordre p, n’a pas de point fixe, et
sa trace en cohomologie vaut 1.

e Il est intéressant de remarquer que les égalités du Théoreme 2
X(Hpg(X/K)o) = x(Hpr(X/K)1) = - = x(Hpr(X/K)L),
ne résultent pas de l'existence d’isomorphismes entre H{jp (X /K)o et Hj(X/K);.
En effet, 'exemple
kX, X[T]

Ay=k[X, X1, A:=
0 [ ) ]7 (TL_X) b)

0(T) =uT,

montre par un calcul simple que 'on a

(/I =K (AR -
Hiy(A/K)) = K Hiy(A/K): =
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